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В. В. Йычагин 

Особенности, скачки, ударные волны или, короче, катастро­
фы представляют один из наиболее важных и интригующих 
разделов геометрической теории нелинейных дифференциаль­
ных уравнений. Современная теория особенностей довольно 
правдоподобно объясняет механизм образования катастроф 
(см., например, [24]). Однако, несмотря на простоту и огром­
ное количество приложений (а также спекуляций), этот меха­
низм не является удовлетворительным. Дело, по-видимому, в 
том, что с одной стороны большинство процессов, к которым 
этот механизм применяется, описывается дифференциальными 
уравнениями (и, как правило,—в частных производных), а с 
другой стороны его использование начинается лишь тогда, ког­
да фактически дифференциальное уравнение уже забыто, а при 
дальнейших манипуляциях с решением какой-либо якобиан об­
ратился в нуль. 

В этой работе предпринимается попытка с единой геомет­
рической точки зрения подойти к теории особенностей решений 
нелинейных дифференциальных уравнений и тем самым ука­
зать более прямую и непосредственную связь между диффе­
ренциальными уравнениями и теорией особенностей, применив 
последнюю к проекциям интегральных многообразий. 

§ 1. РАССЛОЕНИЯ СТРУИ 

В основе геометрического подхода к теории нелинейных 
дифференциальных уравнений лежат пространства струй. По­
нятие струи или джета было введено Эресманном. Однако сто­
ит отметить, что уже первое проинтегрированное дифференци­
альное уравнение в частных производных—-уравнение Эйлера 
однородных функций -— было проинтегрировано Эйлером с ис­
пользованием геометрии пространства струй 1-го порядка. 
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1Л. Пусть М—гладкое многообразие размерности т-\-п, где 
т>0—фиксированное натуральное число. Для каждого гладкого 
подмногообразия NdM коразмерности т через [Л/"]* обозначим 
к -струю этого подмногообразия в точке xQN- Пусть Jk

x (M, т) — 
пространство всех k-струй подмногообразий коразмерности т 
в фиксированной точке xQM, a /*(M, m)= 1J Jk

x{M, m)—много-
xQM 

образие всех k-струй. Редукция k-струи [N]x к s-струе [N]x 
при k > s порождает проекции nk,s:Jk(M,m)^-Js{M,m). Поло­
жим щ,о = пкя. J°(M, m) = M. 

Если .многообразие М является тотальным пространством 
гладкого расслоения а : М=Е(а)-*-В, то через Jh(a) обозначим 
многообразие всех fe-струй локальных сечений этого расслоения. 
Отождествляя (локальные) сечения h : j3{to}M с их графиками — 
подмногообразиями в М вида h{B), получим вложение .p-(a) {subset} 
{subset}/'1 (E (а), т), где т=dim а. Естественные проекции а°ль: 
: /{cdot}-(a){to}-B обозначим через «ь. В том случае, когда расслоение 
а является векторным, таковыми же являются и все расслое­
ния at, &_>0. Проекции jt/t,s определяют морфизмы этих вектор­
ных расслоений, а при s=ft---l имеют место следующие точные 
последовательности: 

"ft, k— 1 

О {to} a® S 4 * {to}»/.' >-cx;/-_i —s- О , 
в которых через 5*t* обозначена k-я симметрическая степень, ко-
касательного расслоения л*:Т*В^-В. 

1.2. Имея в виду описание в общем случае слоев проекций 
ял, k-i'-Jk (M, m){to} J*-1 (M, m), рассмотрим действие псевдогруппы 
C?(M) локальных диффеоморфизмов многообразия М в простран­
стве Jk(M, тп). Обозначим через Ох, у~ множество всех k-струй 
[cplli/ локальных диффеоморфизмов ф•.M{to}M, переводящих точку 
х в точку у, ср(д:)=-г/. Композиция локальных диффеоморфизмов 
порождает спаривание: 

Q"u, ,X Ox, „-*Gl„ Ш1*Х Ыкх, ^[гроф]*. ,, 
которое при условии, что x = y = z, определяет структуру груп-
пы в пространстве QXl X — Qx-

Очевидно, что G°={e}, а GX = QL{TXM). 
Естественные проекции щ, n~\'Gx{to}G*_1 являются эпиморфиз­

мами групп, ядра которых Нх при к>2 — абелевы группы, изо­
морфные тензорным цроизведениям SkTx®Tx. Здесь через Тл--= 
=*ТХМ и ТХ=ТХМ обозначены касательное и кокасательное 
пространства многообразия М. 

Таким образом, при k > 2 группы Gx получаются последова­
тельными расширениями полной линейной группы посредством 
абелевых. 
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Группа Qx естественным образом действует в пространстве 
k-струй 4 (M, т): если [<р£. XQQX, [ЩхеЛ (М, т), то [Ф]*, Л X 
Х([ЛП*.) — [ф(Л0]*. При этом .действий ядро Нх действует 
транзитивно на слоях E(xft-i) проекции nkjk_x:J^{M,m)-y 
^•J^iM, m) над элементами xk_l = [N\x'^Jk-l{M, т). Стацио­
нарной подгруппой (в Hk

x) элемента [N]XQF (xk.{) при таком 
действии в случае, когда k>2, является подпространство 

(Ann TxN)oS^T*x®Tx + SkTx®TxN, 

где через (AnnTxN)°Sk'lT*x обозначено, симметрическое произ­
ведение аннулятора AnnTxN и пространства Sk~lT*. 

ЭТО замечание показывает, что слои E(xA_-) при k > 2 яв­
ляются однородными пространствами относительно действия 
связной абелевой группы Нх и тем самым несут аффинную струк­
туру, ассоциированную с векторным пространством Sk (T*xN)®vx, 
где через vx обозначено нормальное подпространство к подмно­
гообразию N\4X=TXMITXN. 

1.3. Каждый локальный диффеоморфизм ф€Сг (M) естествен­
ным образом поднимается до локального диффеоморфизма Ф(*->: 
J>'(M, m)-+Jk(M,m), где Ф<*> ([ЛМ£)-[Ф(А0]*(х). При этом 
ф(0) = ф) а поднятия cp(-), k > l , согласованы с проекциями щ, -: 
щ: „оср(*)--= ф(*)0щ,-,. k > s . Очевидно, что диффеоморфизмы Ф--''.1 

при k > 2 сохраняют описанную выше аффинную структуру. 
В случае, когда k==1, слои F (х) расслоения щ,а отождеств­
ляются с грассмановыми многообразиями я-мерных подпространств 
в касательном пространстве' ТХМ, F (х) = Оп (Т .*)••--- G.. (Rra+m), 
а автоморфизмы Ф(')-суть линейные коллинеации этих многооб­
разий, порожденные дифференциалами Ф*,*. 

Следующая теорема описывает геометрическую структуру 
расслоений струй подмногообразий. 

Теорема. Расслоения струй щ, / ; _1: /* (M, т.)->- 7й"1 (М, т) 
при k > 2 являются аффинными. При этом слой F (X/,_i) над эле­
ментом xft_i-[iV]*"1 является аффинным пространством, с кото­
рым ассоциировано векторное пространство Sk(T*xN)®vx. Подня­
тия ф№) локальных диффеоморфизмов фбб(М) в пространства 
Jh(M, т) при k^2 являются аффинными автоморфизмами, a 
при k=\—линейными коллинеациями грассмановых многооб­
разий. 

Дополнение . Если многообразие М дополнительно снаб­
жено контактной (или симплектйческой) структурой, а 
Rh(M) — многообразие всех &-струй лежандровых (соответ­
ственно, лагранжевых) подмногообразий в М, то рассматривая 
вместо псевдогруппы Q(M) соответственно псевдогруппу кон­
тактных или симплектических локальных диффеоморфизмов и 
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действуя, как и выше, получим, что при k^2 проекции яь,ь_1 '• 
Rk(M)->~JRh-'[(M) являются аффинными расслоениями, слои 
которых над точками [J-V]^"1 ассоциированы с векторными 
пространствами Sh+1 (TX*N)®TXM/CX в контактном случае, где 
Сх — контактная плоскость в точке хШ, и с Sh+l(Tx*N) — в 
симплектическом случае. Естественные поднятия контактных 
(соответственно, симплектических) локальных диффеоморфиз­
мов в Rh(M) являются при k^2 аффинными автоморфизмами. 

1.4. Рассмотрим некоторые специализации приведенной об­
щей конструкции. 

(1) Пусть а : М=Е(а)-*В — гладкое расслоение. Тогда, 
отождествляя локальные сечения этого расслоения с подмного­
образиями в М, трансверсальными слоям, получим вложения 
%и '• Jh(a) — Jk(M, m), где m = dima. Условия трансверсаль­
ности — суть условия на 1-струю, поэтому слои проекций 
%h,h-i-.Jh(u.)-+Jh~l{a) при k ^ 2 совпадают со слоями общей 
проекции Jtfc, ь_1 : Jh(M, m)-^Jk~l(M, m) и тем самым наследуют 
аффинную структуру [5], [33]. Поднятия локальных автомор­
физмов расслоения се являются автоморфизмами этой струк­
туры. 

(2) Будем дополнительно считать, ЧТО расслоение а является 
векторным. В этом случае расслоения пк, u-i '• Jk(a)-+Jk~^(a) 
также являются векторными, а определяемая векторной аффин­
ная структура совпадает с описанной выше. Имея это в виду, 
опишем такое покрытие многообразия Ih(M,m) открытыми 
множествами вида / й ( а ) , которое бы сохраняло аффинные 
структуры и тем самым давало бы удобный способ реализации 
произвольных аффинных структур. С этой целью для каждого 
элемента Xk=[W]x

hQJh(M,m) рассмотрим трубчатую окрест­
ность О подмногообразия NczM и нормальное расслоение 
a:0—E(a){to}/V, Тогда образ естественного вложения %h\ 
/ ' ' (a) — Jk(M, m) покрывает некоторую окрестность элемента 
x.4, а аффинная структура на Jk(M,m) в этой окрестности ин­
дуцируется линейной. 

Описанная конструкция аналогична построению аффинных 
карт в проективном пространстве. Имея в виду эту аналогию, 
назовем вложения %% : / f t(a) ^Jh{M, m) аффинными картами 
на многообразии &-струй. 

(3) Для тривиального расслоения a:MxN-+M многообра­
зие Jh(a) совпадает с многообразием Jk(M,N) k-струй гладких 
отображений из М в N. Описанная выше аффинная структура 
является, в частности, инвариантом лево-правого действия. 

§ 2. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ КАРТАНА 

Это распределение, послужившее источником теории диф­
ференциальных форм, позволяет внутренним образом выде­
лять среди всевозможных подмногообразий пространства струй 
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те, которые отвечают решениям дифференциальных уравнений.. 
Иначе говоря, распределение Картана задает «условия инты> 
рируемости» в пространстве струй. Наличие этого распределе­
ния позволяет проблему интегрируемости дифференциальных 
уравнений переформулировать как некоторую дифференциаль­
но-геометрическую. задачу. Распределение Картана является 
естественным обобщением классической контактной структуры,. 
а определяемая им геометрия — продолжением контактной гео­
метрии. Многие понятия теории дифференциальных уравнений 
(такие как: решения, симметрии, законы сохранения, ударные 
волны и др.) естественно формулируются в терминах возникаю­
щей геометрии. 

2.1. Распределение Картана. Каждое подмногообразие 
NcM, co6.imN = m, определяет подмногообразие Jk(N)c: 
с / * (M, т) k-струйное продолжение N, где jk{N) = 
— {[N]x, vxG-V}. Аналогично, каждое локальное сечение 
A:i?{to}E(a) расслоения а, определяет локальное сечение jk(h):B-* 
-»,7й (а) расслоения ak: Л (А): я-*•[#•]*, Vx-d-S. Назовем интегри* 
руемыми такие подмногообразия LczJh(M,m) (соответственно, 
сечения 0:5->/й(а)), которые имеют вид L=jh(N) (Q—ju(h)) 
для некоторого подмногообразия N (или сечения к). Если 
&.7---0, то, конечно, не все подмногообразия интегрируемы. Имея 
в виду выделение таких подмногообразий, рассмотрим следую­
щую конструкцию. 

Каждый элемент xA+i=[iV]*+16./*+1(jW>m) определяет под--
пространство L (xk+i) с TXk (./*(M, m)), касательное к подмногооб­
разию jk(N) в точке x/r—[-V]*. Пусть С (xk)czTXk(J"(M, m))—' 
подпространство, натянутое на • объединение всевозможных 
подпространств вида L(x'k+i) при условии, что элементы x'll+i 
пробегают весь слой F (хк). Иначе говоря, подпространство 
C(xft) является линейной оболочкой объединения касательных 
пространств к интегрируемым многообразиям, проходящим че­
рез точку xu. 

Подпространства C(Xk), также как и определяемое ими рас­
пределение & :xfti-->C(xft) на многообразии А-струй Jh(M,m),. 
назовем картановскими. 

Аналогично строится распределение Картана на многообра­
зии Jh(a). Более того, если % : E(K)-*-NCZM, %{k) : Jh (и) -*•• tL-Jh{M,m) — аффинная карта, то отображение к ш переводит 
распределение Картана на Jh(M,m) в распределение Картана 
на Jh(%), Используя этот факт, можно ограничиться рассмотре­
нием распределений Картана на многообразиях вида / ' ( а ) , где 
а — гладкое векторное расслоение. 

Пример. Многообразие У1 (Ж, 1) естественным образом 
отождествляется с проективизацией кокасательного расслоения 
т* : Т*М-*-М. Распределение Картана на нем — стандартная 
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контактная структура. Аффинные карты, в данном случае, — 
это многообразия 1-струй гладких функций /'(1) с естественной 
контактной структурой. 

Здесь и далее через 1 обозначается тривиальное линейное 
расслоение В xR-^-B. 

Непосредственно из определения картановского подпростран­
ства С(хк) следует, что дифференциал проекции кк,ь-\ отобра­
жает это подпространство на L(xk). Более того, справедливо 
равенство (nkik-{)7?xk(L(xk)) = C (хк), которое дает альтернативное 
определение распределения Картана. Иначе говоря, картанов-
ское подпространство C(xk) можно представить в виде прямой 
суммы подпространств L(xft+i), Yxh+i^F(Xh), и Тх k (F(Xh-\)), 
xft-1 = Яй, h-\ (xfc) • 

Подмногообразия вида ]h{N)aJh{M,m) являются интег­
ральными многообразиями распределения Картана без вырож­
дения проектирующимися в многообразие М. Верно и обратное 
утверждение: каждое интегральное многообразие L распреде­
ления Картана размерности п, для которого отображение 
пи, о: L-^M является собственным вложением, — интегрируемо. 

2.2. Формы Картана. Пусть а:Е (a) {to}В — гладкое расслое­
ние, а Ло (•/*«)—модуль дифференциальных «/..-горизонтальных 
i-форм на многообразий k-струй Jk(a). Оператор внешнего 
дифференцирования к:К1(В)->А.1+1(В) на многообразии В порож­
дает оператор полного дифференцирования d:Ao (•/**.) {to} 
.{to} Ло+1 (Jma), значение которого на i-форме 'а>еЛо (./*«) опреде 
ляется следующим соотношением универсальности 

jUi(h)(da) = d(ji(k)(«>)), 
справедливым для всех локальных сечений h:B-*-E(a). 

Оператор d является дифференцированием степени 1 градуи­
рованной алгебры hl(Jka) со значениями в Ao(Jk+la), a d2 — 0. 

Каждой функции /6CDO(J;'!-Ic.) можно сопоставить два диффе­
ренциала: внешний df и полный df. Их разность 

U (/) = <*_! (df) - d/QA} (./*«). 
называется формой Картана, отвечающей функции / . 

Значение этой формы на векторе XQT'Xfi (Jka) вычисляется 
следующим образом. Представим касательное пространство 
ТХ/г__ (Jk~la) в виде прямой суммы горизонтального пространства 
L{xk) и вертикального пространства Г^—-пространства, касатель­
ного к слою проекции ак. Соответственно этому разложению 
вектор (пк,к-\)*{Х) можно представить в виде XQ-\-Xv, где 
Xo6L (xA>» XvQTX/{. В этих обозначениях справедливо равенство 
U{f)(X)~X*(f). 
212 



Теорема ([5]). Распределение на многообразии ./*(«), 
определяемое нулями 1-форм Картана £/(/), v/GC^/*"1-*)» 
совпадает с распределением Картана. 

2.3. Метасимплектическая структура. Оператор 
U':C~(/"~Io.,){to}A1(./~a), сопоставляющий функции / форму 
Картана U(f), является С00 (б)-линейньш дифференцированием 
над отображением <xt,k-\:U{fg) = fU(g), если /еС°°(.5), и 
U{fg) = fU(g) + gU(n, v / , geC°°(J^a). 

Имея в виду описание касательных подпространств к интег-: 
ральным многообразиям распределения Картана, рассмотрим 
ограничения дифференциалов форм Картана на подпростран­
ства C{xh). С этой целью фиксируем элемент xhQJk(a) и опре­
делим оператор 

' QXk:C°° (J^a)^ АЦС* (xk)), 
где Q4 (/) K -оа) = dU (/) (vu v3), V/6G00 (У*~-а); vu *>26G (xk) -

Из свойств оператора U следует, что &xk(fg)~ 
= / (.*A-i) ®xk (g) + g (x/e-i) fl^ (/)• Поэтому оператор Q.Xk опре­
деляет оператор Urft:Т.^....-*Л2(С (x*)), где й*А (X) === Qxft (Я» 
k — dxb-J' / С-̂ л-г) = 0 - При этом очевидно, что Q*ft(A.)— О, 
если Ĝ1m «*_,_£_-. A так как Г* /Ima*_Ift_ —• 
-=(r^_i(E(xA_2)))*, то отображение QXft определяет оператор 

я ^ ^ Л 7 7 (•«*--))-»-л2(с *(•«*))-
который мы назовем метасимплекттеской структурой 
на картановском пространстве C(xA). 

Если а—векторное расслоение, тоГл-,._.1(Р (x/._2))-=SA_1^®°-.r 
и тем самым метасимплектическая структура здесь—это оператор 

atfx®S*-lTx-+A?(C*(xk)). 
Прежде чем вычислять значения этого оператора, заметим 

что для каждого ковектора ^&TXk_ (F (xft_2)) внешняя 2-форма 
QX = Q(X)QA2(C* {xk)) обращается в нуль на подпространствах 
L(xA+i), V.*A+16E (xA), и r^(/7(xft_i)). Поэтому, в силу разложе­
ния C(xk)='L(xit+i)®TXk(F(Xb„i)), для вычисления метасимплек-
тической структуры Q достаточно определить значение 2-формы 
Qx на паре векторов XGL (xft+i), Y6F.-ft(F(x.4_i)). Воспользовав­
шись аффинной структурой, отождествим касательное простран­
ство T^(E(xft_i)) с векторным пространством SfcT*x®vx,, где 
x0=--ak,Q{xk), у*,—-касательное пространство к слою а(х) в точке 
х0, а пространство L(xk+l) —с касательным пространством Тх. 
При этих отождествлениях для векторов XQTX, YQSkTx®vr 



->.e.-?*--7Ve®v* имеем: 
Q^(X ,Y)= (к, X_l6Y>, (1) 

где через S:SAr*®v{to}7* « S ^ T ^ v обозначен S-оператор 
Спенсера. 

Используя эту формулу, нетрудно описать подпространство 
вырождения внешней 2-формы й?,. А именно, 

KerQ-.={eeS*r;®vcC(x,), беег;®^}, (2) 
где gx = Ker>---={yeSft~1r;®v, < %, у ) =0} . 

Таким образом, подпространство вырождения Й-, совпадает 
с 1-м продолжением символа gkcSh~lTx*'®v. 

2.4. Изотропные подпространства. Скажем, что векторы 
X, Y&C(xh) находятся в инволюции относительно метасимплек-
тической структуры, если Й-.(Х,У)= 0, для всех тензоров 

Подпространство EcrC(xh), в котором каждая пара векто­
ров X, Y6E находится в инволюции, назовем изотропным. 

П р и м е р ы . 1) Векторы X, y6L(x,.+i){subset}C(xA) находятся в 
инволюции, а L(xh+\) тем самым — изотропное подпростран­
ство. 

2) Векторы е, ^SkT^vcC (xk) находятся в инволюции; 
TX/i{F (x*_-))--=SAr* ®v--изотропное подпространство. 

3) Пусть e6Sft-T*®v, XeD (x*+1) — Тх. Тогда, в силу формулы 
(1), векторы X, 6 находятся в инволюции в том и только том 
случае, когда вектор X определяет направление вырождения 
симметрического тензора 6, т . е . X_j66= 0. 

4) Фиксируем подпространство %аТх и, пользуясь разложе­
нием С {x£) = L{xk+x)®SkTx®v и отождествлением ak^\L (-хй+1)-5. 
Z-Tx, определим подпространство Е {хк+ъ %)czC {хк), которое 
натянуто на векторы вида X©6, где X6Ann°Mcrx , a 06SA%®vc: 
cS ' - r^®v. Тогда, в силу формулы (1), подпространство 
E ({cdot}x*+i> Щ — изотропно. 

Скажем, что EczC(xh)—максимально изотропное подпро­
странство, если Е не является собственным подмножеством 
никакого другого изотропного подпространства. 

Следующее предложение дает полное описание максималь­
ных изотропных подпространств. 

П р е д л о ж е н и е . Каждое максимальное изотропное под-
лростраиство EczC(xh) имеет вид E—E(xk+\, %) для некото­
рого подпространства {̂subset}Г**. При этом подпространство °И 
однозначно определяется пространством Е; -^ = Ann a.,»(E). 

С л е д с т в и е . Пусть EaC(xh)—изотропное пространство, 
для которого отображение ah*: E{to}7*— изоморфизм. Тогда Е — 
максимальное изотропное подпространство и E = L(A;A+i) для 
'некоторого элемента xh+i&F[xh). 
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§ 3. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ МНОГООБРАЗИЯ 

Введение интегральных многообразий позволяет определить 
обобщенное, с геометрической точки зрения, решение системы 
нелинейных дифференциальных уравнений в частных производ­
ных. Такое обобщение во многом аналогично подходу к интег­
рированию уравнений первого порядка, предложенному в 
прошлом веке Софусом Ли. Необходимость обобщений такого 
рода в настоящее время стала очевидной после работ 
В. П. Маслова по асимптотическим методам. 

3.1. Дифференциальные уравнения. Системой дифференци­
альных уравнений порядка {le}fe, заданной на подмногообрази­
ях коразмерности m многообразия М, называется гладкое 
подмногообразие &(^Ih(M, m). Решением такой системы диф­
ференциальных уравнений является гладкое подмногообразие 
NczM, /г-струйное расширение которого лежит в многообразии 

Пусть <8{Ш) —ограничение распределения Картана на под­
многообразие &; <e(&) \gBxk>-+C(xh)[\Tx k{&)^C{%, хк). Ска­
жем, что точка а£§> — регулярная точка системы дифференци­
альных уравнений, если в некоторой окрестности этой точки 
функция xh «->• dim С (S, xh) постоянна. В противном случае 
точку а^Ш назовем особой, 

Если все точки системы регулярны, то семейство подпро­
странств 9S{<S) определяет распределение на многообразии <S, 
а решения этой системы — суть интегральные многообразия 
распределения 'g($), имеющие размерность n и проектирую­
щиеся без вырождения в многообразие М. Отказавшись от по­
следнего условия, приходим к следующему геометрическому 
обобщению понятия решения. Решения системы дифференци­
альных уравнений <8 — это n-мерные интегральные многообра­
зия распределения 4g{<S). n-мерные интегральные многообразия 
распределения Картана назовем просто интегральными. 

Таким образом, решения системы дифференциальных урав-
нии & — это интегральные многообразия LczJh{M, m), лежа­
щие в подмногообразии jg. Если L=jh(N), то такое решение 
назовем классическим или гладким, в противном случае, т. е. 
когда отображение п.,,о: L—>-М не является собственным вложе­
нием, многообразие L назовем обобщенным (в геометрическом 
смысле) решением. Аналогично определяются аффинные вари­
анты приведенных выше конструкций. 

П р и м е р ы . 1) Интегральные многообразия в контактном 
многообразии Iх {М, 1) суть лежандровы многообразия. 

2) Всякое n-мерное подмногообразие LczF(xh-i) является 
интегральным. 

3) Естественным обобщением предыдущего примера является 
следующая конструкция. Пусть N0—некоторое подмногообразие 
в N, a NcM, codim N=m. Обозначим через N^~X) cjk_i(N) 
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подмногообразие, образованное (k — 1)-струями [Л/"]*-1 при усло­
вии, что точка х пробегает все подмногообразие N0. И пусть 
N0(N) — множество таких элементов хйбУ* (M, т), для которых 
•i-ft.ft-i (xk)QN^~l\ а подпространство L (xk) содержит касатель­
ную плоскость к подмногообразию Nok~l) ,в точке xk_\. Тогда! 
касательные плоскости к подмногообразию NQ{N) совпадают 
с описанными в предыдущем параграфе максимальными инво-
лютивными подпространствами. Поэтому N0 (/V) —максимальное 
интегральное многообразие распределения Картона, а следова­
тельно каждое гс-мерное подмногообразие LcN0(N) является 
интегральным. 

4) В случае, когда отображение nk,0 : L-+M не имеет осо­
бенностей, т. е. когда дифференциал (яА,о), является вложени­
ем, образ n-,,o(L) является погруженным подмногообразием в 
М. Для таких подмногообразий N{to}M корректно определено 
продолжение jk(N)cJh(M, m), которое является интегральным 
подмногообразием при £ > 1 . 

3.(2. Символы и продолжения. Продолжением порядка 
i > 0 системы дифференциальных уравнений Sxcfk(M, m) назо­
вем подмножество -§?(/)с./ш(М, т), образованное такими эле­
ментами [Л'']*"1"', k-струйные продолжения которых jk{N) 
касаются подмногообразия Щ в точке [N]XQ$ c порядком > i . 
Систему дифференциальных уравнений 8 назовем формально 
интегрируемой, если для всех / > 0 продолжения $("—-гладкие 
подмногообразия, а проекции яА+/+1,/,+/:<§,<'+1)->-§(') и я/,,о:«?-> 
->M—-гладкие расслоения. 

Условия формальной интегрируемости естественно форму­
лируются в терминах символов дифференциальных уравнений. 

Пусть &c:Jk{M, та) —система дифференциальных уравнений. 
Символом этой системы в точке xk=[N]xQ$ называется подпро­
странство 

g(xk) = TXk {8)ПТХ/1 (F M ) c 5 * ' ( r ; J V ) ® v r 

Если все продолжения <ff(/— гладкие подмногообразия, то их 
символы gW(xk)cSk+l(TxN)®vx в точках xA+/-= [N]x

+l являют­
ся i-ми продолжениями символа g(xk). Поэтому б (g(/+I> (хй)) — 
czT*xN®gW(xk) и тем самым в каждой точке xft6-?: определен 
б-комплекс Спенсера 

0{to}g«> (xk)-lg('-V (xk)®T*xN-i g<'--> (xft)®A2 (r*.iV){to} 
Когомологии этого комплекса в члене gU) {xh) ®A{{T^N) 

обозначим через #J,<(<E-% xh). Они называются б-когомологиями 
Спенсера системы дифференциальных уравнений & в точке 
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Скажем, что система дифференциальных уравнений .Fcr 
czJh(M, m) r-ациклична, если №•*(&, x-.)=0 для всех значе­
ний 0{le}i{le}r, /5-0, Vx^-lf. n-ацикличные системы называются 
инволютивными. Используя аффинные карты и результаты 
Голдшмидта [32], приходим к следующему критерию формаль­
ной интегрируемости. 

Теорема. Пусть S'dPlM, m)—2-ацикличная система 
дифференциальных уравнений, для которой проекции ЛЬ+Ь* l 
g<v-*jg и n&,o:-S'-{to}M являются гладкими расслоениями. Тог­
да & — формально интегрируемая система дифференциальных 
уравнений. 

3.3. Интегральные многообразия с особенностями. Пусть 
LczJk(M, m)—некоторое интегральное многообразие, а 

SL = {yQL I Ker (its,o) .„ф 0}. 
— множество особых точек отображения пА,о : L{to}M. 

Разложим L\SL = ULr на связные компоненты L,. Для каж-
г 

дои такой компоненты отображение л,.,-: Lr{to}Af является по­
гружением и тем самым Lr можно представить себе как гра­
фик k-го продолжения погруженного подмногообразия N„ Lr = 
—jh(Nr). Если, кроме того, особое множество SL имеет внут­
ренние точки, то почти в каждой такой точке (локально) L 
является подмногообразием в максимальном интегральном мно­
гообразии вида NQ(N) (см. пример 3). Образ £'•-=--,-,-(D) {subset} 
{subset}./" (M, m), k>s, произвольного интегрального многообразия: 
LczJh(M, m) является гладким погруженным интегральным 
подмногообразием в точках xJjtft,»(SL) и подмногообразием с 
«особенностями» в критических точках этого отображения. 
Рассмотрим этот процесс в обратном порядке. Подмножество 
U определяет интегральное многообразие L во всех неособых 
точках. A именно, многообразие L является (k-s)-u продол­
жением U. В критических точках xsGnk,B(HL) происходит «раз­
дутие» множества L', аналогичное cr-процессу. Зафиксируем 
возникающий тип особенностей. Интегральным многообразием 
с особенностями будем называть такое подмножество L{subset} 
{subset}/* (M, m), для каждой точки xhGL которого найдется гладкое 
интегральное многообразие LczJk+'(M, tn),- s=s(xk), образ-
Пл+->л(̂ ) которого совпадает с L в некоторой окрестности точ­
ки хл. Будем говорить, что интегральное многообразие Ъ у ни-
формизует L в окрестности точки xh. 

Выберем для каждой точки хк интегрального многообразия 
с особенностями L окрестность C?(Xj)czJk(M, m) и униформи-
зующее интегральное многообразие LXkc,Jk+'s{M, tn) такое, что 
nk+,,k(lxk)f]C?XXk)=L{}0{xk). Пусть x;eL—другая точка, а-
интегральное многообразие L^c.Jk+s' (M, m) униформизует L 
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в окрестности <?(xj.) точки x'k. Тогда, если укЪ0 (-x*) П & (х'к) П L 
и в некоторой окрестности этой точки подмножество L является 
гладким подмногообразием, а ук. не является особой точкой 
отображения nftjo:L->M> то проекции nk+s,k+S' при условии, что 
s>s', являются локальными диффеоморфизмами между много­
образиями Ъх и L ' всюду, за исключением множества, особых 

, ft. 

точек." Если же Б точке yft подмножество L не является гладким 
подмногообразием, то s — s', а подмногообразие Lx совпадает 
с Lx< в некоторой окрестности прообраза точки yk. Используя 
• k 

это замечание и склеивая униформизующие многообразия вдоль 
•соответствующих проекций, получим гладкое многообразие L, на­
зываемое «раздутием* интегрального многообразия с особеннос­
тями L, вместе с естественным отображением n-.L^-L, 
являющимся локальным диффеоморфизмом в неособых точках 
многообразия L. 

Дальнейшее обобщение понятия решения системы диффе­
ренциальных уравнений связано с использованием интеграль­
ных многообразий с особенностями. A именно, интегральное 
•многообразие с особенностями LczIh(M, m) назовем решением 
•системы дифференциальных уравнений <gaJh(M, m), если для 
каждой точки xi&L унцформизующее интегральное многообра-
-зие LczJh+a (М, пг) лежит в s-м продолжении <!ГС5). 

Мы говорим, что решение L системы дифференциальных 
уравнений § имеет особенность в точке xh&L, если либо (1) L 
•является гладким подмногообразием в некоторой окрестности 
точки xh, но проекция rtft,o : L-*-M имеет в этой точке особен­
ность, либо (2) L не является гладким подмногообразием в 
этой точке, но эта особенность разрешается при некотором про­
должении. 

Отметим, что случай (2) (локально) сводится к (1). Для 
этого достаточно перейти от системы дифференциальных урав­
нений |Г к продолжению &w. и рассматривать здесь решения, 
•доставляемые гладкими интегральными подмногообразиями. 

3.4. Характеристики и особенности. Рассмотрим систему 
дифференциальных уравнений &dJk{a) и пусть i c l w - - e e ре­
шение. Обозначим через ^L множество тех точек, в которых 
отображение ak+s:L~*-B имеет особенность Тома —Боардмана 
типа S;. Касательную плоскость TX/l+sLcz С.{хш) в точке хк+£ 
•б-З/Д учитывая приведенное выше описание максимальных изо­
тропных подпространств, МОЖНО представить триадой (X/,+s+i, %, 
L0), где %<=.Т*Х, L0czS"(%)®ax,rX!i+L^%0{xk+s+l)®L0, dim%= 
— dimL-----/, %=Arm(aHs)*(TXk+sL), <U°(xk+s+l)c:L(xk+s+l)-про­
образ Ann%czTx при изоморфизме (ак+1)^:Ь (Xk+s+i^T x. 
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Укажем условия, при выполнении которых система диффе­
ренциальных уравнений <S (или ее продолжения) не имеет ре­
шений, проходящих через точку xh+s^w и имеющих в данной 
точке особенности типа Si. Всюду в дальнейшем, если это спе­
циально не указано, предполагается, что все продолжения 
<!fO) являются гладкими подмногообразиями в Jh+S(M, m). 

Начнем с особенностей типа 21, В этом случае триада {xk+s+Xt 
% L0), определяющая касательную плоскость Тхш (L), x,,+J62iL, 
содержит две прямые: %сТх и LucS-i**%®ax. Пусть №Т*Хт 
К Ф 0, — образующий вектор прямой %, тогда образующая пря­
мой L0 имеет вид: 9== Xk+S®e, где eQax, ефО. Из включения 
Txk+sLcTXk Щ следует, что Lucg(s) (хк), и, тем самым, ковектор X 
является характеристическим для системы дифференциальных 
уравнений в точке x&g, xk = nk+s,k{xk+s). 

Т е о р е м а . Для того чтобы система дифференциальных 
уравнений $c./ f t(a) имела решения L, проходящие через точку 
Xk+s и проектирующиеся на подпространство tfcr-, xk+sG%iL, 
(a*+*)*(-r^+iL)—%°> codim%—1, необходимо, чтобы образующие 
прямой %==Апа%° являлись характеристиками системы <% в точ­
ке хк. 

С л е д с т в и е . Эллиптические системы дифференциальных 
уравнений не имеют решений с особенностями типа Si. 

Отметим, что, вообще говоря, эллиптические системы могут 
иметь решения с особенностями типа 2., где 1^2. Так точки 
ветвления римановых поверхностей дают особенности типа S» 
для решений системы дифференциальных уравнений Коши—Ри-
мана. 

3.5. Вернемся к общему случаю. Зафиксируем точку xkG$c 
dJk(a) и тип особенностей Sz. Будем говорить, что интеграль­
ное многообразие! проходит через точку • xk и проектируется 
на %° = Апй%сТх, где % с Тх — некоторое подпространство, 
6\т%=1, если lm(ak+s)tt,{TXk+sL) = %°- для некоторой точки 
xA+J,6L, Xk = nh+S,k(xk+S). Приведем условия, при которых систе­
ма дифференциальных уравнений 8 не имеет решений, проходя­
щих через точку хк и проектирующихся на %й. С этой целью-
введем следующие обозначения. Через Vе будем обозначать 
комплексификацию векторного (над R) пространства V. Ковектор-
Ы[ТХ)С, ХфО, назовем комплексно характеристическим для 
системы дифференциальных уравнений <8 в точке х£$8,. если 
%k®eQ(g(xft))c для некоторого вектора eQax, ефО. Для каждого 
комплексно характеристического ковектора % через К(А.)с:а£ 
обозначим подпространство 

Ki^^ieea^X^e&igix,))^. ' 
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Пусть Р (Т*с)с—проективизация комплексного кокасательного 
пространства, a PCharc(.F, .xA)cP (Т*х)с — комплексное проектив­
ное характеристическое многообразие, порожденное комплекс­
ными характеристическими ковекторами. В ЭТИХ обозначениях 
справедлив следующий результат. 

Теорема ([5], [12]). Пусть система дифференциальных 
уравнений $ с Jk(a) и подпространство %сТ*х таковы, что 

1) линейное подмногообразие Р{%)с комплексного проектив­
ного пространства Р[Т*Х)С пересекает комплексное проективное 
характеристическое многообразие PCharc (&, хк) в конечном числе 
точек Хъ.. .Дг , и 

г 

2) {sum}dimc/<(^)<dimR%. 

Тогда существует такое натуральное ЧИСЛО SO, зависящее от 
dim <U, dim а и порядка k системы 8, что все продолжения 
&{е) системы дифференциальных уравнений Ж при s^s0 не 
имеют решений, задаваемых гладкими интегральными много­
образиями, которые бы проходили через точку х%Ш и проек­
тировались на подпространство <Ы°. 

Замечание . 1) Число s0 можно вычислять ровно так же, 
как и соответствующее число из б-леммы Пуанкаре. 

2) Предположим, что Р Charc (Ж, Хп) является комплекс­
ным проективным многообразием коразмерности с и степени d, 
не лежащем ни в какой гиперплоскости. Тогда, в ситуации об­
щего положения r=d, если с=1—1, и г=0, если с>1—1. 
В случае, когда c=i—1, r=d, из условия 2) теоремы получаем, 
что d</—1, т. е. d<c. Но (ом. [18]) для проективных много­
образий, не лежащих ни в какой гиперплоскости, всегда &~^ 
Z^c+l. Поэтому, в ситуации общего положения, особенности 
типа 2; на интегральных многообразиях, являющихся^ реше­
ниями системы &, при i{le}c, как правило, не реализуются. 

§ 4. ГЕОМЕТРИЗАцИЯ ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

В этом параграфе мы установим связь между решениями 
линейных систем дифференциальных уравнений, являющимися 
обобщенными в геометрическом смысле, и обобщенными реше­
ниями в смысле теории распределений. Основные конструкции 
этого параграфа (п. 4,3) явились результатом обдумывания 
канонического оператора Маслова и попытки переноса его в 
более общую ситуацию. Все расслоения, дифференциальные 
операторы и уравнения в этом параграфе линейные. 

4.1. Формула Грина. Для каждого гладкого векторного 
расслоения а:Е(<%)-+-В через а* :Е{аг)-^В обозначим сопря-
520 



женное ему расслоение: а1 —Horn (a. Ant*), где т* : Т*В-*-В — 
кокасательное расслоение, a n—idimfi. Если абГ(а)—гладкое 
сечение расслоения а, .а а'бГ(а')—сечение сопряженного рас-
•слоения, то через <а, а^бЛ™ (В) будем обозначать дифферен­
циальную п-форму — значение сечения а* на сечении а. Каж­
дый морфизм а : «{to}p векторных расслоений над многообра­
зием 5 порождает сопряженный ему морфизм а*: 1р'-^а', где 
:<а(а),Ь->==<а,а<(£>')>, УаеГ(сс), Ь-еГ(р-). Обозначим через 
DMfi(a,p) модуль (над С°°(В)) линейных дифференциальных 
-операторов первого порядка, действующих из сечений рассло­
ения а в сечения расслоения р. Если А : a{to}p и V : P'{to}a4— 

•два оператора «ервого порядка, символы которых о>.(А) и 
-a-.(V) на любой дифференциальной 1-форме WA^B) кососо-
пряжены: a-.'(iA)+cr-.(V)—0, то оператор 

7(A,V) :Г(а®Р')-^Л'1(В), 
где у(Д, V) (a®b t)~<A(fl), bf>—<a, V(b4)>, корректно опреде-

_лен и является линейным дифференциальным оператором 1-го 
.порядка. 

СИМВОЛ ЭТОГО оператора определяет гомоморфизм ш : а® 
®Рг->-Лп-1(Б) по формуле 

.CTX(v(A,V))(a®&')----*-Aco('a®6-). 
Тем самым операторы y(A,V) и d°co имеют одинаковый сим­
вол, а следовательно различаются на оператор нулевого по­
рядка. Заменив, если это необходимо, оператор V на V + V , 
'где V'GHomflp'.a'), мы получим для каждого оператора 
AeDi'ff. (a, р) единственный оператор Д*бШт11(р-, a*), называ­
емый сопряженным к оператору А, для которого Y(A)Ai)-= 
I—d°Ci). . 

Отметим, что гомоморфизм а однозначно определяется сим­
волом оператора А, поскольку о-.(у(А, V ) ) (aigib*) — 
— <0j.(A) (a), Ь*>. Таким образом, со—адД, а для каждого опера­
тора AGDif'fi («,'Р) существует единственный сопряженный ему 
оператор, для которого справедлива формула Грина 

< А (а), Ы > - < а, А- ф') > •=dcoA(a, Ь*). (1) 
На операторы высшего порядка эту формулу можно перенести, 

разлагая каждый оператор на операторы 1-го порядка. Так, 
если А = Д1оД2, -где A6Diff2(a, у), A-eDiff 1 (р, у), A^Dlff-i (a, % 
то А'-==А2-Аь а формула Грина имеет вид 

< А (а), ¥ > - < а. А' {¥) > =-dcoA (а, Ь% (2) 

где шд(а, 6-)==o>Al(Д2й, 6') +©д.. (я, 6лЬ*). 
Каждый оператор k-vo порядка Д€ГШь (а, р) можно реали­

зовать как композицию операторов (k—1)-го и 1-го порядков. 
С этой целью, во-первых, заметим, что оператор А опреде­
ляет (и определяется им) морфизм векторных расслоений 
Фд:а;г->-р, где фд([/0->) — A(h) (x ) . "А кроме того, расслоение 
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ah естественным образом вкладывается в расслоение 1-струй 
сечений расслоения afc-i, которое мы будем обозначать через 
«й.--ы. Пусть Fk-i—дополнительное расслоение: аь-ы^1")-®' 
•©Fh-i. Тогда, продолжая каждый гомоморфизм <рД; aft{to}!f->; три­
виальным образом на Fn-\ и отождествляя .полученный гомо­
морфизм ф ; аъ.-\л-*-$ c дифференциальным оператором AJFS 
6DMfi (a.._i, (3), мы получим представление оператора А в сле­
дующем виде: A=AWfc-i. где /fe-ieDiffft-i(a,aft-i), . /V-i з 
: h |-*/h.-i(h). Итерируя этот процесс и пользуясь формулой 
(2), получим формулу Грина для операторов любого порядка. 
При этом стандартные рассуждения показывают, что оператор 
A-€Diffft.(рг, а1) не зависит от выбора дополнительных подрас-
слоений Fft-bFh-2 a форма Грина юД(а, &') — зависит. Бо­
лее того, форма Грина определяет бидифференциальный опе­
ратор СОД : аХЬ<!-*сод(а, &') (k— 1)-го порядка по к аждому ар­
гументу. 

4.2. Формула Грина на расслоениях струй. Перенесем 
формулу Грина в расслоения а-.. Отображение Фд:аА->р, отве­
чающее оператору A6Diffft (a, p), определяет сечение индуциро­
ванного расслоения а*(р), которое мы по-прежнему будем обо­
значать через фд. В частности, тождественный оператор 
idGDiff,. (а, а) определяет сечение р̂  — ФибГ (<-->(•--))• Для каждого 
сечения Ь'бТф') через < Фд, ft'> обозначим аА-горизонтальиую 
/г-форму на многообразии У''(а), значение которой в точке 
XkGJu(a), хк = Щк

х, равно < Д (A) (x), Ы (х)>. Аналогичным обра­
зом форме Грина сод и сечению й' сопоставим ай_1-горизонталь-
иую (п— 1)-форму coA(ft06Ao-1(./ft-1c~), значение которой в точке 
Хь-\ равно сод (h, Ь')(х). 

В этих обозначениях на многообразии /*(«) справедлива 
формула Грина 

<Фд. ft'> - <Р*.А-*'> -dcoA(ftO. О) 
Для доказательства этой формулы достаточно ограничить ле­
вую и правую части (1) на сечения вида jh(h), Vh&T(a), и 
воспользоваться формулой Грина (см. (1) из п. 4.1). 

4.3. Обобщенные функции. Пусть L<=.Jh(а) —ориентирован­
ное интегральное многообразие, для которого проекция 
«А. : L{to}5 является собственным отображением. Свяжем с этим 
интегральным многообразием обобщенную функцию %L клас­
са S)' на многообразии В, значение которой на. сечении 
а'-ЗГ(а') с компактным носителем дается формулой 

ч¥)=1 <рл.--'>- (-) 
Использование формулы Грина в виде (1) из пункта 4.2 

приводит к следующему результату. 
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Теорема ([13]). Если Lcz^^czJk+s (их)—интегральное 
многообразие, являющееся обобщенным решением в геометри-
ческам смысле линейной системы дифференциальных уравне­
ний &aJh(a,), то иь. является решением этой системы в смыс­
ле обобщенных функций. При этом сингулярный носитель «ц 
содержится в критическом множестве an (EL). 

Дополнения . 1) формулу (1) можно очевидным обра­
зом перенести на1 произвольные интегральные многообразия с 
особенностями. При этом сформулированная выше теорема 
останется справедливой. 

2) Представим формулу (1) в терминах ветвей интеграль­
ного многообразия L. Предположим, что база В ориентирова­
на, и пусть L\2L—IJL-— разбиение дополнения к особому 

-
множеству на компоненты связности. Для каждого блока L-, 
отображения a,i+s : Lr-+-%7i=la,k+s(Lr) являются локальными 
диффеоморфизмами, а L- —графиком k-струи гладкого много­
значного сечения hr в области <ЫГ- Припишем каждому блоку 
L- знак e(L,.), равный знаку якобиана отображения ah+*'. 
ЬГ-У-ШГ. Пусть £!6ЛП(В) —форма объема на многообразии В, 
a a '-a*.Q, где а*&Т(а*), «а* = Нот (а, 1). Тогда формула (1) 
примет вид: 

Ma*)-=2e(Zr)j (hna*)Q, (I') 

где J < hn a* > Q равен сумме интегралов по ветвям й... 

3) Эта формула показывает, каким образом с любым, воз­
можно неориентируемым, интегральным многообразием мож­
но связать обобщенную функцию на Г (| юе.* | ) , где через | а ' | 
обозначено расслоение, геометрически двойственное к рас­
слоению а, [29]. Условия ориентируемости позволяют коррект­
ным образом выбрать знаки <e(Lr). В общем случае это воз­
можно лишь тогда, когда на L обращается в нуль первый ха­
рактеристический класс w (см. далее § 9), двойственный циклу 
Si-особенностей. В случае, когда расслоение а функториально 
связано с многообразием В, например, является расслоением 
полуформ, функция e(Lr) принимает четыре значения ± 1 , ±i. 
Условия согласования здесь — это тривиальность класса w, 
вычисленного no mod 4 («условия квантования»). В этом 
смысле классы w являются обобщениями классов Маслова— 
Арнольда на 'произвольные расслоения струй. 

4) Решения эллиптических систем дифференциальных 
уравнений не содержат особенностей типа 2.. Поэтому на 
решениях таких систем класс ш^-тривиален, а знак e(Lr) 
может быть выбран тождественно равным Г (Предыдущая тео­
рема, таким образом, утверждает, что сумма ветвей много­
значного решения эллиптической системы .дифференциальных 
уравнений является гладким сечением. 
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§ 5. ОСОБЕННОСТИ, ОПЕРАТОРЫ ПЕРЕНОСА И УДАРНЫЕ ВОЛНЫ 

Связь между обобщенными функциями и интегральными 
многообразиями, указанная выше, а также тот факт, что осо­
бенности обобщенных решений линейных дифференциальных 
уравнений распространяются вдоль бихарактеристик, позво­
ляет надеяться, что это обстоятельство имеет ЧИСТО геометри­
ческую 'природу. В этом параграфе мы показываем, что это 
действительно так. 

5.1. (х-адические особенности. Пусть Bo{subset}-S — подмногообра­
зие коразмерности ^ 1 , а м-—{/бС°°(Б) |/во=0} — идеал, отве­
чающий этому подмногообразию. Для каждого векторного 
расслоения а:Е(а)^-В модуль гладких сечений Г (а0) огра­
ничения расслоения а на подмногообразие Во естественным 
образом может быть отождествлен с фактормодулем 
Г (а) /рТ (а). В частности, Сх (В0) = С» (В) /\х. 

Дальнейшее изложение является переложением общей кон­
цепции операторов переноса применительно к fi-адической 
фильтрации [16]. Основную роль здесь играет нормальное 
v:E(v){to}B0 и конормальное v* : E(v*){to}Bo расслоения к иод-
многообразию В0. Слоем vx нормального расслоения v в точке 
xeB0 является факторпространство ТХВ/ТХВ0, а слоем vx* ко-
нормального расслоения л>* соответственно — Ann TxB0cТХ*В. 
Модуль Л, гладких сечений конормального расслоения отож­
дествляется с фактором [х/|я2, а факторы (xft/p,ft+1, естественным 
образом, отождествляются с й-симметрическими степенями 
SkA4. Соответственно, для произвольного векторного рассло­
ения а имеют место изоморфизмы 

рЛГ (а) /ц"+1Г (а) е-Г (la0) ®ShAv. 
5.2. Операторы переноса. Пусть АШШ-^а, р). Рассмотрим 

следующую модельную задачу: найти такое сечение а£\\!Г(а), 
имеющее 1-й порядок малости на 'подмногообразии В0, для ко­
торого А(а) =;0'mod (х°°Г(р). Естественный ход решения этой 
задачи таков. Для 'произвольного сечения a j6|x j+ ' tr(a) справед­
ливо включение А(а^)<Зц,̂ Г(|р). Выясним, какие условия следует 
наложить на сечение ah чтобы Д(а^ец,-+1Г(р). Введем с этой 
целью оператор ст,Я(А) • r(a°)®Si+feAv{to}r(p0)®S'AV, действу­
ющий по следующему закону: 

<#> (А) (lay])=А (а}) mod ^ Т (р), 

где \aj\ =-= a,j mod jx-^r (a). 
Несложно проверить, что операторы сг£,л(Д) являются С°° (50)-

гомоморфизмами. Назовем их символами оператора А вдоль 
подмногообразия В0. Используя эти символы, условия А(а/)6 
<д{У+1Г (р) можно записать короче: a^([aj\)--=0. 

Пусть эти условия выполнены. Посмотрим, при каких условиях 
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не меняя [а-], можно получить еще «более малую» правую часть. 
Для этого, очевидно, необходимо, чтобы A (fy+a/+1)6{mu}'+2r(p) 
при некотором выборе сечения a/+16{mu}y+*+1r (а), т. е. необходимо, 
чтобы A(a/)modn,-'+2r(p)6lmCT^+1)(A). Формализуем этот процесс 
С этой целью рассмотрим С~(£0)-модули Jf1i(A)--=Ker а^л(Д)с 
с Г (а°)®5-"+*Av, % (Л) = Coker сг[., и рассмотрим операторы 

Д } : ^ ( Д ) - > ^ + , ( Д ) , (1) 
где А} (fy]) = (A (a,) mod ц-^Г ф)) mod Im аУ+1> (А). 

Условия разрешимости нашей задачи на первых двух этапах 
имеют вид: [а^Ж^ и А}([л/]) = 0. Дальнейшее продвижение тре­
бует привлечения спектральных последовательностей. 

Нетрудно проверить, что операторы А} являются линейными 
дифференциальными операторами 1-го порядка на подмногообра­
зии В0. Мы называем их операторами переноса. Условием 
нетривиальности изложенной конструкции является требование: 
.3.^(Д)-?--0. В этом случае подмногообразие 230 называется ха­
рактеристическим. 

С геометрической точки зрения модули J^jl(A) (как и ^(Д)) 
можно рассматривать как модули сечений семейств векторных 
пространств B0Bx*+KJ(x)czax®SI+k%x, где %х=кшТхВ0, а ото­
бражения (-^..-(Д) —как такие ограничения /-продолжений симво­
ла оператора А на подпространство %х, для которых диаграммы 

ax®SJ*4x£—+№Smx, 
1 „х»ш 1 W 

ax®Si+*rx—-*$X®S1TX 
коммутативны. 

Рассмотрим коммутативную диаграмму: 
о о ! о о " 

fj 4 4 4 

ffj 4 ^ 4 ' 4 
: : : ; : : : : ; : : ! . ' . • . ' ! ' . . ' . ' . . ' . ' ' ' . ' . • • - • • • . w 

* * ' • " + i 
0 0 0 0 
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в которой через Л-! обозначена i-я внешняя степень модуля Av, 
а через б —ограничение б-оператора Спенсера. 

Пусть Щ' - (А)—когомологии 1-го столбца в члене Ж»\к)® 
®Av, а Н{' '(<§д) — когомологии второго столбца в члене ^(А)® 
®Ai,. Отметим, ЧТО Я^'(А) и Н{,'l (^) — Ск'('.-30)-модули и зна­
чение первого из них в точке х&В0 суть б-когомологии символа 
пересечения gA (%*) = £*(А) П a*®S*%-. где gx{&) — яДро символа 
оператора А в точке xQB0. П° э т о и причине модуль Hi' г(А) 
мы назнваем 8-коголюлогаями. Спенсера вдоль подмногообра­
зия В0-

Заметим, что поскольку средние два столбца в приведенной 
диаграмме ацикличны, то имеют место изоморфизмы 

Я^'(^д)—ЯГ2 'г+2(А).- (4) 
В частности, последовательность 

0-^^V' ) ^^ , ) ®A v - t^y- 2 ) ®A 2 , (5) 
точна для всех / > 3 тогда и только тогда, когда 

Я^+;'2(Д) = Я{'3(А) = 0 
для всех./^О. 

Использование диаграммы (3) и изоморфизма (4) позво­
ляют, аналогично доказательству критерия формальной ин­
тегрируемости, данному в [32], доказать первую часть следу­
ющего утверждения (вторая часть использует точность после­
довательности (5)). 

Теорема. Пусть подмногообразие B0czВ и дифференци­
альный оператор AeDifffe(a, P) таковы, что 

1) семейства векторных пространств k0:x>-+Ki0) (x) и kl:x*+ 
f+K^ix), Vx£B0, определяют гладкие векторные расслоения 
над многообразием В0 и 

2) я£,2(Д)=-0, Vj>0. Тогда для всех / > 0 семейства век­
торных пространств kJ:x^KvJ)(x), с^.х^СУ(Х) определяют 
гладкие векторные расслоения над многообразием Вй. 

Если,кроме того, Я-.,'3 (А)-= О, v y > 0 , то символы операторов 
переноса А}, / > 2 , определяются^символом-оператора переноса А} 
из следующей коммутативной диаграммы: 

а(дЛ 
Ж^ (Д)®Л' (50) ^</+ 1 ) (А) 

-4 с(д{-1)®1 |« 
ХУ~]) (A)®AvcE)A1 (В0) ^ < л (A)®AV 

и в этом смысле дифференциальные операторы Аг* определя­
ются первым оператором переноса. 
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5.3. Операторы переноса в нелинейном случае. Прежде чем 
переносить результаты -предыдущих пунктов на произвольные 
дифференциальные уравнения, сделаем небольшое отступле­
ние. Пусть AGdiiffc (а, .р)—нелинейный дифференциальный опе­
ратор, действующий из сечений расслоения -а в сечения рас­
слоения р, а h-ЗГ (а)—некоторое фиксированное сечение. Оп­
ределим линейный дифференциальный оператор /-, (А) б 
.eDiffft (а, р)—линеаризацию оператора А на сечении h — соот­
ношением: 

-ft(A)(a) — - - | ^ 0 A ( h + ^ ) , <1> 
где абГ(а). 

В этом случае для произвольного оператора А имеем 
A(h+6)-A(h)-4( 'A)(e)6^r(p), (2) 

если еб^'+Т (а). 
A в случае, когда А —квазилинейный оператор, 

Л(Л+б)~Д(Л)-/4Л)(8)е^+1Г(р). (3J 
Отметим также, что в этом случае 

W A ) ( e ) - M A ) ( - W r ( P ) , (4) 
если т], e6ixfe+1r(ia;). 

Поэтому решение задачи, аналогичной сформулированной 
в пункте 5.2, для нелинейного оператора (т. е. нахождения реше­
ний, отличающихся ОТ заданного решения h на «малое» вдоль 
подмногообразия В0 решение) приводит, как и выше, к операто­
рам переноса А/,/., отвечающим линеаризации ift(A). Рассмотрим 
квазилинейный дифференциальный оператор AGdiffe (ос, Р) и отве­
чающую ему систему дифференциальных уравнении #&--=<P-1 (0)с 
с / 6 (а). Пусть Lei"А—такое решение этой системы, что цикл 
особенностей S^LcL для некоторого t > 0 диффеоморфно проек­
тируется щ подмногообразие B0(z.B. Определим на этом цикле 
следующие семейства векторных пространств: к^{хк) = 
•=-Кег(ай|1)»,.».ЛсаЛ®5*-йЛ cs(xk) = CoketaXk(^), где xk&tL, 
%x=Armlm(ak\L)*,Xkc:T*, а также ^°саЛ®£*+'%Л—продолже-
ния подпространств k2 и с^—cokero^A), где ст^ (А) — .--про­
должение символа oXk(A):ax®S*%x-+$x и ^(Д):»*®^-^-----
-э-рл.®5%-, Предположим (см. теорему в п. 5.2), что эти семейст­
ва образуют гладкие векторные расслоения над многообразием 
SfL. Выберем произвольное сечение fiQT (a) так, чтобы j k (А)(В -̂-= 
--=2*£, и, используя линеаризацию /Л(А), построим оператор 
переноса 

Ai:r(*i4)H-r(^>). • (5) 
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Из соотношений (4) следует, что этот оператор не зависит 
от выбора сечения h, представляющего 2*1 над многообразием 
S0, и тем самым корректным образом определяет линейный 
дифференциальный оператор 1-го .порядка на цикле EiL. Пе­
реходя :к продолжениям 3"ш данной системы дифференциаль­
ных уравнений, имеем следующий результат. 

Теорема . Пусть Lc./A+/(а)—интегральное многообразие 
определяющее решение продолженной системы дифференциаль­
ных уравнений <fr(0c./ft+- (а), цикл особенностей HtLdL которого 
при некотором фиксированном значении i > 0 диффеоморфно 
проектируется на подмногообразие В0аВ. Тогда ограничения 
операторов переноса A\',tX) на подрасслоение ki/+1) определяют 
линейные дифференциальные операторы 1-го порядка As+1)6 
GDift- (&i?+1), с.а+2)) на цикле особенностей 2.L независимо от 
выбора представляющего сечения АбГ (а). 

Замечание. 1) В дальнейшем (см. §7) мы покажем, что 
подпространство k^(xk), Vxk&tL снабжено структурой йорда-
новой алгебры, если k—\, и структурой коммутативной алгебры, 
если k > 2 . 

2) Операторы переноса при 1=0 не зависят от выбора 
представляющего сечения h (или «фона») только для квази­
линейных операторов А; при t^\ оператор Д может быть про­
изволен, 'поскольку его продолжения А<г> всегда квазилинейны. 

5.4. Гамильтонов формализм. Классическая теорема о рас­
пространении особенностей вдоль бихарактеристик по существу 
является теоремой о структуре операторов переноса для Ег 
особенностей. Чтобы убедиться в этом, нам понадобится сле­
дующая версия гамильтонова формализма на расслоениях 
струй. 

Обозначим через фк (а) тотальное пространство расслоения 
o£(t*), индуцированного из кокасательного расслоения ft*:Т*В-*-В 
проекцией ак :./*(«) {to} В, а через ft*:©ft(a){to}r*S, itftj-:0A(a){to} 
{to} <DS (a) — естественные проекции. Пусть Фк (а) — алгебра гладких 
функций на пространстве ФА (а), а Ф-о (a) = 1improj Фк(а). 

й->оо -
Каждое сечение АбГ(а) определяет сечение Jl(h):T*B-+ 

{to} ФА (а) расслоения xk; Д (h): (х, p) {to} ([A]*, p). Определим 
высшую скобку Пуассона {Н, G} на алгебре Ф«,(&), #бФ*(о-), 
ОбФ- (а), {#, Q}Q<PS (а), где 5.=max(k + 1, i + 1), при помощи 
следующего свойства универсальности 

{jI(h))*{H, G}-{{jl{hj)*H, {jl(h))*G} (1) 
для всех сечений ЛбГ(а). 

В правой части формулы (1) через {,} обозначена скобка 
Пуассона на С°°(Т*М). 
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Высшая скобка Пуассона задает гамильтонову структуру 
на алгебре Ф„ (а) в том смысле, что эта алгебра является ал­
геброй ЛИ относительно скобки, и, кроме того, выполнено тож­
дество Лейбница 

{Я, G1 • 02Л-{Я, G>>. 02+{Я, G2}. G1. 
Последнее свойство скобки Пуассона 'показывает, что ото­

бражение Хн: 0oo(a){to}0oo(a), XH(G) = {G, Я}, определяет для 
каждой функции H&<Pk(a) гамильтоново дифференцирование. 
При этом на каждом конечном шаге Хн • Фг(а)->-Ф-(а) яв­
ляется векторным полем над отображением TS,J. 

Пусть теперь гладкое интегральное многообразие LaJk+l (a) 
является решением системы дифференциальных уравнений 
iff с ./ft (a), La&{l)- Обозначим через L- подмногообразие 
Si.oLcL, а через ^ с Ф ^ ^ а ) — его естественное поднятие: 
L°—{(xft+., р)\хшеЬ0, peAnn1m(aft+,):!:(r^.L)cr;}. Если вы­
брана такая функция S6C°°(fi), что al+t(S) — 0 на 10, но 
da*k+t(S) =-40, то через Lo,scLQ обозначим множество точек 
(Xk+n dxS), где Xk+! пробегает L0. 

Предположим теперь, что % = && — определенная система 
дифференциальных уравнений, Agdifft (a, a), и пусть Н = - / / д -
гамильтониан оператора Д, Н/£Фк(а), H&{xk, p)-= det о>А„-. (Д) 
vxAe7A(a), per;, a f t(xft)—x. •••'., 

Пусть 7 (xft+-)~• множество таких точек x^+i из .F,(/+1), что 
L (xftrt-z+i)^ТХы (L0). Тогда i (хш)—аффинное подпространство 
в слое F (x......-), размерность которого совпадает с dim Ker от̂ .р (Л), 
где р£Т*х—такой ковектор, что Кега^+Д$:эГ^+.£-. Векторы 
X//,2/-3-r(.rft+z,p)(<P/j+;(os)) не зависят от выбора элементов 
У = (Xk+t+u Р), где xft+/+i6^(xft+/), и определяют в точках под­
многообразия LQ векторное поле V0-/, касательное к этому под­
многообразию. При этом, если выбрано подмногообразие Lo,s ----о, 
то проекция векторного поля из точек подмногообразия L0,s 
'Ь У*+'(а) определяет векторное поле VH,S, касательное к под­
многообразию L-. Это поле называется полем, бихарактеристик. 

Теорема. Для определенных систем дифференциальных 
уравнений ..?..,{subset}/ft(a) операторы переноса, построенные на 
циклах Si-особенностей, при условии, что dimk.--=1, накры­
вают поле 'бихарактеристик на ~iL. 

5.5. Ударные волны. Проекцию a/uo(L)C-E(a) произвольно­
го интегральною многообразия можно рассматривать как мно­
гозначное сечение расслоения а. Однако, в большинстве диф­
ференциальных уравнений входящие в них-величины однознач­
ны. Требования однозначности решения приводят ж различным 
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правилам получения однозначного, но возможно кусочно-глад­
кого решения — ударной волны — из данного многозначного 
решения L. Отметим, что в отличие от обычно используемого 
подхода, когда постулируется класс, в .котором ищется реше­
ние, мы исходим из конкретного объекта: интегрального мно­
гообразия. При этом подходе многие эмпирические правила 
(например, — правило площадей Максвелла) получают гео­
метрическую трактовку (подробности см. в [39]). Учитывая 
связь с обобщенными функциями, представляется наиболее 
естественным производить отбор ветвей из дополнения к осо­
бому множеству L\SL. Однако это не так. A обычно исполь­
зуемый при этом 'принцип «максимального промедления» 
справедлив только для решений линейных систем дифферен­
циальных уравнений. В общем (т. е. с учетом нелинейности) 
случае проекция Bs=Mh(2L)c:B описывает «зону метаста-
бильности» решения {39]. «Перескок», т. е. переход с ОДНОЙ 
ветви на другую, происходит вдоль некоторого подмногообра­
зия (возможно с особенностями) В0аВ, лежащего в -«окрест­
ности» критического множества. 

Рассмотрим вкратце некоторые способы отбора ветвей. 
а) Правило Гюгонио — Ранкина. Предположим, что подмно­

гообразие BQ<Z.B делит базу В на две области В+[]В_=В\В0, 
в каждой из которых выбрана одна из ветвей решения А+ и А". 
И пусть также задан закон сохранения 8, т .е . задана такая 
(п.— 1)-форма ббЛ"-1 (./%), ограничение дифференциала de кото­
рой на произвольное решение системы дифференциальных урав­
нений тривиально. Условие Гюгонио — Ранкина, отвечающее 
закону сохранения е, состоит в том, что ограничения диффе­
ренциальных (а — 1)-форм 0A+-=(/ft(A+'))*(e)6A""1(i5+) и бл--= 
= Л0- )*(9)6ЛИ 1(-5_) на подмногообразие В0 совпадают (см., 
например, [11]). Условия Гюгонио — Ранкина 0л+|я — 0л-|в, дают 
дифференциальное уравнение, связывающее А+, А~ и функцию S, 
если 50-=S'"1(0), S6C°°(E). Для линейных систем уравнений 
эти условия совпадают с характеристическим уравнением Гамиль­
тона—Якоби на функцию S, что позволяет определять границу 
разрыва В0. В частности, здесь всегда Б0—Б-,. В нелинейном 
случае для нахождения функции S и тем самым границы удар­
ной волны необходимо использовать дополнительные законы 
сохранения [39]. 

б) Термодинамический принцип. Рассмотрим простейшую 
ситуацию, когда в областях B±\BS решение L представляет 
собой график k-струи многозначного сечения h±, ветви которого 
в области В+\В% обозначим через ht, •.., hf,..., a в области 
B_\BS—через Af, •. . , АГ,... , соответственно. Фиксируем 
также закон сохранения 6. Каждой ветви hf сопоставим число 
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Ej t =J9 A ±, где Bf — граница области определения ветви Л*, 

которое назовем Q-энергией ветви hf. Дополнительно к этому 
каждой ветви припишем число &t—z(jk{hf)) (аналог спина), 
определяющее рассогласование ориентации (или число, опреде­
ляемое индексом пересечения с циклом 2--особенностей, в йе-
ориентируемом случае см. § 9). В обоих случаях е±б?2. Если 
а — расслоение полуформ, то e±gZ4 и т. д. Во всех случаях 
возможность сопоставить ветви число sf эквивалентна «условиям 
квантования»: класс когомологий w (no mod 2 или mod 4) на инте­
гральном многообразии L тривиален. 

Состоянием. I = {i, j) назовем переход hf-^KJ. Каждому 
состоянию припишем число—-энергию перехода Ei=Et—EJ, 
если числа &t и sf совпацают, иЯ/ = --, если &f и е - различны. 
Вводя статистическую сумму Z=<2)exp(—PE/), обычным обра-
зом (см., например, [7]) можно вычислить вероятности переходов, 
температуру, энтропию и т. п. 

Несколько иной принцип получается, если на 'многообра­
зии явно выделена ось «времени»: .8—5XRt. Тогда, рассмат­
ривая различные сечения £-=ioanslt и на каждом сечении ра­
зыгрывая описанную выше ситуацию, мы 'получим ('зависящую 
от времени) картину переходов. Это отражает идею И. Приго-
жина [25], [26] о том, что «описание системы, претерпева­
ющей бифуркации, включает и детерминистический, и вероят-
ностый элементы». 

§ 6. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ГРАССМАНИАНЫ 

Грасоманианы подпространств, касательных к интеграль­
ным многообразиям, или, короче, — интегральные грассма-
нианы, устроены довольно любопытно. Они являются проек­
тивными многообразиями, но за исключением нескольких вы­
деленных случаев, среди которых находится и грассманиан 
лагранжевых подпространств, не являются гладкими многооб­
разиями. Условия примыкания, естественных стратов к регуляр­
ной клетке 'приводят к йордановым структурам на циклах осо­
бенностей, которые мы опишем в следующем параграфе. 

6.1. Интегральные плоскости. Интегральной плоскостью 
в картановском подпространстве С(хк), xkeJk(a) назовем произ­
вольное n-мерное изотропное подпространство. Напомним, что 
каждая такая плоскость L определяется триадой (;с&+1, % L-), 
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где x*+i6E(xft), Z0—Ker(aftsl!:L{to}rj, %-Ann1ra(aA:f!|i), dim^— 
--=dimL0> причем L0aax ® S>*% a L—%(xft+i)©L-, где %(xR+1)cz 
c:L(xk+1)—прообраз №-=1m(aft:!.|i) при изоморфизме 
aH:L(xk+i)->Tx. Подпространства % и £.-, как следует из их 
описания, однозначно определяются интегральной плоскостью L. 
Две триацы (х^г, %, 10) и ' (xi+u % Ц), где J-ft+i-=-x*+i+6r 
66~* ® S^r*, определяют одну и ту же интегральную плос­
кость, "если ееТг-Lo + <хх ® Sh%, где через TxoLQcax ® SknTx 
обозначено подпространство, натянутое на симметрические произ­
ведения а-6, а£Тх, &6L0. 

6.2. Интегральные грассманианы. Обозначим через I (xk) 
грассманиан всех интегральных плоскостей, лежащих в С {xk), и 
пусть Ii={LQl (xk) | dimak;l.(L)=ti — t). Множество интегральных 
плоскостей, изоморфно проектирующихся на касательное прост­
ранство Тх, отождествляется с F(xk), а поэтому изоморфно 
ах 0 Sk+lTx. ДЛЯ описания подпространств Ital{xk), l>\, нам 
понадобятся дополнительные конструкции. Пусть С?- (V) обозна­
чает грассманиан /-мерных подпространств векторного простран­
ства V. Рассмотрим многообразие H;, элементами которого ЯВЛЯ­
ЮТСЯ пары (%, L0), где %QQt (Г*), L06G; (ах ® Sk%), и расслоение 
h,:H,^-Ot(Tx); hl(%,'L0)=%. Естественное отображение 
£,:/-->•#-, сопоставляющее интегральной плоскости 
L-(хк+и%1<0) пару (%,L0)QHt, превращает 7, в тотальное 
пространство гладкого аффинного расслоения над Ht, слой кото­
рого в точке {%, Lo) ассоциирован с векторным пространством 

ах ® S^TZ I Т$ оЦ + ах® S"+1CU. 

Поэтому 

- '«--сэд+»*с:£' 1 ) - л <•> 
Извлечем ряд следствий из полученной формулы. Во-первых, 

заметим, что число m \к\Л совпадает с размерностью регуляр­
ной клетки /0. Поэтому число v(m, k, I) — 
— dim7o-dim// можно интерпретировать как «коразмерность» 
относительно регулярной клетки. Далее, функция v(m,k,l) 
убывает по переменным m, k, а при /=-T v(m, k, 1)=-=1, при 
k - 1 v(tfi,1,/) = — / - ( — - 1 j / 2 . Поэтому v(m,l, l)<С если 
1^2, m>. Для расслоений a, размерность которых не пре­
вышает 4, все те случаи, когда v,5--0, указаны в приводимых 
ниже таблицах. . 
232 



1.4 
1 

2 

3 

1 

1 
1 

1 

2 
2 

0 

- 2 

3 

3 

-7 

-21 

f 

4 
- 2 ^ 

-74. 

К 
1 

2 
3 

Ц 

-" 

2 
3 

2 
1 

0 

-1 

3 
5 

1 

-Ё 

-15 

-гв 

f 

fO 

-ч-
-29 

-48 

-124 
m=1 

К 
•f 

2 

2 
1 

-2 

3 
0 

-fff 

Ч-

-2 

-ч-ч-

X 
1 
2 

1 
1 
1 . 

2 
О 

-Ч 

3 
~з 
-23 

m=3 т*Ч 

Отметим, что при k=l и /п = 1,2 имеем v(l, 1, /) ~ Ы 
v (2,U)=i . 

Эти случаи вместе с 1—\ и й-=1, т = 3, /—2 назовем исклю­
чительными. 

6.3. R-плоскости и R-грассманианы. В неисключительных 
случаях dim/^dim/o, если / > 2 . Этот факт можно проинтер­
претировать следующим образом. Пусть LaJk (а) — интегральное 
многообразие. Тогда в каждой точке xkQL касательное прост­
ранство TX/L является интегральной плоскостью и, следовательно, 
TxJLQl (xk). Условие, что TX/LQl[(xk), равносильно тому, что 
в этой точке отображение ak;L->-B имеет особенность Тома-
Боардмаиа типа S,. Вычисление размерностей, проведенное выше, 
показывает, что если интегральная плоскость ТХ/Ь не лежит 
на границе регулярной клетки /o'(xn) и имеет место неисключи­
тельный случай, то некоторая окрестность точки xh целиком со­
стоит из особых точек отображения dft : L{to}-5. Имея в виду это 
обстоятельство, выделим особо класс R-плоскостей, т. е. класс 
интегральных плоскостей, лежащих в замыкании регулярной 
клетки Io(xh). Грассманиан всех R-плоскостей в точке xh обоз­
начим через R/,(xft). 

Интегральное многообразие L назовем ^многообразием, 
если особое множество SL нигде не плотно в L. Касательная 
плоскость в каждой точке R-многообразия является R-пло­
скостью. Обратное, конечно, не верно. 

Для описания ^-плоскостей введем следующую стратифика­
цию в ^-грассманиан. Положим, R7z=/.-(x/.)n^o(;!:.-)" Далее 
индуктивно определим подмножества %Itl t <=It (xk) fl 
П Щи, • • •,/r_ > отвечающие последовательности 0 <71 < . . . < lr <re. 
R-плоскости, входящие в jRIill...,il), можно охарактеризовать как 
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^-плоскости L£jRIir, примыкающие (т. е. лежащие в замыкании) 
к подмножествам RIt t, 0{le}i<r—1. 

Теорема. Интегральная плоскость Z, определяемая триадой 
(•xft+i) % L0)i является ^-плоскостью в том и только том случае, 
когда существует последовательность вложенных подпространств 
Tlz3%*=%Z)%^i...z>%r^xO и таких тензоров 8/6a.*®--?~+-%-i. 
l < j < r + l , что подпространство L0cax®SkcK, порождено 
тензорами вида о J б0у, для всех 1 < / < r + l и •vQknn'Uj. 

Дополнение . 1) В условиях теоремы ^-плоскость £ лежит 
в подмножестве /?/-, ,г, где /,----dIm%._I-+1. 

2) Тензоры б,-, участвующие в формулировке теоремы, не 
произвольны. Из соображений размерности следует, что под­
пространства Lf={v-l8Qh Yv GAnn-2/j+i} имеют размерность, 
равную dim--2 -̂+i—dim-2/.-. 

§ 7. ЙОРДАНОВЫ СТРУКТУРЫ, АССОЦИИРОВАННЫЕ 
С РЕГУЛЯРНЫМИ ИНТЕГРАЛЬНЫМИ ПЛОСКОСТЯМИ 

Описание ^-плоскостей, приведенное в предыдущем пара­
графе, позволяет естественным образом связать с каждой «ре­
гулярной» ^-плоскостью йорданову алгебру или ассоциатив­
ную алгебру с инволюцией. ДЛЯ удобства обозначений фикси­
руем точку XftG/ft(ia) и ПОЛОЖИМ ax=W, Tx/Ann<U=V. 

7.1. Тензоры. Каждый симметрический тензор Q&W®Sk+lV* 
определяет линейное отображение Мв : V-+-W®SkV*, где 
Ms(v)=v — 66. ПОЛОЖИМ L(Q)=lmMe. Число dim L(9) назо­
вем рангом (rk 6) симметрического тензора 8. Тензор 0 назо­
вем невырожденным, если rk8-=dim V=n. 

Пусть Cd*+1(№, V) с W<8>Sk+lV* — множество тензоров ран-
га r, a Cd&+1(W, V) — конус вырожденных тензоров. Если Ker9 = 
=-= Кег Me с V — подпространство вырождения тензора 8, ТО кор­
ректно определено ограничение 06\^®Sft+1(V/Ker9)*, причем 
тензор 8 уже невырожден. Для описания пространства 
Cd*+1 (W, V) рассмотрим три расслоения над грассманианом 
@rW) r-мерных подпространств: (1) ц — тавтологическое расслое­
ние, (2) r\w и т]̂  —тривиальные расслоения со слоями W и V 
соответственно. Элементы я(1Л), Vi&Gr{V) тотального прост­
ранства тензорного произведения %®S*"H(1V'/'r0* можно рас­
сматривать как такие тензоры 86№®SA+,V*, что Кег0г>1Л. По­
этому множество Cd*+1 (W, V) является гладким открытым под­
многообразием в W®SR+lV* коразмерности v. (/га, tt, k + l) = 
----«(J+f) — m(n+^~r^-r(n-r), где m^-dimW. А кораз­
мерность конуса вырожденных тензоров Cdfi+1 (W, V) равна 
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Так, например, коразмерность конуса вырожденных квад­
рик в W®S2V* равна (т— l ) n + l , а коразмерность вырожден­
ных однородных полиномов в Sh+iV*, dimV—2, равна k. 

7.2. Регулярные подпространства. Подпространство LczW® 
<g>S*V* назовем регулярным, если его первое продолжение 
LmczW<g>Sk*1V* нетривиально и не содержится в конусе вырож­
денных тензоров. Отметим, что если R-плоакость определяется 
триадой (Xft-H, %, Do), то Lo=L (9) для некоторого тензора 
BGdxig)Sh+l<M, т. е. в представлении теоремы пункта 6.3 МОЖНО 
выбрать цепочку длины 1 в ТОМ И ТОЛЬКО случае, когда Lo —» 
регулярное подпространство. 

П р и м е р ы . 1) ЕСЛИ dim-W=l, то Lo = L(0) для некоторого 
тензора 0. 

2) Если dim^---2, то триада (xMi, °ll, Lo) 
определяет ^-плоскость в' том и только том случае, когда либо 
подространство L0 регулярно, либо LoDOdi'- (ах, Тх (Апп-2/)) Ф0. 

7.3. Йордановы алгебры. Предположим, что невырожденные 
тензоры 0 и 9' определяют одно и то же пространство L="'• 
= L(9) =L(8 ' ) . В этом случае MG- =M0-a для некоторого изо­
морфизма а: V{to}V, т. е. .y-l6B'-=ao-l60, YvGV, или 69' — 
= (1 ®а*)60. Таким образом, для ТОГО чтобы существовал тен­
зор 9 —9а, отвечающий оператору aGEnd V, необходимо и до­
статочно, чтобы 6(1 <2>a*)60—Or Пусть Jor9{subset}EndV — множест­
во операторов, удовлетворяющих этому равенству. 

Невырожденным операторам aGJor 9 отвечают различные 
представления пространства L(0) в виде L(90). Для произволь­
ных операторов aGJor0 соответствие a {to} 0- определяет изо­
морфизм между Jor9 и первым продолжением L(1)(9). 

Эквивалентное описание элементов Jor0 МОЖНО дать в тер­
минах 2-го дифференциала 9. A именно, определим второй диф­

ференциал бйв тензора 0 как отображение 629 : S2V->-W®Sh+lV*, 
где баб (о1, и2)—01J5 (a2 J 69). Несложно проверить, что опера­
тор aGEnd V лежит в множестве JOT 0 в том и только том слу­
чае, когда 

629(aw1, v2)=62Q(vu av2) (1) 
для всех векторов vu v2&V, 

Из этого описания следует, что множество Jor9 образует 
йордаиову алгебру, т. е. Jor 0{subset}End V является векторным под­
пространством, замкнутым относительно антикоммутатора 
{аи а2)= J (0102+0201). 

П р и м е р ы . Пусть dim V=2, k — 2, dimW==l, тогда каж­
дый невырожденный тензор 0G.S3V* в подходящей системе ко­
ординат x, yGV* может быть записан в одной из следующих 
нормальных форм: 

1) эллиптический случай: 0-=x3—Зху2, 
2) гиперболический случай: 0=я3+г/3 , 
3) параболический случай: Q = xy2. 
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Каждый из этих- случаев определяется ТИПОМ пересечения 
ПЛОСКОСТИ 1(9) с конусом Cd2(R, У) вырожденных квадрик: в 
случае 1) L(9)nCd2(R, V)=0, в случае 2) _(G)nCd2(R, У) — 
пара различных прямых, а в случае 3) L(0)f|Cd~(R, V) —одна 
прямая. Соответствующие йордановы алгебры таковы: 
1) Jor9 = R[X]/X2+1, 2) Jor0==R[X]/X2—l, 3) JorB-
-R[X]/X2. 

7.4. Ассоциативные алгебры. Обозначим через As(0)cEndV 
ассоциативную алгебру, порожденную йордановой алгеброй Jor9-
Соотношение 629(a^, «г) —6̂ 9 (©j, а#г12) для всех vh v$V кор­
ректно определяет для каждого оператора aQAs (9) оператор 
a#<3As(9) и., тем самым, — инволюцию # :As (9){to}As(6). Эта ин­
волюция позволяет представить алгебру As (9) в виде прямой 
суммы. As (0)== A0(9)®Ai (0), где Ло(0)-= Jor9 = {a6As (0)|a#-=a}— 
прост ранство эрмитовых элементов, a A- (е)={абAs (е) | а* == —a}— 
пространство косоэрмитовых элементов. 

Выберем невырожденные тензоры 0', 06L(1)(0) и рассмотрим 
следующую коммутативную диаграмму: 

в которой aeJor 9 — представитель. тензора 9, а a'QJorQ' — тензо­
ра I}'. ТогдаJor 0 — Я, (Jor 0'), где % = Мо~1Мв'- Из соотношения 
(1) пункта 7.3. следует, что Я, X_I6Jor0, а поэтому As (9) с As (9')-
Аналогично, As (00 с As (0) и поэтому алгебры As (6) и As (0') 
совпадают. Инволюция # ' в алгебре As 0', определяемая тензо­
ром 9', сопряжена инволюции # , # — .- -1-#Л. Таким образом, 
смена образующего в L(1) (0) приводит к «повороту» йордановой* 
алгебры внутри алгебры As (0) и сопряжению инволюции. 

7.5. Для описания структуры алгебры As0 определим сим­
метрическую форму F (a, b)=\x{a, b#}, a, bQAs(Q). Подпростран­
ство вырождения KerF совпадает с радикалом Rad(0) алгебры 
As (6). Поэтому алгебра As (6) полупроста в том и только том 
случае, когда F —^невырожденная симметрическая форма. 

Из соотношения 82Q(avu v2)= 620(̂ 1, a#v2) следует; что 
9(at) l l.. . , ^ i ) = 0(t)1, а*-!-,.. -,.'0*ц)---в(-1, ~s> ava,..., -(s+i)--"-
= Q(a#vu ТУ2, . . . , ~ft+i), a поскольку тензор 0 невырожден, то при 
k > 2 #—=id и, следовательно, As 9 —коммутативная алгебра. 

Радикал Rad(9) алгебры As (G) является нильпотентным 
идеал ом-. Обозначим через l=l(Q) степень нильпотентности это­
го идеала: (Rad(9))z+1==0, но (Ra.d(0))-=5-=O. Чтобы указать бо­
лее прямую связь между степенью нильпотентности 1(в) и тен­
зором 0, введем следующее понятие. 
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Пусть (A, #)—-произвольная ассоциативная подалгебра в 
алгебре End V. Рассмотрим подпространство 
• т] (Л #)={?.e-W*| % (avu *i2)----A. (vlt a#t)2), v.?lf v2&/, VaQA} 
и определим индекс тензора Q следующим образом: 

ind(e)= min (т1п(й!+(Л))я_(Л)+л0(Щ (2) 

где через n±(k) обозначен положительный (соответственно, от­
рицательный) индекс инерции, а через п0(К) —дефект квадри­
ки %eS2V*. 

Иначе говоря, индекс тензора Э равен наименьшей размер­
ности максимальных изотропных подпространств квадрик 
A-Gi-(A.s(9), # ) . Индекс инерции и степень нильпотентности свя­
заны неравенством 

где х(8)—размерность минимального неприводимого пред­
ставления полупростой алгебры As(6)/Rad (8). 

В качестве следствия из этого неравенства получаем следу­
ющее утверждение: если подпространство ii(As(6), ф) содер­
жит знакоопределенную невырожденную квадрику, то алгебра 
As(6) полупроста. 

7.6. Реализация. Укажем в начале условия реализации не­
которой алгебры с инволюцией (A, ф)с:Еп(1У как алгебры 
(As 8, ф) для некоторого невырожденного симметрического 
тензора 8 в предположении, что подпространство г\(А, ф) со­
держит невырожденную квадрику h. В этом случае инволюция 
ф л : End V{to}End V, порожденная этой квадрикой, при ограниче­
нии на алгебру A совпадает с инволюцией ф. Обозначим через 
6A--Go*(A)®S2V*, где Go(A)—множество эрмитовых элемен­
тов (относительно ф,.) централизатора С (А) алгебры А в 
End V, — квадрику, определяемую соотношением: 

<Ь, QA>(VU•v2)~h(bvu v2), (4) 

где u6C0(A), vu v2eV. 
Эта квадрика невырождена, поскольку <1,вл> —h. 
Теорема 1. Для произвольной алгебры с инволюцией 

(A, ф)c:(EndV', ф„), порожденной квадрикой heS-V*, имеет 
место вложение (A, ф)с:(Аз(0л), ф ) . Если централизатор 
C(A), как алгебра над R порожден эрмитовой частью С0(А), а 
двойной централизатор С(С(А)) совпадает с алгеброй А, то 
это вложение является изоморфизмом. 

Следствие. Пусть AcEnd V — полупростая алгебра с 
инволюцией, порожденной квадрикой h, эрмитова часть С0(А) 
централизатора которой порождает С(А), то A — As(8A). 

Если отбросить условия, что алгебра А представлена в 
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векторном пространстве V и тензор 0 лежит в W<8>S2V*, то 
предыдущую теорему МОЖНО дополнить. 

Теорема 2. Пусть (A, #)-— унитарная полупростая конеч­
номерная алгебра над R, йорданова подалгебра Jor(A #)•— 
—{а£А,а# — а] которой порождает А. Тогда алгебра (Л, #) 
может быть реализована как алгебра (AS0A, #) для невырож­
денного симметрического тензора 0л6*юг (A, #)*®S2Ai* на алге­
бре А, задаваемого формулой ,< Ь, 9л > (ai, a2)= РА(ДЬО>Ь а,2)-

Здесь через FA (Х, У) обозначена квадрика на алгебре А; 
FA(x, y) = tx(Lx°Ly#), а через L:.A->EndA и #:А°->ЕпйА обо­
значены левое и правое регулярные представления Lx{a)=xa, 
Rs(a) =ах, Yx, абА. 

И наконец, произвольная унитарная конечномерная комму­
тативная алгебра над R может быть реализована как алгебра 
As(9A) для симметрического тензора eA5A<8>S2A*, определяемо­
го умножением: 0л(аь a2).=aia2, Vab a2£A. 

§ 8. ПРИМИТИВНЫЕ ОСОБЕННОСТИ 
И КЛИФФОРДОВЫ СТРУКТУРЫ 

8.1. Примитивные тензоры. Невырожденный симметрический 
тензор QBW®Sh+iV* назовем примитивным, если нельзя ука­
зать такую цепь подпространств V*-=^-_<^1.3...:D-^2 = 0, r> 
>1 , и таких тензоров &i&W®Sh+lcUi, l{le}/{le}r, что подпростран­
ство L(0) порождено тензорами вида -о—-66-, где ибАпп-2/,.. Тен­
зор 0 назовем разложимым, если 0-=0Н h9r, где BtGW® 
(8)Sft+1-2 î, а <UiCzV* — такие подпространства, что V*=-2^i®-.. 

Очевидно, что примитивные тензоры неразложимы. 
Геометрически условие примитивности тензора QQax® Sk+16llx 

означает, что /.̂ -плоскости L вида (хк+и %х, L (9)) лежат в RI^Xu), 
где t — dim%x, ноне лежат в замыканиях Rfr(xk), 0 < i ' < i . 
Такие ./̂ -плоскости также назовем примитивными. 

Укажем некоторые связи между йордановой алгеброй Jor0 
и условиями разложимости и примитивности. 

Во-первых, если тензор 0 примитивен, то Jor0 — простая 
йорданова алгебра. Кроме того, разложениям йордановой ал­
гебры в прямую сумму идеалов отвечает соответствующее раз­
ложение тензора 9 в прямую сумму. Причем, если k ^ 2 , то в 
разложении тензора 0 в сумму неразложимых слагаемые 
определены однозначно с точностью до перестановки. Этому 
разложению отвечает разложение алгебры As(9)=Jor0 в сум­
му локальных артиновых алгебр над R. 

Полное описание структуры алгебр As(0) для примитивных 
тензоров дается в следующей теореме. 

Теорема. (1). Тензор Q&W<8>SZV* примитивен в том и 
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только том случае, когда алгебра As(8) является алгеброй 
Клиффорда с r{le}3 образующими, а инволюция ф совпадает 
со стандартным ииволютивным автоморфизмом клиффордовой 
алгебры. (2) Тензор №W®Sk+lV*, k^2, примитивен в том и 
только том случае, когда алгебра As0=Jor6 изоморфна R 
или С. 

Приведем набросок доказательства этой теоремы. В начале 
заметим, что если тензор 0 примитивен, то алгебра Jor 8 не со­
держит нетривиальных нильпотентов. Поэтому каждый опера-
тор a{cdot}SJor6 полупрост. Далее, разложению характеристического 
многочлена оператора u6Jor0 на взаимно простые множители 
отвечает прямое разложение тензора 8. Поэтому все элементы 
a€Jor 0, не являющиеся гомотетией, удовлетворяют неприводи­
мому квадратному уравнению a2+pa+q=Q, р, <7.3R. 

Рассмотрим теперь ограничение формы F, ассоциированной 
с представлением алгебры As (0) в End V (см. п. 7.5), на подпро­
странство Joro0=={a<-Jore, tna = 0}. Эта форма отрицательно 
определена, а йорданово произведение может быть вычислено. 
в ее терминах: ia, b}=1-F(a,b), где o, &6Jor°8, а n=dimV, 
Из ЭТОГО следует, что As (8) является клиффордовой алгеброй 
над Jor°0, ассоциированной с квадрикой F. Осталось показать, 
что d imJor0^4 при А=1, С этой целью рассмотрим в клиф­
фордовой алгебре As>(0) элемент ft—«1020304, где a,<3Joro0. Тог­
да b*=b, следовательно, b6Jor9. Но b2=b-b*=\l, если а,\, а^ 
а3, #4 ортогональны (и длины 1) относительно квадрики F. 
Следовательно, в силу сказанного выше, fr = -±A, откуда ai = 
= ±020304, и тем самым о12---1, что противоречит отрицатель­
ной определенности формы F. ' 

8.2. A-типы. Назовем ^-плоскость L&RIi (xh) регулярной, 
если в ее представлении L=(xA+i, <U, L0) подпространство L0. 
регулярно, т. е. L0=L(9) для некоторого невырожденного тен­
зора Q£ax®Sh+l<li. Скажем, что регулярная R-плоскость L — 
= (xA+i, °U, _о) имеет А-тип, где А — конечномерная ассоциа­
тивная алгебра с инволюцией, если алгебры A и As (в) изо­
морфны как алгебры с инволюцией. Теорема пункта 8.1 при­
водит к следующему результату. 

Т е о р е м а , Примитивные /?-плоскости регулярны и имеют 
Л-тип, где A---C1- — алгебра Клиффорда с r{le}3 образующими 
при k = l и с r{le}l образующей при k^2. Алгебра As(0), отве­
чающая примитивной R-плоскости L = (xA+1, Ш, Lo), определя­
ет в rs/-.^Q=co1<er(aft»|i,) структуру модуля над алгеброй 
Клиффорда. 

8.3, Коразмерности. Укажем условия реализации С1г-типов и 
их коразмерности в грассманиане R-плоскостей. 

Т е о р е м а . (1) Примитивные R-гоюскости L&Rh{xh) воз­
можны при следующих значениях /, k, m==dima: 

R-тип, при всех значениях k, I, m, кроме m=2, 1^2 и m = l , 
i=2, k=2. 
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С-тип, #-id, при всех значениях к, /=0, mod 2, т, кроме 
..т=2, / ^ 2 , Й==1 и m = l , k = 2, /==4. 

С12 = Н-тип, при всех значениях m,3--3, Z-=0mod4, к = \. 
С1з-тип, при всех значениях k=l, £ = 0mod4, i ^ S , m ^ 2 + i 

+ max (j± {=), где • 4/+-<Hm.K«r ( C - l ) , 4 L - d i m Кег (C+1) , 
С— образующая центра алгебры С1з и .?+^1> J - ^ L 

(2) Коразмерности примитивных R-плоскостей данного типа 
в грассманиане всех ^-плоскостей приведены в таблице: 

тип / 

й-1 

к>1 

R 

1 

1 

с-си 

Um—2) if"+2 

(k + l\ 
mU+-r 

-2« (tr)--"1 + 2 

CI.=H 

— 

с1-=нен, (/+, /_> 

.j-(2m—3).?-—4(.-л + 
+ 2) W-. + ̂ - /я..+4 

— 

З а м е ч а н и е . 1) С13-типы делятся" на подтипы, отвечаю­
щие парам натуральных чисел (/+, L), где 1[4=1+ + 1~, l+^h 
'.L^l. В таблице приведены коразмерности этих подтипов. 

2) Из таблицы следует, что R-типы могут реализовываться 
.при всех значениях к и т в коразмерности 1, наименьшая ко­
размерность С-типов равна тк, для Н-типов эта коразмерность 
соответственно равна 7т—9, а для С13-типов — 32/п—52, где 

§ 9. ТОПОЛОГИЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ГРАССМАНИАНОВ 

9.1. Фиксируем элемент xhBJk(M, т.), Грассманиан интег­
ральных плоскостей в картановском подпространстве C(x,t) бу­
дем обозначать через Ik(n,m)(=I(Xk)). Множество Ih(n,m) 
получается пересечением некоторого числа квадрик в грассма-
тювом многообразии Gn(C(xii)), а поэтому является алгебраи­
ческим многообразием. В следующих двух случаях ТОПОЛОГИЯ 
этих грассманианов хорошо известна. Во-первых, если п — \, 
то условия интегрируемости отсутствуют и все 1-мерные под­
пространства в C(xh) являются интегральными. Поэтому 
•Д(1, т)~RP™. Кроме того, если m=k=l, то распределение 
Картана на /-(iW,l) совпадает со стандартной контактной 
"структурой, и следовательно грассманиан / i (n , l ) является 
граосманианом n-мерных лагранжевых подпространств в 2n-
•мерном симплектическом пространстве C(xi). Его когомологии 
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с коэффициентами в Z2 вычислены Борелем: 
Я*(/-(«, 1); Z2)-_Z2[^<i), . . . , <)]/((®р)2 , ,(Ш">- ]-), •; 

где да!1) —классы Штифеля —Уитни тавтологического расслоения 
над грассманианом. 

Оба эти случая являются особыми с точки зрения геометрии 
дифференциальных уравнений. В этом параграфе мы опишем 
кольца когомологий интегральных грассмановых .многообразий 
Ik(n,m) с коэффициентами в Z2 при условии, что krti^2. Мы 
также ограничимся грассманианом неориентированных плос­
костей, в ориентированном случае результаты аналогичны 
114]. 

Теорема ([14], [40]). Кольцо когомологий Н* (Ik(n, m); Z2) 
до размерности п изоморфно кольцу полиномов Z2 [та><А), . . . , w^A 
от классов Штифеля—-Уитни f{ 'V . , . , eW тавтологического; 
расслоения над /&(«, пь). 

Дополнение. До размерности п—1 классы Штифеля—• 
Уитни Wi{h) алгебраически независимы. В размерности n воз­
можны алгебраические сотношения лишь при условии, что 
k=\, /п=2. 

9.2. Грассманианы, ассоциированные с дифференциальными 
уравнениями. Пусть <SczJh{M,m) — система дифференциальных 
уравнений. Для каждого элемента х^& через I<£{Xh) обозна­
чим грассманиан интегральных плоскостей, лежащих в каса­
тельном пространстве lxk{<g). Пространство Ш{х%) назовем 
интегральным грассманианом, ассоциированным с системой 
дифференциальных уравнений <g. 

Описание когомологий этих пространств начнем с опреде-, 
ленных Систем дифференциальных уравнений первого порядка. 

Систему дифференциальных уравнений $"czP(M,m) назо­
вем определенной, если codimlf-=;m, и в каждой точке Xi^r 
xi = [N]-.1 не все ковекторы №Tx*N\0 характеристичны. 

Теорема. (А) Пусть SaJl(M, m)—определенная система 
дифференциальных уравнений, тогда вложение Щ {Х\) ---/(xi)' 
индуцирует изоморфизм алгебр когомологий с коэффициентами 
в Z2 до размерности п во всех случаях, за исключением слё-
дукэщих: 

1) m-=2, /z>3. Здесь кольцо когомологий B*(m>(x1; Z2) дс-
размерности и изоморфно алгебре полиномов Z2[-e.»f->, ...,w<£K 
ип_ъ Sq £/„_-]• где через Sq обозначен квадрат Стинрода, а' 
степень U„_i равна п— 1. 

2) m = 3, « = 2. В этом случае кольцо когомологий 
Н* (W (Xi); Z2) до размерности 2 изоморфно алгебре полиномов 
Z2[w\lK w^\ а-, . . . , а г ] , где степени щ равны 2, а г—число 
компонент связности характеристического многообразия 
Char(..?,xi), над которыми ядерное расслоение k одномерно.. 

С 
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3) m=-tt = 2. В этом случае интегральный грассманиан 
Ш{х\) диффеоморфен тору S 'xS 2 , если система Jf гиперболич­
на в точке х\Ъ&, либо комплексной проективной прямой СР1, 
если система & эллиптична в точке xi. 

(Б) Для определенных систем сЯаРЩ, 1) вложение 
Ш {xz) al {X<L) индуцирует изоморфизм алгебр когомологий до 
размерности п во всех случаях, кроме n = 2. В последнем случае 
/^ (x 2 ) диффеоморфен тору SlxSx, если & гиперболична в точ­
ке x2, и диффеоморфен СР1, если ё> эллиптична в этой точке. 

9.3. Дифференциальные уравнения второго порядка 8{subset}/2 (1) 
типа Монжа—Ампера можно определять при помощи эффек­
тивных n-форм на контактном многообразии / ' (1) ( [И])- Это 
позволяет, по сравнению с общим случаем, опуститься на поря­
док ниже и определить грассманианы /(co){subset}/i(n, 1), ассоцииро­
ванные с уравнениями Монжа—Ампера. Здесь в>£Ап(Р(1)) — 
дифференциальная п-форма, определяющая данное уравнение 
Монжа—Ампера, а 7(ш) —грассманиан «-мерных лагранжевых 
подпространств, аннулирующих эту форму. 

, В размерности n = 2 грассманианы /(со) устроены так же, 
как и в общем случае: если уравнение гиперболично, то /(со) — 
= SlxS\ а если эллиптично, то /(со)---СР1. 

В размерности n = 3 с каждой эффективной формой ©6 
6A3(C*(xi)) можно связать квадратичную форму qa ([17]), ко­
торая различает орбиты симплектической группы Sp(6) : 
...7.->(X, У)——1/4X2(XJ соДУЛса). Если форма qa невырождена, 
то ее сигнатура sign qa равна либо 0, либо 2. Значение сигна­
туры различает два типа орбит. Отметим, что при /г-=3 су­
ществуют орбиты, не содержащие квазилинейных представите­
лей. Именно им отвечают невырожденные формы <?ш. 

Т е о р е м а ([6]). (1) Если форма qw невырождена, а 
sign qm=0, кольцо когомологий # * (/ (со); Z2) до размерности 3 
изоморфно фактору алгебры- Z2 [•ву{1-\ w^\ U2] по идеалу, натя­
нутому на полиномы (т-у*1))2 и •w[^U2: степень класса когомологий 
U2 равна 2. Если же sign ^ ==2, то кольцо когомологий 
JH* (/ (со); Z2) до размерности 3 изоморфно фактору алгебры 
Z2[Wj(1), w^\ U2] no идеалу, порожденному (w^f. 

(2) Если форма qa вырождена, то для эллиптических диф­
ференциальных уравнений кольцо когомологий Я * (/(со); Z2) до 
размерности 3 изоморфно фактору алгебры H * ( / i ( l , n)\ Z2) по 
идеалу, порожденному •w^w^l. Если же уравнение гиперболично 
в данной точ!<е, то вложение / (со)—-У t («., 1) индуцирует изомор­
физм когомологий до размерности 3. 

Чтобы сформулировать общий (п^З) результат, введем 
важное понятие степени нелинейности дифференциального 
уравнения Монжа—-Ампера в данной точке xi'G/^l). Степенью 
.нелинейности k(L) эффективной формы coGAn(C*(.x.i)) относи­
тельно лагранжевого подпространства L6/(oo) назовем мини-
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мальное среди таких чисел й, что любой k-вектор X-=XiA... 
.../\Xh, XieL, аннулирует форму а : XJ о)=0. Степенью нели­
нейности k(ca) (в точке xi) дифференциального уравнения 
Монжа—Ампера, отвечающего эффективной n-форме со, назо­
вем наименьшее среди чисел k(L) при условии, что L пробегает 
весь грассманиан 1(a). 

Теорема ([6]). Если уравнение Монжа—Ампера квазили­
нейно в точке xi (т. е. й(ю)-=1), а n>4, то вложение /(оэ)<— 
c:/i(n,1) индуцирует изоморфизм когомологий до размерно­
сти п. 

Дополнение. В работе [6] Л. В. Зильберглейт также 
доказал, что утверждение теоремы при некоторых дополнитель­
ных условиях остается справедливым, если степень нелиней­
ности k этого уравнения и размерность базы п связаны нера­
венством n>k-\-1/2+1/2^+11/4. 

9.4. Вернемся к общему случаю. Описать кольцо когомоло­
гий Н*(Ш(хк); Z2) в общем случае задача неразрешимая. Од­
нако можно надеяться, что это кольцо «стабилизируется» при 
продолжениях системы дифференциальных уравнений ff. Это 
утверждение, являющиеся топологическим вариантом теоремы 
Картана—Кураниши о продолжении, и составляет содержание 
следующей теоремы. 

Прежде чем формулировать эту теорему, введем понятие 
характеристической регулярности для систем дифференциальных 
уравнений первого порядка ЖаРЩ, тп). Отметим в связи 
с этим, что интегральная плоскость L, представляемая триадой 
(x'+2. % L0), лежит в грассшниане I&{1) (x/+i), если L0c 
cg(') (% xi), где gO (% хх) — 1-ё продолжение символа 
g(% xl) = g(x1)[)vt®% %aT*xN, .*! — [N]\. Положим, 
Char,(#,.Ki) — CMc.7,*.W, dim% — s|gfW, JCI)=£0}. Элементы этого 
множества будем называть s-мерными характеристиками. 
При .s-=l l-мерные характеристики совпадают с обычными, так 
что Chari(#, .£!)•= Char (<-¥, xi). Условие характеристичности 
подпространства 4CLTXN можно переформулировать иначе, если 
воспользоваться теоремой Гийемина [35]. A именно, подпростран­
ство U характеристично в том и только том случае, когда его 
комплексификация %с, рассматриваемая как линейное подмного-
образие в P(TXN)C, пересекается с комплексным характеристи­
ческим многообразием Charc {ё, хг). Обозначим через £,.+1(%)с 
cSl+2TxN®vx подпространство, образованное такими тензорами 
6, что 6deTxN®g^ (x1)+%®Sl+1Tx®vx, а через gj-+1>--семей­
ство векторных пространств над Char„_s (с?, xi), слоем которого 
в точке % является подпространство Bi+хЩ-

Назовем формально интегрируемую систему дифференциаль­
ных уравнений & с./1 (M, т) характеристически регулярной 
в точке x b если семейства векторных пространств £с/+1) 
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являются векторными расслоениями над Char„_. (IT, .*:-) для всех 
значений 1<..s<-t—1 и I, начиная с некоторого номера 10. 

Теорема ([14], [40]). Пусть % с Л (M, т.)— формально 
интегрируемая система дифференциальных уравнений, комплекс­
ное характеристическое многообразие Charc (-f, хг) которой не 
лежит ни в какой гиперплоскости, и dim Charc (If, x1)>0. Тогда 
если & характеристически регулярно 6 точке хь то вложение 
1&{1)(хм)<~1(х[+1), я/+1Д(л;/+1)-=х1, при достаточно больших 
значениях I, индуцирует изоморфизм до размерности п вклю­
чительно. 

Дополнение. Поскольку б(E,+1 (%))cEz(%)®T*XN, то имеет 
смысл говорить о б-когомологиях Спенсера расслоений g(') для 
каждого значения s. Аналогично критерию формальной интегри­
руемости Гольдшмидта [32] может быть получен следующий 
критерий характеристической регулярности. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть |<-») и |('»+') являются векторными 
расслоениями, слои которых 2-ацикличны. Тогда |<') являются 
векторными расслоениями для всех значений 1>1й-

§ 10. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ КЛАССЫ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

10.1. Объединим интегральные грассманианы I (xk), xkQ 
GJk(M,m), в тотальное пространство 

Л(М,т) = U I{xk) 
xkQJk(M, m) 

расслоения lk:Ik(M, m)->Jk(M, пь), где ik(xk, L) = xk, если 
(хА, ЩЛ{М,т), Ш(хк). 

Каждое интегральное многообразие LczJ"(M,m) определяет 
тангенциальное отображение tL:L^-Ik(M, m), h(л-/-)•= (хк, 
Тхк{Ц), а каждый класс когомологий шбЯ-'(/*(М, tn)\ ^ — ха­
рактеристический класс на интегральных многообразиях; L >-+<»(£) == 
= tl (fi.)6H-" (L; Z2), 0 < / ' < « . Из теоремы Хирша и теоремы 
из пункта 9 Л следует, что кольцо когомологий пространства 
/*(M, m) до размерности п как алгебра над Я* (У* (M, /re); Z2) 
порождено классами Штифеля — Уитни тавтологического расслое­
ния над Р(М,т). Учитывая, что расслоения щ, *-i • Л Ш, т)-*-
->Jk~l{M, т) при к>2 — аффинные, а расслоение пи0-Л(М, /re)-> 
->M—-суть расслоение грассманианов, получаем следующий ре­
зультат. 

Теорема. Кольцо когомологий H*(Ik(M,m); Z2) до раз­
мерности n-=dimM—т как алгебра над H(Jh(M,m); Z2) по­
рождено классами Штифеля — Уитни Wiih),..., wn

ik) тавтологи­
ческого расслоения над Ih(M,m). При этом алгебра 
H*(Jk(M,m); Z2) как алгебра над #*(M;Z2) порождена клас-, 
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сами Штифеля — Уитни w\,...,Wn тавтологического расслое­
ния над Р{М, т). 

10.2. Пусть -#c./ft(M, m) —формально интегрируемая система 
дифференциальных уравнений, a IS'il)c:Ik*1 (M, т) — подмножест­
во, образованное такими парами (л:А+/, L)£lkn (M, т), что 
LQWU) (xk+[), a xk+iQff{l). Ограничение отображения ift+/ на /е?(,) 

определяет отображение ikJrl:W(l)-*<g(l\ слоями которого яв­
ляются грассманианы интегральных плоскостей, ассоциированные 
с данной системой дифференциальных уравнений. A поскольку 
вложения W^k+[^I (xk+l), при достаточно больших I, индуциру­
ют изоморфизмы когомологий в размерностях много больше п, то 
по теореме Уайтхеда /г-мерный остов в клеточном разбиении 
W(l) (xft+-), при достаточно больших значениях I,можно выбрать 
гомотопным д-мерному остову в абсолютном грассманиаие I (xk+1). 
Поэтому, при больших I, для формально интегрируемых систем, 
удовлетворяющих условиям теоремы пункта 9.4, к-ольцо когомо­
логий как модуль над Н* (^l); Z2) порождено классами Шти­
феля — Уитни <w\k+!),..., ^п+п тавтологического расслоения 
над 1&{1). Отметим также, что поскольку расслоения .F(z)->if>c'-1) 

при I > 1 - аффинные, то Я* (<Г(/); Z2) = Н* (<Г, 12). 
10.3. Оснащением интегрального многообразия распреде­

ления Картана Г с&^\ размерности меньшей п, назовем такое 
сечение h: &{!)-±WU) расслоения iku, что А(хй+/)эТ^+/(Г) 
для всех элементов хк+[^Г. Оснащенное (га—1)-мерное интеграль­
ное многообразие Г с . ^ ' ' назовем данными Коша (Г, h). Ре­
шением задачи. Коши с начальными данными (Г, h) назовем 
такое интегральное многообразие L с границей dL, что Lccf*0, 
d L - Г и r^+ ,(L)-k(xu+ ,), Vx,l+0L. 

С каждым классом когомологий (a£<Hn~1(I&'<''); Z2) и данными 
Коши (Г, h) свяжем характеристическое число %а(Т, А)— < Л-*<в, 
Zr >, где Zr6H--i(r; Z2) —фундаментальный цикл многообразия Г. 
В частности, для произвольного разбиения числа (и.— 1) в сумму 
«— 1— i i + . . . ' + <r + /i + . ••+•/*> гД- - < * i < . . . <ir. К 
< / ! < . . . < . / . - , можно определить характеристическое число 
Xi. i,,/ii.;.j,(r. h) = u{V,h), где ш.=да^....да,г.то£+'>.... 

Для формально интегрируемых систем дифференциальных 
уравнений, удовлетворяющих условиям теоремы пункта 9.4, 
при достаточно больших значениях числа /, все характеристичес­
кие числа исчерпываются числами вида xi% ir, у, j s . 

Теорема. Для разрешимости задачи Коши с начальными 
данными (Г, К) необходимо, чтобы все характеристические чис­
ла %Ш(Г, К) были равны нулю. 
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