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В В Е Д Е Н ИЕ 

В современной квантовой теории поля большую роль игра­
ют так называемые хронологические произведения (или Г-про-
изведеиия) операторов, как один из наиболее эффективных спо­
собов описания физических процессов в микромире (см. [2]). 
С их помощью, в частности, удается описать формализм вто­
ричного квантования. Строгое математическое обоснование Т-
произведений, встречающихся в теоретической физике, пока 
представляется невозможным. Оказалось, однако, что существу­
ет модель, на которой может быть изучен аппарат Г-произве-
денин. Именно, ннтеисивно развивающаяся в последнее время 
теория гшюэллиптических операторов является, как выясни­
лось, идеальной в некотором смысле моделью для исследования 
свойств Г-произведеиий. 

В теории дифференциальных уравнений и в теории полу­
групп при доказательстве теорем существования также приме­
нялись в той или иной форме Г-произведения (см. работы 
Троттера [11], Ю. Л. Далецкого [4], T. Като [6], Нельсона [10]). 
Именно, рассматривается следующая задача Коши: 

|f+#(W)—o, (1> 

Решение этой задачи в ряде случаев может быть представле­
но в виде Г-произведения операторов 

t 
lH(s)ds 

Ф09=--:Г-е- %. (2> 
Здесь Т-произведеиие определяется следующим образом: возь­
мем разбиение промежутка времени [0, t] точками дробления 
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i0 —0<ti<- . .<tn = t, фиксируем на каждом частичном проме­
жутке [tj, tj+{\ точку if и рассмотрим предел (в подходящем 
смысле) операторов 

l i m e A ( ' * « - - H - . . . . e M - 8 H , Д = щах At,, A t - t , + 1 - t i . (3) 
А-0 у=,0 л - 1 
Этот предел (если он существует) и называется Г-произведени-
ем операторов и коротко обозначается (2). 

Близкой задачей, как в теории поля, так и в дифференциаль­
ных уравнениях является представление решений в виде кон­
тинуального интеграла Фейнмана. Ввиду отсутствия, в-общем 
случае, меры в фейимановском интеграле, его трактуют как 
предел конечномерных интегралов. 

Связь между таким подходом к фейнмановскому интегралу 
и Г-произведениями операторов была отмечена еще Фейнма-
ном [8]. Если оператор H(t) в задаче (1) является дифференци­
альным или псевдодифференциальным оператором с СИМВОЛОМ 
H(t, |, х), ТО указанная связь выражается следующим соотно­
шением: 

l i m / ^ K , , . . . / ( - 8 ) - < . = i I m _ i \ . . . 
д-*о . д_*о(2л;Г'г .3 

П е-П-t •-*•**.>• А^(x0) dxkd\ki (A) 

Д-*0 Д-»0 (2л) 
II 

С 1 2 (А'/>+1_л*)-/. 
j) е /г=0 

ft—О 

х, ?бК№. 
В предлагаемой работе выясняется алгебраическая структу­

ра равенства (4) и дается обобщение его на случай "-произ­
ведений в смешанном представлении Гейзеиберга-Шрёдингера 
(типа представления взаимодействия). 

Заметим, что допредельное выражение в правой части фор­
мулы (4) можно представить в виде произведения операторов 

(5) , eft\t*n-i,P.x)Mn_x # _ _ eH(tlp,x)At^ 

, . 1 2ч ' ' 
где оператор еи^]'р'х>^1' действует по правилу: 

^(^i.'bo/^^^^iu-jo^l^-'^)/^)^^ . 
Пользуясь понятием автономных скобок, • введенным' в [7],. 
.допредельное выражение в левой .• части формулы;(4) можно 
.записать следующим образом: 

е1Ни*_1,р,Х)1М,1_г _ _ _ e[H(t$,p,x)]At^ «ч 

Предельное равенство (4) может быть истолковано теперь как 
снятие автономных скобок в экспоненте'. Возможность снятия 
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автономных скобок в экспоиеите на первый взгляд кажется 
неожиданной. Действительно, если А и В — произвольные 
матрицы, то соотношение 

1 2 1 2 
£А+В\ = еА+В, (7) 

эквивалентное равенству еА+в = евеА, справедливо только, 
если матрицы А и В коммутируют. Однако в Г-произведении 
снятие автономных скобок вполне естественно, ибо если 

1 
J (A+B)dt 

левую часть формулы (7) записать в виде е° и пред­
ставить как Т-произведение, то, поскольку 

e(A+B)At + 0(M)2 = eB^leA" = e^+B^! и [А + В]==[А + В], 
мы получаем формулу снятия автономных скобок в Т-произ-
ведении: 

lim е ^ - д ' « - 1 . . . б---+-*----'-= Jim е^+в)мп^ # _ _ ew+m\ • ,8у 
Д-1-0 Д|!-*-0 

Правую часть в (8) естественно записать в виде интеграла 
t 4.— I - А 

п А"1" 2 * 2 1 - - 0 J + 0 
S ( Л + В )Mh f ( Л + В Jdj, 

lime""0 •=..-.- ; (9) 
Д-+0 

здесь мы использовали упорядочивающую символику Фейнма-
иа, согласно которой оператор с большим значком действует 
•после оператора с меньшим значком. В этих обозначениях 
формула (8) принимает следующий вид: 

1 J 1 2 1 - - 0 .г-|-0 
j[A+B]ds J ( А + В )ds 

• Й ° . = <?° , ( 1 0 ) 

а. равенство (4) приобретает вид: 
< j 1 2 i s—й s+0 
]\_H(s,p,x)1ds j # [ > , /- , Л- )rf.r 

е° =g° , (11) 
Для ограниченных операторов А и В справедлива и более 
общая, чем (10), формула 

•г s i 2 .. i --о -+о 
| [ / (Л,В)№ Jf< Л , В )ds 

е° , , --=6° . , (12) 
где f —- любая непрерывная функция. 

Мы ВИДИМ, что снятие автономных скобок в экспоненте яв­
ляется характерным алгебраическим свойством Г-произведения, 
одним из примеров которого служит известная формула Фейи-
.мана о сведении Т-произведеиия к. континуальному интегралу. 
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В квантовой электродинамике используется обычно Г-произ-
ведение операторов в представлении взаимодействия. Если #о— 
свободный гамильтониан, Н\ — гамильтониан взаимодействия.. 
то Г-произведение операторов в представлении взаимодействия 
имеет вид 

е" , (13) 
где Р (t) и X(t) — операторы, удовлетворяющие системе урав­
нений Гейзенберга 

* - - - ^ ( - " . - Н 
lX(0) = x, P(0)=D. 

Обычно гамильтониан #•, описывающий взаимодействие, зави­
сит только от х, и тогда вопрос о снятии автономных скобок 
решается тривиально, (для любой матрицы А e-M-'-r-e-4-4--, по 
определению). 

Необходимость рассмотрения общего случая вызывается дву­
мя обстоятельствами. Во-первых, в ряде современных физичес­
ких работ возникают взаимодействия, зависящие и от импуль­
са. Во-вторых, этого требует запись "-произведения в других 
представлениях, например в т. н. «квазиклассическом» пред­
ставлении. Доказанная в § 4 теорема о снятии автономных ско­
бок в Т-произведении, согласно которой имеет место следующее 
операторное равенство: 

t [ (1 2 \ i t 1л~о s+o \ 
J [Я, \P(S), X(s))\cls (ЯД-Р(-) . X (s)jds 

е° = е
Ь , (14) 

позволяет и в этом случае оперировать с гамильтонианом вза­
имодействия так же, как в случае отсутствия зависимости от 
импульса. 
• Отметим, что доказанные нами теоремы 3 и 4 являются зна­

чительным обобщением результатов работ Ю. Л, Далецкога 
[4], В. С. Буслаева [3]; М. A. Евграфова [5], А, Л. Алимова [1| 
о представлении решения задачи Коши в виде континуального 
интеграла' (4). 

В заключение подчеркнем то обстоятельство, что доказатель­
ство соотношения (11) является первым шагом для введения 
операторной меры в Т-произведениях. Кроме того, естественно 
возникает проблема переноса теоремы о снятии автономных 
скобок на классы Г-произведений, аналогичных тем, которые 
широко применяются в физике. 
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Статья состоит из 4 параграфов. В первом параграфе изуча­
ется задача Коши (1), строится символ разрешающего операто­
ра и для пего устанавливается асимптотика при t{to}0. Второй 
параграф посвящен доказательству существования Г-произве-
депия для гипоэллиптических операторов. В третьем параграфе 
доказана теорема о снятии автономных скобок в Г-произведе-
ниц. Наконец, в четвертом параграфе изучен вопрос о снятии 
автономных скобок в "-произведении в представлении взаимо­
действия. 

§ 1. СИМВОЛ ОПЕРАТОРА U(t, T) 

1°. Рассмотрим в iV-мерном евклидовом пространстве R 
задачу Коши: 

N 

(да 
dt 

— А(х, i, £>)«=0, 

tt\taX^ti0{x). 

Здесь щ(х) £&($."), .^—^(R^)-пространство бесконечно диф­
ференцируемых функций, убывающих вместе со всеми своими 
производными на бесконечности быстрее, чем —— с любым 

1 2 1 

& > 0, х = (хи х2,..., xN), | х Н (*?+ • • • + 4- ) 2 ; A(t)=a(x, t, D)-
псевдодифференциальный гипоэллиптический оператор, его 
символ обозначим a(x,t, £). Как обычно, .0̂ .=-= — i —-.» dj^-щ 

а=-=(а1, а2,..., a^) —мультииндекс, | а | = JJ а;, а,1------аг1а2! • --o.N\, 
jam l 

D**=D?l...D'%r, xn*=Xi'.>.x!P, aj>0. Будем предполагать, 
что a(.M.S)eC00(R"xR+XRA ') и ПРИ 1Ч>со- -*eR". -б [О, Т\ 
для любых мультииндексов а и р справедливо неравенство 
(здесь и далее Сл, Са|-_—различные постоянные положитель­
ные числа) 

|f l(|)(x,^)i<cap|a(x,M)|(l+|4rpN+ewi; ® 
All (-*> t, S) - daD* a (x, t, 6). 0 < Й < p < l, 8, p фиксированы. 
В дальнейшем мы наложим на символ а(х, t, l), помимо (--), 
еще некоторые другие условия. . 

Мы будем рассматривать решения задачи Коши (1) и {х, tjt 
QCCO(RNXR+) и при каждом фиксированном t r t ( - ,06^(R ) 
вместе с производными по t. Этот класс функций обозначим 
51. В классе 31 для задачи (1) справедлива теорема единствен­
ности [9]. 
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Псевдодифференциальный оператор, стоящий в задаче Ко­
ши (1), в применении к функциям и(х, t)e-# определяется так: 

= ^ 1*.ы[ЩЛ-а(х, U 6)Ъ(5, t)] d-, (3) 

где u(i, ^ — преобразование Фурье функции u{x,t) no пере­
менной x: 

N 

а(6, t)= \e-i{xA)u(x, t)dx, (x, -,)•= 2 -«Л. 
•J y = l 

во всех формулах прямого и обратного преобразования Фурье 
_JV 

мы опускаем множитель (2тс) 2 , 
О п р е д е л е н и е Г Оператор U(t, i) определим равенством 

u.{x,t) = U(t,x)u0(x), (4> 
где и(х, t) — решение задачи Коши.(1) из класса 51 (если оно 
существует), а щ (х) £&'. Оператор U (t, -с) _ при каждом t > -с 
есть линейный оператор из & в ^ . В дальнейшем мы покажем, 
что решение задачи (1) из класса 31 существует для любой 
функции щ{х)<й&. Более того, мы покажем, что это решение 
представляется в виде 

и(х, i)^ei{x^p{x,i;l, -Ой,,® Я . (5> 
где функция р(х, i\ %, ъ)бС°° по всем переменным. 

О п р е д е л е н и е 2. Функцию p(x,t\l,%) из формулы (5> 
будем называть символом оператора U(t,%). 

B этом параграфе мы построим символ оператора U (t, т) и 
изучим его свойства. 

Лемма 1. Пусть 
и (x, 0 - \ еКх' *V (х, /; 5, х) и0 (I) dl, VL&9>, (6> 

r(x, t; E, t)eCB по всем переменным и для любых мультиин-
дексов а и Р 

| /-^(^-;-^)KGK BW(i + HI)a(a,P). (-.> 
где Cap(x)<Ca(,(l + |x|)ft, А>0, —не зависит от а и Р, 
с(а, р)>0. Пусть {<pn(x)}> n=-1,2,..., —последовательность. 
функций из С™ (RN), равных 

?,.(•*)={о', 1, |x 
х > я + 1 

с производными, ограниченными равномерно по п; пусть, на­
конец, 
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{Qa)(x,t) = \eli*Mq(x, tA)a(Z,t)(ti (8) 
и q (x, t, V) 6C°° по всем переменным и при каждом фиксиро­
ванном (x, г!) 

|?(л.,*. 6) |<С(1 + |6|)- . (9> 
т — любое фиксированное. Тогда 

1) (Q«)(A:,t) = lim^'(--^(jc, t> i ; ) .^(S1 t )dS; (10) 

2) {Qu){x, t) = llm \еН*^ио(т\)<1'Ле1<*'*)д(х, t; т ] + г ) Х 

X q £ r ( - , t . *l. -)(z)dz. (ll> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как u0(x)Q&, TO И «,7(1;) g.^, т. е. 
uQ (I) вместе с производными убывает на бесконечности быст­
рее любой степени ----—. Поэтому из (6) и (7) имеем для любых 
мультииидексов а и р 

'x"EPu(x,t)=xa\ei{x>l)Ub® 2 CbA\..Ax,t\lt-z)d% = 
Р.+Р.-Р 

4 е " " " - " 2 СМгГМ^Ч^)Г"г^{хА-Л^)^. (12> 
Pi+p--p 
ai+a,<--a 

Отсюда с учетом (7) получаем 
(1 + | л | ) | а | | Dht (х, t) | < СЯВ (l +1 х | f. (13) 

Здесь и ниже различные константы, зависящие от а и р, бу­
дем обозначать одной буквой. Т. к. в (13) /г —фиксировано, а 
a — любое, то для любых а и р имеем 

| Я „ ( л . . 0 1 < С в р ( 1 + И Г а . (14) 
Из (13), в частности, следует, что u(x,t) абсолютно инте­

грируема по х на R^, поэтому 

\(^t-u)(^i)\^\\e-l^^[bl-l]il(x,t)dx\< 

< 2 J |и(.х, t)\dx^0 (15) 
|-*|>л 

при n{to} оо равномерно na ^QRN, Далее, для любого мульти-
индекса р 

\ ^ ^ ) \ = \1е-^л^[9п(х)а{х^)]ах\<С^ (16) 
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Б силу (14) и определения последовательности {<р„ (.x)}. Из (15), 
(16) и (9) в силу теоремы Лебега следует свойство 1), ибо для 
подынтегральной функции в (10) существует интегрируемая 
мажоранта С(1 -4-| & \)~N~X (надо взять в (16) | (3| = w + iV-f-l). 

Докажем 2). Имеем 

$е'-*-»?(.к,М)Йе(М)Л-= 
*=\e4*Mq{x, t, .:).# \e-^)bl{y)dy\e№^r (у, t;^, *)щ ft) .47] = 

= 5 еЧ*<Щ{х, t, Щ d% \ щ (т]) di\ \ е-'(».е--.>г (у, t; •>-, т) ср,, {у) dy= 

Мы дважды меняли здесь порядок интегрирования, что закон­
но в силу абсолютной сходимости соответствующих двойных 
интегралов. Лемма доказана. 

Лемма 2. Пусть q (.к, t, Б) бСте (R^XR+XR*) и при каком-
либо вещественном т 

^Ш^-^*'^00 ' (17) 

.для всех (x, ^ E R ^ X R V И ДЛ Я любого мульти индекс а а 
\q<a4x>*,t)\<Ca\q{xtt,l)\(\+\l\-»[ai OS) 

при всех (л;, OeR^XRV и |-=|>С0; пусть и(х)&^. Тогда для 
интеграла 

; - / ( x . t, 7]).= $е»и.->0(.х:. *. 4 + z)u(z)dz (19) 
•справедливо равенство 

j(xj,n)- 2 £Г^(а) <*• *' Ч) ->» (х) + /о, (20) 
laKJV 

где /о оценивается следующим образом: 

|;0(^,^,7i)|<Cm;W^x,0(l + N)m+JV-piVl sup °аа{у)-
уЫЫ, \CL\-NI 

(i + l.*-»!/- >(21) 

•M>0—любое, 7V1>OT.+N~любое. 
Д о к а з а т е л ь с т в о (ср. [9]. стр. 305). Пусть ф(x)6Gg°(R^), 

1 1 
ф(х)-=1 при |x|<—•, ^(x) = 0 при | x | > — • Имеем 
J44 

file:///cl/-Ni


'Л-*. '. 'I) — ̂ ' 2 ) ? ^ ' . t, '1+2:)rl(2)d2 = 2 ^ [ ^ a ) ( ^ , *,.т))_ «.«(•*) + 
|a | </•/•. 

+ ^'-*- *)[..;(.«, *, Tj + z)— 2 i ?(a)C*. *. Ч)И т1 (|4) 5 (г) d2 + 

+ ^<*.->[i|> d - i - . j - l j j -^q^(x, trq)z*u{z)dz + 

+ ?e'(--. 
laKATt 

1 - ф 
' IhliJ 

^(x , t, rq-\-z)7t(z)dz. 

To есть 

где 

j (x, t, -i) — {sum} 4 i ? ( a ) (*- '• 'i) -^ (•*) + jo. 
M<-Vt 

/о-^Л + Уг + Л-
Поскольку по формуле Тейлора 

q(x, t, 7] + г ) = ^ 4i ^ a > ( x ' *' ' 1 )^ + 
1<"|<ЛГ. 

1 

(22) 

(23) 

(24) 

Ic-l-VVi О 

то 

где 

j i (л, t, vi) = 2 " j $ # * (-^ -» •»!. •* - 0) -О*» (У) dy, 

(25) 

(26) 
| a | = № 

1 

Ka(x, t, -., й)) = ^ ' ( и ^ ) ( 1 - а р 1 ? ( 4 ( ^ ^ + ^ Ж т ^ ) - ^ . 
o 

Отсюда с помощью интегрирования по частям получим для лю­
бого мультииидекса (-

\v$Ka(x, t, ri,w)\= 
i 

|J(1 _0)"--1^в«<». г) ( _£д Р [<7(«) (Х) ^ .-.- + 0Д,) ф (_£. d.2 < 

0<(Т<1 
Up ^ I £>| [V ( a ) С*. t , -- + ajg)<p ;ff<1 V L dz. (27) 

Так как в области интегрирования |"] + о.г| >'-̂ -, то отсюда 
и из (17) и (18) имеем 
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\vfiKa(xtt,ti, гю)|<Ср^(.«, t)(1 + |--|)«-p(-v.+lPI)+^l|a|.-JV1. (28) 
Возьмем IPl.-A^ + l + M , где Л1 > 0 —любое. Из (26) и (28) 
следует: 

I /1 (X, t, 7])| < 

< -,Л. 
^ Р | Dau (у) 
CM,N, sup \ ——-. 

X 1(1 + | Я - У \)M+"+lKa (X,irq,X- y)\ dy < 
(1 + 1 ^ - ^ + 1 Х 

<C.Ml.v1_.sup 

Далее 

Dau (у) 
•7(*,*)(1+Ы)т+"-РЛГ-, 

(29) 

г, O U J J 

yglW. I«l-^i 0 + I-1- — 2/|У 
Ni, M > О —любые 

\a\<fft 

= 2^^ ( a >^'^^[S e ' ( x ,* ,+ (iTi)^ ( z ) & !"D e a ( J f )]-' (30> 

M<-Vi 

С е*(*. 2Ц /_£.\ 2a„ (2) ̂ г._С «-/и. 8)ф /_L j dz{e~l<*' иЮаи (у)dy= 

=^D*u (у)dy^ е-<*. *-*)ф (-£-] dz=*\D*u [x-fa\\ Y(у)dy, (31} 
где 

¥(#)-=^c.v.*)<},(x)dx. 

Таким образом, выражение в квадратных скобках в (30) равно 
^D*u (х-fa) V (У) dy-D*a (х). (32) 

По формуле Тейлора 

М-*-1Г|)= 2 >а+р*И|т|)Р+ 
IP|<Wi-|a| 

+ ^ i^a(x0)[^, (33) 
где x0 лежит на отрезке, соединяющем точки х и x — fa, 

,м* (34) 
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Подставляя (34) с |-f| — JV1 в (33) и учитывая, что \w(t/)dy= 

= «|>(0).—1, и ^ г/-ЧГ(ir) dx/.= .0«ф (0) == 0 при | а | > 1 , из (32) и 
(33) получим: 

ygR-V, | Y | = j V t I ' + l * — Я ) 

ибо lF (у) убывает на бесконечности быстрее любой степени 
Подставляем (35) в (30): 

| h (х, t, ц) \<СМ, „.{sum} - L. | qw (x, t, щ) 11 r, |l«l--v. x 
W<Nt 

у SUD l.Wj/)[ 
/6R-V,|YH.V^-H * - * ! > * ' 

или, с учетом (17) и (IS), 
I h (•*• *> 7l) I < ' 

<-AlJVleup n'zf;(
i°(L?^^)(l+|^|)^Ip+(p-i)1 (36) 

M > 0 —любое. 
Перейдем к оценке 

/ з ( - « . ^ ч ) - = 5 в ' и * ' ) [ 1 - ф ( | | г ] ] 9 ( л ' ' , ^ + г)"(2)й?2' (37) 

Так как 
•V, 

I у 12ЛГ. _ /,2 I I г-2 W , _ V ^ i ' в-2а, z
2aN 

\г\ ' - ( z , h . . . )-•%) ' - Z J a ii.. .ajvl - ' -v = 

- У ^L1
 Z2a 

|a|-JV, 

то, умножая и деля под знаком интеграла в (37) на 
|г | - " . ( | г | > Ш , получим 

h (х, *. '1) == 2 S [ ®"(•*• *>ЪХ~У) Dau (у) dy, (38) 
|a|-..Vi J 

г д е 
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SR«(*,*,•»], w)^[l-^[^enz,w)q{xJrq + z)_^__^ (39) 

Интеграл в (39) существует, если N^m+N. Имеем для 
любого р 

Ж)05КИ(Л:, t , т], та;) — 

W > ^ 
(40) 

В силу (17) и (18) при | z |>L l ! 

D5 1 _ ф и1ГГ.И*'*' . ' Г 1 + г ) | |2ЛЛ < 

< Ср| ^Р)(А: Л , -. + 2) | - - - - - - < Срд (*, t)(1 +1 у] + 2 |)«-Р1Р1 1 < 

<Ce?(x,Q(1 + |z|)«--Y., 
Из (40) и (41) при любом р и N^m+N 

\wma(x, t, т|, да) |<Cpg(x, 0^(1 + 1 

(41) 

\m-N, d 2 < 

l-l>^ 
<Cp<7(x,t)(l+| .D-+-V--/.. (42) 

Отметим, что оценки (41) и (42) можно легко усилить. В (41) 
мы имеем в правой части на самом деле C$q(x, t)(\ -j-1 г |)т-PIBI--V.. 
если Р | Р | < о т и См{х>*){[ + ы+\]уЛи-«1 1 ,̂-v,' е с л и PlPI>m. 
Подставляя это в (42), получим, что \'0)Ша.(х, t, %w) \^. 
<CB7(JC, 0 0 +1 ~ l)m+"~PIPMVi. если Р'[р|<от, а в случае 
р | Р \>т будем иметь 

\wma{x,t,%w)\<C,~q(x,t)[ (1 + h + _fi,|. 

Cp-7 (^ 4 5 
|.|>-f 

-тЛг,Мг 

+•' 
<!ai и ^ . ^ + . к Ш ,-,>N - 1 < 

< Ср.- (х, о {С (1 + h Dm+JV-plpI-JVl+ 

+ G0 + hl)-"^ --5 

.ПК? 
(i+IEt)piw--

^ + C(l + h|)»+-v-plPl--v1U= 

_ (Ср£(.к, 0(- +1 ч D«+^-PIPI-^, если p | p |</»+лт; (42,, 
~ \Cp^ (^ , t ) ( l + h|)-JVS если P | P | > w + -V. v ;, 
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Из (38) и (42) получим 

> 2 ^т \ I (1 + 1 х — у\)м+"+^а(х, t, %х-у)\х < 
l<-l=-v, 

Д ° ц (у) I <fy X {\+\х-у\)М Hl+\x-y\)"+1 < 

Dau (у) 
м 

(43) < См. ыД {х, t)(\ +17j |)-ч-л--лг- s u p 
yGR-v. I« I - JV 0 + 1 •*•-?.•)• 

M > 0 —любое, N^N + m — любое. 
Сопоставляя (29), (36) и (43), получим окончательно 

| /о С*, t, -1) | — | Л (x, •<, "Л) + /2 (x. •-, l) + Уз (•*• ^ Tl) 1 < 

<См,„д(х, t)(1 + h | )«+"-p" , sup 1?"а(У11м» (44) 
аек-^.М-лг» 0+1--—»I) 

M > 0 — любое, N^m+N — любое. 
Лемма доказана. 

Л е м м а 3. Пусть q(x,t,%) удовлетворяет условиям пре­
дыдущей леммы, а ип (х) = «p.. (x) г (х), где последовательность 
<Р„ (x) определена в лемме 1, а г (x)GC°° (R^) и растет на 
бесконечности не быстрее любой фиксированной степени 
х\; тогда 

im [e^x-^q(x,t, TI+ ,«)«„ (г) dz = 
—J-OO 0 Л - + 0 0 

= 2 Щ- ? (a ) (•*.-.''.) ̂  W + /o (x, t, '',), (46) 
|a|<JVi 

где /o(x, /, г)) определено в лемме 2 (причем вместо и(х) там 
должно всюду стоять г(х)). Стремление к пределу в (45) рав­
номерно по [t, т)) 6 [0, r |XR w и х, принадлежащему любому 
компакту KczW-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы сразу следует 
из формул (26), (32), (38), которые имеют смысл для любой 
функции и (у), растущей (вместе с производными) на бесконеч­
ности не быстрее любой степени \у\, и теоремы Лебега о пре­
дельном переходе под знаком интеграла. Отметим, что для 
/о (х, t, гц) в формуле (45) справедлива оценка (44) с г (у) 
вместо и (у). 

3°. В этом пункте мы построим главную часть символа 
Р (x,t;r\,x) оператора U (t,x), отвечающего задаче Коши (1). 
Сформулируем требования, которым мы подчиним символ 
а(х, t, V) псевдодифференциального оператора a(x,t,D). 
Пусть а{х, t, Ч) удовлетворяет следующим условиям: 
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1) a (x, t, 5)65™ 5 *>> т. е. a(x, t, S)eC» (R-vX RV X R") и для 
всех мультииндексов а и р и всех 5, xgR^, tG[0, Г] выполне­
но неравенство 

I а\$ (*, t, 5) 1 = | <?*£>% (x, t, ?) | < С-ф (l +11-1)«—piciH-eiPi, 
m, p, 8 —вещественные числа, причем 0 < 8 < р < 1 ; 
2) условие гипоэллиптичности: существует число С0 такое, 
что при | -I | > С0 и всех (х, OeR^XlO, Т1 

\а\${х, t, l)\<Caz\a(x,t, 5)1(1 + 151)-р1«1+ВД; (46) 

(3) Яеа(х, t,t)<0, |5 |>С0 ; 

2 Е 
]' | Я (-V > -У, | ) K-S р - Й 

(4) i == Дх, i; 5, х) - 0(1 + | М) 
£ | Re я (л-, s, | ) | rfs 
t 

е>0 —любое, О<-:<2.<7\ |i-|>C0. Положим 
а {х, t, 5) — ft (.x, t, %) + ic {x, t, 5), (47) 

где функции b и с вещественны и &(x, t, 5) < 0, j I | > С0. 
Обозначим 

i 
I a(x, s, t\)ds 

r0(x, t;4, *) = е- , (48) 
t 

и положим для краткости 0(x, vj)==\ a(x, 5, 7j)ds (зависимость 
т 

от t и i у В мы опустим). Для любых мультииндексов а и р 
имеем 

r0l$(x, t\ -TJ, х)-=е°2 c,[9»)l'i.. .[6(N+..-l)]WlPl, (49) 
i 

где 
1-i1 + 2 . i a + . . . + ( | a | + |P|)2,a|+||,| = | a | + |p | и iA>0. (50) 

Каждый член в сумме (49) имеет общий порядок производных, 
равный | а | + |р|, причем | а | из них берутся по переменной ч\ 
и |Р| по переменной х. 

*) Подробно о классах s™b см. [9], стр. 298 и далее. 
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I д"1в (х, т))| ---- jj a{at) (x, 5, 7,) ds <jj | а(™° (x, .5, 4) | ds < 

t 

KC^l + Uf^^aix, s,>q)\ds. 
x 

Аналогично для дифференцирования по переменной х. Таким 
-образом, получаем 

<с rag 

0<Р> 
t 

i(-+h ч-р|а|+6|(3| X 

^ i+ . . . + l|a|+|P| 

X 2 С ч5. а ( л ; ' 5. rl)lds 

причем в силу (50) 
K i i+ . . .+ i I a | + | P I <|« [+ |P | . 

Поскольку при е, а > 0 и •ш(.г)>0 
e-wt*)^* (JC) < e - « ( « > -= С (а, е), 

то 

„ t 

(51) 

(52) 

<\ у hix.e,n)4s n у 
]\а(х, s, '/))| ds\ =e* \\\b{x, s, i\)\ ds I X 

x : <c(A,e)e * - A (53) 

в силу условия (4) из (46). Из (51) и (53) получим 

\го${х,Ъц,*)\<Са^е 

Положим 

(1-е) J» (x,s,i\)ds 
"• (l+.|V)|)-p|«l+--l.-lyl'-l+IPIa (54) 

•z>0 (x, t) = J e ' ^ V - (*, t\ '/j, -с) и0 ('1) d-; (55) 

-здесь a0(jc) —любая функция из '.-?, а г0 определено в (48 
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В силу леммы 1 имеем 

[Tt-^oix, / )= ^ « ' ^ ( x . /; ,.-, T)tf0(7.) dtl-

— ̂ ^ ' ^ ( A r . t , 4)S0(»i,t).-i.= 

Х ^ л ( - , *;ч, -0(z)}d2.. (56> 
В силу леммы 3 и теоремы Лебега в формуле (56) можно пе­
рейти к пределу под знаком интеграла, а предел выражения 
в фигурных скобках равен 

\\mJ^f-^eKx'z)a{x, t, тН-г)^70(-. t. п, ^)(z)dz)}=a{x,t,ri}-

- r 0 (x, t\ л, 1)— {sum} £i°(°V> -. 'n)Dar0 {х, t\ т], x) — j0{x, t, 7j)= 
|a|<W, 

= - 2 s a ( a ) (*' *> ч) DCS/*o (•*»/; I» T ) ~ / o ( x , *> i ; ro)= 
0<|c«|<.V1 

= —А0(л:, г.; f], •-) + ffo(x. t. "-l). (57) 
где через kQ мы обозначили сумму, а через g"0 —остаток j 0 - . 
Таким образом 

~ — A) •»„ (x, t) •= — iC0n0 + G0«0, (58) 

/C0 и Go —операторы, ядрами которых являются соответствен-
но k0(x, /; т), т) и .g"0(x, t, Tj). Положим теперь 

< 
• ' I в(.-,*,П)й.? 

• rt(x, i; т), -)-= jj k0(x,a;ri, x)ea do (59) 
t 

А 

vi (x, t ) = 5 ei{x^rt(x, t; т,, -) tt0(7j) *-. (60)' 

Поскольку §^ = /го (л:, t; 1, )̂ + a(x, t, -/]) /-i(jc, t\ Tj, t), то в силу 
леммы 1 

(^-. — А)Ю1(Х, /) = /<"ои0+ l i m U ' ^ ' ^ o (7j){fl(j:,t,7j)ri(*, t;-j,-:)--

— 5 e ^ ' 2 ) a (x ,^7 i + g )^ 1 ( . , t ; r i , , ) ( s )}d2 . (61), 
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p a на основании леммы 3 и теоремы Лебега в формуле (61) 
i-i о перейти к пределу под знаком интеграла. Вычисляя,, 
pi выше, предел выражения в фигурных скобках, получим 

lim{a(.x, t, vi) Mx, t; vj, t) — 

-^e-u.*) a(x, t, 4 + 2)9]/! (-, t; TJ, -с) (z) d*} = 

--=--- - 2 ^ а(а)(л, *. 'l)---^i (x- /; 7|, x)- / 0 (x, t, % /-,) = 
0<|o|<.V, 

== —kl (X, 2!; 71, T ) + g , (x, t, 7)). (62) 
и м образом 

5 A) «1 (X, t) = /Cflttfl ~ /Cl«0 + G1«0- (63) w-4 

(58 ) и (63) получим 
(А _ A)(V0 + «0 (x, t) --= - /Ci«o + (Go + Gi) % (64) 

L e e определяем r•i (x, t; i\, %) по индукции. Если гДл:, t; TJ, -) 
определено и 

vt (x, t) = ^ <?'•-•• i> r /(x, t; 4, t) tt0 (•/)) d>q, (65) 

A-A)(t;0 + ^+. . .+^)(x ,0 — 
- - fCjth + (Go + G1 + . . . + Gy) «0. (66) 

т о м у 
t t 
<• J a{x, s, i\)ds 

O+i (x, t\ 7], -) == ̂  /e; (x, 0; 4, -) е» do, (67). 

^+ i (x. t).= ̂ e'(-»' -fl'r/+i(x, t\ 4, T)rz0C/i)d7], (68) 

+ lim ^e'<*- i%0(-/)) {a(x, t, r])r,+i(x, if; -j, т ) -
/.•.•-> CO О 

- ^ ' " ' ^ ( x , ' . "+z)? i io + i ( ' . t;-i,-.)(z)rfzj = 

^Kpo — Ki+itio + Gj+гЩ, (69) 
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где 

khl (x, t; % x) = V i-flC-*) (X, t, 77) .D*r.+i (.X, t; 7), x), al 
0<|a|<.V, 

g!+l(X, t, 7))= —jo (•*. ' . "^ r}+i). 
Лемма 4. Пусть символ a(x, t, 07) псевдодифференциаль 

оператора A(t) удовлетворяет условиям (46). Тогда 
г,(х, t; -/), -.) и kj (х, t\ у], t) ( /=0,1,2, • •.) принадлежат C°-(I 
XR^XR^XRip. '-<t) и для них справедливы неравенств) 

< С М е е ( 1 " в ) •6(*' ' ^ ' [ ( l + h | ) - -P/ - l j ( l + | Ч |)-PH+6'PI/N+IPl, 

( 1 — 8 ) J ft(jf, -?, t)){cdot}Jj 

I kfth {x, t\ 77, x)| < Сусфвв т |a(x, t, -/j)|X 
x [ (1+h |)--p/-y(i+! 'il)6-p/ ( 1+h |)-p»*i+eiBi/i-*n-ipi. -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство проведем по ш 
ции. Для rQ(x, t\ 7j, т) утверждение леммы справедливо в 
(48) и (54). Для А0(х, t; TJ, х) имеем 

£0 (-*, i ; т., •")= 2 ST a ( e ) ( * . '• '-7) - ^ o ( * . *; 17, " ) • 
|a|=l " ' 

Отсюда й-бС00 по всем переменным и 

Ц%) (х, ъ 7,, х ) = {sum} 2 G a p ^ ^ T K x , < . ^ V ^ , ) ( J - . *; *i. i 
fY|--.l ~,+a1-.a 

Из (75), (46) и (54) получим (Л/\> 1— фиксировано) 
№ ( x , t ; 7 , , x ) j < 

-V, '. ' 

< 2 C«Pv I a (•*. ' . 4)1 0 +1 ffl |)-P(lvl-Ha.l)+eiP.le(l"e) t"" ' X 
Ivl---

X (1 + h |)-Pl«.f+-«vl-H3.l)/la.J+lTl+IP,i < GK-1 д (x, t, 7])| e
a " e ) *' 

X /l«l+IPI(1 + j у] |)-p|a|+5|S| ^ CY (1 + | TJ |)-PlVl+eW/IVl < : 

l Y l - l 
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-V, 

(1-Е) J b{X,S,f\)US 

< Cape * | a (x, t, *,) | (1 + h |)-РМ+ОД x 
X/1«'+IBl(1+|4|)r-P+»/. (76) 

Таким образом, для k0(x, t\f\, т.) утверждение леммы выполне­
но. Пусть теперь утверждение , леммы выполнено для 
жj {х, t\ v], x). Тогда 

kj (х, t; т,, т)= {sum} 1 a w (x, t, 7!) DV, (jc, t; •/,, -), (77) 
| Y | = 1 ^ 

т. e. kfiC00 и для любых мультииндексов а и (3 имеем 
ky?P) (x, t; ъ -) = 

._ « J L - W - Й Г > (*, *, ч) г<.^+Рг) (x, *; т),- х). (78) 
K'l = - 0.+P.-=P 

Из (78) с помощью (72) и (46) получим, как и выше, 
t 

( 1 — 8 ) J 6(AT,..{cdot},11)rf." 

| / ^ ) ( x , t;vi, -)|<Сар/е "• | a (JC, t, 7)) | X 
X [(1 + | '1 |)6~P Я ' (1 + h |)fl-P / (1 + h |)-pl«l+-JPl /N+IPI. (79) 

Теперь 
' J a{x,s,4\)ds 

r / + i ( x , t; 7], x) = \)kj(x, a; 7j, - . )e e da . ' (80) 
т 

Поэтому ry+i6G°° и Для любых а и р 

t \ {sum} C a p ^ ) (x, о; 71,-) 
г t 

f a(jr,.?,i,)d.! 
(---) 

da. (81) 
-, ai-(-a.---ix 

Р,+Р-=Р 
Отсюда, из (79) и (54) получим 

\r<fim{x,t;4,.*)\<, {sum} Cap[(l + |^|)5-P/2F(l + |v]|)6-PX 
ai+a2=--a 
Pi+P-—P 

X / (l'+ | 7] |)-p|a..+6.Pil /l«i[+IPi! (1 + | 7) |)-Pl«2l+-IP-l X 

a t 
* (1-е) J 4(jr,i,n)d-j (1-е) (t(.-,»,ti|i(. 

X /l«»l+iP«( ^ I a (JC, a, -YJ) | e • e s do< 

<.сар [ ( 1 + h l)8_p / Т 0 + h l)s_p / 0 + h |)-piai+6'P'/ia'+iPi x 
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(1—в) jou,.-.,.!).-...?' 
Хе * \ la (x,c- ,7 , ) |d-< 

х (о.-.)' 
i 

{l-s.t)$t>l,x,s,-n)ds 
< Cape,e • Rl + N !)S_P / 2 F + 1 (1 + I '1 |)-Pia|+6'PI /.«l-HPI, 

0 < K - > ; 
в последнем неравенстве здесь мы воспользовались оценкой 
(53). Итак, для r ; + 1(x, t; -q, -с) получена оценка (72). Пользуясь 
оценкой (82) и формулой (78) для / + 1, получим для-. 
kJ+i(x,t-,'q, -) оценку (73). Лемма доказана. 

Л е м м а 5. Пусть символ a(x,t,f]) псевдодифференциаль-
ного оператора A (t) удовлетворяет условиям (46). Тогда; 
функции gj(x, t, y1) = j0(x, t, т.; r;)6C0O(RJVXR-i-XR;v) и для них 
справедлива оценка при любых мультииндексах а и р 

| g% (X, t, *|) | < C^jNt (1 -f-| 7) |)«+"-<Р--->". X 

X fN' [(1 + |"/] |)6-p / 2 ] ; (1 + | 7, |)~Pl«l+°IPI /M+IPI, (83)̂  
где Ni>m + N — любое фиксированное число. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оба утверждения леммы легко сле­
дуют из формул (26), (30), (37) и из оценки (72). Отметим 
только следующее обстоятельство: при дифференцировании (37) 
по 1] и дальнейшей оценке с помощью (38) и (42) число А/1 
можно брать сколь угодно большим, не зависящим от того Nlt. 
которое стоит в формулах (26) и (30). 

Пусть п — любое натуральное число. Рассмотрим сумму 
п 

г (х, t; 7], т) —{sum} rj(x, t\ т], т) (84} 
j-o 

и положим 

•о (х, t) = \el ••-• "«г (х, t; т], т)~щ (-q) d-q. (85> 

Тогда v (х, t) удовлетворяет уравнению 
д —А\ю{х,Г)=Нщ, (86) 

где ядро оператора Н имеет вид (см. (66)) 
и 

h(x,t; Y|, -с) = — k„ (х, t\ % х) + _2 gj (х, t, 7j). (87). 
j-o 

В силу лемм 4 и S h{x, t;>q, -.)eC°° (R-v x R+X R^ X R-V), ".<;.,, 
и для него справедлива оценка 

j h (х, /; 7,, t) | < С {(1 + | т] |)- [(1 -f 17] |)6-P/-]« (1 +17) |)в-р/+. 
+ (1 +1'/) pm-h-V-lP--) -V^ l } # (88> 
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Так как / — 0(1+ |т ] | ) 2 , е > 0 , то при достаточно больших 
.л и N1 h(x,t;-q,s) как функция т], как видно из оценки (88) 
•стремится к нулю при | -у, |-> оо быстрее любой степени ,—, 
'причем это стремление равномерно относительно xPRN и 
<c<te[0,.T]. 

4°. В этом пункте мы построим символ p (x, *•; TJ, т.) опера­
тора U(t, ~0. Пусть {<?„ (x)} —- описанная в лемме 1 последова­
тельность функций. Для двух функций р (х, 1; ч\, т.) и h(x, t\ t\, т.) 
обозначим через р*/г существующий при выполнении условий 
леммы 3 предел 

Пт[е1 (x'*)p(x,t;ri+z, с) <?nh(-,c-rq, x){z)dz = 
В->оо О 

ssp(X,t,yi, o)*/Z ( x , о; 7], - ) . (89) 

Пусть, далее, r(x, t;7],-) и h(x,t;r],x) определены формулами 
(84) и (87) соответственно. Рассмотрим интегральное уравне­
ние 

t 

р(х, t^q,x) = r(x,t:7],'z) — \ p ( x , i ; Y ) , о) *k(x,a;>(\, i) da (90) 
•с 

c неизвестной функцией р(х, t\ TJ,-). Проитерируем уравнение 
90) (для удобства опустим зависимость функций от .х: и -- и 
уберем знак минус в функцию h, сохранив для нее прежнее 
обозначение) 

t 

p(t, x)=*r(t;*)+^r{t,a)*h(a,x)do + 

I r - С 

+ ^ d a ^ p ( t , O i ) * A ( e i , a)dox • U(o,{cdot}x) = r ( t , t ) + 

+ \ •" (•-> a ) * h (a> •-) d ° + \ •^°l/' (.-i a l ) * \ ^ (6n a ) * A (°> "-) -~"°- ( 9 1) 

Л е м м а 6. Пусть 
p(x, t;-yj, x), h(x,t;v\, -) и r (x, t; TJ, -.) (92) 

— три произвольных функции, для которых выполнены усло-
-вия леммы 3. Тогда имеет место равенство (ассоциативность 
знака *) 

[р {t, ох) * /г (01, о)] * г (о, -) = р (t, о1) * [h (ог, о) * г (а, -)]. (93) 
Утверждение леммы легко следует из определения 

знака * и леммы 3. 
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Теперь, если мы обозначим 
а 

А2 (о, т)=^ А (а, s) * A (s, -) ds (94> 

и, вообще, 
в а 

Ая+1 (°> -)=U Л (°. -О -An (s,!) ds •=- ̂  К (e. s) * A (s, *) ds, (95> 
•с t 

то решение интегрального уравнения (90) (или (91)) можно 
представить в виде 

t 

р (t, т) ---= г (t, •) + ^ r (t, о) * Ф (а, -.) da, (9б> 
t 

где 
СО 

Ф («-.•)-=.2 *!.(-'.'•). (97> 

Лемма 7. 1) Резольвента Ф (х, о; TJ, т.) интегрального 
уравнения (90) существует при любых 0 < - . < о < о о , принад­
лежит С°° (R^XR-VxR^XR-V) и Для Hee справедлива оценка: 

,1 Ф<($ (л, о; '1> -:)! < Cap (- + h !)~J-p |a |+e isi/iai+iP'eC «т-о, (98> 
a, |3 — любые мультииндексы, /, С — некоторые фиксированные 
числа >0. 
2) Интегральное уравнение (90) имеет и притом единственное 
решение, определяемое формулой (96). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как мы видели (см. (87) и (88)),, 
A(A^;7,,T)eCM(R^XR+XR//XR+), •-<*, и для него справед­
лива оценка 

| hW{x, t; t\, t) | <C a( l + | 7) \)-J~o\«\fW, (99) 
где />0—произвольное фиксированное число, a —любой. 
мультииндекс. Имеем 

А (о, s)*k (s, -) = Urn С el(-x-zih (x, a, t\ +2 , s) <?„A (-, s; -/], ~) (г) dz = 
П-ЮО J 

== lim \ •?,,(#) A (y, s; v,, -) dy ? g--(*..»-*)A (я, a, -. + ;.-, s) dz. (100> 

Обозначим 
t(X, W, o, 7], •$).-=$e-'----»>A(.X, a, 7] + 2 , S)d2. (101) 

Тогда для любого мультииндекса р в силу (99) 
|wPi|-=|$e-^«>A-.-->(JC, о, £, s)d-i|<Cp при / > i V + L (102> 
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Беря р так, что | p| — p0 = iV + l, из.(100) и (102) получим: 

ll-i-oa 0 (-1+1 X — у\)" г* 

<coc0o(i+| .Г . . (юз> 
и потому 

I h (с, Г)\~у (а, S)*/z (S, т) dS < С0Ср0(1 + | 'q \Р(°~ъ). (104) 
х 

Далее по индукции, если для /гт(о, т) справедлива оценка 

I Аи(а| х) | < (СоСроГ1 ( \ ~ ^ \ (1 + И 1Г;, (Ю5> 
то 

/7 (а, s)*hm{s, -) = lim ^ 9„(г/) hjy, s; т., т) d# «j e-«.-.ir-*) х 

Xh(x, a, Tj + z, s)dz, 
и, в силу (102) и (105), 

<(GOGPo)" 
(s — T)m-: 
(/tt —1)1 

(1 + |лг-*/|)У 

.(1+|-,|)-Л 

< 

(106) 

(107) 

Следовательно, 

Ai»+i (°. T) I — J A (a, S)»Am(S. t) dS < 

< 
x 

=(GoGPo)'"i-ii-^(i + h i r / (108) 

и индукция оправдана. Таким образом 

Ф (Л:,о; .7] ,т) | = 2 К{Х, c;yj,\) 
.4-1 

< 

л=1 

Итак, доказано существование резольвенты Ф (х, в, щ, х) 
интегрального уравнения (90) и для нее получена оценка 
(109), кроме того, из равномерной сходимости ряда следует 
непрерывность функции Ф по всем переменным. 

«- '+ hr{sum} ^ ^ с Л Т ^ " 1 =(-+ыг^С0°(а-т)-(юз) !|-
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Докажем теперь, что Ф (x, о; т., -.) G-->(R^ X R+X R^ X R+). 
To, что Ф^С00 по т|, сразу следует из того, что каждое А„ 
бесконечно дифференцируемо по г,, из равномерной по о- схо­
димости ряда для резольвенты и из оценки (99), в силу ко­
торой можно дифференцировать по •.- под знаком интеграла 
в формуле (106). Отсюда, в частности, вытекает такая оценка 
для производных по т. функции Ф: 

| Ф<а>(л:, с; т\,х)\<. Са{\ +1 . |)-/-pl«i/!«le-с»--) (l 10) 
для любого мультииндекса а; С = С0С$о. С дифференцируе-
мостыо Ф по х, а и -с дело обстоит немного сложнее. Рас­
смотрим подробнее дифференцируемость Ф по х (по а и т — 
.аналогично). T. к. / > 0 в оценке (99) произвольное фиксиро­
ванное число, то мы можем его считать достаточно большим, 
точнее 

У>АГ + от + 2. (111) 
Пусть р — произвольный мультииндекс. Если . | р | < т, то мы 
можем дифференцировать по х под знаком интеграла в (106) 
и повторить все выкладки с (101) по (109) с заменой ] на 
у _ | р | _±£.Ц_~l£ возникает здесь из-за мажорирования 
функции / , которая появляется при дифференцировании h 
по х, см. (83)). Если же | (31 >/га, то для вычисления некото­
рого количества первых членов вида ft (a, s)*/i„(s,-;) мы 
воспользуемся леммой 3, взяв в ней в качестве ./V1 число 
..V + zn+L Эти члены, выписанные по формуле 
(20), мы можем продифференцировать' нужное число 
(| р |) раз по х. Кроме того, в каждом выражении h(a, s)*hn(s, x) 
степень убывания по |vj| на бесконечности будет не меньше, 
чем (zi + 1)/ — Л/\ (--—--••)/г>га [/ — (iV+m+l)]>re. При доста­
точно большом п это выражение будет больше | р I + ..V + 1. 
Начиная с этого и, мы можем вновь пользоваться формулой 
(106) и т. д. и дифференцировать по х под знаком интеграла. 
На этом пути для любого мультииндекса р получим оценку 

\Фт (х, а; •.. х)|<Ср(1 + | T-D^+eiPl/lPleCt---). (112) 
Тем самым, утверждение 1) леммы 7 доказано. Докажем 2). 
Подставляем (96) в (90) (в (90) знак перед интегралом в пра­
вой части мы изменили на плюс!) и учитывая (97) и ассоциа­
тивность знака *, убеждаемся в том, ЧТО (90) обращается 
в тождество: 

t t 
Г (t, О + ^ Г (t, 5)*Ф (S, T ) d S = r (^, X) + ^ r ( ^ 0 ) * A ( - , x ) d o + 

x -. . . 
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t ft 
+ [\ i Г (t, S)*<I> (5, a) ds Ml (a, x) do =-= r (i, т) + f r (if, o)*A (а, т) da +.. 

* 00 < 

-\-[r(t, s)*{sum} A,, (s, т) ds — г (t, т) + С r (t, 5)*Ф (s, ~) ds. 
« .1—9 •" n—2 

Докажем единственность решения уравнения (90). Если есть 
два решения pi (/, -) и /?2({cdot}-"- ~), то их разность p — ̂ ..—-p2 
является решением однородного уравнения, поэтому 

t t 
p(t, -:)= — \P(t, °)*h(a, x)do=\p(t, a)* h2 (a, x) da— . . . 

•.(-\r^p(t,a)*ha(o,x)d<,. 

Отсюда, в силу (105), следует, что р(х, t; TJ, т)==0. Лемма 7 
доказана. 

Итак, мы построили функцию р (х, t; TJ, т), являющуюся 
решением интегрального уравнения (90): 

t 

р(х, t; 7J, -.)=-= г (x, t; f\,'i) + \r(x, t; ., о)*Ф(лг, о; TJ, г)do. (113) 

Покажем, что эта функция является символом оператора 
U{t, -О-

Т е о р е м а 1. Пусть символ а(х, t, l) псевдодифференци­
ального оператора A(t) удовлетворяет условиям (46). Тогда 
существует (и притом только один) символ оператора U(t, х] 
и он определяется формулой (113). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам надо доказать, что решение 
задачи Коши (1) из класса 31 существует и представимо 
в виде 

и (х, t) = J еЧ*>")/? (х, t; ъ x)ti0 (т.) dq. (l 14) 

Прежде всего, из формулы (114) вытекает, что #(x, t)Q 
6G00 (R^ X Я\) и ^ как функция х при каждом фиксированном 
t > ~ . В самом деле, это сразу следует из представления 
(113) и из оценок (72) и (98) для функций г (х, t; т/, -) и 
Ф(х, t; •/., x)GC» (R* ХЯ\. XR^XRV)- Покажем, далее, что для 
каждого xeRN 

limu(x,t) = u0(x). (115) 
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Имеем 
п 

r(x, t', т], -.•)•=-{sum} Гу (х, t; 7), -с), п достаточно велико. (116) 
/-о 

J a{x,s,r^ds 

При ; > 1 
t 
_ j „.,.,, ..,,„..., 

rj(x, t\ 7), •-)=-= \j kj_i (X, a; TJ, «c) -e0 do. (117) 
t 

Пользуясь оценкой (73) для ky_i, оценим гДл:, ^ 7), т) для / > 1 

|гу(л;^т),х) |<СД(1 + | .|)--P/-p-41 + hl) f r-p /Sl- ' ( J- .0 . ' l ) |X 
т 

- * 
(1—Е) Ju(j;,s,Ti)rf.s J u{jr,-.Ti)dj 

Хс - е° d ° < 
f ' , 

(l-s) J ftU.s.iDdj,< 
< С Д ( 1 + | т ) | ) 5 - Р / 2 р е t jj | 6 (x, S, Tj) | fifs. (118> 

t 
Используя теперь первое неравенство в (46) и мажорируя 
экспоненту единицей, получим из (118) следующую (грубую) 
оценку 

l O ^ i j T , , - ) | < C / [ ( 1 + h | ) - - p / - ] - ( l + h l ) f f l ( ' - ' - ) . (П9> 
Нам достаточно сейчас грубой оценки (119), но заметим, что 
из (118) следует, что ry.{to}0 при t->- равномерно no TJ6RW для 
всех / > 1. 
Из (116) и (119) имеем 

t 
J a{x,s,t\)ds " 

r(x,t; '/],-) = ex +2ir]{x,t; -#-,.*с), 
(120) 

t 
§a{x,s,-n)ds 

r(x,t; т., %) — ex <С(<—-)(l + hl)-(l + h|)--p/-. 
Далее, из леммы 3 при ./V1>7V имеем 

r(x, t; TJ, о)*Ф(л;, о; 7j, t) = 

" ' 1 

a-0 
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.Учитывая оценки (72), (98) и (21), из 'формулы (121) получим: 

) r(x, t; 7], о)*Ф (х, о; т], T)da <С(^--:)(1 + |7]|)-.п, (122) 

если Nx достаточно велико и 0<z.—•-<С. 
Из (120) и (122) видим, что p(x, t\ -q, t) {to} 1 при t {to} т в каждой точке 
vjgR-v и Ч Т 0 подынтегральная функция в (114) имеет интегрируемую 
мажоранту (l + |7]|)m|7i.0(Y))|. По теореме Лебега можно перейти 
к пределу под знаком интеграла в (114), тем самым равенство 
(115) доказано . Нетрудно доказать, что на самом деле и (Jc, t){to} 
->щ(х) при t{to}t в смысле сходимости в пространстве SP. 
Убедимся в том, что функция u(x,f), определенная в (114), 

Id ^ 
удовлетворяет уравнению (—-- — А \ и { х , t) = 0. Действительно, 

- -^<^>ио ( ' ' 1 ) ; М^Л31Л.^а{х, t, nypix, t- % x)]d'/, = 0,(123) 
dt 

ибо, к а к нетрудно видеть, вновь используя лемму 3 и записы­
вая г*Ф в виде (121), справедлива следующая цепочка равенств: 

t 

Р(Х, t; 7j, x) = r(x, t\ •., -.) + $/"(.*:, t\ ч\, ->Ф(.К, a; % a) da 

( * - - • - ) - ( • $ -

=- — hi (x, t\ % *) + 2 йв (•*•> *; i-i'-)— 
"-1 

— $ hx(x, t; 7], o ) * 2 А«(л, о; т], -т) do « {sum} ft„ - {sum} Ав •---0. (1?4) 
n.»l' n-2 

Тем самым мы доказали, что р(х, 1\ т), х) есть символ операто­
ра U (t, %). В силу теоремы единственности решения задачи 
Коши (1) этот символ — единственный. Теорема 1 полностью. 
доказана . 

З а м е ч а н и е . С помощью символа p(x,.i; т], т) решение 
неоднородной задачи Коши . 

^-Л)«(.М)-/(*,0.'' ,1 2 gj 
\tt\t-*t<~rao(x), u0{x),.f (Jc,.t)e.",: , 

и* ,16? 
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может быть представлено з виде 
и (х, t) = ^еЧхл)р (х, i; т,, -) щ(-у-) dr, + 

•^dty^p (X, t- 7], о) / ( . , а) (г,) d ., (126) 

§ 2, СУЩЕСТВОВАНИЕ Г-ПРОИЗВЕДЕНИЯ 

Разобьем произвольный интервал времени [т, |Г], 0 < х < ~ " < 
< со, точками t0, г.,.,..., t„+- на подынтервалы [г.., г..+1], i = 
==0, 1,.,.,/г, г.,— т, trt+1 — JT. Пусть *iG[t„ tt+1], Att = ti+l — tl. 
Обозначим через е- l'* \ оператор U(t, t,) из &. в У, отвечаю­
щий по формуле (4 Л)*> задаче Коши (1.1), в которой коэффи­
циенты оператора a(x,t,D) «заморожены» в точке t], а на­
чальным моментом является момент tt. Через Л обозначим 
максимальную длину сегментов разбиения: Л — max {М0,... 
...,Д..„}. Т-произведение (хронологическое произведение) опе­
раторов определяется формулой 

-Г 
Т-в * SU _ lim e ^ ('••)]A'-eK'-----,]A'«-i.. . е 1 л ('-)]--'•' (1) 

' д-*о 
при условии, что предел существует и не зависит от способа 
разбиения интервала [*, £Г] и от выбора точек ti6[ti, t i+i], 
£ —О, 1 , . . . , ti. 

В этом параграфе мы выясним условия, при которых 
существует Г-произведеиие операторов. 

Iе. Пусть выполнены условия, наложенные в § 1 на символ 
a(x,t,l) псевдодифференциального оператора A(t). Тогда 
на каждом сегменте [£., ti+i]c:[-., |Г] для задачи Коши 

'Ид 2 - \ 
\^-а(х, t; D)J«(x,t) = 0, 2 

справедлива теорема 1 из § 1, так что оператор е ', 
отвечающий задаче (2), имеет символ p(x, i, t-, v\, tj), постро­
енный в § 1, этот символ обладает всеми свойствами, перечне-

2 1 
ленными в § 1 (обозначение a(x,t-,D), показывает, что у 
оператора А заморожены коэффициенты в точке t-Q[tt, ti+i]). 

*> Здесь и ниже формула (i, /) означает формулу (i) из параграфа ]. 
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Обозначим через L(A) оператор 

Z(A) = e^'^4V^"-^4'"-J ...е-АМ--л'-" 
При каждом Д>0 оператор £(Л), как мы видели в § 1, есть 
оператор из •--*' в SP. Мы хотим доказать, что при определен­
ных условиях L(A) сходится при Д->0 к некоторому операто­
ру Lo из & в & в смысле простой сходимости операторов, 
т. е. для любого срб-93 limZ,(A)cp-=L0cp. Используя построенный 
в § 1 символ оператора U (t, -), оператор Z- (А) молено записать 
так: для любой функции «об^ 

2в+2 2п+\ 2л 2я—1 
I (К)щ-=р{х, t, tn, 7], tn)-p(x, tn, tn-i, 7|, z5/:_0... 

2 1 
. . .p(x, ti, to,7i, ~).a0, (4) 

где выражение в правой части формулы (4) читается справа 2 . -налево (по возрастанию времени) и выражение р(х, tu to, ч\, ъ)щ 
означает следующее: 

2 1 -> 
(р (X, . . . , 7]) • U0 (Х)) (Х)=у {Х,Юр (Х, : . . , 7]) й 0 (7)) d7) (5) 

и т. д. Введем в рассмотрение функцию w (x, t), равную 
2/+2 2Я-1 2/ 2./—1 

W(X, t)=p(X, t, t'j, 7), t}).p(X,tj, t'j-l, 7), tj_t)\ . . 
2 1 

. . .p(A% t j , Z. 0,7], -.)•«- (6) 

при t / < t < t / + i , / = 0, l , . . . , « , или, короче, 
2 1 

•Z2)(x, t)^=p{X, t, t'j, 7), tj)-W(X, tj), • (7) 

когда ij<.t<tj+h w(x,to) = w(x,i) = tto(x). Из свойств 
символов p (x,t,t),'f],tj), У = 0,1, •• .,n, вытекает, что да (.к, z.)6 
бС°°(К^) как функция х и непрерывна по z.e[-,iT]. Более, того, 
•ш (х, £) как функция t 6G°° всюду на ft, _ ] , за- исключением 
точек дробления tp где ее производные, вообще говоря, 
испытывают скачок. Когда ниже речь будет идти о произ­
водных по t в точках tj, мы всегда будем понимать 
производную слева, т. е. 

dw 
Ж 

-= П т ®(Х^] + А{)~ w(X>tj)^ /g\ 
t-tj д ^ _ п Ы 

Id 2 1 \ 
Применим к функции w(x,t) оператор I —— a(x,t,D)J, причем 
no x его можно применять, как и раньше (см. (3.1)), ибо 
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w(JC,t)6-?'(RJV) no переменной х для всех t. Имеем в • силу (7) и 
леммы 1 § 1 для i}<t^.t]+{ 

^-a^}w(x,tj). (9) 

Но -Л — a(f)* p — 0, поэтому 

•|£..-a*/7«(a(t,)-a(<))-.P-3A(.x,-?.--",'»I.';). '"G[*y.*-+il- GO) 

Обозначим через Я (0 оператор, ядро которого определено в 
(10), а через Z оператор сдвига 

Zw(x,t) = w(x,tj), если tj<t<tj+i. (11) 
Из (9), (10) и (11) мы видим, что при tj<t< ty+i, j — 0, 1, . . ., п, 

w(x,t) удовлетворяет уравнению 
• {^-A(t)-H(t)z)w{x,i)~0. (12) 

Кроме того, как видно из (7) и свойств символа р 
w(x,t)\t^x=u.u{x). (13) 

Рассмотрим теперь на интервале \^Э~\ задачу 
• f^_A( t )_ t f ( t )z )a ( .x , t ) = 0, 
\u(x,t)\^x^u,(x). (14) 

Будем строить символ задачи (14), т. е. функцию pi (.х, t; -/), x)-g 
бС°° по ,гс и 7] такую, что функция 

. Щ {х, t)^el (•-•• nip! (x, t\ т|, х)щ (.) d-q (15) 

является решением задачи (14). Подчеркнем, что в задаче (14) 
мы считаем фиксированным разбиение интервала [ч,§~] точками 
дробления tj, у — О, 1, . . . , п + 1 ; ядро оператора Н (t) на каж­
дом интервале tj<t<i}+i задается формулой (10), а —, в 
точках дробления понимается как предел слева. 
Возьмем, как и в § 1, 

t 
la (jc, s, r\) ds 

r0{x,f,fi, x) = ex и (16) 
^0'(x, -)----$ e'(Jf- Ч-ГО (.x, t\ ъ -) a0 to) *1- 07) 

Нам предстоят теперь довольно длинные вычисления. Чтобы 
упростить их, мы воспользуемся следующей леммой (см. [9], 
стр. 308). 
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Лемма l. Если Pj(x,t)GS™fu, / = 0,1, . . .,и m/{to} — c*o, то 
•существует такое р (x, £)6S™°6. что для любого k 

j<k _ • . 

где /тгА—maxmy. Функция р однозначно определяется по 
j>k 

модулю S.7.°B. Если cpgC06^) такова, что ср —--0 при |&[<4 
и ср----1 при | - ; |>l , то можно подобрать последовательность 
i ;-+ оо, достаточно быстро растущую, так что 

со 

p(-*..)-2?(^W-M). (is) 
_/=.о w ' 

Для так определенного по р1 (х, £,) символа р (х, £) будем 
'писать p~-JjPj-

Этот удобный формализм позволяет отбрасывать остатки в 
лемме 3 § 1, если они принадлежат S^,". 

У рассматриваемых нами функций при дифференцировании, 
помимо множителя (1 -]-(-- |)-PW+6IPI, появляется еще множитель 
/N+IPI. однако, поскольку для / справедлива оценка 

Г , Р-^-Е" 
/ = О [(1 +|") |) 2 J, мы можем считать, что указанные функ­
ции принадлежат классам Sp-.e- с р' — - ^ — Ь е . - '=- -§ 

— е, так что 0 < 8 ' < р ' < 1 [ о < е < ^ ~ ] . 
Вернемся к построению символа pi(x, t; ~, x). Подставим 

-г»о (л:, t). в уравнение (14), получим 
!д •A(t)-H(t)z)v0(x,t) = (d

N-A(t))v0-H(t)ZvQ^ 
==—Kotto — 00a0, (19) 

:где оператор К0, согласно (67.1), имеет ядро 

kQ (x, t\ т], х)-^ щ «(а) (x- •<".• 1) /"о (») (•«. *! ~. ' ) . (2°). 
|а|>0 

.а оператор G- имеет ядро g0> Равное при tj<C.t<tJ+u j = 0, 
1,..., /г, 

go(.x, *, *j, Ч. 0 = 
==11гаГе

г(л'г)Л(х,^^71 + 2 , ^ ) ^ ' ( - , ^ , 7 ) , т ) ( ? ; ) ^ . (21) 
Л-М»" 

'Согласно лемме 3 § 1 и сделанному выше замечанию 
, 167 



go (x - t, tp Ъ ^ ) ~ 2 Ш1г(а)(х, t, f, 7j, t}) r0{a)(x, ip ъ ,). (22) 
a-=0 

Оценим ядра h и g0- Имеем 
A (x, t, t", •»!, ̂ )--= {a (x, /", .) — a (x, t, т,))*р (x, t, zf, v., t,), 

CO 

Л а Г --'(os)' 
a = 0 

(23) 

здесь 

a—a(x, f,'q)—a(x,i, т,)— V ' da (л, s, TI) 
•3s ds. 

Будем предполагать выполненными следующие условия: 

1) |Ts aW (*> s> 4) | < C«p I a§] (•*• 5- '1)1 . (24> 
для всех (x, s) 6RW X [О, Т] и любых мультииндексов а и р , 
I '4 | > Go! 
2) Для любого е>0 найдется такое 3>0, что для всех 
ti- 2̂6 [0, 7"] таких, что |ti —ta |<- . справедливо неравенство 

' '(-"•)<ттШ^<0+О.И1>Со. 
для Bcex7.x{in}RJV сразу. Тогда из условия 1) 

4 ? (л, 5,^)1 < с а р ( 1 + | "/]!)• -р|«1+б|р| ^ | a (x, s, '/))| ds (25) 

Из формулы (113.1) и лемм 4 и 7 §1 следует такая оценка 
для р (х, t, t\ % t,): 

|p(«)(x,^^^/ ;) |<G a &( l + h -p|a|+6|p| 4-.C--I-HPI X 

X 
(1-е) J b{x,t',r\)ds 

+(t—*,)(i + hirm° 
no>0—сколь угодно большое фиксированное число, а, р 
любые мультйиндексы. 

Из (23), (29) и (26) получим для h (x, t, t\ •/), t_i) 
I л$ (x, t, t\ ъ щ < cap (1 + | Ч !)-*"-'+•'« /•••+«-' х 

( 1 - 8 ) 1 i(A-,r,ifi)d.! 

(26) 

X J | a (x, s, 7])|ds +( - - ^ ( i + hirm*J.(27) 
Теперь из (22) получим оценку для ядра g0(x, t- (/> "Ч> 'с): 
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Ig$](x, и tj, vi, x ) |<r (l + |Ч г^н-адум-нш/-8'I u(-r'^)di
 x 

x \ |Д(Л', S, 7])I dS 

с 
(1-е) .f ,.(л-,Г,г))Л-

+ (* — )̂(1 + h|rm»J, (28) 

а, (.--любые мультииндексы, t_/<t<i/+i* )-
В силу формулы (113.1) символ p(x,t,i', у], t7) равен сумме 

двух членов p — r + y-*<Ma, эти члены оцениваются по-разно-

му, что и отражено в оценке (26). Этим двум членам отвечают 
два члена в функции А (в силу формулы (23)), а потому и в 
go (см. (22)). Будем писать А-=А~+А", причем А (соответствен­
но А) оценивается первым (соответственно вторым) членом в 
правой части формулы (27). Это же справедливо и в отноше­
нии go =~1о+ .•?(, и оценки (28). 
Дальше поступаем, как в §1 . Положим . 

П (х, t; т], x)«= \j [A() (.х, а; т], т) + g0 (х, о, t ;, TJ, *)] ев da (29) 

«1 (л, t) — Jе'(А%П1)г. (x, t; -YJ, t) г70 (7j)-d-v,. (30) 
Подставляем •-у1 (x, t) в уравнение (14), получим (как мы уже 
отмечали выше, под 4-- понимаем обычную производную, если 

t=/=t) и 1 mi--------—-^—------- для точек tj или, проще, всюду 
понимаем левую одностороннюю производную) 

-= ДГОЙО + боИ0 + (ari) • UQ — (a*ri) • ЙО—Я (0 Zvi. (31 > 
Обозначим 

' B формулах (27) и (28) и аналогичных формулах ниже в интегралах 

[ Ь (х, f, ц) ds*= (t — tj) b (x, t', t\), стоящих в показателе экспонент, в-

''' 
силу условия 2) (24) можно писать J Ь (х, s, ц) ds, если Д достаточно мало. 
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— Kiiio=(ari)-tt0—(a*ri)-a0= — h(x, / ; ^ - ) - Й 0 (32) 
и ядро ki равно 

00 

kl{x,t,'n,t)~^i-{a{a)(x,t,'q)r4a)(x,t;yi,x), (33) 
|a|=l 

—H(t)Zvi.ss — O1a0ss — .gi(.x:, i, ti, 7], -с) • «0, (34) 
где 

g . ( x , t , t ; , if], -с) ~ 2 ^ / i ( a ) (•*• *• -'- ^ <y) rua) (•*> h'i 7 1 ' T) (35) 
a—0 

при t ;<<<t .+ i , /==0, 1,..., n. 
Дальше определяем rp) p = 2, 3,,.., по индукции: если rp уже 
определено, то 

оо 

kp(x, ' . 1". •)-*' 2 1П a(a)(-*. >̂ l) /"/»(«)(•«» Л "1. "•). (36) 

a—O 

Ice!—l 

a g p ( x , t, tj, 7], • C ) ~ 2 •—• A ( C"(X, t , f, -У), ty) r p ( c 0 ( x , t / , 7), --), (37) 

при t]<t<t]+u / = 0 , 1, . . . , n, и 
t r 
- _ J a(x,s,i\)ds 

rp+i(x, t; 7], <-) = \ [kp{x, o; TJ, -) + g-p(x, o, ty, T|, <-)] e° da. (38) 
t 

Проведем необходимые оценки. 
Лемма 2. Пусть символ а (х, t, т]) псевдодифференциаль-

цого оператора A(t) удовлетворяет условиям (46.1) и (24). 
Тогда ядра гр, kp и gp принадлежат CM(R-VXRW) no x и т, и 
для них справедливы оценки: 

| k ^ H x , t; Tj, т) | < CapB(1 + | т] |)-Pl«l+e|-|jf|a|+№| X 

(I-e)f b{x,s,r\)ds 
Xe * | a ( ^ ^ ^ ) | ( l + h | ) s - P / ( x + / A ) p ; (39) 

| gp${X, t, tj, 7), x) | < CcpeO + | 7) |)~Pl«l+AIM/l<-l+IPI X 

J |a(x, s,7))|ds 
tj<t, ^<t/+i, / = 0 i 1» . . . , я; 

(1—e) f 6(J.-,s,-i)<i-
Xe * 

(1-8)J 6U,<Ml)rf.-
(40) 

rP\${x,t\y\,4)\< 

( l -e)J uU,$.i,)tfs 
<Cape(l + h|)-pl«l+-lW/l«l+lPle V, . (Х+/--У. • (41) 

для любых мультииндексов a и Р; j = (1 + |7)|)6-P/2. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . При p = 0 оценки (39) —(41) имеют 
место. Пусть для гр справедлива оценка (41). Тогда в силу 
(36) будем иметь для кр 

Ikp[ft{x, t;v},^)\<Co*e(- +1'П|)-р1я1+6'Р1/'а1+'Р'X 
t 

X Л ^ Hx^)d\1+fL)P | a (*, t, v,) | (1 + | , |)*-P/, (42) 
что и требовалось. _ 
В силу (37) и (27) имеем для gp(x, t, tj, ~|, -) при t y < t < t y + 1 , 
; = 0, 1,2, ...,п: 

| gp (% ) (x ,M y . ^ ) I<C .pe ( l + HD-PI-I-H4BI/I-I+IWX 

(1-е)J bds 
Хе * \)\а(х, s, ri)\ds 

(l-e)J bix.t-.^ds 
(43) 

что совпадает с (40). 
Теперь оценим rp+1(x, t; TJ, %), используя (38) и (42), (43). Пред­
ставим rp+1 в виде суммы двух слагаемых rp+i и гр+1 и оценим 
каждое из них: 

i -l(a.) 
Jarf-f 

kp+lip)^*. *\Ъ*)\ = 
— 1 ^ J - ' - " ' 

i do 

1 Pi+Ps-=P 

< 

(1—s)jb(.x,s,-n)ds 
-< Сере (1 -Ы ̂ j |)-Pl«l+e!PI/l«l+IB!(x + / Д)Р(1 -+- | ^ |)S-p/e * X 

t 

X \ a (x, a, щ) | da < CaPei(l + | -г, |)-Р1«1+-1Р1/1«1+1Р1е * X 

х(х+/--Ух; 
Irp+iip^JC, t;-q, т)| = 

2 Cap^pfe'K-X.'-.'y.l.'-) 
I a(X,J!.Tfl)rf-s 

.(a,) 

(P.) -̂ a 

- ,+Р2=Р 

(44) 

(45) 

Пусть t принадлежит интервалу . i . .<t<ty+ 1 , подставим (43) 
в (45), получим 

Кр+!Р (*• '• Ч. •) I <GaPEl (1 + И |)-PI«I+*IPI/1«I+IW (Х + /Д)" X 
• г 

(l-8i)Ju(^.-'.1l)"r{cdot}' 

Xe " {sum} S da + ^da 5 | a ( x , S , v ) ) | d S < 
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_ (1—e.)J b(x,s,i\)ds 
<G«pE l(l + |v)|)-PN+6lPl/i';-l+l.-l(x + /A)pe x X 

t, 

X 
Tj t t-

Л у a (x, s, -q) | ds + § do § | a (x, 5, -]) | ds 

Оценим последний член в (46) 

./ = 5 da \\а(х, s, -yj) | ds 

1) если t > t', то 

/ < ( t —t7.)^|a(x,5,7))|ds; 

2) если t < t ' , ' T o 

J <{t — t,)K|a|d.~ + §|a|ds 

(46> 

(47> 

(48> 

Сделаем во втором интеграле в (48) линейную замену S->T 
s==a- + 13, где a = f — t р _ t*—t]f 

t—tj - P rf—fy -; тогда 

(t — t ;) § | a (x, s, Tj) | ds=-= (t' — t) § | a(x, at + p, 7]) | dt < 

<A(1--rE)5|a(x,T:,7))|d-, (49> 
*J 

ибо 0 < t ' — t < A , и е£ли А достаточно мало, то выполнено 
условие (24). 

Из (47) —(49) видим, что 
t 

/<CAJj|a(x,s,7,)[d.s. (50) 
h 

Подставляя (50) в (46), получим 

t 
(1—Si)J b{x,s,r\)ds 

<G a p E l (1 + h |)-pl«l+-lPl/l«H-IBle • (Х+/--У-- X 
t 

x S ! « ( ^ , s , r o i d s < c a P e s a + hl)-'pN+6WI/|otWP|e • x 
Х ( Х + / Д ) Р - - / (0<e<<-1<e2). (51) 

172 



Из (44) и (51) получаем оценку для г +1: 
\г$т{х,.Ьч,х)\<. 

t 

< Са0е (1 +1 т, |)-Pl«l+-IPI/N+IPIe
<1"e^ (* ,* , f l>\ + / A ^ + i | ( 5 2 ) 

ЧТО совпадает с (4.1) для р + 1. Лемма доказана. 
Обозначим через г (x, t; % Ч) сумму 

« 
/•(x, ^ ^ ^ - - - - ^ r p ^ . t ; ^ , т). (53) 

Поскольку каждое -ор (х, t) — J е'(.*.ч)/-р (х, г!; т,, т) щ ft) di\ удовлет­
воряет уравнению 

(4i ~А ( О - H (О Z) Vp^K^tto+Qp-iUQ-KpUo-GpUo, p>0, (54) 
то 

и 

" (х, t) = {sum} «p (x, t) == \ е^-^r (х, t; т., т) щ ft) dn (55) 

удовлетворяет уравнению 
( ^ - A ( * ) - t f (i)z)t»(*. 0 = -Л-Яао'- С?„а0-

-[{sum}3pJ«0-D,.«-. (56) 
Ядро d„(x, t, tj,'/],%) оператора Dn равно 

dn(x, t\ tj, ., г)= — k„(x, t; TJ, -) —gn(x, t; t}, TJ, х) — 
n _ 

— 2 М-*» '» '/• ^ T) —-̂ o(̂ > '5 ->7- -=)» (57) 
p-0 

здесь ядра /г и g определяются по формулам (36) и (37) соот­
ветственно, a d0 —некоторая функция 6S_^6, (она появляется 
в (57) из-за отбрасывания остатков при последовательном 
•определении функций kp и gp). 

Лемма 3. Ядро dn{x,t,tj,f\,x) при каждом л > 0 как 
функция х и т. принадлежит С°°(RNXR^). Каково бы ни 
было число м>0 для ядер d„ с п>п0(ч) справедлива оценка 

.-. Р—6 *) при / я ^ - у -

I -*$, (*> - • ';• 1. "О I < Gap-v (1+-I ^ |)"Р1а|+01 р |/ |м |+ |Р | (1 + h D~v. (58) 
а, Р—-любые мультииндексы; оценка (58) равномерна по 
<*,?))eR"XR" и--, *> *', -eelO, Т\. 

*•) СМ. ниже формулу (64). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение леммы не­
посредственно следует из формулы (57) и из определений 
функций, входящих в правую часть этой формулы. Устано-
вим оценку (58). Снова обратимся к (57). Для d0 оценка 
(58) справедлива по определению класса S".00-.. Рассмотрим 
слагаемые gp(x, t, t;., TJ, ~). В силу (37) и оценок для Щ$ ц, 
г^у имеем 

I g<$, (х, t, tj,%*)\<СкР (1 +1т.|)-PW+oiPl/l»l+lPix 
*] 

( 1 - Е ) J bds 
(<_^)(1 + |Ч|)-«Че' t (х+/ду-. (59> X [\a(x, s, 7))| ds 

Пусть •-..<*<:*-. В силу (37) и (38) gp(x, t, т, TJ, ~) — 0, 
.g"p(JC, t, -с, -у), x)sO, если j3>l . Таким образом в промежутке 
£€["-, til надо оценить только g"0(x, t, т, TJ, -); из (59) при i/-=•-,, 
p = 0, получим 

| ^ « f ) ) ( x , ; f , - , 7 ) , - c ) | < 

< Cap (1 + | 7] |)-PM+W/I«I-HPI ^ | a(.)c, S, т|) | dS(* ~т.)(1 + | 7] |)-«.. (60) 
x 

Так как ЧИСЛО /Я- В оценке (60) можно взять произвольно 
большим, то из (60) и (46.1) для g ^ получим оценку (58). 
Поскольку все ̂ = 0 при p>l, когда tQ[t,tx\, то, как легко 
видеть из леммы 2, для kn(x, t; r\, t) при i.s[-> ;-.-] справедлива 
оценка: 

i 
(l—B)$ b{x, s,t\)ds 

| ft<$, {x, t; TJ, г) | <Cap,!E (1 + h |)-Pi-«i+eiPi/i«i+iPie • X 
X | a (x, t, 7]) | (x+ /A) X ' r l (1 + h |)6-p / . (61) 

Отсюда, из (46.1) и оценки для х видим, что для kn справед­
лива оценка (58), если л. достаточно велико, п>п0(у). Итак, 
оценка (58) установлена для d„ (x, t, tp -j, -) при Щъ, tx]. 
Пусть теперь £T>t>tx. Обращаясь к формуле (59) при 
1 < p < n и к формулам (39) и (40) при р = п, видим, что все 
они содержат член вида. 

t t 
(1-е) f b(x, s, i\)ds ( 1 - Е ) J bds 

e * .(х + /АУ<2Рв * ЬС + СЛП, (62) 
•• (1-е) I №.. 

Оценим выражение ./-= e T - (/A)-0. , Поскольку i > t b . то 
0 < A < t - х и , значит, (не ограничивая'общности, можно пола­
гать все Дг.у=-Д), ; .• , . ' . . -
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*• min\b (x, s, т))| \ b (x, s, t]) ds 

поэтому 

J--
(1—s) J u(-v, s, f\)ds , 

pAP. 
(1-е) J ftd-

bds 
min|.5 | < 

(1-е-.) .f M.? 
< C ( s i , p ) e - min |6 I (63) 

Начиная с этого места, мы усилим требование 3) в условиях 
(46.1), именно, будем считать, что 

Ь(х,иЬ)<—С\\\™*, тг>0, \i\>CQ, 
(х, t)eRNx[o, т]. 

Тогда 

/ 
min I Ь < C h | P - 6 E° W ' ; 0 < P - S < 1 , 

поэтому если /re1 > •-••--— [достаточно, чтобы /#1> — 

/ 
min I Ъ • < C | r j | - s - . 0 > 0 . h | > C 0 . 

то 

(64) 

(65) 

Из (63) и (65) видим, что для J справедлива оценка 
t 

(1-е) J ftds 
/<С<? -• (l+|7]|)-v (66) 

с любым v>0, если /? достаточно велико. Учитывая теперь, 
что в формуле (59) присутствует член (l + j^j)- '"0, где ШаУО 
можно взять сколь угодно большим, а в оценках (39) и (40) 
надо положить n>n0(v), где #0(v) достаточно велико, и при­
менив (66) и оценку для х> м ы видим, что для ядер d„ 
c я >/z0 (v) справедлива оценка (58). Лемма доказана. 

Лемма 4. Ядра r0(x,t;rq, х) и d.(x, t, -̂, т_,-), р > 0 
о о 

при . •Д->-0 , стремятся к ядрам rp(.x, t; т;, -), dp(x, .?; —, -с), 
отвечающим задаче КОШИ (1.1) и построенным в § 1. Это 
стремление равномерно относительно ~, Щ0, Т] и относитель­
но точек дробления t.j-eb, #"] и точек t;Q[tf, .t/+1]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Доказательство будем вести по индук­
ции. Для /?----0 
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u 
r0(x, t; 7], x)~r0(x, t\ 7), --) 

ло построению. Пусть для г., утверждение леммы справедливо. 
о 

Тогда, в силу формулы (36), kp-^kp при Д-^0 равномерно 
•относительно -, t, f, if, кроме того, на основании оценок (39) 
и (63) для k^ j имеем мажоранту при всех достаточно малых Д 

I Ь% I < Сф (1 + |-I |)-pl«i+<4fii/i<xi+iPl| а(х, t, vj)| (1 + | т, |)--p/Y, 
p — 0, 1 , , . , . (67) 

Далее, на основании оценки (40), имеем с учетом (63) 
rai<C«.3(l + h D-pW-^IPl/W+lBlxVmax |a(x, s, 7,)|A, 

- = 0 , 1 , . . . . (68) 
Отсюда gp̂ >{to}0 при A->0 равномерно относительно -с, t, /•, 
t/610. Т1» xeR^ и равномерно относительно ygR1*, если p — 
достаточно велико. Учитывая сказанное относительно функций 
kp(x, t; -Y), t) и gp(x, t, t;, ч], t) и обращаясь к формуле (38), 
видим, что /•р+1->гр+г при A{to}0 равномерно по •-, i, i", ty. Тем 
самым, для ядер rp(x, t\ % t) лемма доказана. Теперь с по­
мощью формул (57), (37) и (28) убеждаемся, что glu-WO 

о 
a dp-+dp при А-з-О равномерно относительно ч, i, iy, t'Q[0, T] 
и (x, )̂6R-V X Rw. Лемма 4 доказана. 

2°. В этом пункте мы построим символ pi(x, t, TJ, -, А) 
задачи (14) и докажем теорему о существовании Г-произве-
дения. Пусть фиксировано некоторое разбиение интервала 
[-, f\c[0, Т] и A= max (ty+i — tj). Рассмотрим интегральное 

о<./<« 
уравнение 

t 
pl(x, t\ 'q, т:)-=Г(Х, t\ т., " О + \ pi (-X^; '1, o)*m(X, o, t ; , 7], t) do; (69) 

T 

здесь г (.x, 2.; 7), •-) определено формулой (53), a m=—d,l опре­
делено формулой (57). Функция r{x, t; т., x)eC°° (R^ X R^) по х 
и 7] и непрерывна no ч и i6[0, T], а ядро интегрального урав­
нения (69) m(x,o, tp 7), •-)eC«(RArX^;v) no x и TJ и кусочно 
непрерывна по t и i6[0, Г]. Эти свойства и оценки, установ­
ленные в леммах 2 и 3 для г и пг, показывают, что для интег­
рального уравнения (69) справедлива лемма 7 § I. Таким 
образом уравнение (69) имеет резольвенту 

Фг(Х, t, tj, 7), т) = 2 от»(-*-> ' ' 'У ""I» "•)» (70) 
где 
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mn(x, t, t}, т], T)-=\.re„_i(t, s)*m(s, t)ds=\m(t, s)*mn_i(s, %)ds. (71) 
т Т 

Bce mn при п > 2 — непрерывные функции относительно 
'""• t6[0, Г]. Сходимость ряда (70) равномерна относительно 
(x,y])6RNXRN и t, t/> ^6[0, Т] (Д предполагается достаточно 
малым и фиксированным). Резольвента ®х(х, t, tj, т;, x)Q 
eC°°(RNXRN) no x и yj и для нее справедлива оценка 

| Ф($, (х, t, tj, т,, т)| < Сар (1+1 TJ D-p-PW+eiPi/w+iPieC -̂o (72) 
ДЛЯ любых мультииндексов а и Р; здесь p > 0 может быть 
взято сколь угодно большим. 

Как доказано в лемме 7 § 1 решение интегрального урав-
-нения (69) единственно и представляется в виде 

t 

рх(Х, t\ TJ, - ) - = r ( x , t; т|, ч)-\-\^г{х, t\ 7], о^Ф^Х, a; т), - )da . (73) 

Лемма 5. Пусть символ a(x,t,'q) псевдодифференциаль-
ного оператора A(f) удовлетворяет условиям (46.1), (24) 
и 7Пг > ^~Y~- Тогда существует и притом только один символ 
задачи Коши (14). Этот символ определяется формулой (73). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нам надо доказать, что решение 
ux(x,t) задачи (14) такое, что Ui{x, t)Q^(RN) как функция х, 
представимо в виде 

й-1 (х, *) = ^ е-.---- tip&X, t, г,, т) й0 (71) d7]. (74) 
То, что tti(x, t)E-^(RN) при каждом фиксированном t>.-, сразу 
следует из (74) и (73). Кроме того, из (74) замечаем, что 
#i(x, t) — непрерывная функция по - и Щ0, Т], ибо это 
справедливо для pi в силу (73). Дословно повторяя рассужде­
ния теоремы 1, убеждаемся в том, что Птй-.(л:, t) = ua(x). 

'•И 
Проверим, что (74) удовлетворяет уравнению (14). Имеем 

^-A{t)-H{t)Z)ux(xJ) = 

--=^ е'<*. ъ)щ(Tj)Щ-а(х, t, -n)*pi (x, t; т., т) — 
— h(x, t, f, ri, tj)*pi(x, t/, y], x)]dY) = 0 (75) 

(здесь £ = lim M-- - . -+^ . . .b - />- ( . . . . - . . . . ) ), ибо, как 
и в теореме 1, справедливы следующие равенства, вытекаю­
щие из формулы (73) и свойств функций г и Ф1 (важно, что г 
непрерывна по t, t.3[0. Г], а Ф1 (x, а; т), «с) кусочно непрерывна 
по о, поэтому в производной слева по t появится Фг (x, t; TJ, t)): 
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X 

CO \ CO 

— h*r)*<S>xda= —m.iJr^im,l—{mVb^imndo = 0. (76) 
И = 1 X 11=1 

Заметим, что последнее равенство выполняется тождественно 
no t, ибо все тп при п>2 — непрерывные функции t и т. 
Тем самым доказано, что pi(.x, t\ т\, %) — символ задачи Коши 
(14). Докажем единственность символа. Пусть есть другой 
символ p2(.x:, t; Tj, i), так что 

и2 {X, t)--= \ e'C.-.i)/-- (*, t; т), т) 50 (Y|) d*r\ (77> 
также является решением задачи Коши (14). Рассмотрим 
интервал [~, t1]. На этом интервале и щ, и и2 являются реше­
ниями задачи 

[±—A(t)]u{x, t) = H(t)Zti(x, f) = H(t)u0 = F1, ?8> 

Так как F.1 одно и то же для функций щ и и2 и для опера-
тора -4(t) справедлива теорема единственности, то U\(x,t)z= 
==M2(x, t)j x6Rw> ".<^<£i. Рассмотрим теперь интервал 
[ils г-2] и на н е м задачу -Коши 

{(4г-Л^)^(х^)==Я(0«1^) = ̂ (^)«2(^-^- (79) 
U|w.==wi(x, ti)=u2(x, h). 

Так же, как и раньше, заключаем, что их(х, t)^tt2{x,t)f 
•xSR ,̂ ti{le}t<t2. Продолжая также, получим, что 

ttl(x, t) = iti(x, t), хф", i6b, Г] . (80) 
Из (80) следует, что 

px(x, t; T\, -)=-p-(x, t\ т|, т.). (8l> 
В самом деле, докажем, что если f{x, £)6-i (R^) как функция 
5 и если 

$е--*-а/(.х.,Е)Ио(*)-Я = '0 Для любой «об-*, (82) 

то / (х, S) = 0. Имеем 0 = \ е*(*.б>/(х, I) «0 (-) Л =-
= ^гг0(г/)7(х, у —x)dy, где преобразование Фурье взято по 
второму аргументу у / . Фиксировав любое x0GRN, обозначим 
7(x0, -)(y —x0) = «j)(t/). T. к. ]u,o{y)$(y)dy=0 для любой и0б^ 
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то Ф(У) = 0, т. e. f(x0,z) = 0, поэтому f(x0,z) = 0 для всех х0 
и zGR ,̂ что и требовалось. Лемма доказана. 

В самом начале § 2 мы ввели функцию w (х, t) (ом. (6)) 
w(x, 0-L(A)«o — eH^- A ' » . . . е1^'-)Кйо. (83) 

Эта функция, как мы видели в (12) и (IS), является решением 
задачи (14), поэтому, в силу леммы 5, w (x, t) имеет, помимо 
(S3), и другое представление 

2 1 

W(X, f) = pl(x, t,-q, •z)tt0 = PlU0. (84) 
Таким образом 

•ОД — Л , (85) 
где Р1 — оператор из S" ъ5°, символом которого является ядро 
Pi(x, t; т), т). Теперь мы можем доказать основную в этом 
параграфе теорему. 

Т е о р е м а 2. Пусть символ псевдодифференциального 
оператора A(t) удовлетворяет условиям (46.1), (24) и тг> 
>Р^~ . Тогда существует Г-произведение операторов 

Т-е - = 11теИ-»Ж ... в И ' ° Ж (86) 
Д-»0 

ЭТОТ предел равен оператору U (Ж, т) (см. § 1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как 

L (Д) в0 = \ е'^^рг (X, t, т., -, А) щ Оч) di\, (87) 
то надо доказать, что существует 

\\mWi*rtPl{x, t.,7,, т,Д)йо(71)^, (88) 
А-»-0 

не зависящий от. способа разбиения интервала [т, f\ точками 
t ;, и от выбора точек t/6[ty, ti+i]. Согласно (73) 

t 

Pi(x, t, т., x, Д) = г (x,t; -у}, т) + ^г(х, t; TJ, а) *Ф1(л:, о; т), i)da. (89) 
к 
О 

В силу леммы 4 r(x, г!; -ц, т) —>- г (х, t;-7j, т) при A'{to}0 равномер-
о о 

но относительно -, t, -̂, tjQ[0, T], a m(x, t; TJ, -)->-/n(x,i; TJ, т) 
при Д->0 равномерно относительно ' -с, t, ty, t}e[0. Г] и 
(x, 7j)6R;vXR;v. Из последнего факта непосредственно следу.. 
ет, что резольвента Фг(х, о, т), т), определенная формулой (70) 
сходится к резольвенте Ф(х, а; •..-, -), отвечающей задаче (1.1.! 
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и определенной в (97.1). Отсюда, из определения операции * 
и из оценки (41) и .(72) в свою очередь вытекает возможность 
перейти к пределу при A{to}0 в равенстве (89). Получим, что 

lmpx(x,t,'q,x, b)=p(x,t;rl,x), (90) 

где р (х, t\ т], т.) —символ оператора U(t,x), отвечающего 
задаче Коши (1.1). На основании оценок (41) и (72) и теоремы 
Лебега можно перейти к пределу под знаком интеграла в 
(88). Таким образом доказано, что существует 

ш\е1{хл)рх(х,Ч, т], х, А)йо(т|) rf . = 
Д->-0 -

= \ei{x,r,)p{x, t;n,x)uQ{>r\)d>q (91) 
и этот предел не зависит от способа разбиения интервала 
К Ж"] точками дробления tj и от выбора точек tjG[tj, t/+i]. 
Этот предел равномерен относительно t, принадлежащего 
любому конечному промежутку [О, Г]. Обозначим интеграл 
в левой части (91) через v(x, t, А), а в правой vQ(x, t). Мы 
сейчас докажем, что при Д-vO v(x, t, A){to}tt0(x, t) в смысле 
сходимости в пространстве ^(R^) и равномерно по .?(•<[•-, ~] . 
Для этого нам надо доказать два факта: 1) для любого 
мультииндекса а и любого компакта /CcRw 

'V{,x)(x,t,b)-y'Voa)(x,t) равномерно на К; (92) 
2) для любых мультииндексов а и р 

| A a ( x , t , A ) | < C a l 3 (93) 
для всех достаточно малых Д>0 и всех x£RN сразу. 
Докажем 1); имеем 

\v™(x,t,b)-vba)(xj)\~ 

= №*") {sum}. C a , a ; i a 4 p l ( a a ) ( x , ^ ^ ^ A ) -

— P(a.) {x,t;fi,t)]U0 {ч\) dY) \.] 
Как легко видеть из леммы 4 и рассуждений, проведенных" 
выше в отношении формулы (89), 

Риал (х> i, -Tj, ", Ь)->- p k , (*. i\ Ъ *) при A {to}0 (94) 
и имеет можоранту, ограниченную по всем переменным, кро­
ме ,, по которой она растет на бесконечности не быстрее 
степени, показатель которой <——-|а2|. Так "как и0(*]) убы­
вает на бесконечности быстрее любой степени, то по теоре­
ме Лебега можно перейти к пределу при A{to}0 под знаком 
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интеграла. Итак, (92) доказано (даже равномерно для x&RN), 
Докажем 2). Имеем с помощью интегрирования по частям 

X рц*,)(х> *'1» т> д) «о (7))] (Р)^1 I < 
< С«Э S 2 l P i ? 4 (х, t, т), -, А) (у]а'й0 Шм | d7)<Gap, (95) 

a.t-\-aa=a 
P.+P-=0 . 

ибо 1 jPifa,) I ограничена по всем переменным, кроме •—, а по т] 
растет на бесконечности не быстрее фиксированной степени 
[показатель которой <8 |а 2 | — р| Рг| +-]-*2 + Р2if"̂ -̂  s))-
тогда как и0("1) убывает на бесконечности быстрее любой 
степени. Итак, доказано, что , 

^•/ I-M ' ,_llm.W'i)I-- . . . . . M ' - . b . j / y , ,) (96, 
Д-н-0 

в смысле простой сходимости операторов в $" (R^), равномер­
ной относительно т и t, принадлежащих любому конечному 
интервалу 0 < - < t < J T < 7 \ Теорема 2 доказана. 

§ 3, СНЯТИЕ АВТОНОМНЫХ СКОБОК 
(ДРУГОЕ ВЫРАЖЕНИЕ ДЛЯ "-ПРОИЗВЕДЕНИЯ) 

В этом параграфе мы докажем, что имеет место равенство 

[\A(s^ds 2 " + 2 2 "+ l 2 1 
Т-е* -=1шей( *'•»• " )А'« . . . e~<̂ o.n)A<o, (1) 

Д->0 

где справа предел понимается в прежнем смысле, а показатели 
экспонент представляют собой операторы а(х, t',ri), у кото­
рых время заморожено в моменты t', значки над экспонентами 
означают последовательное (справа налево) применение опе-
рации, определенной в (5,2) (̂ например, е

а^х\'п^''>и = 
= ^ei<'x''r,)ea{x'to,'n)Ai°ii(rj)dr}j. Рассуждения, необходимые для 
проведения этого доказательства, вполне аналогичны приме­
нявшимся в § 2, поэтому мы будем весьма кратки. 

Возьмем снова произвольное дробление интервала [т, 3~\ 
точками tj\ / = 0,1, .. . ,/г + 1, to — -. ^+i-=-f. t;e[ty-> t/+i] и для 
t такого, что ty<^<t / + 1 ) y=0 , l, . ..,/z, рассмотрим функцию 
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•»(x, t)=e \ i> ' e \ >-1' '-1 . . . e • °; и0 (2) 
или 

<4*,<)--=eeU,^ ) ( '~'-W*-- ;). t / < t < t y + l l (3) 
a(tj) —сокращенная запись функции a(x, t^rf), y которой в про-
межутке [tt, ti+1] заморожено время в точке tje[t„ t w ] . Вычис­
лим при tj<,t-4.tJ+l, 7 = 0,1, .. .,/г, 

sHx(i)Zv,- (4) 
здесь Z — оператор сдвига, определенный в § 2, а оператор 
Hi (t) имеет ядро Ai(x, t, t',f], tj), равное на (tj, tJ+x] 

hi(x,t,f,y],tJ)^[a(f)-a(t)]ea^){i-iJ) + 
+[a(t)ea{t'w'ti)-mea{t'Ki-tJ)}^[a(xJ\-q)-a(x,trq)]eaii'w-'i)~ 

- _ i - - < e ) ( * . < . ' n ) ( ^ < ' ) ( ' " / - , W (6) 
|al-=l 

Из (68) c учетом (24.2) и (46.1) получаем следующую оценку 
для ядра ki на интервале [z.,, ty+1]i 

I hiti I < Gas a+1 ^ | а | + б | у ̂ ' v - - ^ - ^ - • '̂-^ x се) 
XI a (x, t, 7]) | (1- +17] j)6_pA max | a (x, s, -/.) j, Д — max (t/+1 - tj). 

tj<s<tJ+l 0<]<n 

Теперь рассмотрим при t6[-. •#"] задачу 

• А (*)-//i (0 •-) и (Л:, 0 =0 , (?) 

-•щ(х), 

под I- понимаем limа{х ' * + Щ-и1*> -). Строим как в §2, сим-
"-••- At-*- 0 а Г 

вол р2 С-Л"- -1 'vl> "•, Д) задачи (7). Начинаем с 
i 
j a(x,s,r\)ds 

r0{x,t,'r\,x)=~ex , (8) 
2 1 

Подставляем "о С.*-.*) Б (7), получим 
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где операторы /<"- и Go имеют ядра 

k0{x, t; у], т ) ~ {sum}-a(a)(-J-, Кч)row(.*, t; ., х) (Ю) 
i«i-i 

И 

go 
00 

(X, t, tJt 1J, t) ~ 2 Ш A-a) (•*• '• *'• 71' *y) r0(a) (X, tj\ TJ, T) (l 1) 

при tj<.t^.iJ+i. Для k0 имеем старую оценку, a g0 оцени­вается так: 
t 

I go$ (Jc, t, t ;, 4, -01 < CaP (l + h |)-Pl«l+6lPi / I « I + I B I / ~ 4 ' ( ^ ' ^ X 

X|a(x, t, .)|(1+|7j|)»-PAmax|fl!(jc, s, .)|. (12) 
.-6['y-y+il 

Здесь мы воспользовались условием (24.2) и достаточной ма* 
-лостыо Д > 0 . Дальше проводим индукцию: если гр уже опре­
делено, то 

со 

kp {x, t\ v), т) -.» {sum} 1д(«) (х, t, 7j) гр(а) (х, t; т], -), (13) 
i«i-i 

со 

g-p (х, t, tj, ~|" т) ~ {sum} - A}a) (x, t, f, -yj, t;) rp(a) (x, ty; --, x) (14) 
a=0 

три tj<t<thl, y -O, l,..., n, и 

V1(x, ^TJ,-.) = 

-• J a(x,s,i])ds 
== ^ [£p(x, o; TJ, T)-fg-p(x, a, г!у., Tj, -)] e °- da. (15) 

Л е м м а l, Пусть символ a (x, t, т.) псевдодифференциаль-
иого оператора A (0 удовлетворяет условиям (46.1) и (24.2). 
Тогда ядра kp, gp и гр принадлежат С°°(R^XRN) по х и TJ и 
для них справедливы оценки 

t 

I kjft] (X, t; Ъ -)| < С«ре (1 +1 П |)-PH+fiIPI /1«1+«1Р|(1_Е) * Й(А ' ' ' '^^ X 
X [0 + | ~] |)6-Р/2р (1 + А max | й (х, 5, т-)|)" X 

х И * . *,'>i)|(- + h|)6-p/; (16) 
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t 
, -•„•, , , (1—e) J b(,x,s,r\)ds 
I gp\$ (x, t, tJt т., -)| < C„ps (1 + | Y, |)-Pi«i-HSiPJ /w+ipi.» T x 

X (1 + | -i |)6-e | a (x, t, Y]) | [(1 + | -у, |)8-p/-p X 
X(1+Amax|6(x, s, 7]) | )рд max | a (x, s, 7))|, . (17) 

*,<*. t"<^.+ l l ; = 0 , 1.2.....»; 
t 

, „ , (1-е) J b(x,s,i\)ds 
I />$ (x, t; 7), x)] < CaPs (1 +17] D-PN-MIBI /|a|+iBie t x 

X [(1 + | '1 |)--p/-]* (1 + Д max | b (x, s, т])|)Л (18). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При р = 0 оценки (16) —(18) имеют 
место. Пусть для гр справедлива оценка (18). Тогда для kp в 
силу (13) и (18) и (46.1) справедлива оценка (16). Из (14) и (18) 
получим оценку (17) для gp. Наконец, подставляя (16) и (17) в 
(15) и оценивая интеграл как в лемме 2 с учетом того, что' 

max | а(х, s, ц)\ 
согласно (46.1) —-—----- - - < / , получим (18). Лемма доказана., 

S 

Все дальнейшие рассуждения почти дословно совпадают с 
проведенными в §2. Таким образом, доказана 

Т е о р е м а 3. Пусть символ псевдодифференциального опе­
ратора A (t) удовлетворяет условиям (46.1), (24.2) и (64.2) с 
пъ\~> —̂— • Тогда справедливо следующее операторное равен­
ство: 

нтек''«)1м»..,еИ';)]4'.= 
Д-юо 

/2л+2 ,2я-|-1\ /2 . 1 \ 
= Пт еа \ •**• 'л- "1 >hin .. .еа[х'*а^ Шп. (19) 

Д—>оо 

ЭТОТ общий предел в (19) равен оператору U{ST, %). 
Под сходимостью операторов в (19) понимается простая 

операторная сходимость в пространстве ^(R^), равномерная 
относительно -., i таких, что 0 < т < £ < Т , Т — любое конечное-
число. Поскольку выражения под знаками пределов в (19) мо­
гут быть записаны в виде интегральных сумм: 

п г /2 . 1\1 n (2J+2 . 2 ; + . 1 \ 
2 [a{x,ij,D)\Mj •£ а{ х, ij,D )&tj 

то равенство (19) можно интерпретировать как существование 
и равенство следующих интегралов (см. введение): 
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T-ex s e ' = « • . (20) 

§ 4. "-ПРОИЗВЕДЕНИЕ ОПЕРАТОРОВ 
В ПРЕДСТАВЛЕНИИ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 

Целью этого параграфа является доказательство форму­
лы (14) введения. Пусть псевдодифференциальные гипоэллип-

2 1 2 1 
тические операторы H0 = h0(x, D) и Hl = h1(x,D) не зависят 
от времени t и их символы A0(x, S) и hx{x, k) принадлежат 
классам hQ (x, t)e.S°p: 6, /z- (x, i;)eS™ б, m>0 (см. § l). Будем 
предполагать также, что оператор Я- удовлетворяет усло­
виям (46.1) и (64.2). Обозначим через U(t, -с) разрешающий 
оператор задачи Коши 

Щ-Рг + Шйи-О, (1> 
la|<=-t-=Ko(x). 

а символ оператора U (t, -с) (см. § 1) обозначим через 
р(х, t\ •., х); в силу теоремы 1 U(t, t) и р (х, t; т., x) сущест­
вуют, U(t, ъ) = е1н1+'н<>№-х). Из результатов § 1 следует, что* 
p(x, t;~i. t)65'. ie„ 0 < 8 ' < р ' < 1 при всех *.>т и (x.^eR^X 
XR^, отсюда, в свою очередь, на основании одной теоремы 
Хермандера (см. [9], стр. 330) вытекает, что оператор £/(*., т.) 
можно рассматривать как оператор из L2(R )̂ B L2(RJV)>. 
причем 

||U(', -)lk-*L-<Co, (2> 
где С0>0 не зависит от t, х</;<Г |Г<оо. Введем еще один 
оператор из L2 в L2, U (t, -с), с помощью равенства 

U(t, -.)..= e[»,](«-T)erw,]«-t). (3), 

Первый оператор в правой части (3) существует снова в си­
лу теоремы 1, а второй оператор ограничен в L2>_ ибо 
h06S° 8 (см. ниже (49) и (53)). Поэтому для оператора U (t, т). 
справедлива оценка (2) с некоторой постоянной С0>0. 
Разобьем сегмент [-, t\ на п частичных сегментов точками 
дробления tj, / - = 0 , 1 , . . ,,п; k = '-<г!1<^2< . . . < tn = t, Ati — 
= tJ+x — tj=A = —. Положим: 

U (*у+1, tj)^Uj+i, j , 0(tJ+u tj) = Uj+i, h 

Uy+l, jU], j-i. . .Uft+i, k = U/+1, A, Uy+l. yU./. У-1 • • • 

...Ub+i.k^Uj+i.k- (4> 
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Справедлива следующая *) 
Лемм а 1. 

\\U(t, •-) — Un.olU^L- = o(l) при п-+оо. (5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу единственности решения 

задачи Коши (1) имеем U(i,-0 = Ujt, o=-U«,-.-l-• .Ui.o. поэтому 
U(t, -с) — U„,o — Un, n-i. • .Ui, o — Un, n-i. • .Ui.o == 

« 
— {sum} U», *[&ft,ft-l —UA.A-l]'-/ft-l10- (6) 

ft=l 

Рассмотрим разность операторов TJk<k-\—Uk,k-\- Положим 
">!>-=-£/(*,-•)--, f6^. Тогда gJ=--Hi<|>+ -#<.'!•• отсюда 

i|i = et^K<-t)cp+С e[ff,](t-s)iH0U(s, x) cp ds. 

Таким образом, 

t/(t,T).= e[".]i'--) + ^er»']<---}iH0£/(5, -jds. (7) 
г 

.Далее, еслиty = U (t, г) <р----е-"'] (•-•)e-w-H---)<p- то ^ = Я 1 ф + 

+ U(i,*)iH0<p, поэтому 

^ = el-v'H'--t)«p4-^e-w,-(,--)U:(s,,c)iHo?rf.s. т. е. 
X 

t 

' U(t, {cdot}x) = et«.] (.-tj + êC-ff.] (^)U(s, -) if/0ds. (8) 
t 

Из (7) и (8) получим 
Uh, k-i — Ufc, ft—1 = 

-* 

- A - l 

.Равенство (9) позволяет следующим образом оценить норму 
-оператора Uk, A_i —-Uftl A_i: 

| | U / i , / . - i — i - ^ * , й - i !!£,-•.•".,<. 

tk 

<C\ | |&(s,^.1)iH0--HoU(s,^-i)lk^A (10) 
*ft-i 

*> Формула (5) является 'аналогом формулы Троттера, см. {Щ, [4], ( 6 ] , 
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ибо для оператора е-Я--('* s\ в силу тех же соображений, 
что и для £/(*.,-.), справедлива оценка 

||e№l(*ft--)|k^<Ci ( П ) 

Оценим норму оператора £/(s, tk_{) Щ0 — iHQU(s, tk_x). Ради 
удобства положим .- = s- tk_i, и будем опускать автономные 
скобки в показателе экспонент. Для любой функции (рб^ 
имеем 

[U (s, tk_x) LHa~-lH0U (s, *,._.)] Ф= 
= [ен^Ш0-Ш"0е<я-+ш-> -] ф (о) + гЯ0е(я.+'яо) - [e->-o-_/]q>. (12) 

где *(<-)--= еш°°<?, а / — тождественный оператор. Рассмотрим 
•отдельно два слагаемых в правой части равенства (12); начнем 
<с первого из них. Символ оператора е(Я1+ш°)а есть 
р(х, о; £,0)s-p(x,a, %), а символ оператора ен^в обозначим 
q{x,a; i;,0) = g(x,a, £). Если через k(x, о, £) обозначить символ 
оператора eH'°iHQ, то мы будем иметь 

00 

k (JC, a, 5) - * 2 1 ?<«> (x, a, i.) Ao (a) (x, £) = 
а—О 

— ig(x,c,li)Ao(x, -i) + w(x,o-, £), (13) 
где 

m (x, a, S) = t {sum} - ?c«> (JC, 0, 9 Ao (a, (x, E). (14) 

T04HO также, символ l(x,a,£) оператора Ш0е^Н1+1Н«1а равен 
I (x, о, £) ~ jp (x, o, 1-) /t0 (x, S) + л (я, a. Е-), (15) 

•где 

n(x, o, 5) = i 2 ^T^K>(x. £)/-(«).(•«- °. $>• (16) 

Таким образом, символ ; '(x,-, i=) оператора ея-°/Я0— 
— Шф^^+Ч'1^ равен: 

/ ( x , a, i;) = ih-(x, £) [<7 (xi °, -)— p ( x , <-. -)] + 
+ m.(x, о, !;) —я. (x, о, !•). (17) 

Рассмотрим символ т{х,а, •-). Так как A0(x, 5)6-5р,а.» а для 
<7(x, a, I) справедливо представление (113.1), в котором функ­
ции г и Ф оцениваются согласно леммам 4 и 7 § 1, то 
m{x,a,HJeSl.,6- при (X,-:)6RWXR", p' = £-|— + e, 8'-----±—.—8, 

й —любое фиксированное число из интервала (О, p"̂ " • .Точнее, 
для т(х, о, ii) выполняется оценка 
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| / » $ ( * , a, ?) |<C a pe(1- ' - J)R^u. l)a a |ReA1(x, 6) j / ( 1 + | ED--PX 
X'/W+iPt (l + | % |)-pl«l+-li3l, (18) 

a, p —любые мультииндексы, е 1 > 0 —любое фиксированное 
число. Поскольку справедливы оценки 

I R e A j ^ . 6 ) |<С(1+ |£ | ) - - , а 
р—й_Е 

/ = G a + i - i ) 2 (см. §1), 
то неравенство (18) можно записать в виде 

| m(«> (х, а, |) | < Сар (l + \t |)-P'I«I+S'IPI ov, (19). 

г д е - , = т т jl , --^—•}, ибо e^-^^^'^alReh^x, Щ/(1 + \\ |)5-p< 
<Ca'v, (x, Z)GRNXR^. Аналогичные рассуждения позволяют 
утверждать, что #(x, о, <i)6Sp',a', причем имеет место оценка 

I n $ (х, а, Е) | < Capav (1 +1 £ |)-Р;1«И-5'1Р1, (20) 
а, р— любые мультииндексы. 
Рассмотрим оставшийся член в формуле (17) — функцию-
ho(.x> -M<7(-x, °» -) — p({cdot}x> a> £)]• Так как, в силу результатов §1, д(х, о, $) = eft,(*.t)a + t7o(jCi 0 j g)( а р ( х , 0) б)-=е<м.*.б)-нй.и.е>)».+ 
+ р0(л:, a, ••,), то эта функция равна 

ho (х, -) е*'<-*"-6>в [1 — е-М.-.*)-] + 
+ /z0(.x, £)[<70(x, в, %)--р0(х, с, Щ. (21> 

Очевидно, что 
jt(x, a, i;)=h0(x, k)e"^-^[l-elh^^}eS^^, 

(*,S)eR"xR*, (22> 
причем справедлива оценка 

| jijg? (л, -•, *) | < Ca0a (l + | 6 |)-P'M+fi'lPl (23> 
для любых мультииндексов a и р. 
Далее, поскольку для q0(x, a, •;) (и po(x , 0 , - ) ) выполняется 
оценка 

\q0(x, о, e)|<Ce(--e-.-«-A«^6)«'a|ReA1(A;I 6) | [(1 + |£ | ) 5 - р / 2 1 , 
и аналогичная оценка для производных д^ {Ро%) С любыми 
а и р (см. лемму 4 § 1), то h0(x, £)q0(x, S)6SU-,.y и h0(x, £)X 
Хро(х, Юб-->р',Б" (•*•> .OCR" X R". и, более того, справедлива 
неравенство 

| [ho (*,ft «7o (*, a, £)]$1 < С а ^ > (1 + | 5 |)-p'l«*l+**iwj (24) 

•fi—minjl, — к и такое же неравенство имеет место для h0p0t 
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«(здесь е —то же самое, что стоит в оценке функции / ) . 
Сопоставляя формулы (17), (19), (20), (23) и (24), видим, что 
символ /(х, a, -i)GSp',6', (•":, -OGR^XR^ и для него выполняется 
•оценка 

Ш ( * , в , ^)l<CapJ°(l+IMrP ' la l+6 ' IBI, (25) 
а, (- — любые мультииндексы, то — —— j1-"^» -i^Tr Оценка (25) 
вместе с ^теоремой Хёрмандера, на которую мы ссылались 
выше, показывает, что норма в L2 оператора етаШ0 — 
— iH0eiHi+iHo)a не превосходит С-Л ибо 

^||(eff«-,*Ho,-iHoe№+£//-)e)Tl|-.,<Cov.||<p||J-i, ? e ^ . (26) 
Рассмотрим теперь оператор iHQe^Hi+lH^a[em<>a — I]. Та:< как 
•оператор Н0 ограничен в L2> т° е с л и положить ф-—(е>я-- — /)<p, 
?6--яг, будем иметь для Ф оценку 

| | t lk<C- | |«p |k . (27) 
Далее, символ оператора Ш0е|-н'1+'я'>)0' равен 

- 2 -Г^в>(*'6)Аа)(*..М) (28) 
а—0 

и потому принадлежит Sp°',6'> (x, ^GR^XR^. Отсюда и из (27) 
получим 

\\iH0e^+lff°)a[eiH°a-l] Tik<Cai|cp.||v (29) 
Сопоставляя теперь формулы (12), (26), (29) и учитывая, что 
1!Ф(0)1к = 11е''ЯоСГ?1к<с11сР|к (см- оценку (53)), получим окон­
чательно 
| [U(s, tk_x) iHQ-iHbU(s, iftJ)] <P l k < G-Vo II T Ik,, -»-=-&- h-i- (30) 
Из (30) и (9) в свою очередь вытекает следующая оценка: 

\ С/*.ft_i - Uft..»-i lk-+i-<G $ H-7 (s, t^lHo-iHoU (s, ̂ _1)||ia_L!ds< 

<CA1+Vo. (31) 
Теперь докажем, что оператор U«,o— Un,n-\ • • • Ui.o ограничен 
в L2 при всех . и I, 0 < - . < t < - j r < ОО и всех /г. Пусть 
,|£//,o||<A для у — О, L . . .,&—-1, докажем, что 

[||UA,0||<A (32) 
Имеем, в силу (6), 

^ , o - = - - U f t > o - 2 ^ . / [ ^ . / - i - ^ . / - i ] f 7 - ' - i . o - (33) 
;--
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Для U;,0 при всех J, 0 < _/</-, справедлива оценка (2) 
ll^/,o| |<C0 . (34) 

Из (33), (32), (34) и (31) получим 
11 £7*. о | |< С0 (1 +АСА A-+v.). (35) 

Мы можем считать, что A<2C0 , и правая часть в (35) не. 
превосходит величины .ибо А = —, А<«] 

С0 + 2С2С-1<2Со, (36) 
j _ 

если п> (2С0С)У° . Итак, доказано, что 
\\Uk, 0 | |<2С0 при всех k, 0<-%<«. (37) 

Вновь обращаясь к формуле (6), получим на основании (31),, 
(34) и (37) 

п 

\\U{t,-e)~ull,u\\<2l\\ua.k\\\\uk,k^--utl,h.i\\\pk-l,u\\<r 
к=\ 
{le}/iC0CA-+v.2Co-=Ci—. (Щ 

и лемма 1 доказана. Из проведенного доказательства выте­
кает и следующая 

Лемма 2. Для любого t>s обозначим через. 
(j it, s) оператор 

U(t>s) = e!l^x'DKi-sieVff°ui-s) . (39) 
и положим U(tj+utj) = Uj+i,j> j==0,l , . . . ,n , и Uj+i,jLfj,j-i... 
. • • -L/д-и > * == -U-/+1, * • Тогда 

||U(t,t)-i-7« lo||L1^.-=o(l) при п->оо. (40) 
Докажем теперь основной в этом параграфе результат 

2 1 2 1 
Т е о р е м а 4. Пусть H0=h0(x, D) и Нх = hx(x, D) —гипо-

эллиптические псевдодифференциальные операторы, их сим­
волы принадлежат соответственно классам h0 (х, £)€Sp.av 
hi{x, t)QS™ 6, hi удовлетворяет условиям (46.1) и (64.2). 
Тогда справедлива следующая формула снятия автономных 
скобок в ""-экспоненте: 

•^Г- 2 1 ^Г s+0 з-О 
ilHi(X(s),P(s))]ds iHl(X(s).PW)ds 

е* =е* , (41) 
где операторы Pit) и Xit) являются решением системы. 
уравнений Гейзенберга . ' . 
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( • ян 2 * 

*ю-^(*Л ( 4 2 > 
P(0) = D, X(0) — .x:. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ср (x, t)QS° - решение задачи 
Коши 

(ср [.we = ср0, m0QS°, 

Положим ф-е-^я»]-ср, Тогда на основании леммы 1 и того,, 
что eliH°V — группа ограниченных в L2 операторов, будем 
иметь: 

l|, = e-l..ff.]'<p = e-[.w{cdot}-]<t/(i, т) ср0 = 
л—1 

= е-[ш,}1 и г а Л eiHiWneWoWk% = 

= Um{(e-[iH°]t>'e[HllLi"-ie[lH°]i") (e-ltH,]t"-*elii,]&t*-*eltH'v*-Ax 
Д->-0 

. . . X (.з--ш-];'е[Я1.л/»е[Ш--'')} е~1Шо^гр0. (44) 
Рассмотрим 'оператор 

j^e-vWjeU-hWj^uHjtj. (45> 
легко видеть, что он равен оператору 

В самом деле, обозначим через L = L(tj) оператор e[lH°]tJ, для 
любой сроб'55' положим ip----L_1ef/3'i-l-'Lcp0 и -[.-----/-ф. Функция фх есть 
(единственное) решение задачи 

dt - , r t -1- i ' (47) 
'hl^o—Ltpo. 

Точно так же, если положить ф = е1--_'я'х-1'ср0, _ф1-= L<b, _то ф1 
есть решение той же задачи (47), поэтому <]>i == <h и ф = ф. Рас­
смотрим теперь оператор 

e-^'JHtfVWJssL-ib (х, D) L. (48) 
Область определения оператора (48) содержит пространство 
&. В самом деле, пусть «р —любая функция из &', а <х0 и р0 — 
любые натуральные числа. Так как Я 0 —ограниченный в L2 
оператор, то 
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L - . 2 И ' Wo* • (49) 
A—0 

Положим ср,—Я-̂ ср, k=--l, 2,.. . . Для любых мультиивдексов 
•а и р, О < | а ] < а 0 , 0 < | р | < р 0 , имеем срй — Я0срй_г — 

^£>««р,(Л).-(—4)Р J««(*.«) {sum} G ^ . ^ W ) <*, E)9fcH«)* (50) 
0С|-|-а«=-а ' ' 

Taic как h0 (х, I) €Sp,-> то,• суммируя (50) по s и р таким, что 
0 < | а | < а 0 , 0<|Р |< |Р0| , и оценивая правую часть (50) в L2 с 
помощью теоремы Хермавдера, получим 

II Ъ 1!«..ь-- 2 II *№*п {x)h, < С*А II 9»-i Ik.p.. (5l) 
0<|а|<а-
0<|р|<Ро 

Отсюда 
|Klk,P-<G£A IMkeo- (5?) 

Из (49) и (52) имеем для ф •== Z,cp оценку 

ЦФ1к,0о<^СпА | |т1кРо. (53) 
2 1 

Поэтому определен оператор hi(x,D)L и оператор 
2 1 

L~lhi(x,D)L, что и утверждалось. 
По определению функции от упорядоченных операторов 

(см. [7]) имеем для любой срб^и любой функции g(xu х2) 6С°°, 
растущей по Х\ и х2 на бесконечности не быстрее степени, 

g {х, Ь) <рг(1 х |2 + 1 № (1, D) (-Д + 1)*ср, (54) 
где 

ga (i D) -^ w ' f i ( D , .go (ti, /2) d*id*2, (55) 

a 
go(<i> t2)---^e-'('lJri+',Jr-,g'o(J-i. x2)dxxdx2, (56) 

g0 (JCl' ^ H (|;*,|--и**Т*Г|-+1)*; (57) 

здесь M и /С — достаточно большие натуральные числа, так 
что все определения имеют смысл; в [7], стр. 327, показано, 
что оператор g(x, D) не зависит от выбора чисел М и К. 
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2 1 
Для псевдодифференциального оператора Ai (x, £>) определение 
(54) совпадает с тем, которым мы пользовались всюду выше, 
ибо если срб.55, то 

А-(х, D)ср = {(| х |2 + \)M^eixtxeiDtt (._д + \)к%(tu t2)dtidt2}9 = 

= (| х |2 +1).*^e^-A (ti, *2) d^2^е '<*- 6)e'(E. '•) (| 612 +"1)J.~(5) rfS = 

= ^ e'U. e> (| x |2 +1 )^ (| 512 + 1)*A (x, E) £ (S) <Я = 

=^e'(*.6)Ai(A;, £)?(£)^, M > ^ - , - Т > — ф - . (58) 
Далее, имеем 

L-'/z- (л, Ь) L = L-1 (| x |2 + l)M L X 

Xjj {IrW^L) {L-1e'-».L} {L-1 (-Д -|- 1)*L} A(tb t2) .itirftjj. (59) 

Поскольку L_1(A2 + 1)ftL — [(L_1AiL)2 + l]ft для любого оператора 
А (когда эти выражения имеют смысл), а для операторов, 
стоящих в фигурных скобках под знаком интеграла в (59), 
справедливо равенство (46), то формула (59) приводит к ра­
венству 

L--Ai(.xlD)L = Ai(L-1JCL> L--DL). (60) 
Рассмотрим теперь операторы 

X (t) = <гш'*хе*"'* и Р {£) = е-ш»*йеш>*\ (61) 
их область определения, как отмечено выше, содержит & 
при всех z.>0. 
Непосредственным дифференцированием по t убеждаемся 
в том, что операторы X (t) и Р (t) удовлетворяют системе 
уравнений Гейзенберга 

X=-i[H0(X,P),X(t)], 
P=-i[HQ(X,P),P(t)}, (62) 
Х(0)=л, P(0) = D 

(квадратные скобки [•, •] означают коммутатор операторов). 
Операторы (61) удовлетворяют и системе (42), ибо имеем 
следующую цепочку операторных равенств: 

[tf0(X, P), X(t)]=H0(X(t), P(t))X(t)-~X(t)H0(X(t), P(t)) = 
. 2 1 2 1 -

-#0(L--xL, L-WL)X(t)-X(f)H0'(£r*xL, lrlDL) = 
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-= 1--Л0(*. D) LL^xL-L-^xLL^hQ(x, D) L=Zr-[A0(.<, D), x] L= 

- - iL'lEWf &D)L~~i *£.&, P), (63) 

(здесь мы для преобразования операторов Я0 и ------- восполь­
зовались формулой (60)). Равенство (63) вместе с первым 

дН 2 1 
уравнением (62) дает X = ^ ( X , Р)- Аналогично получаем 

дН 2 : 
уравнение Р —--------(X, Р). Покажем, что системы уравнений 
Гейзеиберга (42) и (62) имеют лишь одно решение, аналити­
ческое по i в окрестности точки t — О. Рассмотрим систему 
(42) (система (62) рассматривается аналогично). Аналитическое 
по t решение системы (42) имеет вид 

со оо 

/•=0 ft=0 

и нам достаточно показать, что' из системы (42) операторы 
X<")(0) и />-ft-(0) определяются однозначно. Мы покажем,. 
кроме того, что все X(ft)(0) и PW(Q), k = 0, 1, 2, . . . , имеют 
область определения, содержащую пространство -5s, и что 
они являются ограниченными операторами из Жг,1 в L2 (Класс 
Ж\,1 СОСТОИТ ИЗ ф у н к ц и й ">, дЛЯ КОТОрЫХ норма | | t p | | i , i<0O 
(см. (51))). 

Операторы X(ft<(0) и Р<й>(0) мы найдем, последовательно 
дифференцируя уравнения системы (42) по t и полагая затем 
t—0. Имеем 

X(0)=x, P(0) = A X'(0)~^(x,D), 

Р Ч 0 ) = - ^ 1 ( 5 : , £ ) ) . (65) 

Для нахождения дальнейших производных, мы запишем функ-
r)ff ^ ^ 

ции от упорядоченных операторов —— (X (t), Р (t)) и 
дН, 2 -д- (X(t), P(fj) с помощью формул (54) и (55), именно 

™±-(X(t),P(t)) = 

= (| X (0 |2 + \)м \ ^x(t)y,eiP^yJB^MiL dyidU\ Р (t) 12+1)*- (66) 
ду 

где 
ду 

'194 

ая0о(У1, » o , w 1ГЧУА3 + D--v « ^ i b L ; (67) 



ян 2 -аналогичная формула справедлива и для •—-(X (t), P (t)) c 

заменой -----̂ -- на ——. Дифференцируем теперь правую часть 
(66) по t и учитываем следующие операторные равенства: 

Ж - 1 
d_ 
dt (|Л(о|2+1Г—2(|л(о|-+1)Ч(л,л)+ 

/=о 
+ (Л,Л)](|Л(0|2 + 1Г-1-г, (68) 

1 

-^-еА«')-=^в.---).4.').А(0е-/-(--,Л; (69) 
о 

здесь Л (^) —оператор, зависящий от времени t\ (А, Л) — 
п 

скалярное произведение, (Л, А) — ̂  -4(0-АДО- ПОЛОЖИВ после 
г=-1 

дифференцирования t = 0, получим 
p(°)-=i(f--(iwiw)) г=о" 

A f - l 2 . 

-={sum} ( | xP+iy^^- (x 1 ^)+-^- - (x, .9)x) ( | xP + l)jW-1-/X 

X С i ^ s - ^ - - ^ di / id^e '^e^a (_ д + 1)АГ + 

+ (I.«I2 + -Vй ^ — — ^ - - dj/idy2 X 

XШ/i\ . M - » . - . | L ( . J , D)exl^xdTetD * + (70) 
i о 

+ е"У#2§ e(i-T)/.».^/_^.pL(i, b) e^D^j dx ( - A + l)* + 
о ' 

. , K-l 

- К И Ч - ) ^ дИм$1' Уа) dyxdy^*vielD^ ( - Л + 1)'Х 

X дна * » ая0
 2 - ( _ д + iyr-i- '; - D ^ - ( x , D ) - ^ ( x , D ) / J j 

аналогичная формула имеет место и для Р" (0). Из формулы 
(70) видно, что оператор X'(0) определен однозначно, область 
определения X"(0) содержит пространство 3е. Учитывая, что 
h (x, -:){in}Sp.6, нетрудно заключить из (ТО), что X" (0) — огра­
ничен как оператор из Ж\,\ в L2. Эти утверждения справед-
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ливы и для оператора Р"(0). Далее по индукции доказываем 
их для остальных производных X{h) (0) и Р (й)(0), & = 3,4, . . . . 
Тем самым доказана единственность аналитического по t 

•решения системы Гейзенберга (42) (это же верно и для 
системы (62)). Убедимся теперь в том, что этим решением 
являются операторы (61). В самом деле, в силу оценки (52) 
операторы Х(Г) = е-^н^хе^ш^{ и P ( i ) = r [ ' f f . ] ' D e № i ' могут 
быть представлены в виде сходящихся степенных рядов по t: 

n-=0 ft—0 
oo n - 0 A-° (71) 

n=0 ft=0 

При этом операторы X(t) и P(t) определены на функциях 
^6^1,1 и ограничены, как операторы из Шхл в L2> а сходимость 
рядов в (71) понимается в смысле равномерной операторной 
топологии. 

Вернемся к равенству (44). Используя формулы (46), (60) 
и (61), равенство (44) можно преобразовать следующим 
образом: 

2 1 2 1 
Ф = Цте[плхи'l)'P{'n))W 11~1 ... е№(*('1>'р-'.>>]д'-^0== 

А-+0 
Ш" s 2 1 

--e< %, (72} 

где ||)0----е--'яо]-(р0, a X(t), P (.) — решение системы Гейзенберга 
(42) или (62). 

С другой стороны, на основании леммы 2, мы можем 
записать функцию <])=е~1'я-1~7'<р в виде следующего предела: 

д-°*-о 

д--о 

. . . X (е-[Ш°-'-ей-(*'0)А'»е[-я-1г*)} е-!'^)^. (73) 
Каждое выражение в круглых скобках в произведении (73) 
может быть преобразовано с помощью формулы (60), справед-

'•ливой для любой функции от упорядоченных операторов, ра-
' стущей по своим аргументам на бесконечности не быстрее сте­
пени; в результате получим 

2 1 2 1 
- e-liff0]tjeh1(.x,DWj_leUHa]tj:==ehl(Xttj),P(ij).)Mj_^ - 7 4 j 
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J--= 1, . . . , n — 1, где операторы X (tj) и Р (tj) являются решением 
системы (42). Подставляя (74) в (73), получим: 

l j A i A- t J_Д 4 А 

n"{cdot}~2 •" 2 .Г" 2 ~ 

^-_Hrae/il( * ('")' P('«))W«-i . . . e"i( x«.>. Я<''»ДЧ == 
д-+о 

<#" J + 0 i—О 
J Н,( X ( - ) , P ( j ) ) d j 

^ е * ф0, • | ) o----e-[w.]t ( p o . (75) 

Сопоставляя формулы (72) и (75), видим, что равенство (41) 
доказано. 

Б И Б Л И О Г Р А Ф И Я 

1. АЛИМОВ А. Л., О связи между континуальными интегралами и диффе­
ренциальными уравнениями, Теор. и мат. физ., ;1972, 11 № 2 189-ZISQ 
(РЖМат, 1972, 0Б456) . •»- л -о-- iaa 

2. Боголюбов Н. Н., Ш и р к о в 10. В., Введение в теорию квантованных 
полей. Гостехиздат, 1957, 442с. (РЖМат, 1959, 1721 К) 

3. Буслаев В. С, Континуальные интегралы « асимптотика решении па­
раболических уравнений при if-s-O- Приложения к дифракции. В сб 
«Проблемы математической физики», вып. 2. Л. Ленингр ун-т 1967 
86—107 (РЖМат, 1968, 8Б475) ' 

4. Далецкий Ю. Л., Континуальные интегралы, связанные с операторны­
ми эволюционными уравнениями. Успехи мат. наук, 1962, 17, № 5 
3—Мб (РЖМат, 1:963, 8Б438) 

5. Евграфов М. А., Об одной формуле для представления фундаменталь­
ного решения дифференциального уравнения континуальным интегра­
лом. Докл. АН СССР, 1970, 191, № 5, 979—982 (РЖМат, 1970, 
8Б678) 

6. Като т. Теория возмущений линейных операторов. «Мир», 1972, 740 с. 
(РЖМат, 1973, 2Б695К) 

7. Маслов В. П., Операторные методы. М., «Наука», 1973 
8. Фейнман Р., Об операторном исчислении, имеющем приложения в кван­

товой электродинамике. В сб. «Проблемы соврем, физики», 1955, № 3, 
37—59 

9. Хёрмандер Л., .Лсевдодифференциальные операторы и гипоэллиптичес-
кие уравнения. Сб. статей «Псевдодифференциальные операторы». М., 
«Мир», 1967, 297—367 (РЖМат, 1968, 9Б466К) 

10. Nelson Е., Feinmann integrals and the Schrodinger equation. J. Math. 
Phys., 1964, 5, № 3, 3312—343 (РЖМат, 1965, ЗБ636) 

11 Trotter H. F., On the product of semi-groups of operators- Proc. Amer-
Math. Soc, 1959, 10, № 4, 545-551 ,(РЖМат, 1960, 13096) 



УДК 517.948:513.88 
к. ,„Л- «U тРенК0- Б- Ю- Стернин, В. Е. Шаталов, Геометрия ла гранжевых 
многообразий и канонический оператор Маслова в комплексном Фазовом 
никиТ)Р1976Вге; 8 :С3 0Л9МбибЬ1 2

П Р О б Л е М Ы " " « - « — » • «И™™ вау" H T T ' S ! 
Рассматривается ряд геометрических вопросов, связанных с комплексной 

теорией канонического оператора Маслова. Исследования такого сорта ravn-
пируются вокруг следующих тем: 1) условия квантования и проблема отыс­
кания асимптотики собственных значений; 2) универсальные характеристик.. 
теории комплексного канонического оператора; 3) комплексные гамильтоновы 
ноля и их траектории. 

УДК 517.948:513.388 
В. В. Кучеренко, Асимптотика решения задачи Коши для уравнений с 

комплексными характеристиками. «Современные проблемы математики» 
(Итоги науки и техмики) 1976 г., 8, 41—136, биб. 33 

Рассматриваются дифференциальные уравнения с малым параметром при 
производной. Разрабатывается метод построения формальных асимпотиче-
ских решений для случая комплексных характеристик. Для этого вводится 
новый класс миогообразий, являющихся естественным обобщением вещест­
венных лагранжевых миогообразий на комплексный случай. На этом классе 
многообразий строится теория канонического оператора Маслова. Асимптоти­
ческие решения выражаются через канонический оператор Маслова. 

УДК 517.948:513.88 
В, П. Маслов, И. А. Шишмарев, О Т-произведении гипоэллиптических 

операторов. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 
1976 г., 8, 137-197, биб. 11 

Получена асимптотика при t-*0 решения задачи Коши для гипоэллипти-
ческого уравнения. С ее помощью доказано существование Т-произведения 
для гипоэллнптических операторов и доказана теорема о снятии автономных 
скобок в Т-произведении. 

УДК 517.948:533 
В. П. Маслов, О распространении ударных волн в изоэнтропическом 

нсвязком газе. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и тех­
ники) 1976 г., 8, 199—271, биб. 4 

Рассматривается новый метод построения динамики движения фронта 
ударной волны, движущейся со скоростью близкой к скорости звука в не­
вязком изоэнтропическом газе. Алгоритм построения решения сводится к 
задаче последовательного решения систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, что дает значительный экономический эффект по сравнению с 
известным методом разностных схем при расчете на ЭВМ. 

УДК 517.948:533 
В. П. Маслов, В. А. Цупин, Распространение ударной волны в изоэнтро­

пическом газе с малой вязкостью. «Современные проблемы математики». 
(Итоги .науки я техники.) 1976 г., 8, 273—308, биб. 4 

Рассматривается новый метод построения структуры фронта и динамики 
движения ударной волны, распространяющейся в изоэнтропическом газе с 
малой вязкостью со скоростью, близкой к скорости звука. Предложенный 
алгоритм решения позволяет существенно увеличить точность и эффективность 
численного расчета па ЭВМ по сравнению с известными универсальными 
численными методами, основанными на использовании разностных схем. 


