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ВВЕДЕНИЕ 

В работе рассматриваются тензорные структуры, которые 
могут быть заданы в векторных расслоениях ПОСЛОЙНЫМИ по­
лями ковариантных или контравариантиых тензоров произволь­
ной валентности. Римановы структуры при этом, как правило, 
исключаются, так как во многих построениях предполагается, 
что валентность структурного тензора больше двух. Фиксирова­
ние в векторном расслоении структурного тензорного поля ука­
занного типа дает возможность при достаточно широких пред­
положениях о его строении ввести внутреннюю линейную связ­
ность, позволяющую развить геометрию этих структур и 
использовать полученные результаты при решении ряда задач 
дифференциальной геометрии и ее приложений. 

Многие общие построения могут быть проведены в произ­
вольных векторных расслоениях банахова типа или с некото­
рыми ограничениями. Им посвящено четыре первых парагра­
фа. В последних двух параграфах существенно используется 
конечномерность слоев. 

Статья посвящена обзору работ, развивающих теорию инва­
риантов указанных выше структур, рассмотрение же различных 
их приложений в эту работу не включено. Некоторые из при­
ложений данных структур в конечномерных касательных рас­
слоениях к инвариантному оснащению подмногообразий как 
общего, так и специального вида, в том числе с пониженными 
размерностями касательных пространств высших порядков, в 
теории сетей, в геометрических теориях дифференциальных 
уравнений с частными производными содержатся в работах 
[3], [13], [14], [16], [28], [38], [42]. 

4* 51 



Глава 1 
ПОСЛОЙНЫЕ ТЕНЗОРНЫЕ ПОЛЯ В ВЕКТОРНЫХ РАССЛОЕНИЯХ 

§ 1. Векторные расслоения над банаховыми многообразиями 
Пусть Е — банахово пространство над полем Р. Следуя 

[4], банаховым пространством будем называть линейное топо­
логическое пространство, топология которого может быть 
определена одной нормой, полное относительно этой нормы, 
т. е. полное нормируемое топологическое линейное пространст­
во, в котором нет фиксированного нормирования. В общем 
случае будем считать Р полем действительных чисел R или 
полем комплексных чисел С. 

Рассмотрим многообразие X класса С1', определенное Сг-ат-
ласом К [4], г<-{4, 5,. , . ,оо,щ}, если P = R, и г=ко, если Р = С. 
Карта на многообразии X есть упорядоченная тройка с = 
= (U,K, Е), где U — множество в X, % — частичное инъектив-
ное отображение из X в Е такое, что первая проекция его 
совпадает с множеством U, т. е. prw — U, а вторая проекция 
рг2к есть открытое множество в банаховом пространстве Е. Из­
вестно, что задание С'-атласа определяет на X единственную 
топологию, обладающую свойством: для любой карты с— 
— (U,x,E)£K множество U открыто и отображение %\ргх%-*-
-*-рг2х, есть гомеоморфизм. Дополнительным условием является 
требование хаусдорфовости ЭТОЙ ТОПОЛОГИИ. 

Структура векторного расслоения класса Сг на множестве 
М с сюръективным отображением р на базисное многообразие 
X определяется классом С "-эквивалентных векторных атласов, 
индуцируемым отношением С'-согласованности векторных карт 
на М. Каждая векторная карта c = (U,%tF) на М задается 

_ - 1 
•биекп.вихм отображением к множества p(U) на декартово 
произведение UX.F открытого множества U на базе X на ба-
taxcEO пространство F, причем выполняется условие 
р(х (х, v)) = x, x£U, v£F. Если задана векторная карта с, то 
для каждой точки x£U определяется биективное отображение 

' ^ из F на слой Мх = р(х) формулой сх(го)= к(х, v). Две 
векторные карты c = (U,x,F) и с'•----(£/', у,', F') на М назы­
ваются С'-согласованными, если существует С'-морфизм X из 
открытого подмногообразия Uf\U' в банахово пространство 
L (F; F') всех непрерывных линейных отображений из F в F' 
такой, что для любой точки x£U fl U' имеет место равенство 

~Фх*=сх'с%(х). Морфизм % называется функцией перехода Для 
векторных карт с и с'. Векторный C'-атлас К на М опреде­

ляется условиями: \}Uj=X и любые его две векторные карты 
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вляются С'-согласованными. Поэтому, в частности, имеем, что 
значения функций перехода К(х) будут тошшнейньши изэмэр-
физмами. Множество М с заданной на нем структурой вектор -
ного расслоения называют (тотальным) пространством векторного 
расслоения, а сюръективное отображение р— проекцией рас­
слоения. 

Если х—произвольная точка базы X, то на слое Mv-= 
- 1 

=- р (х) существует одна и только одна структура банахова 
пространства __ такая, что для всякой векторной карты 
'c = ((j, x, F)&K отображение cx:F-+Mx есть изоморфизм. За­
дание С'-атласов К и К определяет Сг-атлас К сверхкарт, 
определяющий на тотальном пространстве М структуру много­
образия класса Сг. Каждая сверхкарта c = (p((J), к, E X E ) 
строится по карте с = (U, x, E) на базе и векторной карте 
с == (U, к, E) расслоения с помощью отображения х: р (U) {to} 

- 1 _ 1 
{to}EXF со значениями K(a)==-(x(p(a)), c0(a)(a)), a£p{U). 
Проекция p:M{to}X является морфизмом многоэбразий. Когда 
слои Мх векторного расслоения (М, X, р) конечномерны и изо­
морфны векторному пространству F размерности я., сверхкарта 
c==(p(U), x, EXR") на М определяется заданием карты 
c = (U,%,E) на X, векторной карты c = (Lf, к, F) и базиса 
(са)> а, . . . , © = 1 , ...,п векторного пространства F следующим 
построением. Так как биекция к: р (U) {to} U X F определяет изо­
морфизм cx:F-+Mx, то векторы еа(х) = сх(еа) образуют базис 
в Мх. Поэтому, введя отображение Qex:Rn-+Mx формулой 
Qcj<(la) = laea(x) = i> (i")6Rn, мы можем положить х(£) = 

При обращении к римановой метрике в векторном расслоении 
слои его необходимо доли-сны допускать гильбертову структуру 
(см. [25], [27]). 

Пусть / / — гильбертово пространство над полем Р. А—много­
образие банахова типа, определенное атласом К. Рассмотри м 
атлас векторных карт c = {U,v., H) на множестве М с сюръек-
тивным отображением р его на X. Известно (см., например, 
[27]), что множество топлинейных изоморфизмов Lis (Е\ Е') 
открыто BL(E;E'). Две векторные карты с = (LT, %, Н) я 
с—(U', к', Н') на Ж называются С'-гильбертсогласованньши, 
если существует С-морфизм %:UП U' ->Lis(H\ H') такой, что 
для любой точки x^Up\U' значение функции перехода %(х) 
есть гильбертов изоморфизм Н на Н' и имеет место_ равенство 
сх=~сх'оЦх). Атлас К векторных карт с = ( U, к, Н) на М 
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называется гильбертовым С'-атласом, если он состоит из по­
парно С-гильбертсогласованных карт. Структурой векторного 
расслоения гильбертова типа (гильбертова векторного расслое-

н гя) класса Сг на множестве M с базисным многообразием X 
класса Сг называется класс СГ-гильбертэквивалентных вектор­
ных атласов на М. Если (М, X, р) — гильбертово векторное 
расслоение, то для каждой точки х£Х существует на слое 

- 1 

Мх= р(х) одна и только одна структура гильбертова простран­
ства такая, что для всякой векторной карты ~c = {U, х", H) 
отображение сх:Н-¥Мх есть гильбертов изоморфизм. 

Векторный. С^-атлас,' определяющий структуру касатель­
ного расслоения многообразия X, возникает естественным обра­
зом при задании СГ-атласа К на X. Пусть x —произвольная 
точка многообразия X. Рассмотрим множество упорядоченных 
пар (с,ю), где с = (U, х, E)-карта из К в окрестности точки 
х и-ц-вектор из Е. Касательным вектором к X в точке х 
называется класс ех { (с, v) > эквивалентных пар (с, и) по отно­
шению эквивалентности sx, определяемому следующим условием: 
если c' = (U', %'iE') — другая карта в окрестности точки х, то 

- 1 - 1 
((с, •»), (с'. •o'))&,x<*-D (х'° % )K(x)v = v', где D (к'о х ) н М - значе­
ние производной отображения х'ох в точке x(x). Каждая 
карта c = {U, х, Е), определенная в окрестности точки х, задает 
биективное отображение Qcx из Е в множество ТХ(Х) всех 
касательных векторов в точке х формулой дсх(ъ)—гх < (с, ю)) , 
которое определяет на ТХ(Х) структуру банахова пространства, 
не зависящую от выбора карты с. Банахово пространство 
ТХ(Х) называется касательным пространством к многообразию 
X в точке х. При переходе от карты c = (U,%,E) к карте 
c' — (U', я', Е') соответствующие отображения ®сх и o--x, где 

XQUC\U', связаны соотношением 
- 1 

ee'jrO-O(X /oX)-<(jr) = 0(,Jf. (1-1) 

Вектсрше карты c = (U, ><с, Е) на тотальном пространстве 
Т(Х) = ijTx(X) касательного расслоения (Т(X), Х,п), где 
зх —естественная проекция Т (X) на X, определяются соответ­
ствующими картами с —(U,x,E) из С'-атласа К на X зада-

—1 
нием отображения %c:zi(U)->UxE по формуле х- (т) = 

—1 —1 

•= (я(т), е---(т) ("О). te i t (U ) . 
Пусть X—чистое '[4] гильбертово многообразие с модель­

ным гильбертовым пространством Н. Тогда каждая карта с = 
— {U,K,H) на X определяет векторную карту c=(U,%c, H). 
Совокупность троек с= (U, хс, Н) составляют гильбертов век-. 
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торный С"_1-атлас касательного расслоения многообразия А". 
Применение функторов, определенных на категории бана­

ховых пространств, дает удобную формализацию процедуры по­
строения по заданным векторным расслоениям новых вектор­
ных расслоений. 

Рассмотрим для определенности функтор N класса С от 
трех аргументов, ковариантный по первому и контравариантный 
по двум другим, переводящий банаховы пространства в банаховы 
пространства. Если (M, X, pY), (Мь X, р2), (М3, X, р3) — три 
векторных расслоения класса С банахова типа с одной базой 
X, то на множестве N(Af-., М2, -M3) — U N Щ1х, М2х, МЪх), где 

через Мех' с = 1, 2, 3, обозначен слой над точкой х&Х соответ­
ствующего векторного расслоения, естественным образом вво­
дится структура векторного расслоения класса С". Векторный 
Сг-атлас К* этой структуры строится следующим Образом. 
Введем проекцию p*:N(M1, M2> M3)-+JC, _положив р*\а) = х для 
любого о@Х(М1х, М2х, Mix). Пусть Ki, К2, .^—векторные Сг-
атласы на М-, М2, Л13 соответственно и ~ce = (U,~%e, Fe)£Ke. 
Образуем тройку c* = (U, к*, N(Ei, F2, Fa))»- задав отображение 
%*~p*(U)->U XN(Ei, E2, E3) формулой х*(а) = (/?*(0), 

— 1 _ _ _ _ • 

N(Ci-*«j). С2Р*(а), сзР*{а)(в))- Нетрудно проверить, что с* является 
векторной картой на множестве N(MU M2, М3). Обозначим через 
К* совокупность векторных карт с*, соответствующих всевоз­
можным векторным картам ceQKe. Для отображения сх*:1$ (F ,,)-+• 
-+-N(M-*) имеем с / = N (c1JfI_c2jf, сгх)^сх* = ^(clx, с-*, с3х). Лю­
бые две векторные карты c* = (Cf, х*, N (-"-)) и 'c* = (Ur,'%*, 
N(E-')) из /С*, очевидно, Сг-согласованы, причем морфизм 
X*:/ynU '->L(N(E-);N(E/)) определяется формулой Ъ*(х) = 
-=-N(X1(x), %2'(х),Х3'(х)), где Xi(x), Х2(х), К3(х) — значения 
в точке хвМС) U' функций перехода исходных векторных рас­
слоений, а "к2 (х) и %3'(х) — обратные изоморфизмы для А,2(х) 
и Х3(х) соответственно. 

Пусть X и X'—-два многообразия класса Сг и У:Х->Х'— 
морфизм. Рассмотрим векторные расслоения (М, X, р) и 
'jjVi',X',p'). Отображение ii>:M{to}M' называется Ф-морфизмом 
векторных расслоений, если выполняется следующее условие. 
Для любой точки x06X существуют векторная карта с = 
— (С/, и, E) на М в окрестности точки xQ, векторная карта 
Р ==(£/', %', F') на М' в окрестности точки 4>(xo) И отображение 
p\U-+L(F\ F') класса С такие, что 4(U)czU и *4>---Я* = 
== с'ф joji (x) для любого .JCgU, где ч|) —• ограничение отображе-
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ния яр на Мх. "Известно [4], что всякий ф-морфизм тр векторных 
расслоений (M, .AT, p) и (M', X', p') является морфизмом много­
образий М и M', и для всякого .xgX он индуцирует непрерыв­
ное линейное отображение из Мх в М'у Морфизмом двух 
векторных расслоений с одной базой X называют всякий idx-
морфизм этих расслоений. Биективный морфизм гр называется 
изоморфизмом векторных расслоений (M, X, р) и (M', X, р'). 
В этом случае ip является диффеоморфизмом многообразий М 

—1 
и М', обратное отображение гр является морфизмом векторного 

™~ .„,.1 

расслоения М' в векторное расслоение М и (гр).-='•]>.- для 
всякого х£Х. 

Предположим, что векторные расслоения (M, X, р) и 
(M't X, р') имеют один типовой слой F и модельным простран­
ством базы X является банахово пространство Е. Тогда, если 
ip — изоморфизм векторных расслоений, то для соответствующих 
точек ZQM и 2'=^(2)6M' нетрудно подобрать так векторные 
карты c = (U,x,F) и c/ = (U,~;/,--r), чтобы имело место равен­
ство cx(z) = c'x(z'). Фиксируя на базе X карту c = (U,%,E)r 
получим сверхкарты в М и М', в которых соответствующие 
при изоморфизме г|> точки z и г' будут иметь одинаковые коор­
динаты. Векторные карты, а также сверхкарты изоморфных 
векторных расслоений, построенные указанным способом, будем 
называть общими. 

Действие функторов может быть продолжено до изомор­
физмов векторных расслоений. Рассмотрим для простоты конт-
равариантный функтор v класса Сг от одного переменного, пе­
реводящий банаховы пространства в банаховы пространства, и 
изоморфизм 1.|э векторных расслоений (M, X, p) и (М\ X, р'). 

Теорема. Существует один и только один такой изомор­
физм v(i.b) H3v(M') на v{M), что *v (~ф) ж=v C~4"tc) -

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если tyx — изоморфизм (топлинейный) из. 
Мхна М/, то v(\px) — изоморфизм из v(M/) на v(M,.). Определим 
отображение v(яр) из v(M') в v(M), положив ^(ipjj—v (грл). Ясно, 
что v(ip)— биективное отображение. Остается показать, что 
v (яр) —морфизм векторных расслоений. Пусть ХобХ — произволь­
ная точка на базе, тогда существуют в окрестности точки Хо 
векторные карты с ==(£/, и, E) на Ж и с 7 -=([ / ' ,к ' ,Р) на_ М' 
и отображение \i:U-+L{F\ F') класса C" такие, что ^х°сх = 
— c/"ii(x) для любото_хви- Векторные карты с и "с' определя­
ют векторное карты *c = (U, *x,v(F)) на v(M) и *cr=(U', *%',. 
y(F')) на v(M'). Покажем, что существует отображение *|л:£/-> 
->L(v(E'); v(jp)) класса С_такое,_ что v (^)хо'*сх'= *сх°*^{х). 
Действительно, имеем: v {^x°cx) = v(cx'o\i (x)), или v(cx)°v(tyx) = 
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= v(^(x))°v_(c/). С другой стороны, получаем v (cx)°v (tyx) = 
— *\i(x)°v(c/). Отсюда *|j,(x) — v(\i(x)). Таким образом, отобра­
жение *|д, определяется равенством *fj, — vo|i. 

Легко видеть, что если с и с—общие векторные карты для 
изоморфизма % то действие функторов также приводит к общим 
векторным картам *с и * с \ 

§ 2. Сечения векторных расслоений 
Сечением класса С- (С»-сечением) векторного расслоения; 

(Л4, X, p) класса С" (r>s) называется сечение А : Х-*М, являю­
щееся морфизмом многообразий класса Cs. Векторным полем 
класса С- на многообразии X класса Cr (r>s) называется Cs-
сечение Т:Х-*Т(Х) касательного расслоения ( r (X) , X, я ) . 

Легко показать, что произвольное сечение А : X{to}.M вектор­
ного расслоения (М, X, р) является С~-сечением тогда и только-
тогда, когда для любой векторной карты с= (U, x, F) отобра­
жение hA : U-{to}F, задаваемое формулой hA(x) — сх (Ах), где 
АХ=А (х), xGU, является морфизмом класса С3. 

Отображение hA:U-+F мы называем, следуя терминологии,. 
принятой в работах [25], [27], [37], главной частью сечения А 
векторного расслоения (M, X, р) в векторной карте c — (tl, к, F). 
Если ~с' — (О', я/, E')—-любая другая векторная карта и xeUfl U\ 
то, вычисляя значение h'A(x) главной части сечения А в вектор­
ной карте с', получим следующую формулу преобразования 
главных частей Стечения при замене векторных карт 

h'A(x) = k(x)(hA(x)), (1.2) 
где Х(х) —значение функции перехода. 

Важную роль в исчислении сечений играет следующая тео­
рема, описывающая сечение в картах векторного СГ-атласа, с 
помощью главных частей. _ _ 

Т е о р е м а . Пусть в каждой векторной карте c = ( D , x , E) 
векторного Сг-атласа К на М задан О-морфизм h : U{to}.F, при­
чем в _любых _ двух векторных картах с-(U , х, F), с' = 
=-(£/', %', F')&K, соответствующие морфизмы h и К' связаны на 
общей части и — Ь[\Ь' их определения формулой (1.2). Тогда 
существует и притом единственное сечение А : Х-+М класса Cs, 
главные части которого в векторных картах атласа К совпада­
ют с заданными морфизмами. 

Доказательство очевидно: С5-сечение A : X-^M _однозначно 
определяется заданием в каждой векторной карте c=(U, x, F) 
из К значений Ax=cx(h(x)). 

Пусть (N{Me), X, p*), с = 1, 2, 3, —векторное расслоение, 
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выведенное из расслоений (M-, X, ре) с помощью функтора N,_ 
тогда главная часть сечения A*:X->N(Me) в векторной карте с* 
есть морфизм Av-*:U-->N(E-), определяемый формулой hA*(x) = 

—1 _ _ 

--=N(.-U, с2х, с3х)(Ах*). При преобразовании векторных карт глав­
ная часть сечения А* преобразуется по формуле A^(x)--= 
=N(^(x), VW> h'(x))(!tA*(x)). 

Если взять вместо произвольного векторного расслоения 
касательное расслоение (Г (X), X, я), базой которого является 
многообразие X класса Сг, то легко видеть, что сечение 7:X--> 
{to} Т (X) будет векторным полем класса Cs на многообразии X 
тогда и только тогда, когда для любой карты c = (U, к, Е) 

- 1 
отображение t)T:U->E, задаваемое формулой r\T(x)=:=Qcx{Tx), 
Тх = Т(х), является морфизмом класса Cs. Отображение r\T:U-+E 
будем называть главной частью векторного поля Т в карте 
с — ((/,п,Е). В силу соотношений (1.1) и (1.2) получим следую­
щую формулу преобразования главных частей векторного поля Т 
при переходе от карты c = (U, и, E) к карте c' — (U', %', Е') 
на многообразии X: 

—1 
цг{х)=;В(н'он)к{х)(Чг(х)), (1.3) 

где xGUflU'. Теперь по аналогии с О-сечением произвольного 
векторного расслоения может быть доказана теорема об опре­
делении векторного поля класса Cs на многообразии X задани­
ем морфизмов г\т: U{to}E в некотором Сг-атласе К на X, преоб­
разующихся по формуле (1.3). 

Обозначим через HSM{X) модуль всех сечений класса С-
векторного расслоения (М, X, р) класса Сг над кольцом F (X) 
морфических функций многообразия X, а чьрез $S(X) — F (X)-
модуль векторных полей класса С" на многообразии X класса С . 
будем считать, что £М(Х) = $ГМ{Х) и 3£(X) — Xr^(X). Если 
A Q%SM(X) — произвольное С--сечение и с-—сверхкарта, опреде­
ляемая векторной картой c = (U, к, F) и картой c = (U, и, E), 
a hA:Lr->E —главная часть сечения А в векторной карте с, 

—1 
то отображение класса С-А — Ал3--. из x(U) в F будем назы­
вать представлением главной части /гА сечения А в карте с. 
Обозначая через Асх значение отображения Ас в точке %(х), 
где x6U, получим АСХ — НА (x). Производная DAe является 
отображением класса С-*-1 из w,(U) в L{E; F). Значение его 
в точке к(х) будем обозначать DACX. Аналогично, если 
TGXS(X)— произвольное векторное поле класса Cs, c — (U, 
и, E)—карта на X, T\T:U{to}E — главная часть векторного поля Т 

- 1 
в карте с, то отображение Тс = г)7.о,< из K(U) в Е класса С" 
будем называть представлением главной части г\т векторного 
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поля Т в карте с. Вычисляя значение представления Тс в точ­
ке K(x), получим Тсх — 1)г(х). Производная DTC есть отображе­
ние класса С*-1 из к (U) в L (Е; Е), ее значение в точке к (х) 
будем обозначать DTCX. 

Пусть <P:X{to}F — морфизм многообразий класса Сг, х— произ­
вольная точка многообразия X, с — (U, -x, E)—карта на X 
в окрестности точки х, d=(V, %, F)~карта на Y в окрест-

-г ности точки Ф (x) и 4(U)cV, тогда отображение Ф-=%оф-..к 
из к(£/) в %(V) принадлежит классу Сг и его производная 
в точке %(х) DQ>(K(X)) является непрерывным линейным ото­
бражением из E в F. Непрерывное линейное отображение 
<fx==§d4>(x)°D®{%(x))°Qcx из ТХ(Х) в T(f(x)(Y), как известно [4], 
не зависит от выбора карт с и d и называется касательным ли­
нейным отображением к «ф в точке x6X. Рассмотрим теперь век­
торное поле Т на многообразии X и морфическую функцию 
f : Х-^Р. Тогда Tf есть функция на X со значениями в Р, зада­
ваемая равенством (Tf) (х) = fx

T(Tx). Таким образом, опреде­
ляется действие векторных полей на морфические функции. 
Если Т — векторное поле класса С3 на X и f — морфическая 
функция, то Tf есть функция класса С- и ее значения в коорди­
натной окрестности любой карты с— (U, %, Е) определяются 
равенством (Tf) (x) =Dfc(%(x)) (ii.r(x)){cdot} 

Скобка Ли векторных полей 71-, 3"263£(-АГ) многообразия X 
класса Сг может быть определена следующим построением. 
В каждой карте C = (U,K,E) О-атласа К на X зададим мор­
физм Ч[ти тг\ '• U-*E класса С"2 формулой т)[7.1( Г . (х) = 
=DT2cx(Tlcx)—DTlcx(T2CX). Нетрудно показать [19], что если 
ЩтиП] и \ТиТ -— Два таких морфизма, определенных в картах 
c = (U,n, E) и с' = (U',%', E') соответственно, то на общей 
части U[)U' областей задания эти морфизмы связаны формулой 
(1.3). Таким образом, существует и притом единственное век­
торное поле [Г., ~2] класса Сг~2, называемое коммутатором или 
скобкой Ли векторных полей Г. и Гг, значение которого в точке 
х£Х определяется по формуле [Ти Т^х — бсхфГгсх (-".-*•) — 
—DTlcx(Tzc.x)) • Ясно, что скобка Ли Р-линейиа по каждому ар­
гументу, антикоммутативиа и удовлетворяет тождеству Якоби. 

§ 3. Послойные и связующие тензорные поля 
векторных расслоений и условия их локализации 

Начало систематического изложения теории послойных и 
связующих тензорных полей в расслоениях было дано в рабо-
.тах [6], i[7.], i[29] в связи с развитием общей теории геометри­
ческих объектов и различных ее приложений в дифференциаль-
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ной геометрии, механике, вариационном исчислении. Обобще­
ние понятий послойных и связующих тензорных полей на 
случай векторных расслоений банахова типа и развитие аппа­
рата ковариантного дифференцирования их для построения 
системы дифференциальных комитантов структурных тензор­
ных полей рассматривалось в [20] — [22]. 

Определение тензорного поля как сечения некоторого век­
торного расслоения соответствует первоначальному представ­
лению о тензорном поле как о гладком соответствии, соотносящем 
каждой точке базисного многообразия тензор соответст-
вущего вида, и позволяет активно использовать в исчисле­
нии тензорных полей теорию сечений векторных расслоений.. 
Вместе с тем, при действиях с тензорными полями часто удоб­
но представлять их как отображения, действующие на модуле 
сечений и полилинейные над кольцом морфических функций на 
базе. Известное свойство локализации тензорного поля [9], за-
данного как отображения, действующего на модуле гладких 
векторных полей дифференцируемого многообразия и полили­
нейного над кольцом дифференцируемых функций, дает возмож­
ность перейти к заданию этого объекта в виде сечения расслое­
ния тензоров соответствующего типа. Это свойство локализации 
нетрудно распространить [23] на послойные тензорные поля 
векторных расслоений с конечномерными слоями, базой кото­
рых служит произвольное банахово многообразие, допускаю--
щее разбиение единицы. Однако переход от одной формы зада­
ния к другой бывает необходимым и при изучении пространств 
более общего вида. Поэтому естественно возникает задача о 
нахождении условий, позволяющих совершать этот переход 
для более широкого класса пространств. 

а) Тензорные поля типа (0, q) и (1, q). Пусть Lq— контра-
вариантный функтор «непрерывные ^-линейные формы», опре­
деляемый следующими условиями. Если Е, Е' — произвольные 
банаховы пространства, то Lq(E)—Lq(E; Р), где Lq(E; P) — 
банахово пространство непрерывных ^-линейных форм на E, и 
если h£L(E; E')—произвольное линейное непрерывное отобра­
жение из Е в Е', то линейное непрерывное отображение Lq(h) 
из Lq{E') в Lq(E) задается формулой 

Lq(h) (г)) (vu ... ,vq) ^yjihvu • • • • И ) - ч—-<7(£/). vu...,vqGE. 
Сг-сечение 

a:X^Lq{M) (1.4) 

векторного расслоения (Lg (М), X, р*) непрерывных д-линейных 
форм, выведенного из векторного расслоения (М, X, р) класса 
Сг действием функтора L-, называется (послойным) ковариант-
ным тензорным полем валентности q в векторном расслоении 
(М,Х, р). Если К* — С'-атлас векторных карт с* = (U, и*, 
Lq{E)), соответствующих векторным картам c — {U,v,,F) из. 
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некоторого С'-атласа К на М, то в этом атласе сечение а одно­
значно определяется своими главными частями ha:U-yLq(F), 
связанными на общей части определения двух векторных карт 
соотношением ha' {x)=>Lq(%' {x)){ha(x)). СГ-сечение а определяет 
отображение 

a:X.XM(X){to}F(X) (1.5) 

.7-й декартовой степени модуля $М(Х) С'-сечений векторного 
расслоения (M, X, р) в кольцо F (X) морфических функций на X 
со значениями 

a(As)(x)=--ax(Asx), s - Г . . . , ? , (1.6) 

где As—произвольные С-сечения. Легко видеть, что отображе­
ние а, определяемое формулой (1.6), полилинейно над кольцом 
V(X) морфических функций на базе X, определено на сечениях, 
заданных на любом открытом подмножестве базы, и значение 
его в точке х зависит только от значений сечений Aa в этой точ­
ке. Переходя к главным частям в равенстве (1.6), получим эк­
вивалентное соотношение в локальных картах a(A.)(x) = 
= acX(Ascx). Обратно, пусть дано отображение (1.5) такое, что 
для любой сверхкарты с*, определяемой картой с =-(£/, х. Я) на 
X и векторной картой с*= (U, у,*, Lg{F)), задай морфизм 
ha : U-yLq{F) такой, что для любой точки xGU выполняется ра­
венство a (As) (х)---Ла(д:) (Ascx) для любых Ascx из F. Тогда од­
нозначно определяется Сг-сечение (1.4), главные части кото­
рого совпадают с заданными морфизмами. Проверка того, что 
морфизмы ha преобразуются как главные части сечений, не 
представляет труда. Сформулированное таким образом условие 
перехода от (1.5) к (1.6) для векторных расслоений общего 
вида во многих случаях оказывается нужным при действиях с 
тензорными полями, 

Для определения послойных тензорных полей типа (1, д) 
вводится в рассмотрение функтор L,-1 от двух аргументов, 
задаваемый следующими соотношениями. ЕслиЯ, E—произволь­
ные банаховы пространства, a h — (hvh2)G.L(E\E')xL{E'; E) — 
пара линейных непрерывных отображений, то Lq (Е, E)=Lq(E;E) 
и V (й-, u2)(T]) (-V. . . . , t)?')==hi-'n (А2~/. • • • • h2vq'), T.6-V (Е, E), 

••o/, .. . ,-V6E'. СГ-сечение Q:X-*Lq
l (М, М) векторного рас­

слоения (ZV (M, M), X, р*) называется (послойным) тензорным 
полем типа (1, д) в векторном расслоении (М,Х,р). В картах 
атласа К* сечение Q определяется заданием Сг-морфизмов 

hQ:U-^Lq
1(F, F) по формуле hQ(x) = Lg

1 (сх, ^X)(QX), связанных 
на общей части определения двух векторных карт из СУ-атласа 
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К* соотношением к'о(х)=*1ч
г(\(х), K'(x))(hQ (х)). Задание еече-

ния Q определяет отображение Q: X3E.M(X){to}#M(X), F(X> 
i 

линейное по каждому аргументу, формулой Q(As)eJe = Qex(Asex}, 
q 

Обратно, если задано отображение Q:X%M(X)-+3iM(X) такое, 
что для любой сверхкарты с, определяемой картой c — (U,x,,E) 
и векторной картой "C — (CJ,"K, E), задан морфизм h.Q-.U-+ 
->L?

J (E, F) такой, что для любой точки xdtf выполняется 
равенство Q{As)cx = hQ{x)(Ascx) для всех ASCXQF, то однозначно 
определяется С-сечение Q:X-*-Lq

l (М, М), главные части кото­
рого совпадают с заданными морфизмами. 

6) Связующие тензорные поля. Пусть (М0, X, р0), (МХ,Х, рх), 
(M2, X, р2)~три векторных расслоения класса С" с ОДНОЙ 
базой X и l\qi,qi)—функтор класса Сг от трех аргументов, 
определяемый следующими условиями. Если E0> Ei, Ea> Eo'> Ei', 
F2' — произвольные банаховы пространства, a h = (h0, hb /z2)G 
6L (E0; Eo') X L (Ei/; E1) XI (E/; E2) — упорядоченная тройка не­
прерывных линейных отображений, то полагаем ---(̂ .̂ (̂-"'о- -^I- -^2)= 
-= L (E1, •. •, Ex, E2, • • •, E2, Eo), a значение L\quqi)(h0, hv h2)e 

•7: р а з <7J р а з 

eL(Lk,.72)(Fo,Fi,E2);Lw,,*2)(Eo/,E1
/
)E2/)) задаем следующей 

формулой 

Z-ULQ,) (Ao, К h) (ч) (".Л . . . , v'9t, Щ', . . . , w'J^= 

= Ao^(^ifi '> . . . , h i ^ t , Ля—'1'» • • • . h 2 ^ 2 ) . 

где i-eLk,.,,) (E0> Ei, E2), -л'. •. . . ^ . e E / , да/,.. .,™;2eE2'- Gr-ce-
чение W:X{to}L(-,,-8) (M0, Mv M2) расслоения (L\QuQt) (M0, MX,M2), 
X, p*) называется связующим тензорным полем типа (1;-71,.?'2) 
исходных векторных расслоений (Ме, X, ре), е = 0, Г 2. Главная 
часть его в векторной карте с* = {U, к*, LI--,..-,, (Eo, E1, E2)) есть 
морфизм hw:U^-L\Quqs)(F0, E1, E2), который при преобразовании 
векторных карт преобразуется по формуле h& (x) = L\q„q,)(%o(x)r 
V (•*-), W (*))(h\v(x))- Сечение W определяет отображение 

w:x3eM1(X)x3eM2(X){to}3eM0(X), (L7) 
1 1 

где .3f,Mi(X), 3eM2(X), ЭШ0(-АГ)—.модули С'-сечений соответст­
вующих векторных расслоений, с помощью соотношения W(AS, 
Bt)ax=wcx(Ascx,Blcx), $==1,. ..,<?., t=\,...,q2, A,emi(X), 
Bl£'3LM2(X). Построенное отображение W полилинейно над коль-
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цом F(X) морфических функций на X. Обратно, если дана 
отображение (1.7) такое, что для любой сверхкарты, определяе-
мой картой с —(U, к, Е) на X и векторной картой ~с*== 
==•(£/, и*, L\„iiqt) (E0, Ei» E2))> задан морфизм hw;U-*L\9l,gt) (F0r 
FVF2) такой, что для любой точки xg-U выполняется равенство 
W(As,Bi)cx = hw(x)(Asex,BtcX) для всех AtafiFl и Btcx£F2, то 
однозначно определяется С-сечение W:X-^L\9l>q,)(MQ, M1, M2)> 
главные части которого совпадают с заданными морфизмами. 

Аналогично могут быть определены связующие тензорные 
поля типа (1; i j i , . . . , qm). 

Как было уже отмечено, сформулированные условия пере­
хода от одного способа задания тензорного поля в общем век­
торном расслоении к другому автоматически выполняются для 
некоторого класса векторных расслоений, если это отображение 
полилинейно над F(X). 

Рассмотрим векторное расслоение (M, X, р) с базой X., 
являющейся банаховым многообразием класса Сг, допускающим 
разбиение единицы (P = R и г----=ш), и типовым слоем E размер-

—1 

ности п. Пусть сверхкарта с — (p(U), х, E XR") на M опре­
деляется картой c = (U, x,E) па X, векторной картой c — (U, 
х, E) и базисом (еа) пространства E. Тогда для значения глав­
ной части Сг-сечения А-.Х-+М в сверхкарте ~с получим разло­
жение hA(x) — Axea, где .А?—функции класса С. Это разло­
жение индуцирует отображение Q%X:MX-+R по формуле 
Q%(AX) = AX. Очевидно, что произвольное сечение А:Х~>М 
является морфизмом класса С" тогда и только тогда, когда для 
любой сверхкарты с функции -4?----б«(-4Л) принадлежат клас­
су С*. Построим п сечений Еа расслоения M над U, опреде­
ляемых равенствами Еах = сх(еа) = еа(х). Ясно, что эти сечения 
класса Сг линейно независимы и что каждое сечение над U ли­
нейно выражается через них. 

Теорема. Пусть (M, X, р) — векторное расслоение с ба-
-зой X, являющейся банаховым многообразием класса Сг, допус­
кающим разбиение единицы, и типовым слоем E размерности п. 
(Mo, X, ро) — произвольное векторное расслоение банахова типа 
с той же базой. 1:ЖМ(Х)-+ЖЛ10(Х) — F(^-линейное отображе­
ние, Л, Л—сечения класса Сг векторного расслоения (М,Х,р), 
л:—произвольная точка базы. Тогда, если АХ = АХ, то 
L(A)(x)=L(A)(x). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сверхкарту с соответству­
ющую карте c = (U, x, E) на X, векторной карте с— (-I/, x, E и 
базису («а). Так как многообразие X по условию допускает разбие­
ние единицы, то может быть построена функция /eF(X) такая, 
что / ( x ) = l и supp /cU . Зададим сечения Ах,..., Ап££М(X) 
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формулой Aay*=f(y)ea(y) для yeU и Аа —.0 в остальных точ­
ках. Нетрудно проверить, что построенные сечения А я принад­
лежат ^слассу С . Выберем теперь Л, А&М(Х) так, чтобы 
Ах—Ах, и построим СУ-сечения /А и /А. Их можно предста­
вить в виде /Л--=фа-4а и /А=$аАа. Действительно, пусть 
уеи, тогда имеем ( / А ) у - / ( у ) А , - / (у) Аа

уеа{у) = A%f(t/)X 
Х^а(у)='-АЧЦАау. Аналогичный результат получаем и для /А. 
Теперь можно построить цепочку импликаций Ах — Ах=$,(/А)'х — 
= (/%)*=+.($*Аа)х=$*Ал)^* (х) еа (х) = ^а (x) еа(*)--и><>)== 
=-ij)a(x). Вычисляя значение L(A)(x), получим L(A)(.x)-= 
= / (x) L (A) (x) = (JL (A)) (x) =L(/A){x) =L (Г-Аос) (*) =- • № ) X 
XL(Aa)(.x). Аналогично, L(A)(x) = \f (x) L (Aa) (x). Отсюда 
следует, что L(A)(x) = L (A)(x). 

С л е д с т в и е . Если отображение L\ XШ(X){to}ЭШ0(X) 
полилинейно над F(X); As, AS6.£M(X"), s = 1,.^., .7; хвХ — про­
извольная точка и ASX = ASX, то L(As)(x) = L(AJ)(x). 

Доказательство по индукции. 
Рассмотрим теперь связующее тензорное поле W (для опре­

деленности типа (1, q)) векторных расслоений (М0, X, р0) и 
(M,X,p), заданное как С-сечение расслоения (Lq

[(MQtM), Х,р*). 
ч 

Сечение W индуцирует отображение W: X Э.Ш (X) {to} ЖМ0 (X), 
определяемое в любой сверхкарте формулой W(AS)CX — 
= WCX(ASCX), Ase£M(X). Разлагая Ascx по базису (еа) сверх­
карты с*, получим W(As)cx=WEX(A?l,eat,...,A^xea(/)^ 
- W W . . a А?£Х...А**Х, где ^ - „ „ в -Г м ( .5 в 1 , . . . , е^) .Пусть 

•7 

теперь дано произвольное отображение W: ХЖМ(Х)-+ЖМ0(Х), 
полилинейное над кольцом F(X). Построим для каждой точки 
Х&Х <?-линейное отображение Wx: M/-+MQX ИЗ q-й декартовой 
степени слоя^АГ.. в слой М0х следующим образом.- Пусть vu... 
...,*.-6/Wx, с—сверхкарта в окрестности точки х и /6F(X) — 
функция, для которой f(x) = \ и suppfcU- Зададим сечения 
AV...,A^M(X) формулой Asy=f(y)v?ea(y), V?ea(y)=vs 
для уеС/ и A , s =0 в остальных точках. Ясно, что построенные 
сечения принадлежат классу С". В точке х имеем Asx = 
=f(x)v^ea(x)='vs. Теперь полагаем Wx(vs) = W(As)(x). Это 
определение корректно, ибо в силу предыдущей теоремы полу­
чим W{As)(x) = W(As)(x), если ASX=ASX. Легко видеть, что 
построенное таким образом сечение расслоения (L-1 (Ж0. М)> X. 
p*) принадлежит классу С". 
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Глава 2 
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ И ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТЫ 

ТЕНЗОРНЫХ СТРУКТУР 

§ 4. Связность в векторном расслоении банахова типа. 
Ковариантное дифференцирование тензорных полей 

Пусть (M, X, p)—векторное расслоение класса С" и с — 
сверхкарта на М, определяемая картой с — (U, к, Е) на базе и 
векторной картой c = (U, к, F) на М. Рассмотрим морфием Г 
класса Сг_1 из открытого подмногообразия U в банахово про­
странство L(E, F; F) непрерывных билинейных отображений из 

- 1 
E X E в E. Обозначим через Г — Гои отображение из «(£/) в 
L(E, F; F); его значение в точке %(х), обозначаемое Тсх, 
является непрерывным билинейным отображением из Е X F в F. 

Определение . Связностью (линейной связностью) в век­
торном расслоении (M, X, р) называется отображение V..X(X) X 
Х$М(Х)-+ЖГ^М(Х), записываемое в виде V (Т> A) = ЧтА, 
Т£%(Х), Af<lM(X), такое, что для любой сверхкарты с, опре­
деляемой картой c = ((J, х, E) и векторной картой c = (U, к, F), 
существует морфизм T:U{to}L(E, F; F) класса Cr_1 такой, что 
для любой точки Л.6..У выполняется равенство 

(VTA)CX = DACX(TBX)-\~TCX(TCX, Авх). (2.1) 
Представление связности с помощью отображения из ТМ в 

М имеется в [25]. Если векторное расслоение является каса­
тельным, то говорят о линейной связности на X. 

Нетрудно показать [37], [19], что отображение V F(.^-ли­
нейно по первому аргументу, Р-линейно по второму аргументу 
и для любых /6F(X), Т£Ж(Х), АеШ(Х) справедливо равен­
ство Vr( /A) = ( ' F / ) A + / V r A . 

Величины Г„ называются коэффициентами линейной связно­
сти или символами Кристоффеля. При переходе от сверхкарты с 
к сверхкарте с' получаем [37], [19] следующий закон преобра­
зования коэффициентов связности 

Гс'х {Тс'х, Аа-Х) = к (х) (Гсх {D (№%'lX)Tc'x, 
.V (х) (Ae.x)))-DK-x (Te.x) (V (x) {Ac.x)). (2.2) 

Обычным образом может быть доказана следующая теорема 
об определении линейной связности в векторном расслоении 
(M, X, р) заданием в некотором О-атласе К сверхкарт вели­
чин Тсх, удовлетворяющих условию (2.2). 

Теорема. Пусть в каждой сверхкарте с С-атласа К на М, 
определяемой картой с = (С/, х, E) и векторной картой 
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c = (U, к, F), задан Сг_1-морфизм V:U->L(E, F; F), причем 
в любых двух сверхкартах с, с'вК соответствующие морфизмы 
Г и Г ' связаны на общей части их определения формулой (2.2). 
Тогда существует и притом единственная линейная связность 
V в векторном расслоении (M, X, р), коэффициенты связности 
Тсх которой в сверхкартах атласа К совпадают со значениями 
представлений заданных морфизмов. 

Легко видеть, что значение отображения V в каждой сверх-
карте с%К в точке х определяется формулой (Vr-Ab— 
= cx{DAcx{Tex) + Ycx(Tcx, Acx)). 

Если слои векторного расслоения (М, X, р) конечномерны и 
изоморфны векторному пространству F размерности я, то, фик­
сируя базис (еа) в F, значение главной части сечения А в век­
торной карте с •= (U, к, E) можно представить в' виде 
Асх=-А*хеа. Тогда получим ТСХ(ТСХ, Асх) = А«хЦха{Гсх)е$, где 
ГР^—линейные непрерывные отображения из Е в Р. Разлагая 
значение главной части (VTA)CX, а также значение производной 
DACX (Тсх) по базису (еа). условие (2.1) можно представить 
в виде 

(VTA)-X^DA-X(TCX) + T^(TCX)AI. (2.3) 

Если, кроме того, базой векторного расслоения (M, X, р) 
является /re-мерное многообразие класса С , то выбирая карту 
с-—(U, к, Р т ) в окрестности точки х с локальными координата­
ми х', i, j , k, . . . —= 1, ...,m, представим ограничение вектор­
ного поля Т на U в виде Т\ц — TJ-—,, где —— естественный 

дх1 дх1 

базис модуля векторных полей на U. Значение Тсх главной 
части векторного поля Т в карте с можно записать в виде 
TcX = Tl

cxBi, где (е-) — естественный базис пространства Р т . 
Поэтому получим (VrA)«-=:rLv*A«, £>Л«(Т-ж)==Т^И?ж. 
Гс°,р(Т-,)-Т^Г^р , где V I A - ^ / V J . ^ * , r?,<3-=r<V8<)-

\ дх1 ]сх 
Учитывая результаты этих вычислений, равенство (2.3) может 
быть записано теперь в виде 

S/iAcxJ cx — dtAcxTсхЛ"-•схщТсхАсх-
Пусть в векторном расслоении (M, X, р) заданы две связ­

ности, определяемые морфизмами Г и Т, тогда их разность 
AQ — Г — T:U-yL(E, F; F) есть также морфизм. Вычисляя зна­
чение AQ(x) — ГС':с — Гс'-д: при переходе от сверхкарты с к сверх-
карте с', в силу (2.2) получим h'Q (x)=L(i,i) (Mx), D (к°х')к'(х)> 
%f (x)) (h.Q (x)), т. е. морфизм hQ при преобразовании сверхкарт 
преобразуется как главная часть сечения векторного расслоения 
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(L(i,D(M, T(X), M), К, р*) и, следовательно, определяет свя­
зующее тензорное поле Q типа (1; 1,1) векторных расслоений 
(М, X, р), {Т (X), X, я), (M, X, - ) . Это тензорное поле назы­
вают полем тензора аффинной деформации линейной связности. 

Поле тензора кривизны R связности V векторного расслое­
ния (М, X, р) класса Сг является связующим тензорным полем 
класса С'"2 типа (1; 2,1) векторных расслоений (М, X, р), 
(Т (X), X, я), (M, X, р) и определяется с ПОМОЩЬЮ отображения 
R:%{X)X${X)XXM(X)-+%r_2M(X), записываемого в виде 
R(TVT2)A, 7"!, 7"263Е(А"), АвЖ(Х), формулой 

/ ? ( r 1 , r 2 ) A = Vr IVr8A — Vr 1 Vr,A-V| r t , r > i -A. (2.4) 
Из СВОЙСТЕ отображения V и скобки Ли векторных полей 

непосредственно следует, что отображение (2.4) F(X)^wHeflHO 
no каждому аргументу. Покажем, что оно определяет С~2-се-
чение R:X-+L\2,i)(M,T(X), М), т. е. для любой сверхкарты 
c = (p(U),%, E X E ) формула (2.4) индуцирует морфизм hR:U-*-
->L}2,i)(E> E- F) такой, что для любой точки x&U выполняется 
равенство {R{Tx,T2)A)cx = hR(x)(Tlcx,T2cx, Acx). В самом деле, 
вычисление главной части сечения /?(Г1, Т2)А дает 

(/?(Т1,Г2)А)„ = ГМ 

(Т 1с"> Гс* (-2сл-> Асх)) 
-с*(Т2сх• Гм.(Т\сх-> Acx))-\-DTcx(Ticx)(T2cx, Асх) — 

-DTcx(T2cx)(T2cx,Acx). (2.5) 
Обозначая теперь правую часть равенства (2.5) через Rcx, 

определим отображение hR:U-+L\%\) (F, Е, F)=L (Е, Е, F\ F) 
формулой hR{x) — Rcx. 

Связность V в векторном расслоении (М, X, р) называют 
СВЯЗНОСТЬЮ нулевой кривизны, если поле тензора кривизны ее 
равно нулю. Обращение в нуль тензора кривизны связности V 
является необходимым и достаточным условием существования 
в векторном расслоении (М, X, р) О-атласа сверхкарт, в кото­
рых коэффициенты ТеХ этой связности обращаются в нуль. Дей­
ствительно, приравнивая нулю правую часть равенства (2.2), 
мы получим дифференциальное уравнение относительно %с- По 
теореме Фробениуса [24] в силу (2.5) полученное уравнение 
будет вполне интегрируемо тогда и только тогда, когда поле 
тензора кривизны R равно нулю. 

Если V есть линейная связность на многообразии X класса 
С", то условие (2.1) в карте с=(<У, х, £) в этом случае имеет 
вид 

(4rtT2)cX=DT2cx {Tlcx) + ГСх {Т1сх, Т2сх), 

где Г., Т2 —произвольные векторные поля на X, а Г-*-значе­
ние .в точке %{х) морфизма Г- из х(С) в L(E, Я; E) с законом 
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преобразования 
- i - i 

Гс'-» {Tic'x, Tic '.») = L> (х'<ж)щх) (TcX (D (к°к%'(х)Ти>х, 
- i - i _ i 

D(^Kr)X'{x)T2e'x))—D2(K,oM)M{x)(D{KoK')it'WTic'x)X 
—1 

X(L)(«-«/)K'(.-)-r2.-'Jf)-
Тензор кручения линейной связности V есть С'"2-сечение 

S:X-+L2
l(T {X), Т (X)), которое задается с помощью отобра­

жения S:3g(X)X3£(X)->3£r_2(X) со значениями S{T^T2) = 
= У7-,Т2 — V7yT1— 1Тц Тг]. ВЫЧИСЛЯЯ главную часть сечения 
S(7\, Т2), получим 5 (Г,, Т2)СХ = ТСХ(ТШ, Т2сх)-Тсх(Т2сх, Т1сХ). 
Если S — 0, то связность V называют симметричной. 

ДЛЯ построения аппарата ковариантного дифференцирова­
ния послойных и связующих тензорных полей векторных рас­
слоений удобным является представление тензорного поля как 
отображения, действующего на модуле сечений векторного рас­
слоения и полилинейного над кольцом морфических функций на 
базе. 

Рассмотрим три векторных расслоения (M0, X» А>)> (Mi> X- Р\)> 
О 1 2 

(M2> X, р2) класса С' со связностями V, V, V соответственно 
и связующее тензорное поле W типа (I; qv q2), где 1=0, 1, 
причем при 1 = \ оно является связующим тензорным полем 
указанных трех векторных расслоений, а при I = 0 —последних 

0;12 
двух. Определим ковариантную производную Х/TW ПОЛЯ W ПО 

О 1 2 

векторному ПОЛЮ Т относительно связностей V! V, V как 
отображение из X KMi (X) X X Ш2 (X) в %!Г~\М0{Х), ГДе 

1 1 
t~iM0(X)^Fr.l(X) и дс,1г-гМ0(Х) = Ж^1М0(Х), следующей 
формулой 

( v V ) (As, £()-VTW(AS, В,)-
171 I 1 \ 

- 2 W[AU ..., Ap-ь VrAp, Ap+ь . . . . A9lt Bt) -
p- i 

- - 2 ^ -A» -51, . . . , Дт_ь Vr-5tf, -9-r+i. . . . , £ J , (2.6) 
( 7 = 1 

0 

причем считаем, что V r / = Т / для / e F ( X ) . 
Пусть Г —переменное векторное поле, тогда возникает отоб-

PJ12 <7i Чг , 

ражение V W: Ж (X) X X ЭШ1 (X) Х Х ЖЛГа (X) {to} .£.-_1M0 (X), 
(ОПй \ /0Я2 \ 

определяемое равенством \ V ^ j (Т. As, Bt) = {s/rW)(As, Bt), 
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. . • 0;12 
Теорема. Ковариантная производная ^/TW тензорного 

поля W класса С" типа (l\ gv q2) при фиксированном векторном 
поле Т является связующим тензорным полем того же типа 
класса С1"1, при переменном же векторном поле Т ковариантная 
производная V W является связующим тензорным полем класса 
Сг~1 типа (I; 1, qx, q2) векторных расслоений (М0, X, р0), 
(Т (X), X, я), (Mj, X, pi), (М2, X, р2), если 1=1, и последних 
трех расслоений, если /-—0. 

Доказательство .Пусть I = 1 и с*—-сверхкарта,определяе­
мая картой c = ((J,x, E)JL векторными картами c0 = (U, x0, F0), 
CI = (U,K1,F1), c2 = (U, к2, Fz) на M0> M1. M2 соответственно-
Тогда тензорному полю W соответствует морфизм Л^ :•£/->-
-*-1\яия,) (Fo, Л . F2) такой, что W(As,Bt)cX = hw(x)(Ascx, В1сху 
для всех xQLT. Построим соответствующий С'-1-морфизм для 

0;i2 ' 0;l2 
отображения s?TW. Вычисляя значение ( Vz-W) (As, Bt)ox, полу­
чим следующую формулу 

(VrW)(As,Bt)cX = 

~DWCX(TCX)(ASCX, Bt0X)+Ycx(Tcx, Wcx (Ascx, Вш))~ 

— 2ii ™СХ(А10Х, . . . , -4p_iCJ-, YCX(Tcx, APcx)> 

it 
.P4-1.-JT, . . . i AgiCX, Bicx) — ^ wcx (Ascx, Bil!X, . . . , £>a- l 

p-=l 

~\CXl 

c—1 
2 

*cxV cx' "acxft В<з+\сх , • • • i "/цех)- ("•') 
0;i2 

Обозначим через ( VTW)CX ((ft + ^-линейное непрерывное 
отображение из Ef'XE-f" в E0, определяемое соотношением 
(2.7) при фиксированных xgU и TCXQE, и зададим отображение 
класса С1"1 из x(U) в банахово пространство L(FV ...,F)_, 

•у, раз 
0;l2 0;l2 

E2, . . . , F2; FQ), положив ( УтЩа (и И ) = ( ЧтЩех- Т о г д а о т ° -
•7а р а з 

бражение Лол 2 '.U-+L (Fx, ..., F2; FQ) со значениями h0;i2 (.*) = 
0;12 

— (VrW)-x будет морфизмом класса Cr_1, для которого сира-
ведливо соотношение A0;i2 (x)(AscX, BUX) = (\7TW)(ASI Bt)cK. 

o;i2 
Следовательно, однозначно определяется С •""•--сечение V r W : X - > -



-•^(-l..-.) (ĵ oi Mi, M2), главные части которого совпадают с мор-
физмами hou2 • Если Г—переменное векторное поле, то получим 

отображение °vW:%(X)X ХЖМ1(Х)Х ХЖМ2(Х)-^'Цг.1Мо(Х), 
0:12 0;12 

определяемое соотношением (vW) (Т, As, Bt) = (xjTW) (As, Bt). 
0;12 

Выражая значение главной части сечения (\/TW)(As, Bt) в не­
которой сверхкарте через значения главных частей Т, Л., Bt, 

W, получаем 
%W{T, Ал, Bt)cxJ(VrW)(As, Bt)cx = DW0X(Tcx)(AscX, Blcx) + 

+^cx(TcX,WcX(AS0X,Btcx))-

— —j "^«1 le." ' - ' • Ap—\cxi Г-лг(Т-л-) Apex), • • ч AqiCX, BtcX) 
p - 1 

•7s 2 

— -2d "^cx (-^Jcx, "- ' lev • • • ' Bc-rlcxi LCX\*CX> Bacx), . . . , BqiCx)- ( 2 . 0 ) 
<r-=l 

При фиксированном x правая часть (2.8) определяет непре­
рывное полилинейное отображение из Е X F?' X El2 в Fo- Обоз-

0;i2 0;12 0;12 

начим его (v^)-v< тогда соотношение {4W)chi(x)) = (X7W)cx 
0;l2 

при переменном х задает отображение (\/W)c класса С1"1 из 
%{U) в банахово пространство L(E,FV ..., E2; Eo)> которое, 
в свою очередь, определяет Сг-1-морфизм Аоцг :U-> 

v w 
o;i2 

r>L (E, Ej, . . . , FY. Fo) со значениями h0;i2 (•*) = ( V1-^)-*- Удов-
v w 

летворяющий условию 
0:12 

A<m (x) {Tcx, Ascx, Btcx)=yW{T, As, Bt)cx. 
V W 

Доказательство теоремы для случая тензорного поля типа 
(0; <7., q<i) проводится аналогично. 

Рассмотрим ковариантную производную тензора кривизны R 
1 

линейной связности V векторного расслоения (M,X,p). Обоз-
2 

начая через V линейную связность на базе X, согласно (2.4) и 
(2.6) получим 

( vVR)(Т1. Ttt A) = Vr/?(F1, T2)A-R(VrTv T2) A -

-Я (Т1. ЧтТ2)А^-Д(ТъТ2)\7тА. . 



Так как каждый раз будет ясно, относительно какой связ-
ности берется ковариантная производная, то индексы над V 
можно опускать. Тогда в силу свойств главных частей сечений 
получим 
(ЧтЯ)(Т2, Та, А)сх^(\7тД(Т2, Т3) A)cx-(R(VrtT2, Т3) А)вх-

---(/? (Т2, 4rtTa) A)cx-(R{T2,T5)VrtA)cX- (2.9) 
Выражая каждое слагаемое правой части равенства (2.9) 

через значения главных частей векторных полей Т\, Т2, Тз, сече­
ния А и коэффициенты введенных связностей в векторном рас­
слоении и на базе, после двойного цитирования аргументов 
Ть Т2, 7з в соотношении (2.9), получим для любой симметрич­
ной линейной связности на базе и произвольной линейной связ­
ности в векторном расслоении следующее тождество Бьянки 

(VrM){T2,Tz, А)+(\7тЯ)(Т3,Ти A) + (V7v-Wi. Та, -4)—0. 
Для вывода тождества Риччи введем вторые ковариантные 

производные тензорного поля W. Рассматривая производную 
•о: 12 
Vr.W при фиксированном Т1, определим повторную ковариант-

o;i2 0;i2 
ную производную VrjVr ,^ по векторному полю Т2 формулой 

0;l2 0;l2 0 0;l2 
{ЧтЛтУП(As, Bt) = у Г . ( Ч Т Ж ) (-4-, 5,) — 

•7» o-ia l 
- 2 (Vr/W) (Ai, . . . , Ap-i, VraAP . Ap+i, • • •, А71, Bt) -

<72 o;i2 
~ 2 ( V T \ " ) (AS, Ei, . . . , Ec-i, Vr-Ea. Ba+u -.., B„,). 

Вычисляя вторую ковариантную производную тензорного 
поля W типа (1; qv q2) и альтернируя результат по индексам 
1,2, получим следующее тождество Риччи 

S C V V V T - S ^ K - * - . Bt)=R{Tlt Т2)^(А„ Bit­
ot 1 

— 2 W(AU..., Ap-i, R{T» Т2) Ap, -4P+i, • •., A9l, E,) — 
P==I (2.10) 

1* 2 

-{sum} ̂ ( -4- , Ei, • • .,B0-i.R(Tlt T2)Ba, E0+1, . . . , E?I) + 
a = l 

+ $7\TuTt\W){A„Bt). 
o;i2 

Ковариантная производная Vr -^ тензорного поля W типа 
*(-i <7i> <7г) при переменном Т2 является связующим тензорным 
полем типа (1; 1, qu q2) векторных расслоений (Mo» X, ра), 
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(Т (X), X, я), (M1, X, /?1), (M2, X, р2). Вычисляя повторную 
0;312 0;12 

ковариантную производную Уг.-Уг.Ж ПО векторному полю Тх 

о 
относительно связностей: V в векторном расслоении (Mo. X, Ра)' 
3 1 2 
V на базе X, V в (M1, X, рх), у в (M2, X, p2) и альтернируя 
результат по индексам 1, 2, получим тождество Риччи во вто­
ром варианте 

0;312 0;12 О 

2(4rll4T2lW)(As,Bi)=R(TvT2)W(As,Bi)~ 
-{sum}r (Av ..., Лр-i, /?(Т1, Т2) -4р. Ap+ь . . . . A9t, Bt)~ 

p=1 (2.11) 
• -2И'гИ-.-91,..м-5(,-1,/?(.Т1,-7 ,

2).в(Г,.в0+1,...,.вг-1)-
0=1 

— (°Уз W)(As,Bt), 
S(T„T.) 

3 3 
где S(Ti, r2)-значение тензора кручения связности у на век­
торных полях 7\ и 7V 

В случае тензорного поля W типа (0; qu g2) получаем фор­
мулы, аналогичные (2.10) и (2.11), отличающиеся от них только 
отсутствием слагаемого /?(Т1, T2)W(AS, Bt). 

§ 5. СВЯЗНОСТИ В векторных расслоениях, 
определяемые послойными тензорными полями 

Если в векторном расслоении фиксировано послойное кова-
риантное тензорное поле, то при достаточно широких предпо­
ложениях относительно этого поля может быть построена, по 
крайней мере локально, внутренняя линейная связность. Внача­
ле были разработаны методы построения внутренних линейных 
связностей, определяемых структурными тензорными полями на 
дифференцируемых многообразиях, при естественном предпо­
ложении о невырожденности этих полей: дискриминант поля 
всюду отличен от нуля. Изложение ОСНОВНЫХ методов построе­
ния таких связностей и применения их в теории дифференци­
альных инвариантов тензорных структур, а также при решении 
других задач дифференциальной геометрии было дано в рабо­
тах Г36], [51. [281, [40], [41], [431, [Ш-[14] . Другие подходы в 
исследовании таких структур рассматривались в [1], [31], [38], 
[390'. В работах [15] — [171 были использованы способы конст­
руирования внутренних связностей на многообразиях,, возник-, 
шие в теории изотропных многообразий, в предположении о 
нетривиальности другого инварианта структурного тензорного 
П 



лоля, отличного от его дискриминанта. Используемый в этих 
работах метод допускает обобщение, частично изложенное в 
[18], [210, на векторные расслоения с послойной тензорной 
структурой. 

Пусть P-=R и гФсо. Рассмотрим векторное расслоение 
(M, X, D) с базой X, являющейся банаховым многообразием 
класса С , допускающим разбиение единицы, и с конечномерным 
типовом слоем F размерности /г>2. Для главной части по-

я 
слойного ковариантного тензорного поля a: X.-6M(X)->F (X) 

_ —1 

валентности q имеем в сверхкарте c = (p(U), к, Е X_R")> опреде­
ляемой картой c = (U,%, E) на X, векторной картой C = {U,K,F) 
и базисом (еа) пространства E, соотношение а(Аи ..., AQ)(x) = 
= acx(Alcx, .. .,Aqcx). Разлагая Ascx, s = l,...,q, по базису 
(еа), получим a(Av ...,А„){х)=асх(А?с\еа1, ...t A^xeaq) = 
= А%Х ... AaJxacx(eat, .. •, еа./)---в««,...а9.А.У* . •. -"С*. Величи­
ны ac^a,...a —dcx(eai, • ..,еа ) называются компонентами тен­
зорного поля а в сверхкарте с. При переходе к другой сверх­
карте с', определяемой картой c'=(U', W, Е'), векторной кар­
той с' = {U',%', F) и базисом (ea')> компоненты поля а преобра­
зуются по тензорному закону 

t 

*en...*-b%{x)...#q{x)aetMi,^ (2.12) 
где Я,̂ ' (x)— функции, определяемые равенством 

Ь(х)еа=Ъ%(х)еа; xeUr\U'. (2.13) 
Понятно, что заданием в каждой сверхкарте величин а-...-„„в 

с указанным законом преобразования тензорное поле а однозначно 
определяется. 

Если в векторном расслоении (М, X, р) задана линейная 
связность, то для ковариантиой производной y--a относительно 
векторного поля Т в соответствии с (2.7) получим 

(\/Ta)(Av..., Ag)(x) = DacX(TcX)(Alcx,..., A„cx)-
•7 

^ &СХ (•"•1СХ' • • • ' -AP—1CJT- -• СХ (•/ СХ> Apcx)l 
р - 1 

• A p + 1 - Л . • • > A i 7 « ) . (2.14)' 

Учитывая, что слои Мх рассматриваемого векторного расслое­
ния конечномерны и изоморфны векторному пространству E,, 
в силу очевидных равенств 

Dacx(Г.,) (Аих,..., Aqcx)^Dacxa,t...aq(Тсх) А%х... А^сх 

П 



и 
(Vr«)Hi.-.A«)(x)-V^(r, A!,..., A-)(x) = 

= VaeXal...ag{Tex)A%x...A%je, 
где 

и 

Daexat...«. (Т-.-) = L>-V (Т«) (в 

^7dcjca,,...all('cx)—^7acx (Тел -a i e - V ' 

из (2.14) получаем 
<7 

s7dCxa.1...a,q = DaCxai...aq 2d a':xa,...ap_1pap+1...а^Гccoy (2.15) 
p=-l 

ИЗ (2.2) и (2.13) следует, что при преобразовании сверхкарт 
коэффициенты связности ГР,а преобразуются по формуле 

*£• (*)*«'(.*) = 6°. (2.16) 

Предположим, что о—симметрическое ковариантное тензор­
ное поле четной валентности <?•— 2?J>2. Обозначим его компо­
ненты в некоторой сверхкарте через «.-.*«,...св.вр,...рг, и выберем 
из них существенные компоненты относительно каждой системы 
индексов о;,..., а„ и Pi,..., P-,- Выбранные компоненты будем 
обозначать ac*rai...cr. и|з,...,у. Упорядочивая их каким-нибудь 
•способом, построим определитель Jcx = Det(acx^i...(xv}{ii1..^v}) по­
рядка g=( """̂  j . Нетрудно показать [15], [17], что при 
.преобразовании сверхкарт определитель Jсх преобразуется как 
относительный инвариант веса w = 2f ~% — \ ' г БуДем предпо­
лагать, что тензорное поле а имеет такое строение, что постро­
енный инвариант / его отличен от нуля. Условимся называть J 
основным инвариантом. При условии 7{ne}0 может быть постро-
ена система алгебраических комитантов тензорного поля а, ко­
торая дает возможность составить систему уравнений, опреде­
ляющую коэфициенты линейной связности, и получить их явное 
выражение через основной тензор -а и его первые производ­
ные. Когда основное тензорное поле а имеет нечетную валент­
ность, можно воспользоваться описанным ниже способом по­
строения линейной связности, симметрированным произведени­
ем поля а на себя [150;. При этом тензорные поля типа (р, q) 
в векторном расслоении с конечномерными слоями естественно 
рассматривать как Сг-сечения векторного расслоения полили­
нейных форм типа (р, q). 
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Если /=?--0, то однозначно определяется контравариантное 
тензорное поле b валентности q, компоненты которого в любой 
сверхкарте удовлетворяют условию 

acxai...^...,Xra^-y^-%- • 4 Y (2-17) 
С ПОМОЩЬЮ тензорного поля Ъ строятся следующие комитан­

ты: тензорные поля D и N типа (2,2), определяемые равен­
ствами 

Ucxy'k — aexyy,...yv%'Ki...%vOcx 

И 

ДГаР (l + V)\ fiacp , пар, 
^cxyX — v\{n + l)\°y0% i VLJcxyX-

Определитель Э̂ д —Det (JV^P к), строчки которого нумеруются 
с помощью собирательного индекса (а, X), а столбцы — с помощью 
(y, р), является абсолютным инвариантом. При условии .й-?--О 
однозначно определяется тензорное поле L типа (2,2), удовлет­
воряющее соотношениям 

J* сху^ГсхаЛ °у °V iV cxy^cxy^ °k°y> [4-lOJ 

& также другой важный комитант—-тензорное поле Р типа 
((7 + 1, 1)—-равенством 

р а ш . ^ . - . ш r a v fgm , fc^. , . . . (o, '•' — 1 &,1<.ш.сог...с.> Л 

Из (2.17) и (2.18) следует 

Линейная связность в векторном расслоении (М, X, /?) c за­
данным тензорным полем а, основной инвариант / которого 
отличен от нуля, может быть введена требованием 

^ • • • ^ V f l W . ^ — O . (2.20) 

В силу симметричности тензорного поля а ковариантную 
производную (2.15), участвующую в (2.20), можно представить 
в виде 

V ^ c r o . . . . .sij = DaCXai...<x>q — <7Г^ ( М 1#'сх|ю.. . . .и^со. ( 2 . 2 1 ) 

Поэтому свертывая (2.21) с Р^'"ая по индексам cot,..., со,-
и пользуясь соотношением (2.19), получим явное выражение для 
коэффициентов определяемой линейной связности 

r ^ - P ^ - ^ D a - ^ . . . ^ . (2.22) 
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Тождество Риччи (2.10) для послойного тензорного поля а 
в векторном расслоении (М, X, р) имеет вид 

я 
2(Vn.Vr,]a)(.Ai,..., Aq)=~-^a(Au..., Ар-ъ 

p-=i 
R (Тг, Т2) Ар, Ap+1,..., Ад) + (Vir^a) (Аг,..., А-). (2.23) 

Для векторного расслоения с конечномерными слоями из 
(2.23) получаем 

2V7-[,Vr.iacA-a,...a (7— ~-7#c . r ( a , (-Fl-*> T2cx)a\cx\al...aqyo-{-

|Уаот, . .лд([7 ,1, Т2]сх), 
где 
Щхл (Т1ех, Т2сх) = Г ^ (Г1с,) Г?жа (Г2с,) — ГРХИ (Т2е-,) Г?,,, (Тto) + 

+ £>Цха (Тш) (Т2сх) -DT*xa (T2cx) (Т1сх), 
-rg„(7-„)-(i>r„(.r.„))g. 

Отсюда в силу (2.19) получаем следующее выражение для 
компонент тензора кривизны построенной связности 

KZMTicx, - V ) = - S P ^ - ^ V r , , V . - 2 ] < W . . V (2-24) 
В случае векторного расслоения с размерностью слоев п — 

- 2 , 3 и заданным трехвалентным тензором а для построения 
алгебраических комитантов его, необходимых для введения 
внутренней линейной связности, удобно в качестве основного 
нетривиального инварианта выбрать его дискриминант 91 [28], 
[401, [11]. 

1. Бинарное кубическое тензорное поле. Основными алгебраи­
ческими комитантами тензорного поля а в этом случае являют­
ся: дискриминант 31, представляющий собою относительный инва­
риант веса 6; симметричная двухвалентная тензорная плотность h 
веса 2, определяемая в произвольной сверхкарте с ПОМОЩЬЮ 
коэффициентов гессиана тензорного поля а; соотношением hcxa& = 
-=-2 8a'.-«eaAa- âaia„a-j.-3p.|3s, где еаЭ—-основная бивекторная плот­
ность веса 1; аполярная тензорная плотность В веса 4, опреде­
ляемая равенством В^ = 2ea,a'e№'hcxaifil и удовлетворяющая си­
стеме уравнений асха$уВы = 0, hcxa$B^ = $Hcx; симметричное тен­
зорное поле С с компонентами С"Г — $1«еи,еер'£.!]'(2СОТ1р1У„ 
удовлетворяющими соотношениям С%1уаСхаъ\ = ЬЬ C%phcxafi=0; 
тензорное поле Р типа (4,1) с компонентами P^f'®'= 
--8^C^a+«7*e'B*t,ee*'e«-«,T-p-9«,B-, симметричными по индекса.̂  
-°и ffi2> шз и удовлетворяющими условию 

/>T ("'-«v f f l ,-^-W-' t (2-25) 
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Внутренняя линейная связность в рассматриваемом вектор­
ном расслоении определяется требованием 

-P?T2fflsVa™„M3=0. (2.26) 
Раскрывая ковариантиую производную в (2.26), в силу (2.25) 

получим 

ГС-ТР —-g-PCJ-p * '•DaCA-COtCO.-ffl.,. (2.27) 

Разложение ковариантной производной У̂ <-л-а,ш-»3 по системе 
алгебраических комитантов тензорного поля а приводит к ра­
венству Vfl = 0, Поэтому в силу (2.24) получаем, что i? = 0, 
т. е. связность, определяемая условием (2.26), имеет нулевую 
кривизну. Отсюда следует существование Сг-атласа сверхкарт. 
в векторном расслоении, в которых коэффициенты связности 
(2.27) обращаются в нуль. 

2. Тернарное кубическое тензорное поле. Способ построения 
алгебраических комитантов бинарного д-валентного тензорного 
поля при условии, что основной инвариант Щ, отличен от нуля 
[28], оказалось возможным распространить на кубическое тен­
зорное поле в тернарной области. Дискриминант £>( поля а в 
этом случае является относительным инвариантом веса 12, а 
его гессиан h — тензорной плотностью веса 2 с компонентами, 
определяемыми равенством 

h-cxatf = б" еа"а1а"&Р-1М1аохаг^а^сха2Ма^^М' 

где eaPv —основная тривекторная плотность веса 1. Симметрич­
ное тензорное поле С имеет компоненты 

/•-•«PY J_ 9r--pacs,a2cYViY.3 Д.--3»-3»/» „ п 
c-ffjc —~2 -Лсхй l 'u*YtY'&cx aMce,BiYia"a2PsY{cdot}i' 

где В^?"'— компоненты тензорной плотности В веса 10, опре­
деляемые системой уравнений «мар-убс! —• °, hcxafoB'%P = %. 
Тензорные поля а, /г, В и С связаны также соотношениями 
C^yacxa,^ = 8l, B^yhcxa,&x = jucx6l. Тензорное поле Р типа 
(4, 1) с компонентами Р™^рв-т", симметричными по индексам <аи 
со2, со3. задается равенством Р**^«* = ьЪ'С??** + Ъ;№*™ъа™* X 
X cCcxxiX^cicxv^aB^f^ и удовлетворяет соотношению (2.25). Для 
разложения ковариантной производной тензорного поля а по его 
комитантам важную роль играет тензорная плотность I веса 2 
с компонентами L-,v-a0Y, симметричными по индексам а, р, опре­
деляемыми системой уравнений C^lyLCxa^ = ^, BcPLcxafU*. =— 
F=5tM6X. Свертка L с Р дает соотношение Р^Л£Ш1Ш.ш-—0. 

Линейная связность в векторном расслоении с таким тензор -
ным полем однозначно определяется системой уравнений (2.26) 



относительно коэффициентов СВЯЗНОСТИ Г"хр. Решая эту систе­
му, получим, что коэффициенты связности выражаются через 
компоненты тензорного поля а, и его комитанты по формулам 
(2.27). Разложение ковариантной производной тензорного поля а-
относительно построенной связности имеет вид Vac-* «pv — 
— %cxLcx[aw, где 

1 н = - 1 - . 5 ( ? 1 ) в ш р , (2,28) 

Применяя тождество (2.24) для этого случая, получим, что 
построенная связность имеет нулевую кривизну. Поэтому су­
ществует Сг-атлас сверхкарт в расслоении, в которых коэффи­
циенты построенной связности обращаются в нуль. 

§ 6. Локально плоские и локально конформно-плоские 
тензорные структуры 
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Тензорная структура на многообразии задается совокуп- ^ 
ностыо тензорных полей, которые называются основными или 
структурными тензорными полями. Наиболее изученными яв- *> 
ляются рииановы структуры, аффинорные структуры и ряд :f 
других структур. Обзору дифференциально-геометрических 
структур на многообразиях было посвящено в последние годы > 
несколько обширных работ, смотри, например, [2], [10], [30], 
[33] — [35]. Проблема эквивалентности G-структур на много­
образиях подробно обсуждается в {32]. *' 

Важное значение ДЛЯ решения ряда задач дифференциаль- -
ной геометрии и ее приложений играют тензорные структуры, 
определяемые полями ковариантных или контравариантных 
тензоров произвольной валентности. Для определенности мы Ф 
будем рассматривать тензорные структуры, задаваемые кова-
риантными тензорными полями валентности q (а--структуры). 
Естественным обобщением тензорных структур на многообра­
зиях являются структуры в векторных расслоениях, определяе­
мые ПОСЛОЙНЫМИ тензорными полями, к которым приходится 
обращаться при некоторых дифференциально-геометрических * 
исследованиях. Основное внимание в этой работе будет уделено # 
тензорным структурам в векторных расслоениях с конечномер­
ными слоями, базой которых является в общем случае беско- '* 
нечномерное банахово многообразие. ^ 

Рассмотрим векторное расслоение со связной базой X, яв­
ляющейся банаховым многообразием класса Сг, допускающим ¥ 

разбиение единицы, и с конечномерным типовым слоем F раз- v 
мерности n ^ 2 . 

Будем говорить, что в векторном расслоении (М, X, р) за­
дана тензорная ад-структура, если фиксировано послойное поле * 
ковариантного симметрического тензора а валентности # > 2 с -, 
ОТЛИЧНЫМ от нуля основным инвариантом. 

* 

** 

j> 

> 

• * » 



Построенная внутренняя связность дает простое условие ло-
- кальной эквивалентности а,--структуры стандартной плоской 

структуре. 
'* Прежде всего заметим, что всякая я,--связность, т. е. связ-
> ность, относительно которой ковариантная производная тензора 

а равна нулю, необходимо должна совпадать со связностью, 
определяемой условием (2.20). Действительно, пусть V — связ-

* ность с коэффициентами Г^р такая, что V<-- = 0> тогда имеем 
' Г?*? —Г^р + С&р. где Q?J:3 — компоненты тензора аффинной 
'* деформации. Отсюда в силу (2.19) и (2.20) получим Qcj-g—0. 

Тензорную структуру в векторном расслоении, задаваемую 
тензорным полем а, будем называть локально плоской, если 

' существует_векторный Сг-атлас К такой, что в каждой вектор-
> ной карте с— (U,%, F) главная часть а постоянна. Если слои 
._ векторного расслоения конечномерны, то главные части сече­

ния а могут быть охарактеризованы в сверхкартах, соответст-
* вующих картам атласа К, компонентами тензорного поля а. 
t Поэтому тензорная ад-структура будет локально плоской тогда 

и только тогда, когда в векторном расслоении существует Сг-
атлас К сверхкарт, в которых компоненты тензорного поля а 

t постоянны. В таком случае говорят также, что ад-структура 
> интегрируема [26], [21]. 

Легко 'видеть, что а9-структура в векторном расслоении 
i* (Af.X.p) является локально плоской тогда и только тогда, ког-
,, да связность (2.22) есть ад-связность. 

В случае касательного расслоения (Т (X), X, п) с я-мерной 
* базой X удобнее вводить симметричную связность. Условимся, 
4 как обычно, в этом случае опускать индексы ел у компонент 

объектов. Тогда линейная симметричная связность на X с за-
v данной а^-структурой может быть определена системой. 
* Р?в

т1'''и?Уу,#•»,...ш = 0 . S["v==0, где SpY — компоненты тензора 
* кручения. Отсюда находим, что коэффициенты связности имеют 
> вид 
, r& = P « a - - " ^ M W . . V (2.29) 

Необходимым и достаточным условием того, что а^-струк-
*' тура на X будет локально плоской, является обращение в нуль 
V ковариантной производной структурного тензорного поля а 
^ относительно связности (2.29). 

Используя известные теоремы приведения [8], получаем 
* полную систему тензорных дифференциальных комитантов aq-
V структуры: 

Т е о р е м а . Всякий тензорный дифференциальный комитант 
•f порядка k а?-структуры на многообразии является комитантом 
* структурного тензора а и его ковариаитных производных до 

порядка k относительно объекта (2.29). 



Ряд результатов, ОТНОСЯЩИХСЯ К проблеме эквивалентности 
для а-.-структуры на многообразии и построению полной сис­
темы ее тензорных комитантов, приводится в работах [28], [41], 
[11], [12], [15], [17], [26]. 

Пусть ^—.изоморфизм векторных расслоений (М, X, р) и 
(M', X, р') с заданными в них послойными тензорными полями 
а и а'_ соответственно типа (0, q). Если c==(U ,x ,E) и с'= 
•—(L/, %', F)— общие векторные карты этих расслоений, то 
^={U,*u,Lq(F)) и * ? = (£/, * ;? ,£- (E)) -общие векторные 
карты расслоений (Lj(M), X, p*) и (Lq(M'), X, *p'). Изоморфизм 
гр называется конформным изоморфизмом векторных расслоений 
С заданными послойными тензорными структурами, если в общих 
векторных картах главные части сечений а и а' отличаются 
числовым множителем, т. е. 

har=eka, (2.30) 
где 0 = 0(х) —морфическая функция на базе. Если векторные 
расслоения (М,Х,р) и (М',Х,р') совпадают, то соотношение 
(2.30) определяет конформное преобразование (конформную 
перенормировку) структурного тензорного поля. 

Будем говорить, что тензорная а^-структура в векторном 
расслоении (M,X,p) локально конформно-плоская, если су­
ществует векторный Сг-атлас на М такой, что в каждой карте 
C={U,Y.,F) этого атласа главная часть тензорного поля а', 
полученного после некоторой конформной перенормировки 
структурного тензорного поля а, постоянна на U. Другими сло­
вами, тензорная «.--структура локально конформно-плоская, 
•если заменой векторных карт и умножением на некоторый ска­
лярный множитель главную часть структурного тензорного по­
ля можно сделать постоянной. В этом случае можно говорить 
также об интегрируемости конформной ад-структуры. 

B случае а9-структуры в векторном расслоении с конечно­
мерными слоями главная часть структурного тензорного поля 
полностью характеризуется его компонентами в любой сверх-
карте. Поэтому тензорная а9-структура в таком векторном рас­
слоении будет локально конформно-плоской, если после замены 
сверхкарт и умножения на некоторый скалярный множитель 
компоненты структурного тензора а приводятся к» постоянным, 

Установим, как преобразуются основные комитанты струк­
турного тензорного поля а при конформном преобразовании 
(2.30). Вычисляя компоненты а и а' в некоторой сверхкарте 
с, в силу (2.30) получим a'cxat a =ocxacxai...aq = ^(x)acxai...aq-
Отсюда следует, что построенные комитанты структурного тен­
зора а при конформном преобразовании преобразуются сле­
дующим образом: J' = azJ, й' = — b, D'=D, N' = N, L'=L, 

&o 



-D/==—•-D. Поэтому для коэффициентов связностей, определяе­
мых тензорными полями a и а' по формуле (2.21), справедливо 
соотношение 

где о' (х)= -jv s . Для свернутых объектов связностей получим 

Т?.т = Г?-в+-^а'(.х). (2.32) 

Пусть с—-произвольная сверхкарта, обозначим 

Zcx = jL {DJCX - wTfxa>Jcx). (2.33) 

Покажем, что ZBX есть значение представления главной 
части ковекторного поля на Х. При преобразовании сверхкарты 
в силу (2.21) имеем Je-X = (A(x))-wJcx, где Д (^) — Det (^«'(^)). 
Пользуясь (2.16), после несложных вычислений приходим к ко-
векторному закону преобразования для Zcx при переходе от с 
к с', т. е. имеем ZC<X^ZCX°D (иои')*'^). В силу (2.32) получаем, 
что тензорное поле (2.33) является конформным дифференциаль­
ным комитантом тензорной а^-структуры. 

;- Как мы увидим ниже, в случае касательной .̂-.-структуры 
ковектор Z сам не является конформным инвариантом, но его 
закон преобразования при конформной перенормировке струк­
турного тензора может быть использован при построении пол­
ной системы конформных тензорных комитантов этой структу­
ры. Дифференциальный комитант Z играет также важную роль 
при выводе необходимых и достаточных условий обращения 
касательной а--структуры в локально конформно-плоскую. 

Для ^-структуры в векторном расслоении (М, X, p), не 
являющемся касательным, получаем, что локально конформно-
плоскими будут локально плоские .^-структуры и ТОЛЬКО они. 
Действительно, то, что локально плоские структуры ЯВЛЯЮТСЯ 
локально конформно-плоскими, —очевидно. Обратно, если aq-
структура локально конформно-плоская, то существует атлас 
сверхкарт такой, что в каждой карте этого атласа имеем 
DaCxal...a. — — в'{x)acx<x,i...a,q для некоторого множителя а. 
Поэтому в силу (2.22) и (2.31) имеем V'a^a;....c, —° в любой 
сверхкарте. Отсюда следует, что S7acxa,l.,.a — 0. 

Перейдем теперь к построению конформных комитантов а--
структуры в касательном расслоении (Т (X), X, л) с /г-мерной 
базой X. При конформной перенормировке (2.30) структурного 
тензорного поля коэффициенты внутренней связности (2.29) пре-
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образуются по формуле 'Гву — Гру+—0(|з6*), где ар•==.-—---. Ко-
вектор 

при этом имеет следующий закон преобразования Z'a=Za-{-
+—-аа, поэтому он может быть использован для построения 

линейной связности V. инвариантной относительно конформного 
преобразования структурного тензорного поля. Коэффициенты 
этой связности определяются формулой 

Гр-> — Т$у — 2(фу)- (2.35) 
Тензорная ^-структура в касательном расслоении будет ло­

кально конформно-плоской тогда и только тогда, когда выпол­
няются следующие условия [17]: ковектор (2.34) является гра­
диентом, а ковариантная производная структурного тензорного 
поля а относительно связности (2.29) имеет вид Vv-JW»,....« — 

= (jZ. [.vacoiliBs.. .ш • 
Вычисление конформных тензорных дифференциальных коми­

тантов ^-структуры может быть сведено к вычислению кова-
риантных производных относительно объекта (2.35) тензорной 
плотности -С с компонентами 

Zai...*n = \J\Jaai..,aq. (2.36) 
При проведении этих исследований удобно исходить из за­

дания на многообразии псевдотензорной структуры. 
Пусть на многообразии X задано поле ^-валентного симмет­

рического ковариантного псевдотензора с компонентами .Аа,...а . 
Для построения внутренней линейной связности этой структуры 
перейдем к полю структурной W-тензорной плотности [6] 
ТОЙ же валентности. Для этого рассмотрим инвариант 
/ = D e t (A/ai...a„}.{p,...p„})• Очевидно, что при перенормировке 
псевдотензора Aa....a определитель У, имеющий порядок g 
приобретает отличный от нуля скалярный множитель, так что 
равенство нулю его имеет инвариантный смысл. Пусть J^=0, 
тогда возможно построить W-тензорную плотность веса 

. с компонентами 

Яа,...а, — Й~^Ла 1 . . .-у (2-37) 
определенную с точностью до знака. Так как определитель 
J = Det(9t|a,...a^p,...Pi)}) равен + 1 , то можно определить конт-
раварнантную V -̂тензорную плотность 93 с компонентами 
95 "" - "" •', симметричными по индексам а., . . . , о- и Р-, . . . , рв> 
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а также относительно указанных систем индексов, удовлетво 
ряющую следующему соотношению 

>ai...«I,Vi.{cdot}-Vt, „.у, C V nr s.ft--l-{cdot}.»-,ri.{cdot}-r-, „ Y t RVV 

Теперь, как и в случае тензорной ^-структуры, могут быть 
построены комитанты Д N, L, Р с компонентами Г>™1 — 
— ^ Y V s - . - Y - , ^ . . .{lambda}.,"» , - V V * = t> | ( f i + l ) l V Я " Г " V ^ ' ^ ' 

f , " " ' - ' - - - f a v /j.;Oin.,?"m---{cdot}-ra
ff W — l C{lambda}(-tttD«a>.{cdot}'.t-ff\ 

Pp « —L-.fi ^6„'в 2p(B + i) ,&vg )' УД°влетв°-
ряющие равенствам 

лаи,(в,...<о Y or « Y (2.38) 
<7-°р % А г . . . и {̂lambda}—бЗД. 

Для построения внутренней симметричной линейной связнос­
ти V рассматриваемой псевдотензорной структуры потребуем 
выполнения следующих условий: 

а) Р ; И " " Ч , ) ^ , . » , = 0, б) S[?v = 0, (2.39) 
где S%y —компоненты тензора кручения связности V . 

Раскрывая в (2.39) а) ковариантную производную Vv^....» , 
в силу (2.38) получим 

P7',"^Y)2f[o1...o)ff-ri?Y+-lf'(&6«)-=0, (2.40) 

где .Тру— коэффициенты определяемой связности, а Гр = Грш. 
Выражая с помощью (2.40) свернутый объект связности Г& 
через компоненты структурной тензорной плотности и ее коми „ 
танта Р . получим явное выражение для коэффициентов искомой 
линейной связности V: 

1ъ--- .>Г"'Ч>^. . .ш^^ 
Чтобы выразить тензор кривизны связности V через кова-

риантные производные структурной тензорной плотности (2.37) и 
ее алгебраические комитанты, применим к этой плотности тож­
дество Риччи 

2VivVtA... r a = -д$щ*Р»....<ов)о + т ^ Л , . . » , . &Л2) 

за»1...со. где Vvv. = Rvm- После умножения (2.42) на р™*--ач и свертыва­
ния результата по индексам соа,.. .,со, в силу (2.38) получим 

A>^-= — 2 P p - A v [ v v l i l 9 t ( 0 l . . . % + i - У,Л- (2-43) 
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Так как тензор кривизны удовлетворяет тождеству ^fvnw — O. 
то альтернируя обе части равенства (2.43) по индексам v, у,, (5 
и свертывая результат альтернирования по a, p, приходим 
в случае л > 2 к соотношению 

Поэтому компоненты тензора кривизны связности (2.41) 
при л > 2 можно представить в виде 

^p-2^r ,'"<l>'v№Vvia f f l , . . .o,+ 
+ -=T/bt)<offll'''W'7VvVJl]^,..to/p. (2.44) 

Предполагая, что n > 2 и пользуясь полученным соотноше­
нием (2.44) и известными теоремами приведения [8], получаем, 
прежде всего, следующие теоремы об обращении структуры на 
многообразии, определяемой полем тензорной плотности (2.37), 
в локально плоскую и о вычислении полной системы тензорных 
дифференциальных комитантов: 

Т е о р е м а . Для того, чтобы структура на многообразии X, 
определяемая полем (2.37), была локально плоской, необходи­
мо и достаточно обращения в нуль ковариантной производной 
структурного поля относительно связности (2.41). 

Т е о р е м а . Всякий тензорный дифференциальный комитант 
k тензорной плотности (2.37) является комитантом этой плот­
ности и ее ковариантных производных до порядка k включи­
тельно, вычисленных относительно объекта (2.41). 

Непосредственными подсчетами нетрудно убедиться, что если 
в каждой точке xQX имеет место равенство аааи,,а -=A a i . . . a ? , 
то тензорные плотности (2.36) и (2.37), а также объекты (2.35) 
и (2.41) совпадают. Отсюда получается 

Т е о р е м а . Всякий конформный тензорный дифференциаль­
ный комитант порядка k «„-структуры является комитантом 
тензорной плотности (2.36) и ее ковариантных производных до 
порядка k включительно, вычисленных относительно объекта 
(2.35). 
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