
В.А.Лифшиц 

О КОНСТРУКТИВНЫХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЯХ ОДНОЙ 

ВЕЩЕСТВЕННОЙ ПЕРЕМЕННОЙ3^ 

В настоящей заметке формулируются определение понятия к о н ­

структивной аналитической функции одной вещественной переменной 

и некоторые теоремы об этих объектах. Предлагаемое понятие можно 

рассматривать как один из многих возможных конструктивных анало­

гов понятия аналитической функции вещественной переменной. В з а ­

метке используются обозначения и терминология работы Щ • 

1. Термины "слово " и "алгорифм" применяются ниже для обозна­

чения соответственно слов в алфавите 

01 - / О АЛ7 * , ( ) 

и нормальных алгорифмов в стандартном расширении этого алфавита. 

2 . Введем несколько терминов, связанных с последовательнос­

тями дуплексов. 

Если 01 — последовательность дуплексов, то можно п о ­

строить такую последовательность дуплексов , что 

Угъ(&(Ю=Е ot со). 
1 = 0 

^ Р е з у л ь т а т ы настоящей заметки были доложены на Ленинградском 

семинаре по конструктивной математике 22 и 29 февраля 1968 г о д а . 
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Такую последовательность будем называть п о с л е д о в а ­

т е л ь н о с т ь ю ч а с т и ч н ы х с у м м последова­

тельности 01 . Если последовательность %г сходится , то будем 

говорить , что последовательность Ot с у м м и р у е м а , причем 

предел последовательности будем называть с у м м о й п о ­

следовательности 01 . 

Пусть m — положительное натуральное число. Будем говорить , 

что последовательность дуплексов. ОС л г - с у м м и р у е м а , 

если 

V i C i a c O U ^ C l - r f ) . 
Если последовательность Иг-суммируема для некоторого h a , то 

она суммируема; существует алгорифм, который по . h a - сушируемой 

последовательности и числу h a строит дуплекс , равный ее сумме. 

3 . В е щ е с т в е н н ы м а н а л и т и ч е с к и м 

э л е м е н т о м будем называть слово вида 

где 2, — дуплекс , £ ^ — последовательность дуплексов. О вещест­

венном аналитическом элементе У) будем говорить , что он 

h a - с х о д и т с я в точке 3d ( ha. — положительное нату ­

ральное число, X — дуплекс ) , если, последовательность 0 L , 

удовлетворяющая условию 

v . ( o i c o = r a ) C x - а ) " ) , 

h a - суммируема ; будем говорить , что -этот элемент с х о д и т ­

с я в точке X , если существует такое ha j что он h a - с х о ­

дится в точке X . Сумму последовательности (Я, будем называть 
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з н а ч е н и е м этого элемента в точке X • 

Можно построить алгорифм и) , удовлетворяющий следующему 

условию: каковы бы ни были вещественный аналитический элемент Э , 

положительное натуральное число УП и дуплекс X , если Э 

п а - с х о д и т с я в точке X , то алгорифм U) применим к слову 

Эо X D Ш 

и результатом его применения является дуплекс, равный значению Э 

в точке X . Зафиксируем алгорифм W , удовлетворяющий этому 

условию. 

О вещественных аналитических элементах Э± и и множе­

стве <ЛС дуплексов будем говорить , что Э± и Эд, с о г л а ­

с о в а н ы на если каков бы ни был дуплекс X из Л , 

такой что оба элемента Эл и Э сходятся в точке х , то их 

значения в точке X совпадают. 

4 . А н а л и т и ч е с к и м ' п о к р ы т и е м сегмен­

та X Д X будем называть произвольное слово вида 

( х в * л 1 » . . . * - х Л . 1 * : л Л ( , ' Э 1 в . . . , Э Л , * г ) , 

где Угь,К>0 » X o . x i . " . , X K v - i , X h , - Д у п л е к с ы , 

Э 1 , . , , ,Э к и — вещественные аналитические элементы, для к о ­

торых 

1) Х / Х < Х ^ - < 1 ^ < Х ^ Х -

2 ) каково бы ни было элемент h v - c х о л и т ­

ся во всех точках сегмента X •' л Д X • • 

3) элементы 3^ (1 £ i» ~ f t ) попарно согласованы на сегменте 

Х А Х 



I 

Заметим, что в этом определении не исключается случай вы­

рожденного сегмента X Д Х ; очевидно, в этом случае 

Два аналитических покрытия (возможно, разных сегментов) б у ­

дем называть с о г л а с о в а н н ы м и , если входящие в них 

аналитические элементы попарно согласованы на объединении этих 

сегментов. 

5 . Определение. К о н с т р у к т и в н о й а н а л и ­

т и ч е с к о й ф у н к ц и е й о д н о й в е щ е с т ­

в е н н о й п е р е м е н н о й будем называть слово вида 

где ^ — алгорифм, удовлетворяющий следующим условиям: 

1) ~ *\) применим к сегменту тогда и только т о г д а , когда он 

применим к каждому его вырожденному подсегменту; 

2) если \ ) Применим к сегменту, то результатом применения 

является аналитическое покрытие этого сегмента ; 

3) каждым двум сегментам, к которым алгорифм $ применим, 

он ставит в соответствие согласованные покрытия. 

Ниже мы будем сокращать только что введенный термин и писать 

просто "аналитическая функция". 

Алгорифм $ будем называть о с н о в о й аналитичес­

кой функции * £ ^3 • Основу аналитической функции j- будем 

обозначать посредством •£ 

Теперь каждой аналитической функции j- поставим в соответ ­

ствие функцию: -f типа ОД—-*,A,) следующим образом: каков бы 
Л 

ни был дуплекс X , пусть f ( х ) есть 

U) ( Э .0 X D Уп) , 
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где Э и t u - соответственно второй и третий члены аналитичес­

кого, покрытия £• ( х Д X ) . 

Описанное отображение множества аналитических функций в мно­

жество функций типа (^Д,—»^") позволяет перенести на аналитичес­

кие функции терминологию, введенную для функций типа СД,~"*Дп)» 
В частности , под з н а ч е н и е м аналитической функции 4 

А 

в точке X мы будем понимать значение функции £ в точке X ; 

будем говорить, что аналитическая функция определена, (ограничена, 

равномерно непрерывна и т . п . ) на сегменте X Д Х » если этим 
л ~— 

свойством обладает функция j- . Таким же образом на аналитичес­

кие функции переносится предикат 11 t j есть значение производной 

от функции у в точке X определенный в работе С2~] . 

Очевидно, аналитическая функция определена на сегменте ( т . е . 

во всех его точках) тогда и только то гда , когда к этому- сегменту 

применим алгорифм, -являющийся ее основой. 

6 . Теорема .1. К а к о в ы б ы н и б ы л и с е г ­

м е н т X Д X и а н а л и т и ч е с к а я ф у н к ­

ц и я § ' , о п р е д е л е н н а я н а э т о м с е г ­

м е н т е , £ у д о в л е т в о р я е т -н а X Д X у с л о -

в и ю Л и п ш и ц а , т . е . м о ж н о п о с т р о и т ь 

т а к о й д у п л е к о fC , ч т о 

V x . x . C x ^ x ^ x ^ i D | f ( x j - f С х ^ Ц k - l x . - x j ) . 

Следовательно, аналитическая функция равномерно непрерывна 

и ограничена на каждом сегменте, на котором она определена. 

7 . В следующих теоремах ^ и lv - переменные для а н а ­

литических функций. 
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л ю б о й и з з н а к о в + > • , • • 

Теорема 3 . j ^ у х ( k ( X ) ~ £ C j 0»ОЛ . 
8 . Теорема 4» К а к о в а б ы н и б ы л а а н а л и -

т и ч е с к а я ф у н к ц и я j- , м о ж н о п о с т р о -

и т ъ а н а л и т и ч е с к у ю ф у н к ц и ю (J с т о й 

ж е о б л а с т ь ю о п р е д е л е н и я , ч т о и | ., 

у д о в л е т в о р я ю щ у ю с л е д у ю щ е м у у с л о ­

в и ю : 

С oL ) к а к о в б ы н и б ы л д у п л е к с X , 

п р и н а д л е ж а щ и й о б л а с т и о п р е д е л е ­

н и я , ^ (х) е с т ь з н а ч е н и е п р о и з в о д -

н о й о т ф у н к ц и и j- в т о ч к е х . 

Такую аналитическую функцию ^ назовем а н а л и т и -

ч е с к о й п р о и з в о д н о й от j- , В соответствии с 

конструктивным пониманием математических оуждений, теорема 4 у т ­

верждает существование алгорифма, сопоставляющего каждой аналити­

ческой функции ее аналитическую производную. 

Рассмотрим утверждение, получающееся из теоремы 4 в р е з у л ь ­

тате замены условия (6L) на условие 

(J$ ) к а к о в б ы н и б ы л д у п л е к с х , 

п р и н а д л е ж а щ и й о б л а с т и о п р е д е л е н и я 
А 

£ , j- (х) е с т ь з н а ч е н и е п р о и з в о д н о й 

о т ф у н к ц и и ^ в т о ч к е X . 

Полученное таким образом утверждение неверно ( и , более того-, 

может быть, опровергнуто на примере). Однако можно установить 

справедливость соответствующего утверждения для функций, имеющих 
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не слишком "экзотические" области определения. Об алгорифме % 

и множестве JU, дуплексов будем говорить, что % п е р е ­

ч и с л я е т к о м п о н е н т ы с в я з н о с т и 

если 

з) УхСхе Л Х э З и Х ' £ С Ю $ 

U % С Ю б х э Nfy 06 00 * у & х э у е Л ) ) & 

4 С * & < СЮ э (х -6 ̂  £ & С Ю э ^ Д ) ) ) ) ; 

Теорема 5 . К а к о в а б ы н и б ы л а а н а л и ­

т и ч е с к а я ф у н к ц и я ^ , е с л и с у щ е с т в у ­

е т а л г о р и ф м , п е р е ч и с л я ю щ и й к о м п о ­

н е н т ы с в я з н о с т и о б л а с т и о п р е д е л е ­

н и я ф у н к ц и и , т о м о ж н о п о с т р о и т ь 

а н а л и т и ч е с к у ю ф у н к ц и ю g ( "а н а л и т и -

ч е с к у ю л е р в о о б р а з н у ю о т " ) с т о й 

ж е о б л а с т ь ю о п р е д е л е н и я , ч т о и £ , 

у д о в л е т в о р я ю щ у ю у с л о в и ю ( ^ ) , 

Если - область определения некоторой аналитической 

функции, то свойство "алгорифм ^£ перечисляет компоненты с в я з ­

ности tX(, " эквивалентно нормальной формуле; поэтому, в с о о т в е т - . 
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ствии с конструктивным пониманием математических суждений, из 

теоремы вытекает существование алгорифма, строящего первообразную 

OTjf по самой функции f и алгорифму, перечисляющему компо-

нентны связности ее области определения* ' ' . 

Теорему 5 можно усилить , потребовав дополнительно от функции 

^ , чтобы она в точках ^ ( f t ) принимала произвольно заданные 

значения; таким образом, для аналитических функций рассматривае­

мого типа положение вещей совершенно аналогично тому, с которым 

мы встречаемся в классическом анализе. 

Заметим также, что существует алгорифм вычисления определен­

ного интеграла от аналитической функции на сегменте (имеется в 

виду определение понятия 'интеграла, основанное на понятии перво­

образной) . 

9 . Теорема б . К а к о в ы б ы н и б ы л и с е г -

м е н т Х . Д X и а н а л и т и ч е с к а я ф у н к ц и я 

£ , о п р е д е л е н н а я н а э т о м с е г м е н ­

т е , е с л и м н о ж е с т в о н у л е й ф у н к ц и и 

j, н а Х . Д Х и н ф и н и т . н о** ) , т о ф у н к ц и я 

т о ж д е с т в е н н о р а в н а н у л ю н а х Д Х 

^ В т о р о е из этих двух исходных данных необходимо: невозможен 

алгорифм, применимый к каждой аналитической функции, определенной 

на интервале -* lv l и л и н & объединении интервалов —4 V O , OVl 
и строящий ее аналитическую-первообразную. 

^ М н о ж е с т в о KXL дуплексов называется ф и н и т н ы м , если 

существует такой список Х ± ) > „ 5 Х ^ дуплексов, что\/эс-Схе J>C = 
~ V Сх = Х - " ) " ) и и н ф и н и т н ы м в,противном случае . 

L - 1 Л 
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Из последнего утверждения и теоремы 4 . 9 работы [з! вытекает 

Теорема 7 . К а к о в ы -б н н и б ы л и с е г -

а е H I х Д х и а и а л и т й ч е с к а я ф у н к ц и я 

j- , о п р е д е л е н н а я н а э т о м с е г м е н ­

т е , 

Vtf (iСх)<^-с j.(х)>3хСх<хсос & f (х)=^)). 

10 . И.Д.Заславский в работе С 4 ] построил пример конструк­

тивной функции, равномерно непрерывной на сегменте и не принима­

ющей значения, равного ее точной верхней границе. Следующая тео­

рема показывает, что аналитическая функция, обладающая этим свой­

ством, невозможна. 

Теорема 8 . К а к о в ы б ы н и б ы л и с е г ­

м е н т X Д Х и а н а л и т и ч е с к а я ф у н к ц и я 

£• , о п р е д е л е н н а я н а э т о м с е г м е н ­

т е , 

n i 3 x * C x £ x \ x 4 V x C x ^ X ^ X 3 f ( x ) £ f ( x ^ ) ) ) . 

В классическом анализе доказывается, что непрерывная функция 

вещественной переменной переводит сегмент в сегмент. Следующую 

теорему можно рассматривать как конструктивный аналог этого ут­

верждения для аналитических функций. 

Теорема 9 . К а к о в ы б ы н и б ы л и с е г -

м е н т х Д х и а н а л и т и ч е с к а я ф у н к ц и я 

£ , о п р е д е л е н н а я н а э т о м с е г м е н ­

т е , м о ж н о п о с т р о и т ь с е г м е н т ^ Д *lj , 

т а к о й ч т © "~* 
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I I . Остановимся еще на вопросе о корнях аналитических функ­

ций. Из теоремы 8 нетрудно вывести, что если аналитическая функция, 

определенная на некотором сегменте, не имеет на нем корней, то ее 

значения можно оценить снизу , по модулю положительной константой; 

поэтому аналитическая функция, принимающая на сегменте сколь угодно 

малые значения, не может не иметь на нем корня. 

Теорема 10 . М о ж н о п о с т р о и т ь а л г о -

р и ф м , п р и м е н и м ы й к n a p e x A x D j ' 

( г д е £ - а н а л и т и ч е с к а я ф у н к ц и я , 

о п р е д е л е н н а я н а с е г м е н т е Х Д Х ) , 

т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а | н е 

и м е е т к о р н е й н а Х Д Х . 

Теорема I I . М о ж н о п о с т р о и т ь а л г о -

р и ф м , п р и м е н и м ы й к к а ж д о й п а р е 

Х Д х D f ( где j- — аналитическая функция, определенная 

на сегменте Х Д Х и имеющая на нем точно один корень) , р е ­

з у л ь т а т о м п р и м е н е н и я к о т о р о г о к 

т а к о й п а р е я в л я е т с я к о р е н ь а н а ­

л и т и ч е с к о й ф у н к ц и и ^ , п р и н а д л е ­

ж а щ и й с е г м е н т у Х Д Х . 

В заключение выражаю глубокую благодарность Н,А.Шанину, а 

также участникам Ленинградского семинара по конструктивной матема­

тике, за обсуждение полученных результатов . 
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