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СКАЧКООБРАЗНЫЕ ПРОЦЕССЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 
В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ 

В. Я. Маслов, А. М. Чеботарев 

ВВЕДЕНИЕ 

Хотя фейнмановский континуальный интеграл до сих пор не 
был включен в общую теорию интеграла [25], [98], его физиче­
ские приложения стали обычным явлением [3—6], [10—11], 
[31], [39—40], [56], Ш7—71], [77], [86—881, [92], [95], [1081, 
[ПО—113], [137]. Внедрение континуального интеграла в физи­
ке и математике объясняется тем, что континуальный интеграл 
позволяет представить в замкнутом виде решения многих урав­
нений [1—4], [9—12], [221, [25—30], [34—371, [39—401, (431, 
[47], [50—54], 167], [60—61], [65], [69—71], [74—77], [82—89], 
[92—113], [117—122], [126—141], получить априорные оценки 
решений, исследовать их трансформационные и асимптотические 
свойства [5—6], [10, 12], [36], [40], [49], [57], [71], [77], [93], 
[95], 496J, [1061, [108], [110], [113], [122], [128—129], 1132—133], 
[137], [139—140] и вычислить собственные значения некоторых 
операторов [31], [1051, Ш З ] . С другой стороны, существует ряд 
физических величин, представимых в виде континуального 
интеграла, для которых нет априори известных уравнений. Та­
кой величиной является, например, среднее значение Ч/-функции 
электрона, движущегося в случайном электромагнитном поле. 
Вывод (приближенных) уравнений исходя из интегрального 
представления и решение этих уравнений является методом 
(приближенного) вычисления континуальных интегралов, исполь­
зуемым в физике и математике [40], [56], [137]. 
Существуют конструкции, позволяющие использовать конти­
нуальный интеграл для решения некоторых нелинейных уравне­
ний (см.,например, [33]). Как отмечал Фейнман (см. [69—71]), 
континуальный интеграл можно также использовать для кван­
тования СЛОЖНЫХ физических систем. В работе Л. Д. Фаддеева 
[67] предложено обобщение конструкции континуального ин­
теграла Фейнмана для квантования систем со связями в инво­
люции. Таким образом были проквантованы гравитационное 
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поле и поле Янга—Миллса (см. [67—68]). Однако, изложение 
этих важных результатов выходит за рамки нашего обзора. 
Читателю, интересующемуся физическими приложениями кон­
тинуального интеграла, можно рекомендовать обзорные статьи 
[3], [10—И], [71], [77], [95], [110]. Физическая корректность 
многих результатов, полученных методом функционального ин­
тегрирования, позволяет надеяться, что операции с фейнманов-
ским функциональным интегралом, используемые в физических 
работах, получат то или иное математическое обоснование. По­
следние достижения в этой области связаны с переходом к 
импульсному или так называемому р-представлешпо конти­
нуального интеграла Фейнмана. 

В появившихся недавно работах [114—115], [133—135], 
[65], [92—93], [52—-53], [50] р-представление континуального 
интеграла Фейнмана включается в общую теорию интегрирова­
ния, что позволяет дать корректное определение интеграла с 
помощью формулы Парсеваля. Этот (подход позволяет устано­
вить новые связи квантовой механики, теории рассеяния, теории 
поля и квазиклассической теории с теорией меры, теорией ин­

теграла и теорией вероятностей. В частности, в [127] получены 
формулы, выражающие р-представленис континуального ин­
теграла Фейнмана через математическое ожидание функциона­
лов скачкообразного процесса с независимыми .приращениями. 
Заметим, что вероятностное представление интеграла Фейнма­
на позволяет строго обосновать применение метода Мойте— 
Карло для его вычисления. Используя ветвящиеся марковские 
процессы, МОЖНО получить интегральные формулы ДЛЯ решений 
некоторых уравнений квантовой механики, содержащих нели­
нейные члены. В настоящей статье мы остановимся на приме­
нениях теории скачкообразных процессов к основной задаче 
нерелятнвнстской квантовой механики — задаче Коши для урав­
нения Шредингера и некоторым нелинейным уравнениям типа 
уравнения Хартрн. Метод, используемый в [127] для представ­
ления решений уравнений в виде математических ожиданий 
функционалов скачкообразных процессов (см. [24]), мы про­
иллюстрируем сначала на примере уравнения теплопроводности 

| - = A«H-I/(xK xeRn- (I) 

Как известно, решение уравнения (1) можно записать в виде 
континуального интеграла по вероятностной мере со, сосредото­
ченной на непрерывных траекториях, удовлетворяющих гельде-
ровскому условию Леви. Мера со абсолютно непрерывна относи­
тельно меры Винера w, порождаемой фундаментальным решени­
ем уравнения 
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а потенциал V{x) индуцирует абсолютно непрерывное преобра­
зование меры w. 

ЕСЛИ потенциал V(x) является характеристической функцией 
комплексной меры конечной вариации в Rn, TO есть если 

V (х) =--. (.-I. j " ' 2 <j «г W ( d p ) , J | V| (dp)< оо, (2) 
ДП Rtl 

то возможен принципиально иной подход к решению уравнения 
(1): решение записывается в виде континуального интеграла 

.по комплексной мере т, сосредоточенной на непрерывных спра­
ва ступенчатых траекториях. Мера т может быть представле­
на в виде абсолютно непрерывного преобразования вероятност­
ной меры ш0, порождаемой фундаментальным решением урав­
нения Колмогорова 

_ i P _ L — (2т-)-«/2 <j {Q {р + u,t)-Q(p, t)} LI (da), D (Л) = | V | (A), 
Rn 

а оператор Лапласа А индуцирует абсолютно непрерывное пре­
образование меры и>о. Равенство двух представлений решения 
уравнения (1) является аналогом равенства Парсеваля и мо­
жет быть доказано с помощью бесконечномерного преобразова­
ния Фурье (см. [53], [82]). 

Существенным ограничением, возникающим при сопоставле­
нии меры ш- потенциалу V(x), является условие (2), исключаю­
щее из рассмотрения все неограниченные потенциалы и не 
позволяющее выйти за рамки нестационарной теории возмуще­
ний, В этом смысле, данный метод является нестационарным 
аналогом схемы Неймана—Улама, применяемой в стационар­
ной теории возмущений (см. [32]). 

С другой стороны, в отличие от метода винеровских конти­
нуальных интегралов, в виде интеграла по мере на траекториях 
•скачкообразного процесса удается записать не только решение 
уравнения теплопроводности (1), но и решения произвольного 
уравнения Шредингера 

{I J- - Н (IVjr) — V (х)} ф (*. t) = 0, х?Я'\ (3) 

.где Н(р) —любая непрерывная вещественная функция, в част­
ности, #(р) = |p|2 /2m. Заметим, что среди ограниченных потен­
циалов физический интерес представляют, например, периоди­
ческие функции. 

В работе [127] устанавливается связь между решением урав-
яения (3) и скачкообразным процессом, зависящим от аргумен­
та Фурье-образа потенциала V(x). Как заметил В. Хаметов, эту 
•связь можно интерпретировать следующим образом: существу-
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ет некоторое комплексное решение обобщенного уравнения Кол-
nrol Г^п'пС?°Т В е Т С Т В у Ю Щ е Г° УПОМ*нуто2у процессу! совпадаю­щее с общим решением уравнения (3) (см « 2 п А) 
м е ™ Г И М п , М У ' П е Р 6 Х 0 Д ° Т о с н о в ного уравнения квантовой 

! сновному уравнению теории случайных процессов 
возможен и в некоторых специальных случаях когда коэффици-
TZ3?TUm Н е 0 Г Р ™ е и ь , Изучение" это^ волоса имеет, 
с нашей точки зрения, важное значение 

Представление решения уравнения Шредиигера в виде 
nnlnnnI^nZ° °таШЯ Ф У ^ и о н а л а случайно?" процесса 
позволяет обосновать применение метода Монте-Карло* для 
leZ^т ™ Р е Ш 6 И И Я ( 3 ) И в ь ™ с ^ ь дисперсию средаего зна-
S L ™ S J К0М П 0 Л У ч а е м ы х приближенных формул является 
экспоненциальный рост дисперсии co временем с показателем 
экспоненты, пропорциональным величине t\\V\{du). Тем не менее, 

применение метода Монте-Карло для решения уравнения (3> 
Г ™ Т , % Г Т е р е С ' П0СКОЛЬКУ метод Монте-КаУрРло устойчив' 

п
 м С ^ ' Т 0 Г д а к а к построение разностных схем, устой-

™дио?ти (см. Щ ' ЛШ У Р а В И е Н И Я <3> В " Р е ч а е т н з в е с ™ 
С квазилинейным уравнением типа Хартри 

i ——|f——- -=-- {И (—ул) + V (х) -|- < ф, L (х, 1щ, 0 ф > } ф (х, t), (4> 

где Hi»-непрерывная йеществениая функция, a Lfje.Tv-, q) — 
самосопряженный псевдодифференциальный оператор**, завися­
щий от параметра л:б/?'1 и действующий в %2(Rn) по правилу 

- ( X IW- hf(.q)-[^)'m\e^L{x, p, q)dp ( ^ J ^ w / ® Л „ 

также можно связать скачкообразный процесс с ветвящейся 
составляющей и представить скалярное произведение 5 ( / ) = 
- < / . <М0>. где / б З З Д " ) , а ф(t) — решение уравнения (4> 
в виде среднего значения некоторого функционала траектории 
процесса, если V{x) — Фурье-образ меры конечной вариации, 

а символ Z(x, p, $•) оператора L(x, iyq, q) является Фурье-
образом меры конечной вариации по первым двум аргументам 
со значениями в пространстве абсолютно интегрируемых 
функций по последней переменной; 

** 5 метоЛе Монте-Карло и его применениях см. [13—21], [31-32] [66]' 
Величина <i|,. L, -],>_ называется средним значением оператора L 

в состоянии W:<f, tp>=-/ f(x)cp(x)dx. Черта сверху означает комплексное.-
сопряжение, 
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I(x, p, -.7) = (2-.:)-" jfе-^+ърЩМ, df], q), ^dq J |L|(dS, d-q, q)<co. 

Мера |L| определяет переходные вероятности составляющей 
скачкообразного процесса с ветвлением, а мера |У| , также 
как и в случае уравнения (3), определяет переходные вероят­
ности составляющей без ветвления. Теорема существования 
и единственности решения задачи Коши для уравнения (4) и его 
априорная оценка содержится в работах [50], [52], [82], [121]. 

Решения уравнений (3 — 4) порождают а-аддитишые меры 
со значениями в .S?2 (•/?") на ступенчатых траекториях. Эти меры 
имеют смысл амплитуд вероятности квантово-механических. 
событий, а вероятность (или интенсивность) события А вычис­
ляется по формуле 

HA)H\HA)\lk{R»y (5> 
В отличие от классической теории вероятностей интенсив­

ность (5) не является, вообще говоря, аддитивной' функцией. 
множества, а совокупность множеств, для которых выполнено' 
традиционное условие нормировки 

0 < / ( A ) ^ l 
образует лишь полукольцо (см. [50]). В работе [50] изучаются 
основные свойства амплитуды и интенсивности на простейшем 
примере так называемой комплексной марковской цепи и затем. 
эти свойства формулируются в. виде аксиом. 

Предлагаемая статья состоит из четырех параграфов. В пер­
вом содержится обзор математических методов, применяемых в. 
теории континуального интеграла Фейнмана. Во втором парагра­
фе рассматривается обоснование представления решения урав­
нения Шредингера (3) в виде математического ожидания функ­
ционала скачкообразного процесса и связь уравнения Шрединге­
ра и обобщенного уравнения Колмогорова. В третьем параграфе 
приводится конструкция решения квазилинейного уравнения (4). 
Наконец, четвертый параграф посвящен свойствам комплексных 
марковских цепей и аксиомам комплексной вероятности. 

§ 1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В ТЕОРИИ 
КОНТИНУАЛЬНОГО ИНТЕГРАЛА ФЕЙНМАНА 

1. Метод аналитического продолжения. Метод аналитическо­
го продолжения для вычисления континуальных интегралов. 
Фейнмана изучался Р. Камероном [97—99], Р. Камероном и 
Д. Сторвиком [100—104], Г. Джонсоном и Д. Скоугом [ 1 1 7 -
120], а также Д. Баббитом [94] и Э. Нельсоном [136]. 

Основной прием, использованный в этих работах — аналити­
ческое продолжение винеровского интеграла, зависящего от па-
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раметра, с вещественной оси в комплексную полуплоскость — 
содержится в первой статье Р. Камерона [97]. Интегральным 
объектом здесь является последовательность конечномерных 
интегралов, зависящих от комплексного параметра: 

/ Г [ Л = \ flN) (*М"> ®*% - V = l , 2 , . . . , (1.1) 
N 

w{m {%) =-- I I ехр { - & -%k_tfi2\ (tk — /;,_-)} (2.x), (tfl - if д-ОГ"2, 

X6C+ = {2:Res>0}, E = ('„ . . . , у б ^ \ ^ o = = 0 ; 

"• .v-(ti> ••-. t.v)-разбиение отрезка [0, t] точками t j , . . ., .V-i, 
причем 0-=^0<--1< ••• <t.v = t, |w.v| —maxjt j r - t^_i | 

/<r 
IT-JVI-^O, если 7V->oo, 

а основной задачей-—вычисление повторного предела 
Н т П т / Г М / ] = Л Г [ / ] , / ^ 0 , Re/; — 0, (1-2) 

где /-комплексная функция, определенная на множестве, 
состоящем из измеримых ограниченных траекторий хх: [О, t] ->Rl, 
a /( 'V)-функция N переменных, сопоставляемая функции / 
и разбиению т;̂  по правилу: 

/М(хи...,х»)^/(х™), * Г — { * * , * * < * < tft-i}"-! (1-3) 
jc[m — скачкообразная кусочно-постоянная траектория, проходя­
щая через точки ли ..., х,{: . . ., х,у в моменты времени tn, . . . 
• • • , th-U • • • i ^.V~-l-

Если ReX>0, то правая часть формулы (1.1) является инте­
гралом функции f(N) по комплексной мере ^ \ d\>.bN) =•-••----
-wiM)(fyd £*, на борелевской о-алгебре iB{RN) подмножеств 
множества RN, порожденной всеми множествами вида 

В == {ак < хк < Ьк, 1 < к <Л/}, 
называемыми цилиндрическими. С ростом N вариация комплекс­
ной меры |j.j,V) растет как степень числа большего единицы: 

var {,{N) = J | ™[W) (S) | d ^ = (| X |/Re X)"/2{to} oo 

и, следовательно, комплексные меры р{ ' не являются суже­
ниями на 33 (R^) некоторой комплексной меры i-ч, заданной 
на о-алгебре ,ГЙ, содержащей все а-алгебры 33 (RN)- Поэтому 
•способ, которым интеграл Винера был включен в теорию инте-

* Счетно-аддитнвиая функция множества ц, заданная на «т-алгебре ,<В, 
называется комплексной мерой, если справедливо равенство ц=-ц.1—Ц*-2-Ы(Р-з— 
-«Цч) i ГД-- l-ij — конечные меры па {& . 
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трала Лебега (см. [72]), здесь не применим и для вычисления 
предела (1.2) необходима новая теория. 

В рамках метода аналитического продолжения доказатель­
ство существования предела проводится в два этапа. Во-пер­
вых, выбирается такой класс функций / , чтобы для всех 
конечномерных интегралов (1.1) имелась равномерная оценка по 
N и хес+*. 

Таким образом задается последовательность {l[N) [/]}.v=i 
функций параметра X, аналитических в области С+. Из теоремы 
Витали (см. [80], [81]) следует, что для существования предела 

Нга/Г>[/] — / Г [ / 1 
; • / - > - - -

в области С+ достаточно, чтобы этот предел существовал при 
вещественных значениях ^ , ^ , . . . , образующих в С4' сходя­
щуюся последовательность. Второй этап состоит в доказа­
тельстве существования предела 7leq [/] при вещественных 
значениях параметра Х----Х1, Хг, . . .. Здесь либо привлекается 
теория интеграла Винера, обеспечивающая существование пре­
дела при Х>0 для любой непрерывной*" функции/ , модуль 
которой мажорируется интегрируемой функцией, либо уста-
навливается фундаментальность последовательности {I^I/DN^I-
Таким образом, функция Дос1[/] определяется как аналити­
ческое продолжение с вещественной оси в область C'h: «seq» — 
сокращение английского слова «sequential», означающего «по­
следовательный». Здесь имеется в виду то, что величина 
•iTq[/] определена как предел последовательности конечномер­
ных интегралов- Согласно теореме Фату--Привалова (см. [136]) 
аналитическая функция, равномерно ограниченная в области Q 
с гладкой границей dQ, имеет предел почти во всех точках 
границы по любому направлещио, не касательному к границе д&. 
Поэтому при почти всех рфО, Rep = 0 существует предел 

lim/ri/Wrt/l (1-2') 
{lambda}-»- p 

по любому направлению не касательному к мнимой оси. Величи­
на /peq [/] называется фейнмановским континуальным интегралом-

Использование теоремы Фату—-Привалова было предложено 
Е . Нельсоном [136], а до этого фундаментальность по с ледов а. 

* В работах [97—99], [104] рассматривались классы функций, конечно­
мерные интегралы которых оцениваются равномерно не во всей области С+, 
а в некоторой ее части, содержащей интервал вещественной оси. Это огра­
ничение ие меняет существа метода. 

** Норма ||л--|| = max \xr\ определяет топологию в линейном пространстве 
тб[0, t\ 

•С[0, / ] . Комплексная функция f, заданная на множестве называется непре­
рывной, если непрерывно отображение /:С[0, t}->C. 

11 



I 

тельностн {/{lambda}̂[/]}"--1 ПРИ ^n-^Pi ReXft > 0 проверялась непо­
средственно (см. [98]), например, предъявлялись дополнительные 
требования к функции / , обеспечивающие равномерную непре­
рывность интеграла I™+iP[f] no q при <7>0. 

С делыо упрощения обоснования предельного перехода при 
Х-ч--/?, в работах [97], [99] рассматриваются классы функций /, . 
называемых Л^ТО^-интегрируемыми, для которых интеграл: 
по мере Винера, зависящий от параметра X >0, допускает 
специальное представление: 

с-а 

\ f (\-ll2xx) w {dxx) = \ e-^df (5), 
C'o[0,/] 0 

где <p (s) — функция с ограниченной вариацией, вычисляемая как 
обратное преобразование Лапласа-Стилтьенса от интеграла Вине­
ра. Аббривиатура ILSTOW состоит из первых букв английского 
выражения «Inverse Laplace-Stiltjes Transform of Wiener's». Если 
/ ILSTOW— интегрируемая функция, то аналитическое про­
должение в область С* и предельный переход при \->р 

со 

не представляют трудностей и величина I [f] = \)exp(is)df(s)' 
б 

называется фейимаиовским континуальным интегралом. 
Примерами ILSTOW-HHTerpupyeMbix функций являются функ­

ции вида: 

f(Xx)^g\[ai(t)dxx, ..., \all(x)dxA 

где g (x), x(iR"-~комплексная функция, имеющая [(n-f-l)/2l' 
непрерывных производных, ограниченных сверху величиной 
А ехр В | х |2, а {а,}'/ •— ортонормированная на отрезке [0, t\ система, 
вещественных функций ограниченной вариации (см. [97]). Другим. 
классом ILSTOW-иитегрируемых функций являются функции вида. 

/ (x t ) — d>K0(T,^)dxj, (L4>. 

где функция Ф (z) ~~ аналитическая в круге радиуса r>5Bi 
с центром в начале координат, а 0 (%, х) — дважды непрерывно. 
дифференцируемая по х функция, удовлетворяющая при тб[0, t\ 
условиям: 

д 
dx 

0(~, •) <в, д" 
д г JTH^ •) <В, А==0,1,2 (1.5> 

Умножение f {xt) на функции ty(xx) такие, что 

дх -ft И-) 
i t 

:-5, (i.6> 
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не выводит из класса lLSTOW-цнтегрируемых функций. Это 
обстоятельство используется при обосновании представления 
в виде континуального интеграла Фейнмана решения задачи 
Коши для уравнения Шредингера с потенциалом, удовлетворяю­
щим условиям (1.5) и начальным условием, удовлетворяю­
щим (1.6). 

В работе [99] исследована сходимость конечномерных ап-
лроксимаций 1[рыЦ к Ii\f\ для функций вида (1.4). В пред-
положении, что км = (Ш~\ 2tN~1, ...) получена оценка 

V = - [ / w l ~ / [ / ] = 0 (Л/-а/1ог1ойЛГ), 
где а = 2 log r/y"3.z5t. Если Ф(г)-=ехрг, то сходимость не­
сколько улучшается: bN = 0 (N'1). 
:. .• Если вместо аналитической функции Ф в (1.4) рассмотреть 
•отрезок ее ряда Маклорена, содержащий п первых членов 
и сопоставить этой функции функционал /„ (хс),то как доказа­
но в [99] разность I [/„] — I \f\ не превосходит величины 
ю((5Цп)п). 

В последующих работах это интересное направление ис­
следований не получило дальнейшего развития. 

Рассмотрим еще одно определение фейнмановского инте­
грала. 

Если / — ограниченная непрерывная функция, то при X > 0 
-выполнено равенство 

' Г 1/1 = \ /(^l"xx)w(dxx), 
CvlO.t] 

где справа —интеграл по мере Винера функции f(k-ll2xx)-
Пусть теперь Х>0 и /(Х--/2.х-с) — интегрируемая по мере Ви­
нера функция, такая что интеграл /̂(X—1/2.х1-) w (dxt) имеет 
равномерно ограниченное аналитическое продолжение I™[f\ c 
вещественной полуоси в область С+. Это условие выполнено, 
например, в том случае, если / — аналитическая функция, 
удовлетворяющая специальным условиям роста (см. [98]). Тог­
да при почти всех рфО существует предел 

Н т / - [ / ] = / - П / 1 
также называемый фейнмановским континуальным интегра­
лом [97]. ЕСЛИ при вещественных X совпадают интегралы 
jT l /1 и j{lambda}eqt/] и существуют пределы Ja

p
a[f] и {cdot}/*-q[/]. то 

^рп1/] —-jp04!./]. Однако н е д л я всех интегрируемых по мере 
Винера функций интеграл по мере Винера равен пределу 
последовательности конечномерных аппроксимирующих инте­
гралов (см. [45]). Поэтому, вообще говоря, интегралы J™\f\ и 
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- /"pC>q[/I н е Равны между собой. Ниже мы еще раз вернемся 
к этому вопросу в связи с примером, приведенным в рабо­
те [120]. 

Операторная интерпретация интеграла (1.1) для функции 
t 

f(xx) = expi\ V(xs)ds, содержавшаяся в работах Ю. Далец-
о 

кого [25 — 26J, Д. Бэббита [94] и Э. Нельсона [136], оказала 
значительное влияние на дальнейшее развитие метода анали­
тического продолжения.* 

Вместо последовательности интегралов (l.l) рассматрива­
ется последовательность 

(-У > [/1« {х) = S Ч» С-л- + х) /<"> (Ъ + х,..., ЕЛ- + х) wW (6) сК, 
RlVn 

где Ъ&Д", ?==(̂ ь . . . ,tu)GRNn, Ф —элемент некоторого тополо­
гического (банахова или гильбертова) пространства К\ 
функций на Д", а величина /j^'[/] Ф принимает значения 
в топологическом пространстве /<V Если при ХбС+ для любого' 
№К\ существует предел lim 1^ [/J ф, являющийся элемен-

N ->со 

том К-1, непрерывно зависящим от функции ty&K\, то соответст­
вующее непрерывное отображение Кг в Ко называется опера-
торозначным континуальным интегралом и обозначают /^ c q [ / ] . 
Аналогично определяется интеграл (/•{,"[/] ф) (x) и оператор 
j!i" [/J (CM- 1-00D- Далее ставится вопрос о существовании в 
сильном или слабом смысле, непрерывных операторов /*ос- [/] и 
"jn"[/l> действующих из /<\ в /<"•-. Для фейимановских интегра­
лов вида (1.1) естественными пространствами являются Собо­
левские пространства Iis(R"), так как в этих пространствах 
интегральный оператор K\(t) c ядром Кх (х, у, t) = 
= uxp ' ~ x~f,2 унитарен при мнимых значениях парамет­
ра X, а при Re)->0 его норма не превосходит единицы.** 

Если /(xT) = expt\ V(xi)ds, то интегралы вида (1.1) мож-
ii 

но записать в виде композиции 2N некоммутирующих опера­
торов, действующих на функцию ф: 

/(ло [/] ф _ К ь {t __ iN_x) м (t - *„_,).../<f {lambda} (ti) М (tO Ф, 
где M(Д) — оператор умножения на функцию exp IV(х) Д. 

* Следует отмстить, что в более ранних работах Фейнмана (см. [70]) 
более общие континуальные интегралы понимались как функции; от бесконеч­
ного числа некоммутирующих операторов. 

** При вещественных % тот оператор сохраняет норму в банаховом про­
странстве С (Rn). 
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Если \mV>c> — оо и V(x) — достаточное число раз диф­
ференцируемая функция, имеющая равномерно ограниченные 
производные, то M(A) — ограниченный оператор, действую­
щий в Hs(Rn), норма которого не превосходит 1 -hс(s) Д. 
Наиболее слабые требования к функции V(х) предъявляются 
при s —0. В этом случае можно ограничиться измеримостью 
функции V(х). Рассмотрим ограниченную функцию <p(-xt, •), 
заданную на множестве С [0, t] и принимающую значения 
в L2 (RnY-

у(хх, x) = exp \i ^ V(xt-\-x) dx\ty(xt + x), ^L2(Rn) 

II? (Xx, -)\\L,< exp {t min Im V (x))} \\Щи. 
X 

Поскольку функция V(x) измерима относительно о-алгеб-
ры S3(Rn), то функция <?{xt, • ), принимающая значения 
в L2(Rn), измерима относительно о-алгебры траекто­
рий А+, на которой задана мера Винера w(dxt), и мы можем 
определить интеграл функции <р в смысле Бохнера: 

/*[/№-= S T^-1'2^, -)w(dxx). 

ЕСЛИ функция V (х) такова, что почти всюду в С0[0, t\ 
выполнено 

Hm h(xwt .)-<t(Xxt ->|U. — 0. (1.6) 
N~*co 

то из теоремы Лебега о предельном переходе под знаком 
интеграла (см. [81]) имеем: 

/ - [ / ]ф=1ш/^) [ /Н~/ Г [ / ]Ф-
7V-.-0-

Условие (1.6) выполнено, например, в следующих случаях: 
а) V (х) — измеримая, ограниченная на каждом компакте, огра­
ниченная снизу вещественная функция (Бэббит, [94-]); 
б) V(jc) —вещественная функция, непрерывная почти всюду 
в "•* (Нельсон, [136]). 
Поскольку I^i) [/] ф — ограниченная последовательность функ­
ций параметра X со значениями в L2{Rn) аналитических 
в области С+ и при любом вещественном I 

Ит/^[ЛФ--=/Г[/]Ф. 
JV-.--0 

то в силу теоремы Витали (см. [80], [81]) для векторозначных 
аналитических функций, интеграл Деч [f\ ф имеет аналитическое 
продолжение в область С+. Далее, из теоремы Фату—-Привалова 
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•и ограниченности функции If / / ] * в L2 при Х£С+ следует 
"что по любому направлению, не касательному к мнимой оси,' 
•при почти всех р существует слабый предел: 

ш—11т/-Ч/]ф-=/^[Л^ О-7) 

•причем из оценки || 1%^ [/] ф ||i- < || exp {(min lm V (x)) t) \\ if \\L> 
X 

следует || Jf^lf] || < exp (^minimi/ (x)). Оператор Jsei [/] назы-
x • 

вается операторозначным фейнмановским интегралом. 
Замечание 1. Параметры X и t входят в ядро оператора 

К% (х, у, t) в виде произведения 
Кк(х, у, t) = K(x, у, Xt) 

поэтому, если считать, что фиксированным является не t, a p 
и рассматривать аналитическое продолжение интеграла 
•fSpq 1/1 4* (•"•) t) к а к функцию параметра t, то можно утверждать, 
что при фиксированном р слабый предел (1.7) существует при 
почти всех t (cp. [102]). 

Замечание 2. Если функция V(x) удовлетворяет усло­
вию а), то оператор //-= —Д-1/(х) имеет в h(Rn) самосо­
пряженное расширение Нор, и разрешающий оператор U {t) 
задачи Коши для уравнения Шредингера 

j^no-z-VMa ионФоем/?") 
может быть вычислен по формуле U(t) — Jf4\f\, где f(x:) = 

t 

= expij V(Xc)dv. 
'о 

В этом случае существует сильный предел, являющийся 
непрерывной функцией параметра t со значениями в L2(Rn) и 

предельные переходы при N-*oo и Х->р коммутируют 
(см. [94], [136]). 

Исходя из (1.5) можно определить интеграл •/!}"[/] ty и выйти 
за мнимую ось, если функция /£п [/] t|» со значениями в L2 (-?") 
имеет равномерно ограниченное аналитическое продолжение 
в область С+. Таким образом определяется операторозначный 
ейнмановский интеграл Jpn[f\- Классы функций, допуска­
ющих такую процедуру, изучались в [100—103], [117—-118], 

В [120] приводится пример функции f(x:), принадлежащей 
пополнению по некоторой норме линейного пространства В, 
состоящего из функций вида 
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для которой /^n[/]d)6L2 (-?"). есЛ И ^&L2(R'1) и одновременно 
при любом достаточно мелком разбиении отрезка [0, t] 

У^ [/<">] №(/-?"). 
Отсюда следует неэквивалентность двух определений опера-
торозначного интеграла Фейнмана. Аналогичный факт имеет 
место и ДЛЯ винеровских интегралов (см. [45]). 
По аналогичной схеме изучались фейнмановские операторознач-
яые интегралы со значениями в L2(R1) и в Li(/?') на линейном 
пространстве функций вида 

N НЮ t 

А - = 1 [=1 О 

и его пополнениях по специальным нормам. 
Р. Камерон и Д. Сторвик рассмотрели фейнмановские one-

раторозцачные континуальные интегралы от функций вида 
t 

f(xx) = expi\i V(-, xt)dt I m V > c > — o o , 
о 

где V(-, x) либо непрерывная почти всюду на [0, t]XRl и 
ограниченная на всех компактах функция [100], [101], [104], либо 
измеримая и ограниченная в L2(Rl) равномерно по xg [0, Ц 
-(см. [103]). В этих случаях доказано равенство: У™ [/] = Ууч [/] 

для почти всех p. Интегралы •/£*[/] и - /^ [Л функций вида 

/i(.Xt) = ®iK§0(JCt. хв, -, s)d-zds\t 

/2(x t) —<M \h(xx, T)d--, 5O2(JC„ s )ds j , 

где <I>i(z), $2.(2, г«) — целые функции, а ||б(-, •, t, s) | | i<c< ©о, 
.||-i,2('. --)||<с<оо равномерно по s, xg [0, z.], изучались в [104]. 
В обоих случаях У™ [/] == /^ч [/] при всех p. Более того, дока­
зана непрерывность операторозиачных функций У'™[/] по пара­
метру р: Re p=-0, р-7--0. 

К методу аналитического продолжения примыкает метод 
гауссовской регуляризации фейнмаиовского интеграла, предло­
женный Ито [114—115] и изучавшийся Тарским [96], [139 — 140]. 

В вещественном гильбертовом пространстве Н рассматри­
ваются множество У симметрических положительно определен­
ных ядерных операторов (см. [18], [80]), частично упорядоченных 
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отношением h: 7\КГ2 если и ТОЛЬКО если Т.^бЛ Т1 —Тяб-Л и 
семейство гауссовских мер {\>.т,а}т& по средним абЯ ковариа­
ционным оператором Т (см. [I8J). 

Пусть / ( 7 ) —комплексная функция, зависящая от операто­
ра Тб./ как от параметра. Если для любой монотонно возрастаю­
щей последовательности {Ту}" (Т/-Т/-1) операторов из частич­
но упорядоченного множества J существует предел 

Пт/(Т„)==/, 

не зависящий от выбора монотонно возрастающей последова­
тельности, то говорят, что величина / является пределом 
последовательности {/(Т)}г£./ при Т {to} оо по частично упорядо­
ченной системе J и Пт/ (Т)—/. 

7 —>оо 

2. Определение интеграла Ито. Обозначив через-
lim —предел по частично упорядоченной системе J, определим. 
интеграл 1 [/]: 

Т-~>оо J-J 

Cr-=Jrft- r .«(5)exp{^ <*, О } . . 

где область E> (/) определения интеграла / состоит из всех:. 
функций, измеримых относительно борелевской о-алгебры под­
множеств множества Н, для которых такой предел существует,. 
конечен и не зависит от aQH. 

Функции из D(I) называются интегрируемыми, а величина 
j [/] —интегралом функции / по обобщенной мере.. Класс инте­
грируемых в этом смысле функций оказывается нетривиальным:. 
он содержит все функции вида 

/ (6) - exp (^-1Е Р ) J expi <£,--> (1.(̂ 7,),. 
я 

где ц—произвольная комплексная мера на борелевской с-алгебре 
подмножеств множества Н, имеющая конечную вариацию.. 
В этом случае 

j [ / ] = $ e x p ^ № ( d i O . (1.8) 
и 

Кроме того, существует целый класс линейных преобразо­
ваний, относительно которых инвариантно подпространство-
D{I). Пусть А — ограниченный оператор, действующий в Н. 
Взаимооднозначное преобразование А:И'{to}// называется почти: 
ортогональным, если ••• -, • :J 
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| | (A*A)V2_/| |p < 0 O 

при некотором 0 < p < l , где 
||M||p-=[Tr(M*M)W2]1^. 

Преобразование С:Н-^~Н, называется почти изометрическим, 
если оно имеет вид СЪ = а + А% а£Н, где Л —почти ортого­
нальный оператор. 

Доказано (см. [114]), что область определения D (I) являет­
ся линейным подпространством И, инвариантным относительно 
почти изометрических преобразований. 

Пусть элементами вещественного гильбертова пространства 
Н являются траектории лт:[0, t\->Rl, x(0)-==0 и задано 

скалярное произведение (I, х ) = \ xt-itdT, тогда в соответст-
и 

вии с общей схемой, можно определить интеграл по обобщен­
ной мере от интегрируемых функций. Доказано, [114—115], что 
соответствующий интеграл <р--=/[/] определен для функций вида 

/(хх) = ехр ( — L \ V(x()dx)b(xt-х) 

если a) V(p)6Li (R1) (V — Фурье-образ функции V); 'б) V(x) = 
= с(х — а) {cQR1) В) V(x) = %{x — cCf (x>0) и является функция 
Грина задачи Кошм для уравнения Шредингера 

<Р(0, х) = Ь{х). 
Таким образом, для функционалов указанного вида интегри­

рование в смысле Ито—Тарского приводит к тому же резуль­
тату, что и интегрирование в смысле первоначального определе­
ния Фейнмана (см. [69—71]). Б работе [140] доказана кван-
товомеханическая форма закона Ньютона и в конечномерных 
гильбертовых пространствах получены формулы метода стацио­
нарной фазы. 

Работы Альбеверио и Крона [92—93], Моретт де Витт [132— 
135] и работы авторов [50—53] тесно связаны с исследования­
ми Ито—Тарского и являются, по существу, их продолжением. 
Формула (1.8) принимается в качестве определения без пре­
дельного перехода континуального интеграла Фейнмана для 
функционалов, являющихся Фурье-образами (или характеристи­
ческими функциями) мер конечной вариации и изучаются сле­
дующие вопросы: i 

— корректность определения [52], [53], [92]; 
— интегральные представления решений уравнения Ш редин-; 

гера [50—53], [92—93], [127], [132—135]; 
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—.вывод общих формул для разложения континуального ин­
теграла по методу стационарной фазы [93]; 

— вывод формул метода, стационарной фазы для асимптоти­
ческого разложения решений уравнения Шредингера по пара-
метру h [93, 134]; 

— интегральные представления матрицы рассеяния [92]; 
— интегральные представления решений уравнений кванто­

вой теории поля [92]; 
— связь с теорией случайных процессов [127]. 
В § 2 мы подробно остановимся на результатах работы [127] 

и следствиях, вытекающих из этих результатов. 
3, B теории фейнмаиовского континуального интеграла ме­

тоды теории возмущений линейных операторов часто использо­
вались применительно к интегралам функционала 

•• t . 

/(х,) = &хр~^У(хх)^, l m V > c > —оо. (1.9) 
о 

Как следует из предыдущего изложения, интеграл / ^ [/] <|> 
функционала (1.9) можно представить как результат действия 
2JV" линейных операторов на функцию <]>: 

llN)\f\t?^Mv{t-iv-i)K%{t-tN-i)-..Mv(tl)I<x{tl)t?, (1.10) 
где tu . . . , tN — точки разбиения i-jV отрезка [0, if], My (-с) — 
.оператор умножения на функцию exp{ih~lV(x)t}, а К%(-•)—-
интегральный оператор с ядром К%{х, у, т.): 

К%{х, у, т)-= (Х/2—/г)«/2ехр{—Х\х — t/|2/2n~}. 
Семейства операторов Му{ъ), Кк(?у, -.(й(0, со), ReX>0, |X|>0 
являются непрерывными полугруппами'1, действующими в L2(Rn), 
причем при ReA = 0 полугруппа К(с) —унитарная, a Mv(x) — 
.квазиограниченная: {| ЛГ (-)||=-= 1, || My('-)||<expa'-, a — inf Im к (x) 

X 

'(см. [38]). Их производящие операторы А и В соответственно 
равны замыканию в L2 (R") оператора ----- Д и оператора умно­
жения на функцию ih~lV(x). 

Будем рассматривать оператор В как «малое» возмущение 
..оператора Л. Если функция V ограничена, то оператор В 
также ограничен: \\В ||<sup | V(x)\ и exp Bx = l-\-Bt-\-0(i2). 

X 

•Систематически используя это равенство, интеграл (1.10) можно 
представить в виде: 

/Г[ЛФ-=^40Ф + О(|-^|) + 2 ( ' * - ' * -0^ ( ' - ' * ) ' -5Х 
Х/Ся (h - tu-i) Mv (tlt_x - tk_2) • .. . • Mv (iO. Кь {U) ф 

* Если ие оговорено противное, то под непрерывностью операторознач-
ных функций понимается сильная непрерывность. .,. 
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и доказать, что при любом X: ReX>0, |Х|>0 последователь­
ность I%N)[f\ty сходится в L2(/?") при N->oo к решению инте­
грального уравнения 

t 

t>{t) = Kx(t)ty + ll<x(t-^.B.b^)dx, (1.11) 
6 

решение которого существует и единственно в классе функций 
Li [0, t] параметра т со значениями в L- (Rn)-

Дифференцируя правую и левую части (1.11) по t получаем, 
что функция ty(t) является решением эволюционного уравнения. 

-4i=(A+E)f 
С другой стороны семейство операторов 

является, очевидно, непрерывной квазиограниченной полугруп­
пой. Поскольку ty(t) = U{t)ty, то производящим оператором 
полугруппы U(t) является оператор А-\-В. Обобщения резуль­
татов такого рода содержатся в [25], [30[, [61]. В частности, 
Ю. Л. Далецким доказано следующее утверждение. 

•Теорема. Пусть существует разрешающий оператор 
expA*. уравнения -JL — Aty, ф.3/7, где Н — гильбертово простран­
ство, и пусть Т — положительно определенный самосопряженный 
оператор, действующий в Н, имеющий плотную в Н область 
определения и ограниченный обратный Г-1. Если оператор В 
ограничен в Н и при некотором m -выполнены условия 
|| А"1ВА-"1 \\<оо, || AmT~x || < оо, || ТА-"11| < оо то а) оператор 
А-\-В является производящим оператором непрерывной квази­
ограниченной полугруппы операторов ехр(.А + 5) t, действую­
щих в Н; б) для любого S6..-V* существует предел 

Urn- (exp A (t — ^.v-i) exp B{t — tu-i) . . . ехр Ati ехр Bt{) % — 
[jljyl-i-O 

= exp {(A-f-£)*}•-.. (1.13) 
Поскольку левая часть этого равенства является пределом по­
следовательности упорядоченных произведений некоммутирую-
щих операторов, ее называют хронологическим или --произве­
дением. 

Если функция V(x) не ограничена, то существуют примеры, 
показывающие, что оператор А + В, вообще говоря, не является 
производящим оператором (см. [80]. гл. IX, § 3), а предел (1.13) 
не существует [13]. Однако, можно выделить некоторые классы 
потенциалов, такие что использованная здесь конструкция со-

* Через N обозначено исполнение Я по норме 11-Ц-: ||^||_ = ||-"-l|l.ir. a 
lim~ — предел в смысле этой нормы. 
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.храняет силу. Следуя [80], [38], мы изложим здесь теорию, 
основанную на использовании следующей леммы. 

Л е м м а . (Т. Като, [38] гл. 5 § 4). Пусть А — самосопря­
женный оператор в гильбертовом пространстве Н и В — сим­
метричный оператор такой, что D (B)^D (А). Если существуют 
постоянные <х<1 и (В такие, что для любого *gD (A) выполнено 
условие: 

||-5ф||<а||.Лф||+Р|М!, 
то A + .5 —самосопряженный оператор. 

О п р е д е л е н и е. Пусть A = —А, H=L2 (Rn) и В — оператор 
умножения на функцию V(x), действующий в И. Если В удов­
летворяет условиям леммы, то функция V(x) называется потен­
циалом Като,* 

С л е д с т в и е . Если V — потенциал Като, то оператор 
»(Л + 5) является производящим оператором унитарной группы 
операторов expi(A+B)t, действующих в Li(Rn). 

Теперь мы рассмотрим вопрос о существовании предела ком­
позиции некоммутирующих полугрупп операторов 

Iw^ = P(t^tN_1)Q(t~iN~i)- ••• -P(ti)Q(i,)^ 
не предполагая, что производящие операторы ограничены. 

Т е о р е м а (см. [136] и [38], гл. 9, § 2). Пусть А и В — 
линейные операторы в банаховом пространстве 53, такие, что 
А, В и А + В — производящие операторы сжимающих непрерыв­
ных групп операторов P(i), Q (т) и /?(-.). Тогда для любого 
•[•б1® существует предел: 

UmIim<b = R(t)ty. (1.14) 

Доказательство этой полезной теоремы основано на двух 
простых фактах. Во-первых, используется компактность в 93 
множества М = {К(т)\р} тб[0, t], где i[> — фиксированный эле­
мент из 3S, а /<"(т) — непрерывная операторозначная функция 
параметра т. Компактность множества М следует из компактно­
сти отрезка [0, t] и непрерывности функции Д'(т). Во-вторых, 
используется следующее свойство равномерной сходимости: 
если семейство операторов С (г), действующих из банахова про­
странства В\ в В2 равномерно ограничено, и для каждого эле­
мента (рвВ[ выполнено 

Нт С ("-)•?•-= 0, (1.15) 
т-*о 

то на любом компакте из В\ сходимость к пределу (1.15) 
является равномерной, ибо в противном случае в Вг сущест­
вует элемент <р для которого условие (1.1 о) не выполнено. 

Теперь рассмотрим норму разности 
* Потенциалом Като является, например, любая вещественная функция, 

принадлежащая пространству Lv{Rn), p>n/2, р ^ 2 (см, [136]). 
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d/v-| |^(t)<l>-P(t '-- t .v-i)-Q(t-^-i) . . .P(ti)Q(.-i) + ||. 0-16) 
Поскольку операторы R, Р и Q — сжимающие, то достаточ-

:но доказать (1.14) для функций 4. из плотного в 53 множества 
D(A-f-.B). 

Множество D(A-\-B) c нормой ||(А + -5)Ф]| + ||Ф || является 
-банаховым пространством 51, а роль семейства операторов 
С (-с) отводится операторам 

def 
•х-- (Р (-.-) Q(x)-R (-:)) - С (т) -сер, ^ ] , 

.действующим из Вг в 53. Для каждого <?GD (A-j-E) множество 
{С(т:)ср} -;.5[0,.t] ограничено в 53, поэтому Б силу принципа 
•равномерной ограниченности (см. [38] гл. 3, § 1), существует 
постоянная с такая, что ||С (т.) ср | | ^ < с || "Ml-v Таким образом 
•оператор С (т): 53->£}., ограничен-

Опер атор R{i) действует в D (Л + В) = Вх и непрерывно 
зависит от параметра тб[0, t]. Поэтому для любого ^б-б, 
множество {/••? С-) Ф} "-6I0, t] компактно в fi-. 

Используя тождество xN — У ^ — ^ xN~k(x — у)у"~1, оценим 
•разность (1-16): 

N 

Поскольку множество {/? (!-'л)(!)}л ограничено в E1 и для любого 
<рб51 выполнено (1-15) равномерно на множестве {R (^^^(^[о.ц, 
то 

А = - 1 

где £(х)->0 при -.{to}0. Теорема доказана. Ее применение 
к фейимановским континуальным интегралам рассмотрены 
в [136 — 138]. 

Методы аппроксимации полугрупп операторов дискретными 
полугруппами (см. [38], гл. 9 § 3) можно рассматривать в рам­
ках теории возмущений линейных операторов. Дискретной 
.полугруппой называется семейство {t/*}™==0' состоящее из 
степеней ограниченного оператора U, действующего в бана­
ховом пространстве В. Каждой дискретной полугруппе соио-

del 
•ставим единицу времени х>0 и положим U(ki)~Uh. Семей­
ство U = {U (kt)}™ называется дискретной полугруппой 
•с единицей времени т, а оператор Г — -.-1 (1 — U (-)) — производя­
щим оператором полугруппы U. 

Пусть U(t)—непрерывная квазиограниченная полугруппа 
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операторов, действующих в В. Рассмотрим последовательность 
{Un} дискретных полугрупп с единицей времени tin. Говорят,, 
что последовательность {£/„} аппроксимирует полугруппу 
U(х) на отрезке [0, t], если для любого -сб[0, t] существует 
предел 

Ит £/(*„--„)---£/(•-). 

Таким образом, вопрос о существовании предела (1-14) сводит­
ся к вопросу о сходимости последовательности дискретных 
полугрупп U(x)—P{l/n)Q{tln). Сходимость дискретных полу­
групп изучалась в [25—26], [30], [54], [61]- Во многих случаях 
сходимость может быть установлена на основании известного-
результата Т. Като. 

Т е о р е м а , (ем. [38], стр. 633—634). Пусть U(т) —непре­
рывная полугруппа операторов, действующих в банаховом про­
странстве В с производящим оператором Т и {Un(x)} —после­
довательность дискретных (полугрупп с производящими опера­
торами Тп п—1, 2 Если существуют постоянные М и |3, 
такие что \\Un(kxn)\\<M&xpfikxn и ядро D* оператора Т такое,, 
что Гиф-э-Гф для любого cpGD, то последовательность {Un(x)} 
аппроксимирует U(x) на [0, оо). 

При использовании этой теории основную трудность пред­
ставляет, получение равномерной априорной оценки для дискрет­
ных полугрупп (ср. [30]). Область применения теории аппрок­
симации полугрупп может быть расширена, если допустить, что 
дискретные подгруппы действуют в шкале, так как получение-
оценок в шкалах обычно проще, чем в фиксированном простран­
стве, Такое обобщение для специальной шкалы гильбертовых 
пространств, содержащей L2{Rn), было рассмотрено В. Л. Ройт-
бурдом [61]. 

Д. Фудживара [112] вычислил интегральные операторы, об­
разующие дискретные полугруппы, равномерно сходящиеся к 
разрешающемуся оператору задачи Коши для уравнения Шре-
дингера в римаиовом пространстве: 

(iA — + й-д)и.---0, а |,-о-=<!>. (1.17) 

где 

Д — (det g (x))-1'2 2 g ~ (det g (x))1 V (x) -щ, 

g'iJ (x) — метрический тензор. Техника асимптотического разло­
жения решений уравнения (1.17) по степеням параметра к 

* Пусть неограниченный оператор Т, действующий в В, является замыка­
нием некоторого оператора 5, В этом случае область определения оператора 
5 называется ядром D оператора Т (см. [38], стр. 221). 
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sup II [ (G(-,y, t)-GN{-,y,t))^{y)dy 

хорошо известна (см. [126], [50]). При малых t асимптотика; 
решения по h совпадает с асимптотикой по t, поэтому естест­
венно ожидать, что вычислив функцию Грина задачи (1.17) с 
точностью до 0(tN+1): 

0(x,y,t) = GN(x,y,t) + 0(tu+1), (N>\) 
можно представить точное решение в виде предела последо­
вательности сверток приближенных функций Грина: 

с со с 
ty(x,t) = lim \ . . . \ dxi . . .dxkG„(x, xi, t/k). . . 

...0N(xk.u xk, ilk). 
Известную трудность представляет оценка остатка в опера­
торной норме: 

= 0(tu+1), (1.18)-
• t ,W) 

которая используется для обоснования предельного перехода. 
В работе [112] сообщаются условия, при которых оценка (1.18) 
имеет место, если 

GN (х, у, i)^(4,ith)-'"2 exp{-—|g—} 2 (ithyej (x, у), 

где г(х, у) — длина геодезической, соединяющей точки х и у,. 
а функции 6j(x,y) вычисляются явно, они являются решениями 
уравнения переноса (ср. [126], [50]). В заметке [112] та же за­
дача решается в гамильтоновой форме. 

Обозначим G(z.) разрешающий оператор задачи Коши (Г 17}"' 
и через QN{t) — интегральный оператор Фурье: 

G.Vit) Ф О*) = [ щ ) а I G.v (-• х, р, у) Ф (у) dydp, teGu°° (Rn) , 

G^ t , x , ^ у) = е х р - К ц ? , q)ds—p{y-x*(x, p,t))\x 
N 

X ^ (ithyejix, p), 
/ • = • -

где L(q, q) —лагранжиан, отвечающий гамильтониану 
H(p, x) — ̂ tgiJ(x)pipj; x(t), ii(t) —решения уравнений Гамиль­
тона х=Нр($, х), k=—Hq(£,x), .-(0) = p, х{0) = хй, а 
еу (х, р) — решения уравнений переноса. Если выполнен ряд 
условий (см. [126]), включающих отсутствие фокальных точек: 
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вдоль траектории х (-) при любых p£Rn, то гарантируется 
•оценка: \\0N(t) — Q(t)\\L^L2-<0(tN+1), обеспечивающая равно­
мерную сходимость дискретных полугрупп: 

e - l l m ( G ^ t / / 0 ) - G ( 0 -
Л - 5 . СО 

В предположении, что задача Коши для квазилинейного эво­
люционного уравнения 

-^--=л(0тЧ-.о(м), Ф|,_0==Фое-
имеет решение на отрезке [О, Г], а семейства операторов 

/£[0,Г] И {--)(-> "))<g[0,7-] Т а К И е ' Ч Т 0 

— A(/)—производящий оператор сильно непрерывной сжи­
мающей полугруппы, имеющей в банаховом пространстве В 
исюду плотную область определения, независящую от t; 

D(t, •) —ограничен на каждом шаре в 5 , и локально Лип­
шиц-непрерывен по второму аргументу и непрерывен по перво­
му аргументу, А. T. Заплитная получила представление решения 
i|(/) в виде Т-отображения [33]. 

В [50, 53] метод теории возмущений применялся для дока­
зательства теоремы существования уравнений задачи Коши для 
нелинейного уравнения типа Хартри. Математическая сторона 
работы состоит в следующем. Пусть U(х) —квазиограниченная 
непрерывная группа операторов, действующих в банаховом 
пространстве В и В(-) : 5{to}0p5— оператор, отображающий В 
в множество ограниченных операторов, действующих в В, и 
обладающий тремя свойствами: 
-) ll-5(cP)ll<Gi(ll(.-||)> гДе С1—непрерывная функция; 

'2) ехрВ (ср) t < expat, а>0 для любых cpgB, t > 0 ; 
3) | |5( ?)- .S(<p') | |<C2( | |<p| | ) | |<p' | | ) | |<p-?' | | . где G2-некоторая 
непрерывная функция. Из условия 2) следует, что при фикси­
рованном фбВ рекуррентная последовательность 

<!>„ (tN~l к) = U (tN-1) ехр (tiV-i .8 ( ^ (tN-1 (к-Щ... 
. ..U (tN-1) exp {tN-'B (<!?)} ty, k = \,2t...,N\ J V = 1 , 2 „ , . . (1.19) 
ограничена равномерно rro N и к. Поэтому, также как и в п. 1 

ехр tN-'B («|>„ (tN-4i)) = 1 + Ш~гВ (ф„ (Ш-Щ) + О (tN~l). 
Отсюда следует представление <]>N: 

к 
% (h)=и (tk) ф -|- о (tN-*)+2 ш-ч/ (tft_,) в (^ (tM)) iv (tM). 

/-=1 

Используя априорную ограниченность последовательности и 
условия 1) и 3) МОЖНО доказать (см. [53]), что последователь­
ность tyu(tk) фундаментальна в В при ^{to}-., N-+00, а пре-
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дельная функция Ф (х) непрерывна по - и является решением 
нелинейного интегрального уравнения: 

t 

Ф ( 0 = - г (*-) Ф -+S гу С--—-) -в (Ф <-)) Ф (-) -*•--
о 

Решение этого уравнения единственно в классе непрерыв­
ных функций параметра tg [0, t] со значениями в В. 

Таким образом, соотношение ф (г-)-— lim |-1->JV. (t) определяет не-
JV-t-oo 

линейный оператор Г: B{to}B 

Совершая предельный переход в (1.19), мы переходим к 
произведению бесконечного числа некоммутирующих нелиней­
ных операторов. Такое произведение называется --отображе­
нием. В дальнейшем под термином "-отображение будет пони­
маться также всякий оператор, определяемый как предел по­
следовательности функций от некоммутирующих линейных или 
нелинейных операторов. Тем самым, понятие Г-отображения 
является более широким, чем понятие --произведения или хро­
нологического произведения операторов. 

§ 2. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА 

В ВИДЕ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ 
ФУНКЦИОНАЛА СКАЧКООБРАЗНОГО ПРОЦЕССА 

1. р-представление континуального интеграла Фейнмана. 
По аналогии с представлением решения уравнения теплопровод­
ности в виде предела конечномерных аппроксимаций интеграла 
по мере Винера, решение задачи Коши для уравнения Шредин-
гера 

{-̂ -Ж-' + ̂ ф^--0' (2.1) 
•И*, о)-=ф0(я)еСо-(#") 

можно формально записывать в виде фейнмановского конти­
нуального интеграла (см. [10 — 11], [71]): 

с 1 г 1т I V I2 \ - е ' 
•И.*. t)~= \ЗОххЬ0(хо) ехр ̂ ^ - ^ -V (XX)J dx = 

xt=x б 
nN 

def /• m \ 2 г- (..V) (- ^Zl 

= l i m \2xttN-4i \ • • • \ Ф- ("o) 11 dxk X 
JV-vo-v ' «L 4 i,_n 
N-*°° -.Я „rt / .=0 
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x exp i { - — | p — - - V{x,) tN-t}, (2.2> 
где XJV = X. 

Существование предела (2.2) доказано для широкого класса 
потенциалов V(x) ([136]), однако запись решения задачи (2.1) 
в виде интеграла по мере на траекториях хх: [0, t]-*Rn имеет 
лишь формальный характер и до сих пор не обоснована. 

В последние годы для изучения континуального интеграла 
(2.2) был использован метод Фурье (см. [50—53], [92—93], 
[114—115]), состоящий в следующем. После тождественных 
преобразований по формуле Парсеваля в RN допредельное выра­
жение в формуле (2.2) записывается в виде 2Л/-кратного инте­
грала: 

2 

V л" ,l=1 

UN ЛГ-1 

- Pk(xk+i - xk))j ф0 (JCi) = J Sfo J g>xx X 

Xexp|-{S[.x-, pj+.?, .*} Фо (•*<>)• (2.3) 

Показатель экспоненты в 2Л^"-кратном интеграле является ко­
нечномерной аппроксимацией действия в гамильтоиовой форме: 

S [хх, рх] - \ pxdxx — Н (рхХ с) d" = \ P t d x t 2m" dx~V (XJ dx-
о и 

Поэтому континуальный интеграл (2.3) называют гамильтоиовой 
формой фейнмановского континуального интеграла (см. [9], [10])-
Замечательным фактом, установленным в работах [52], [53]., 
является существование предельной аддитивной комплексной 
функции множества 

Nil JY 
(-V) |х [а] = lim llm —Л Л ..,. \ [[ dpkl

{
a

n [PX.N] X 

Л« Д«А=1 i '- = - -1 

где a-произвольное множество ступенчатых траекторий из не­
которой алгебры A, {x^ljlj-последовательность непрерывных 
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•ограниченных функций, сходящаяся к характеристической функ­
ции множества, а при /->оо для каждого a6A> a V(x)—фурье-
образ меры конечной вариации в /?". Функция множества i* 
допускает продолжение до о-аддитивной комплексной функции 
множества т на б-алгебре А, порожденной алгеброй A, а огра­
ниченный функционал 

t 1 

S 
{ о ) 

-~ / 1 \/<./2 Г 

где ф0 (p) — г—, \exp{ — ipx/h}%(x)dx, «^-измерим. Таким 
образом, после выполнения интегрирования по пространственным 
переменным в формуле (2.3) было обосновано включение фор­
мулы (2.3) в теорию интегрирования (см. [53]): 

lj)£ 

Ф (*> 0—[т)п / 2 J ехР * dp J m (*Рх) x 

Xexp - f fedJ^G-M- (2.4) 
Равенство 

. . \2nh) 

2m 

(X.Yl2\^dnL.(dn,^,J-M1-^ J e * dp J m. (dpt) exp | - i-• jj -§--dt Фо (p.-) -
• Rn 0 •> 0 -• 

= 5®xrexp ! [ . ( - - - ^ - ^ W J r f - 1-oW, (2-5) 

если правую часть этой формулы понимать в смысле определе­
ния (2.2), является аналогом равенства Парсеваля (см. [53]), 

• а левая и правая части формулы (2.5) называются соответствен­
но импульсным и координатным представлением (соответствен­
но p-представлением и x-представлением) континуального инте­
грала Фейнмана. В работах [50, 53] приводятся явные формулы 
для меры т простых множеств и вычисляется характеристиче­
ский функционал комплексной меры т: 

jj ехр -—\jxxdp-: /re(dpt)----exp - - ^ - J V(xx)dx . 

TaM же было показано, что интеграл 

ijJ(p,0- \ m (djoO ехр I — - Jj ---f̂ - - " [ Фо (P-f) 
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является решением задачи Коши для уравнения Шредингера 
в ^-представлении: 

| | . ^ _ + Я(р) + 1/(^р)}ф(р, 0 = 0, 

№ 0 ) = <Mp), 
где псевдодифференциальный оператор V(ih\p) действует 
в C(Rn) по правилу 

V(ihVp)f(p)~(2^)-"/"\ V(du)f(p + hu). (2.6) 

Тот факт, что мера т сосредоточена на ступенчатых траекто­
риях, послужил в дальнейшем для выяснения тесной связи 
интегрального представления решения (2.4) с теорией скачко­
образных процессов. 

2. Скачкообразный процесс, отвечающий потенциалу T/(x).. 
Пусть I/—-комплексная мера конечной вариаций на о-алгебре Ш 
боррлевских множеств в R" такая, что 

V(x) = l-i^)''/2[e-tpxV(dp), x£R>\ 

то есть V — характеристическая функция меры V. Мера V 
абсолютно непрерывна относительно .конечной неотрицательной 
меры 1^1, являющейся вариацией меры V, поэтому существует 
| V (-интегрируемая функция f(p) такая, что 

V{B) = \f{p)\V\(dp), VS693. 
в 

Рассмотрим конечную неотрицательную меру Q: 

в 
Очевидно, что мера V абсолютно непрерывна относительно 
меры Q: 

% iP) = ^У1'2 ПШ в (2тс)"/2 ехр г*ф (р)' 
где flJ-(p)-=--/(p)/|/(p)| = arg/(p) —вещественная 53-измеримая 
функция. Поэтому мера I? может быть представлена в сле­
дующем виде: 

V (В) = (2-)"/2 J el^p)Q (dp), VBeSB. 
в 

Отсюда мы заключим, что 
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v PVP) / (P) = [ е^Щ (du) f (p + hti). (2.6')> 

Функция Ф (и) в дальнейшем изложении называется фазовой 
функцией. Пусть далее v (В, Д) —пуассоновская мера на 
#"Х[0, Т] со средним MN (В, h) = Mi~lQ(B) и ^р (t) (0 < s < 
< f < T ) марковский скачкообразный процесс, определяемый. 
формулой (2.7): 

t 

ZSp{t) = p-\-h[uv{du,dx). (2.7) 

Процесс 65„(0 обладает следующими свойствами (см. 
[59], [241): 

(i) вероятность Р(В) совершить скачок,, значения которого 
принадлежат множеству B£3B(Rn), не зависит от того, из ка­
кой точки совершается скачок и вычисляется по формуле 

P(B)^Q(h^B)/Q(R»), 
где h~xB = {ir.u£Rn, 1ш&В}\ 

(И) вероятность совершить k скачков за время Д равна 
Ли 

D (ДЛ--И)* ~Ti •е 

где %=Q(R"). 
Переходная функция P(T,p,t) процесса -.op(t), равная 

вероятности попасть на множество YQ3B(Rn) за время t из 
точки p(<R" может быть выражена через математическое ожи­
дание: 

Р(Г,р,*) = ЛГдсгМ*)). 
где xr(x) — характеристическая функция множества Г, к 
удовлетворяет уравнению Колмогорова (см. [24], [59]): 

h д
ш Р (Г, р, t) = \ {Р (Г, р + hit, t) -Р (Г, р, t)} Q (da)-

i - f 2 f (P (Y,p + hu, t)~P (Y, p, t))\V\ (du). 2л ) 

Последнее равенство имеет место в том случае, если в фор­
муле (*) |/(р)|-=1. Решение уравнения Колмогорова можно 
представить в виде ряда: 

• р(Г, р, 0 - е х р ( -vi/r-i)XЬсг (р) + 2 h~k\ dsk• 

[ dsll-l...[ds1...x\ •"-. \гг p + h 2 и! П Q(ditj)\. 
i К Хп in \ ;-i J ;=i J 
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Вероятность любого измеримого множества, ступенчатых траек­
торий А записывается аналогично (ср. [53], [82]): 

/М-4) = ехр (-**А--) X 1A (P) + 2 Л"* J dsk J ds 
{ / i>=1 rl *n 

k 

0 0 

• • • ИSl x i • • • з Х д ^ ? ( S i и|р)) П Q (^«/) ' 
0 Rn Rn j=l J 

где 
[1, если траектория /? - p принадлежит множеству А 

;XA(p)- при всех те[0, if], 
[о, в противном случае; 

(1, если траектория p!*(s, и\р) принадлежит 
l-4(p*(s, u\p)) = \ множеству А при всех тб[0, t], 

[О, в противном случае; 
р, если 0<х<5! 

т. 

т 

•Р+^2 Ui-> еСЛИ $Ь<^<*-
.'Этой формулой мы воспользуемся для оценок вероятности мно­
жества траекторий, совершающих скачки ограниченной вели­
чины. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Условная вероятность множества 
траекторий, совершающих, на отрезке [t, t + A.] скачки величины 
•большей 'некоторого i?>0 при условии, что за это время про­
исходит только один скачок, равна 

ЯД.1(^)= J Q(du)KQHdtt). 
\u\>R 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы (р) следует, что вероят-
• ность множества траекторий, совершающих за время [г, / + А] 
один скачок, значения которого принадлежат борелевскому 
множеству В, равна: 

*+д snM 
Pf | I (В) = exp { - х (t + Д) /г1} X У. /г* Jj dsk jj dsk_, ... 

ft-1 

- w . * 
• • • J dsi X J • • • J П Q (dtij) is (it,,) = 

6 Rn %nj—l 
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= Д^1 \ Q (da) {exp ( - хД/г1) - exp ( - * (t + Д) Г1)}. 
в 

Заметим теперь, что Рд- 1(^)=Р^-д(|м |>-9)/Р.+д(-9")> Отсюда 
следует формула для условной вероятности 

PA'1(^)=jJQ(^)/5Q(^)-
\u\>R 

ЧТО И требовалось. 
П р е д л о ж е н и е 2.2 РА.г (/?)--> О при Р, {to} со равномерно по Д. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку любая конечная мера 

в сепарабельном гильбертовом пространстве может быть сколь 
угодно точно аппроксимирована мерой с компактным носителем 
(см. [64]), то jj Q (da){to}О при p{to}0. Утверждение предложе-

ния 2.2 следует теперь из предложения 2.1. 
Процесс Zsp(t), определенный формулой (2.7), называется 

скачкообразным процессом, отвечающим потенциалу ^(x)-
Через l(t), ks(t) и kp(t) обозначаются соответственно 

МО- -.so(t) и lop(t). Очевидно, что • ^р(О—-ДО + Р- Зависимость 
процесса lsp(t) от параметра h такова, что среднее число 
скачков за время Д, равное ЛЬ(Р/, Д), растет пропорционально 
/г1. Если интеграл \ | и j | V\ (du) сходится, то средняя величина 

л» 
скачка убывает пропорционально h. 

3. Решение задачи Коши для уравнения Шредингера в р-
представлении. Пусть %(р)&С (JRn). H(р) — непрерывная ве­
щественная функция, Ф (p) — измеримая вещественная фазовая 
функция, входящая в формулу (2.6'), x = Q(Pv't) и ksp(t) — 
скачкообразный марковский процесс, отвечающий потенциалу 
V(x). Рассмотрим математическое ожидание 

ФСР. --)-= ехр (xtft--) Mt exp Ц- jj Я £sp (t)) ds + 
( 6 

[Ф (а) - -J) N (da, dx)\ ZQ (go (t)). (2.8) 
О дп J 

Очевидно, что lim^(p, t) = фо (/?)• Выведем уравнение, которому 
удовлетворяет функция ijj(p, t) (см. [127]). 

Скачкообразный процесс \sp{t) является марковским про­
цессом, поэтому 

+'П 

ФСр,< + Д) = е—»-1.М<+дехр -^ \ Я ( ^ + Д))Й5 + 
У -
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+ i J 5(<I>(«) — f)v(dtt,d,)U^-'xM.expU-JH(Sp(t+At))rfs---

+ j J J (ф („) _ « . ) v (da, d-)} Ф0 (̂ p (t + Д)). (2.9> 

Заметим теперь, что имеет место следующее равенство 
E,p(t + A) = ^ ( 0 + S,(t + A-:)-e-.p+E<('+A)(-). (2-Ю> 

Подставляя (2.10) в (2.9), получим 
, /+д 

ф(р, ^ + Д) = виДЛ-1Ж<+дехр -^ J # ( ^ + A))dS + 

- у ? " 

Величина S^(^-fA) представляет собой сумму скачков процесса 
lsp(t-\-L) на отрезке [z, t + A]. 

Обозначим через Mf-'Д (А--=0, 1,2, . . . ) условное математи­
ческое ожидание при условии, что на отрезке [t, t + Д] процесс 
%яР (t-\-&.) совершает k скачков. Поскольку вероятность совер­
шить k скачков за время Д равна /-,, = (Mrxv)hik\ ехр{-—Дч/г1},. 
то 

MM-д {•••} = (1 - хДЛ--) Mftk {..-} + -/.Д/г^дЖ^д {•••) + 
+ 0(А-). (2-11) 

Заметим, что величины 4sp {t + Д) и V \[Ф ( и ) - у v (d«, ds) 

являются статистически зависимыми. Из определения (2.7) сле­
дует, что если процесс -..г-^ + Д) совершил k скачков величины 
kill, •• -,1шк за время [t, i + Д], то 

м-д k 

\ J (Ф ( « ) - т ) v (rfM> ^ 5 ) = 2 (ф ("/•)-f )• 
Предположим сначала, что //(^ — ограниченная функция. По­
скольку при скачке из точки р вероятность совершить скачок: 
величины fid и равна 

P{hdii) = Q{du)iQ(R>% 
то с точностью до членов порядка -О (Д.2) выполнено 

ф (р. * + Д) = еиЛ/д"1 (1 -кД/г 1 ) (1 + i-'ДЯ (p)) f (p, t) + 
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+ xA.4--J Q (dn)/Q (Д») ф (p + Ли, t) exp i (Ф (и) —£•] + О (А2). 
л" 

Учитывая (2.6) и приводя подобные члены, получим: 
^(p,^ + A) — Hp , 0 + i-1A/r4^(p) + Vp.vp)}di'(p,0 + O(A2). 

Отсюда мы заключаем, что $(p,t) удовлетворяет уравнению 
Шредингера в р-представленш: 

{-ih-± + H(p)+V(ih4p)}${p,t) = Q. (2.12) 
Рассмотрим теперь вывод уравнения (2.1) в случае, если 

Н{р) — непрерывная неограниченная функция. 
Пусть R>0. Обозначим через ХЛ|д —характеристическую 

функцию множества траекторий процесса ..,.,,, (t-f А), скачки 
которых на отрезке [t, t + Д] не превосходят величины R 
и заметим, что 

^Д{1-хл ,Д(5-,р(-+--))}-=/ jA ,1(/?). 
Поскольку функция 4> (р, t) ограничена по модулю: 

| t (p , t)l<exp(xi/i-1)||-|o.llc(/jn)« 
то из предложения 2.2 вытекает, что для любого е > 0 найдет­
ся столь большое -/?==/?(•-)> О, что 

t+A 

М#д 0-Х*.д (-••/-(-+--)) 1-ехр I J//(£,p(i + A)ys 
•• t 

X 

•Ч-А 

X exp U ] JJ (Ф (и) - -J) v (da, ds) if (p + lt (t + A),, t). 
t r>n 

<e, (2.13) 

причем данная оценка выполнена равномерно по А при Д •!• 0. 
С другой стороны, 

.+д 
^Дхл ,д(?-.р(-+Д)) 1-ехр i jH(S e p( t + A))flr.s X 

i X ехр U j J (Ф. (и) — -£-) v(rf«, ds) U (p + t,t (t + Д), t) 

(2.14) — 0(Д)Хтах | # (p + w)|. 
|«|<V?(e) 

поскольку здесь при s6[t, t + A] выполняется оценка 
H-.p (̂  + д ) | < | / ' | + -??- Заметим теперь, что для любых / / и х 
выполнено тождество 

е ш Е 1 + ( е ш _ 1 ) х + (еШ_1) ( 1_ х) . 
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Поэтому из (2.11) и (2.13 — 2.14) следует:; 
I t+b. 1 

ФОо, * + Д).= .МЭДехр I \ H(l,p(t + b)ds\x 

X f ( p + ^ ( t + A), tJ + xAA-iM^exp i J J(Ф(я) — -J-)v(£-f«, ds) X 

X f ( P W + --). 0 + О(Дг) + О(--2)(тах|Я(^ + «)| + 1). 
|«|<Я(е) 

Дальнейшие преобразования аналогичны вызоду уравнения 
(2.12) в случае ограниченного Н (р): 

$(р, t + A)=4(p, t) + i-iAA-1{H(p) + V(iA.7p)}-7(-«7> 0 + 
+ 0(Де) + 0(Д2)(1+тах|Я(/? + и)|). (2.15) 

Переходя в (2.15) к пределу сначала по А, а затем по е 
получаем тот же результат, что и в случае ограниченной 
функции H(p). Итак, доказана 

Теорема 2.3. Пусть Н(р) — вгщгств.енная непрерывная 
функция на R", V(x) — фурье-образ меры конечной вариации, 
a Q(B) и Ф(р) — неотрицательная мера на 3B(Rl) и веществен­
ная фазовая функция на Rn такие, что 

l/(x)=-5exp{-t(/ox-rI)(p))}Q(dp), jcg/?-. 

Пусть далее v(5, Л)—пуассоновская мера на ЦпХ[0>Т\ со 
средним Мч(В, Д) = A_1.A.Q(jS) и •:,-(.<) — марковский скачко­
образный процесс со значениями в R_\ отвэчающий потенциалу 
V(x): 

< 

-.sp (0 = i ° + j - J Mv (•-—> - - ' ' • ) • 

Тогда функция 

5 (p, t) = exp (xtA"1) M,exp U \ H (5,p (t) ds + 
l о 

+ijffo(«)--—)v(rftt,^)|ii;o(6p(t)) 
является решением задачи Коши для уравнения Шредингера 

\-ih± -\-H(p) + V(ihVpj\b(p, 0 - 0 , 

Ф(^ 0) = ф0 (p)6G (/?"). 
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Рассмотрим теперь решения уравнения Шредингера в коор­
динатном представлении. 

Пусть %{р)ЪС{Яп)Г[Х2 (Rn). Поскольку £-p==?, + p, то 
функционал траектории %(t) 

ехр \}~h J Н (|г (t) + p) ds\ £• (6 (f) + p) 

принимает значения в .SS2 (/?") по параметру p£Rn. Следовательно, 
||ф(.,01Ь2<ехр(^/гО^И1Фо(ЧО + Р)1Ь2==ехр(^/г>)||^||^. 

Преобразование Фурье является линейным ограниченным опера­
тором, действующим из Ж2(^") в Х2{Я'1)- Теорема о коммута­
ции линейного ограниченного оператора с операцией интегриро­
вания по параметру (см. [81]) позволяет выполнить преобразование 
Фурье под знаком интеграла: 

d - f / 1 •- nil f — -

X c x p ^ S(<>>(*)-T)v(d«,^)(- sJ- r) , , /"Je" rX 
О о " Л" 

XexV^-L\jH(Zs(t) + P)dsU0(4t) + p)dp. (2.16) 

Функция ty (х, t) принадлежит пространству %2 {Rn) и является 
решением задачи Коши для уравнения Шредингера в х-пред­
ставлении 

{-ih-A+^(4vx) + ̂ (x)}4.(x,0=o1 
(2.17) 

«К*, 0) = to(x) — (^r)"/2jj^^(p)dP. 

В том случае, если И(р) = \р\2/2т, интеграл по dp в формуле 
(2.16) может быть вычислен явно: 

1 <!> (x, 0 - е х р (v.thrl)Mt ехр \i j J (Ф (и ) - -у ] v (da, dx) 

I f t6-(0l' л-ДчЛ m V'/2 

h J 2« 
о 
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X e x p i - - J4(0—*--*+« (2.18) 
о 

При l/(x)=sO формула (2.18) переходит в известную формулу 
решения уравнения Шредингера для свободной частицы: в этом 
случае процесс %s(t) скачков не совершает: 

$,(0 — 0. v(d«,d-) = 0 и ч==0. 
Поэтому формула (2.18) переходит в известное соотношение 

Перейдем к выводу формулы для функции Грина уравнения 
Шредингера (2.17). Нам достаточно определить преобразование 
Фурье функции (2.18) для начального условия 

Г , , / 1 • п/2 1рХ' 

^(P)H^rj ехр-f-. 
В этом случае функцию <\>(р, t) удобно рассматривать как 
медленно растущую обобщенную функцию и использовать 
теорию преобразования Фурье медленно растущих обобщенных 
функций (см. [80]). Пусть «р (p) — функция из пространства 
S Щп) быстро убывающих бесконечно дифференцируемых функ­
ций. Преобразование Фурье действует из S (/?") в S ("••-) (см. 
[79J). Обозначим через <?(х) — фурье-образ функции <p(-p). 
Фурье-образом медленно растущей обобщенной функции <f (p, t) 
называется такая медленно растущая обобщенная функция 
<-\>(х, t), что 

•S ФС*. t)?(P)dP= § Ф(*. t)v( — x)dx. 
я" на 

С одной стороны, в силу теоремы Фуббнни 
\ НР> t)9iP)dp=*> 
а'1 

=- ехр {%th~l) Mt ехр i V J (ф (и) - — j v (da, d~) x 

X J <р(/0Фо('-(О)—р Uf J H M ^ W 
R'1 [ u J 

С другой стороны, для любой траектории tps(t) выполнено 

> - о -1 
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= 5 ? ( - x ) f Р - * Л (Zp (t)) exp U - J Я ( ^ (0) ds dx 

Отсюда мы заключаем, что если ^-(p)—непрерывная ограниченная 
функция, то Фурье-образом медленно растущей функции <jj(p, t) 
является медленно растущая обобщенная функция (2.16), 
.действующая на элементы пространства S (£,'1) по правилу 

J i|> (л, t) ср (x) dx = ехр (KthrWt exp i ̂  jj (Ф (it) - -J) v (drt, dx) X 
0 Rn 

t 

х5т(-^)(2У1 / 25ехр U- lpx-\H(tpAt))dsU0£p(t))dp 

j?« 

и являющаяся решением задачи Коши для уравнения Шредин­
гера (2.17). Начальное условие задачи (2.17) также является 
в этом случае медленно растущей обобщенной функцией. 
Отсюда следует 

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.3. Тогда 
функцией Грина уравнения Шредингера (2.17) является медленно 
растущая обобщенная функция 

t 

G(x,x', t) = exp(*t/r1)M,expu^ [ 1Ф (и) — -^-\ -i{du, dx) — 
О nil 

IS 2m ' 2th ( т а г ) * <2Л9> 
Аналогичные соображения приводят нас к новой формуле для 
решения уравнения теплопроводности. 

Теорема 2.5. Пусть функция V(x) удовлетворяет усло­
виям теоремы 2-3 и h= 1. Тогда функция 

t 

Р (х, t) = exp И Mt exp t ij jj Ф (и) v (da, ds) — 

-^\>ЛО|Цх(^.~)'!/2^о©^х 

X e * p ( - w Jo\(0---s--x + t (2.20) 

является решением задачи Коши для уравнения теплопровод­
ности: 
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•§={^ + V(x)\p(x,t), (2.21) 

P ( x , 0 ) — P0(x)6C (/?»)• 
Если функции V(x) и P0 (x) — вещественные, то все коэффи­
циенты уравнения (2.21) и его решение — вещественные. Поэтому 

мнимая составляющая ехр i \ \ Ф (tt) v (du, dt) вклада в матема-

тичеекое ожидание не дает и в формуле (2.20) можно заменить 
t t 

exp i \ \ Ф (u) v (da, dt) на cosl \ Ф (u) v (du, d-). В частности, 
0 дп D дп 

из теоремы 2.5 вытекает 
С л е д с т в и е . Функция Грина уравнения теплопроводности 

(2.21) может быть представлена в виде: 

Р (х, х', t)-=exp (ict) Mt cos К [ Ф (tt) v (du, d-) | X 
0 Л в 

Xexpj--255 
< 

JI £, (t)|2* + -i o- J 5, (t) ds — JC + x' (2.22) 

4. О связи между уравнением Колмогорова и уравнением 
Шредингера. Здесь мы рассмотрим вывод уравнения Шрединге-
ра для функции (2.8), основанный на использовании теории 
стохастических уравнений (см. [23-24]) . Как будет показано,, 
уравнение Шредингера (2.12) с ограниченными коэффициента­
ми есть частный случай общего уравнения Колмогорова. Для 
этой цели мы воспользуемся следующим утверждением, являю­
щимся следствием общей теоремы о решениях уравнения Кол­
могорова (см. [24], гл. 2, § 2). 

П р е д л о ж е н и е 2.6. Пусть v (A, Д ) - пуассоновская мера 
на ^ "Х[0 , Т] со средним Mv (A, t\) = Q(A) Д и 

v(A,A)a=v(A,^)-Q(A)^. 
Пусть а-*'(р, t) и ^ ( p , t, и) неслучайные функции, /==1, 2,...,т 
(р, t, u)QRmX[0, T]XRn, удовлетворяющие условиям: 

а) aJ (p, t), gJ(p, t, и)-непрерывны по р, t и дважды непре­
рывно дифференцируемы по р; 

б) частные производные по р первого и второго порядка 
функций а> (р, t) равномерно ограничены, 

в) \ {! Vpg I2 +1 VP§ I4 + 1 VPS" P} Q (du) < G < 00 > где постоянная) 
С не зависит от (p,t). Обозначим через ^-(t) — решение 
стохастического дифференциального уравнения 
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dt{s) = a(•;(.,), s)ds + ^g(l{s),s, u)v{du, ds), l{l) = p-

Тогда функция F(p,t) = Mf{Zp,t(T)), где f(p)&C2{R») являет­
ся решением уравнения Колмогорова: 

dF 
— + (a [p, t), vpE {p, t)) + (2.23> 

+ [ {F(P+g(P, t, u), t)-F(p, t)-g(p,t, u)4pF(p, t)}Q{da) = 0. 
я" 

Для того, чтобы от уравнения (2.23) перейти к уравнению-
Шредингера (2.12), мы опишем специальную конструкцию про­
цесса 7](S) В R"+l. 

Пусть в условии предложения 2.6 /га--=п+1 и 
V(х) --= jj exp i (Ф {р)-px)Q (dp), 

R11 

где Q(dp) — неотрицательная конечная мера такая, что-
\ |и| Q (dtt) < со, Ф (p) —измеримая вещественная функция и 

v (A, А)-—пуассоновская мера со средним Mv (А, Д) —Л-Q(A) Д. 
Пусть далее 

di\W (s) — А ^ %Q (dtt) ds + h2 K aftv (da, ds), (2.24)-
Rrl R'1 

4wV)*=Pk> .4-= 1,2, . . . . я . 
Обозначим Й = («1, . . . , й„), р = (ри . . . , p„), '-. (s) = Cl(1) (s),... 
. . . ,"/](") (s)) и положим (см. [127]): 

drii*+v (s) = — H (7] (s)) ds -I- h J [ф (a) - J J Q (rftt) ds + 
я" 

+ A2 W Ф (a) — J ] v(d«, ds), -/.("+1) (0 = 2. (2.25> 
Л" ' 

Таким образом, в условиях предложения 2.6 

gl (p, t, и) = !г% при 1 < J < it и g ^ 1 (p, 2., и) = Л2 ( Ф (и) — J ) ; 

a1 (p,t) = h\ UjQ(da) при 1 < / < л 

и 
a»+i (р, /)=- - Я (p) + h J (Ф (а)—f ) Q (da). 
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'В дальнейшем изложении предполагается, что Н (р)вС2 (#")*. 
Таким образом, коэффициенты aj и gf, определенные выше, 
удовлетворяют условиям предложения 2.5. 

Рассмотрим математическое ожидание 
F(p,z,t) = M/(-qpzi(T)) (t<T), 

где v\pzt—решение системы стохастических дифференциальных 
уравнений (2.24 — 2.25), a f (хь . . . , х,„ z) = %(xu ... , хп) eizi'\ 
где <bQ(x)QC2(fZn). Заметим, что решения системы (2.24 — 2.25) 
однородны по z: 

%,.-+«.«=ед,,, • • • • ^"Ь- «V+«) • 
поэтому 

E(p, z + u, t) = exp(ia!h)F(p, z, t). (2.26) 
В силу предложения 2.5, функция F (p, z, t) является реше­
нием уравнения Колмогорова: 

-!- F (p, z, t) + h _ \ ukQ (da) .°F(p,z,t) + 

+ ( -H(p) + И ( Ф (a)- J ) Q (da))-~ F(p, z, t) + (2.27) 
Л " 

+ A---J {F (p + fia, г + . А ( ф ( а ) . _ | | , ^]-E(p,.2, t)}.Q (<*«)-

» 

- A J (Ф (a) - f ) Q (da) i E (p, г, t) =- 0. 

"Из соотношения (2.26) следует, ч т о - - = у Р . Учитывая это 
равенство и приводя подобные члены в (2.27) получим уравне­
ние Шредингера с обратным временем для функции F непо­
средственно из уравнения Колмогорова (2.27): 

^F(p,z,t)-{H(p)F(p,z,t)-
* Через Ch(Rn) обозначено банахово пространство к раз непрерывно 

дифференцируемых функций, имеющих конечную норму 

2
2J sup 

/-о /--ь. .-Н, г- ' •** 

д1 

с1х['...дх1
п
п 
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• --• 5 F (P + /«г, г, t) exp (i<I> (и)) Q (da) — 

— hrlF(p, z, t ) . J Q(dK) = 0 

или 
{ + 1/гА + Я(р) + 1/(йур) — ̂ Р ( р , . 2 , 0 = 0, (2.28) 

где ic= \ Q(dw) и 1imF(p, г, 0== ФоС»)—P'2/h{cdot} Для того, 

•чтобы исключить член i* в уравнении (2.28), достаточно умно-
жить функцию F(p,z,t) на ехр * (Г — t) hrl. Итак, доказано, 
что Ф0(/?,.г, t) = exp (x(Г-Oh-1) А1/(^Р|г|ДТ))--решение задачи 
•Коши для уравнения Шредингера с обратным временем 

{ih§f + H(p) + V(ihVp)\^r(p,z,t) = 0 
(2.2У) 

11тФг(р, z, t) = %(p)expizlh. 
ЦТ 

•Учитывая введенные выше обозначения, функция Фг (р, z, t) 
может быть записана в виде математического ожидания: 

Фг (p, z, t) -=exp (* (Т — t) Г1) Mt X 
Г Г 

Xexp\^\H('%(T))ds + jrz + i\\^(ti)--^)^(du)ds)}x 

ХЩ\(Т)), (2.30) 

где fisp(T) = p-\-h\j m{du, dx). 

Очевидно, что если в (2,29—2-30) положить z = 0, Т=-0 и заме­
нить t и а —-г, то функция (2.30) перейдет в решение (2.8) 
уравнения Шредингера (2.12). 

5. О решении уравнения Шредингера методом Монте-Карло. 
Результаты, изложенные в п.п. 2—4, позволяют обосновать при­
менение метода Монте-Карло для решения уравнения Шредин­
гера (ем. [127]). Рассмотрим вычислительную схему решения-
задачи Коши (2.12), вытекающую из представления решения в 
виде математического ожидания (2.8). 

Для моделирования траектории \sv{t) используются две не­
зависимые случайные величины: 
распределенная экспоненциально случайная величина т: 

Р(-и<Г)==ехрхГ/г1 

н случайный вектор и в /•?": 
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P(tte.S)-$Q(da) I jj Q(du) 

A - l k ft—1 

Тогда ?.#(*)=- + Л 2 «Г . если 2 ~У> < f - s < 2 -<•", где 
У = 1 У = 1 ; ' = i 

Sip' (0 — /"-я реализация случайной траектории tsp(t), а т / ' и 
й^/)-независимые реализации случайных величин % и и. Каж­
дому г отвечает серия случайных величин {т(Г>}^1 и hipy.Li* 

h 
длина которой определяется условием ^У, ^р > t• 

Пусть Ду> = min т(-), ^ - 2 ТАГ) • т а к ч т о 2 Д / / ) = г;- Р а с~ 
смотрим случайную величину со, независимые реализации кото­
рой вычисляются по формуле: 

>-=Фо P + A^^/MXexp —2 я (/> + •* 2 «Г W ' + 

+<2(ф(вУ,)-т)}-я*о(^,(0)х 

X e x p Ш # ( е с о ( * ) ) * 5 + г$ 5 (Ф(«) - f - )v^ (d« ,d 5 ) . (2.31> 
О 0 nil R" 

Поскольку реализации £$ (̂ ) случайной траектории независимы 
и существует математическое ожидание величины (2.31), то-
из эргодической теоремы Биркгофа-Хинчина (см. [59]) и теоре­
мы 2.3 следует существование предела 

N 

lira ----- 2 Шг ехР ^h - 1 = McD exp %thrl = exp (xtf?'1) Mt X 
^ - H - o r = - J 

t 
X exp — J tf (EJp (t))ds + i \ ^ (Ф (и)--J-J v (da, ds)\x 

Хф0(«Р(0)=-4(Р.-). (2.32).. 
где ф(/7, t)— решение задачи (2.12). 
Оценим дисперсию D случайной величины со: 

D-=Mp,|co|2-MV°|2-
Грубая оценка дисперсии получается сразу 

Л<Ж р , | М | 2 + |Жр,со|2<2||ф0||2с(^). (2.33> 
44 



Получим оценку, убывающую при t|0. Для этого введем сле­
дующее обозначение: 

V+ (x) = J exp (— ipx) Q (dp), 
где мера Q определялась соотношением (2.6). Тогда V+(ihyp) — 
.ограниченный оператор, действующий С (R11) по правилу: 

v+ (.%„) / (р)-=-\ Q m /(р+ы). 
Нетрудно видеть, что 

Mipf (% (t)) - ехр {V+ (iAVp) tA--} / (p). 
Эта формула является прямым следствием определения функ­
ции V+ и уравнения Колмогорова. Норма оператора V±(ihyp) 
.легко оценивается 

. II v+(-AVp)| |C (-»)---SQ (-?»)--=*• 
Аналогично оцениваются нормы операторов ехр V+ (ih vp) thrx 

m ехр {1/+ (iA Vp) tA"-} -1 ~ /C (0= 
|| ехр K+ (th-/p) th-1 ||cwB) < exp (^A"1), (2.34) 

IIК (0 ||С(/Л = || cxp (K+ (sAVp) tA"1) - 1 ||С(ЛВ) <*i A~- exp (xtA"-). 
Поэтому 

^р|«о|---ехр^ДгА7р)<А-МФо(Р)|2=--|Фо(Р)12 + -^(-)1Фо(ОР, 
\Mipio\* = \%(p)\-> + 2Re4o(P)K(t)%{P) + \K(t)%(p)\2. 

•Следовательно, 
23-=M(p|o)|- — |M,p<op< 

< (3IIК (t) | |С (^ +1| /С (0 |РС(ЛЯ)) X || % |£(Я,у (2-35) 
Сравнивая (2.33) и (2.35), мы заключаем, что 

т <min {2, За (*) + а2 (0} X || <|>0 ||2, (2.36) 
где a(£)-=..xtA-1exp(>itA~1). Дисперсия D случайной величины 
•ехр (ittA""1) <Й равна 

£)-=ехр(2х^-1)2). (2.37) 
Центральная предельная теорема (см. [59]) позволяет получить 
•оценку погрешности метода Монте-Карло. Именно, справедлива 

Теорема 2.6. Пусть выполнены условия теоремы 2.3, 
<о, —случайная величина, определенная формулой (2.31), 
1- i> ОМ) — решение задачи Коши для уравнения Шредин-
гера (2.12). Тогда 

ШпР-
N 

-.1/2 ^.З^-ФОМ) N , 
--=.1 

<x{DlN)1'* =Ф(х), 
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где D — дисперсия (2.37), а Ф(х) — интеграл вероятности: 
X 

Ф (х) = (2 )̂-/2 \ ехр (— /2/2) d/. 
о 

В заключение рассмотрим вопрос о возможности уменьшения 
дисперсии оценок путем абсолютно непрерывных преобразований 
меры. Известно, (см. [32]), что минимальная дисперсия оценки 
интеграла 

где |i —вероятностная мера, достигается при использовании 
вероятностной меры Х-, абсолютно непрерывной относительно 
меры !->-: 

x0(^)=-i-(^)l/^)l/Sl/(»)li-(rf«). 
При этом интеграл I может быть вычислен по формуле 

I = \f {q)Mdq)l\f{q)\x\\f {u)W{du), (2.38) 
а дисперсия оценки интеграла (2.38) с помощью суммы 

N 

i=**N=N-^f{qi)i\f№\-\\fmv-m> 
где qt — независимые случайные величины, распределенные по 
закону 10, равна 

А > - -V-1 [Ц | / (?) | .(1 (dq)f-|S/ (?) v. (dq) \2]. (2.39) 
Мы используем этот результат ДЛЯ получения оптимальных 
оценок дисперсии интегральных представлений решений уравне­
ния Шредингера. 

Пусть ш — некоторый комплекснозначный функционал, опре­
деленный па траекториях скачкообразных процессов со значе­
ниями в /?'•• и zSft — скачкообразный процесс в #п, мера траек­
торий которого абсолютно непрерывна относительно меры траек­
торий процесса %sp, заданного формулой (2.7). Если выполняется 
равенство 

MpMlp(t)]*=M
Ptm&PV)] = $(P> t)e-Ki,r\ (2.40). 

где ш[.] — функционал (2.31), a ij.(p, ^-решение задачи Коши 
для уравнения Шредингера 

{-ih f7 + H(p) + V(iAvp)}i(p> *) — 0 (2.41) 

то из формул (2.38 — 2.39) следует, что минимальная дисперсия. 
случайной величины ш равна 
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Ямш=(мр<|Ч)2-М-ум2 

и минимум дисперсии достигается для такого процесса, мера. 
траекторий которого равна 

Хо (#яр (0)=р- (d^P (0) I «> [..Р (0]|/MP, h i , 
где [>• — мера^траекторий процесса S-P(t). 

Процесс ^р, доставляющий минимум дисперсии случайной 
величины ш[?-р1, удовлетворяющей (2.4-0), будем называть опти­
мальным процессом, соответствующим задаче (2.41). 

П р е д л о ж е н и е 2.7. Мера траекторий оптимального про­
цесса, соответствующего задаче (2.41) равна 

Ч-*М-)1--=И-*М01/М~). О, 
где f{q, t) = \tya(q)\lR(q, t), a R(q, t) — решение задачи 

hjtR(q, t)='\[R(q + ha, i)-R(q, t)]Q{du), 
R(q,Q) = \^0(q)\. (2.42) 

Доказательство этого утверждения следует из формулы (2.41) 
и определения (2.31) функционала "- [5̂ р (̂ )l-. a также из уста­
новленного ранее соотношения 

R(p,t)=*Mpt\«>\. 
Следствие . Если |%(<7)| —const, то процесс %sp(t), опре­

деленный формулой (2.7), является оптимальным. 

§ 3. УРАВНЕНИЕ ТИПА ХАРТРИ И ВЕТВЯЩИЕСЯ ПРОЦЕССЫ 

1. Ветвящийся процесс, связанный с уравнением типа Хар-
три. Ветвящиеся процессы, как известно, связаны с нелинейны­
ми уравнениями. С одной стороны, их переходные вероятности 
и производящие функции переходных вероятностей удовлетво­
ряют нелинейным уравнениям (см. [63]). 

С другой стороны, использование ветвящихся процессов при 
решении нелинейных уравнений в ряде случаев (см. [32]) позво­
ляет избежать необходимости запоминать приближения реше­
ний, полученные на предыдущих итерациях, для вычисления по­
следующих как при использовании итерационных методов, так и 
при использовании метода Т-отображений (см. [51], [78—79].. 
[121]). В диссертации А. Т. Заплитной [33] описана мера на 
пространстве непрерывных ветвящихся траекторий и конструк­
ция функционала траекторий, позволяющая записать решение 
задачи Коши для квазилинейного параболического уравнения 
второго порядка с гладкими ограниченными коэффициентами 

т 

{j-t—,L^u(x, *.)— 2 М - * , t)(u(x, t))'\ tt(x, 0) = uQ(x) 
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в виде интеграла по траекториям 
а(х, *)=$Ф[е„(*)Ы-Я-.Л-)), 

где jx —мера на множестве ветвящихся траекторий, определяе­
мая с помощью функции Грина уравнения (— — b\tt(x, t) = О, 
а Ф[.] —специальный функционал. Сформулированы условия, 
при которых мера [... имеет конечную вариацию, но вопрос о 
'конструкции случайного процесса, позволяющего записать ре­
шение в виде математического ожидания, остается открытым. 

В этом параграфе описывается ветвящийся марковский 
скачкообразный процесс и специальный функционал траектории 
процесса, среднее значение которого дает решение задачи Ко-
ши для уравнения типа Хартри в р-представлении. 

Рассмотрим квазилинейное уравнение типа Хартри, в кото­
ром для простоты положим Л = 1: 

+ < -К?. *), 2 [х, J W. я) т1 (?, 0 > t (х, i)}, (3.1) 
где xSRn, //(p) —непрерывная вещественная функция, V(x) — 

i J 1 2-, 
Фурье-образ меры конечной вариации в £>'1, Х\х, —у?, -7 —-
ограниченный оператор, зависящий от параметра х и действую­
щий в L- (-/?") по правилу: 

def / 1 1 2\ def 

Л* Rn 

Величина 

<Ф. 2(*н> — 5ш(ад-ш?)^ 
называется средним значением оператора 2(х) в состоянии <-[>. 

ЕСЛИ мера 5?(x, d%, q) абсолютно непрерывна относительно 
меры Лебега в Rn, TO есть если 

£{х, A,q) = \L(x, k, q)d'i, VA6$(/?"), 
A 

то оператор % (x) является псевдодифференциальным (см. [50]), 
а функция L(x, %, q) называется символом оператора Х(х). 

Если V(x) — вещественная функция, либо suplmV(x)< 
х 

<c<{infty}, a X (x) - самосопряженный оператор, то теорема 
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существования и единственности решения' уравнения (3.1), 
удовлетворяющего начальному условию 

ф (JC, 0) — ф0 (JC)€5S2 (3.2) 

может быть доказана для произвольного отрезка [0, t] как 
итерационными методами, так и методом Т-отображений 
(см. [51], [50], [82], [83]). 

В дальнейшем изложении мы будем предполагать, что 
существуют неотрицательные конечные меры Q (В{) на R" и 
D(B2, B&, 54) на RnXRnXR'1 и измеримые вещественные 
функции Фс(р) и <&ff(p, -;, и) такие, что 

V(х) — (2,:)"/-1 ехр {i (Фе (р) - p.*)} Q (dp), (3.3) 
Я" 

S5(x, A,?)==(2u)'</2$ J $ехр{*(Фг(рЛ tf)-px + «<7)}X 
Я" A R" 

XD (dp, d\, da). 
Функции Фс и Фг называются фазовыми функциями потенциала 
V{x) и оператора Х(х) соответственно. Если условия (3.3) 
выполнены, то операторы V (ixj ) и < .]>, X (iVp) ф > можно пред­
ставить как интегральные: 

v ( Ч ) <р 0>)=S в*Фс ('° Q № т (p+w), (3.4) 
я » 

< ф, Ж ( . t V p ) ф > Ф ( Р ) - = S - з г ф - § - < / 7 ' ' 6 ' и Л ) D{dp', d\, dtt-^X 
R3lt 

XHa)$(l)$(p-yp')~=[D(dp',dt+p,du-t)X 

xexp(^(p', i-+p, &—й)ж»+рж&+рЖр+/>г (3-5) 
Опишем теперь марковский ветвящийся скачкообразный про­
цесс, связанный с уравнением типа Хартри. 

Пусть время х между скачками, которые совершают ветви 
траектории процесса ~gsv{t), распределено экспоненциально, при­
чем показатель экспоненты зависит, вообще говоря, от того, из 
какой точки происходит скачок: 

Р(-<Г)--=-ехр{ — х(<?)Г}, 
где .у точка, из которой происходит скачок, а 

%(q) = [iQ(dti)-\-'\jD(dp', d\-\-q, dlt—l). 
Rn Rnn 

Будем считать, что выполнено условие 
x = SUpx(<7)< оо, 

•7 
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обеспечивающее с вероятностью единица конечность числа; 
скачков за любое конечное время. 

Совершая скачок, траектория процесса lsp может раз­
ветвиться на три ветви с вероятностью 

Pg{q)~^{q)\D(dp', dt + q, dtt~%), 
RSn 

либо остаться неразветвленной с вероятностью 

PH{q)^\-Ps{q)^{q)\Q(dtL). 

Если ветвления не произошло, то вероятность совершить-
скачок, значения которого принадлежат множеству В&В (/?")>-
не зависит от того, из какой точки произошел скачок: 

PiBJ^Qidu) I $Q(dtt). 
Bi j Rn 

ЕСЛИ же происходит скачок с ветвлением, траектория распадает­
ся на три ветви, каждая из которых совершает некоторый ска­
чок, причем вероятность совершить скачки, значения которых 
принадлежат множеству .Si (г*=2, 3, 4) зависит, вообще говоря,, 
от того, из какой точки произошел скачок: 

P(B2,B3>B,\q)^ 
=-$ J \D(dp', d'i^q, dtt-\) / \ D{dp\d\ + q,du—\). 

После ветвления каждая ветвь совершает дальнейшие скачки 
и дальнейшие ветвления независимо от других ветвей. Мар­
ковский ветвящийся скачкообразный процесс tsp(t), описанный 
выше, называется процессом, отвечающим потенциалу V (х) 
и оператору &(х). 

Нетрудно видеть, ЧТО каждой траектории процесса .^-.(t) на 
отрезке [0, t] можно сопоставить дерево Г (£•,-.(•<)), все верши­
ны которого, кроме корневой, имеют степень равную либо двум, 
либо четырем. Пример такого дерева изображен на рисунке 3.1: 
Каждому пути / на дереве r(l„p(t)), идущему от корня к вер­
шине, можно сопоставить иеветвящуюся скачкообразную траек­
торию t]Spl(t), совершающую скачки, равные скачкам тех ветвей 
траектории lsp(t) из которых она состоит, Такие траектории мы; 
будем называть составляющими ветвящейся траектории .ss-p(0 
или ее ветвями: 

Каждую составляющую, совершающую N скачков, удобно-
занумеровать последовательностью N чисел {iu ..., iN), где 
i / e6{l,2,3,4}. Например, выделенной составляющей на рис.. 
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отвечает последовательность {1,3,4,3} и эта последователь­
ность используется как номер составляющей: 

'ip (0 = 1̂343 00 = 1̂343. 
(см. [3.2]). 

Аналогичная нумерация используется и для обозначения 
текущих координат составляющей. Например, р\и^ Рпь Ри, 
ри р — положения составляющей >цхш траектории %sp{t) при 

1212 
ит 
J"133 
12134 
тч 

Рис. 3.1 
0 < s < s 0 i M . s013.1<s<50i3, •• • , S o < s < ^ соответственно; атз, 
иш> «щ, th — величины скачков вдоль составляющей 711343, про­
исходящих в моменты So.34, S013.. %> s0. 

2. Амплитуда ветвящейся траектории. Пусть ф0(/;)бС(/?л). 
Определим рекуррентным образом функционал траектории £ (г.) 
скачкообразного процесса. 

Предположим, что составляющая ij, /jV траектории 4sp(t) 
совершает N скачков в моменты so,.. tN_v • • •,So,it, s0 и 
пусть A0.=.t —s-, До/.^-Soi, —«о. •••.•-•о/, ;.v_i==.S(ut 1„_у 
Для составляющей т./, ^ положим 

?*,....,*„ = ФоО, <дг). 
где pi„...,iN — положение составляющей %,...,iN 
Аналогичным образом определяются величины "ф/, 
2 , . . . для всех составляющих траектории ksp(t). Далее при 
k = А/, А/ — 1, . . . , 2 положим 

при 
• • . ' Л Г , 

+'. /*.1=--1—р{(*0"/1.....О+тя^. '*-.)) Д}х 
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*'• ' ^ - е - - Р \ " ф . - К *ft.lti)}, если ik = l; 

X e x p ^ K ,4_iia, e i i ,^ , ,4-p , . ^ , . 
."'• (й-1.'»~мг-.-.../А_1,з)}> если ift-^=l. 

Поскольку условие sup x (.-»)< oo обеспечивает конечность числа 
p 

составляющих, то перебрав конечное число составляющих, мы 
вычислим значение функционала Ф траектории % it): 

1ф К (Щ - ехр {(-/ {р) + \ н (р)) Д0} •".., (3.6) 
называемого амплитудой траектории S (t). Например, амплитуда 
траектории, изображенной на рис. 3.2, вычисляется следующим 
образом: 

21 

31 

41 

&021 1 
\ 

•-037 . 
\ \ \ 

"041 

•-0-

11 

2 
\ 
\ 

-—Г 
&0 

! Р 

I 

Рис. 3.2 

Ф [6-р(0]•= -"Чо ( Ы ехр{ x (p21) +1Я(p 2 1 ) Д021 + i®e. (й21) + 

+ (- Ы + j Я (р2)) Дог} t"1 Фо (pai) ехР {(* (РзО + f Я (РзО) доз1 + 

+ 1Фв (%0 + [х (/;3) - I -1Я (р3)) Доз} i?o ( М X 

X ехр j(x (p41) + Ш ( Ы ) Д041 + } ®й («41) + 

+ (* (/?4) + -Я (p4)) До4} i-1 ехр {(* (p) + j Я (p)) Д0 + 
+ 1Фг(и2, и3-\-р,щ—щ)}. 

3. Вывод уравнения для среднего значения амплитуды. 
Предположим, что математическое ожидание 

def_ 
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существует и ограничено и выведем уравнение, которому 
удовлетворяет функция 4(p, t), аналогично тому, как выводилось 
уравнение (2.12) в § 2. Для упрощения выкладок будем пред­
полагать, что Н (p) —ограниченная функция. Обобщение 
на случай неограниченных функций не представляет принци­
пиальных трудностей и рассматривается далее в этом параграфе. 

Процесс ksp(t) является марковским, поэтому 
ЛГ,+ЛФ [lsp (t + Д)] = Ж,+дЛ.,.Ф[(.-ар (t + Д)]. 

За время [t, t + Д] процесс 'isp (t + Д) не совершит ни одного 
скачка с вероятностью 1— %(р) Д, один скачок — с вероятностью 
у.(/?) А и более одного скачка — с вероятностью О (Д2). Используя 
обозначения § 2, представим "i(p, t + Д) в виде суммы условных 
математических ожиданий: 

$ (р, t + Д) == (1 - у. (р) Д) M$&MtQ [&jp (t + А)] + 
+ г. (р) ДУИ?ДЖ,Ф & р (t + Д)] + О (Л2). (3.7) 

Если за время [t, t + Д] не произошло ни одного скачка, то 
по определению функционала Ф[£-р], его значения вычисляются 
по рекуррентной формуле: 

Ф^Р (^ + А)]=ехр{(х(р) + 1 я Ц д } Ф В - р ( / ) ] . 

Поэтому первое слагаемое в формуле (3.7) дает 
(1 - * (p) Д) M$&Mt® [.-„ (t + A)] -= 

= (1 — г Я ( р ) Д И 0 М ) + О(Д-). (3.8) 
Обозначим через Mt+д.с и Mf+д.,? условные математические 
ожидания при условиях, что за время [t, t + Д] произошел один 
скачок без ветвления и с ветвлением соответственно. Если 
скачок произошел, то с вероятностью Рс(р) ветвления не про­
исходит и с вероятностью l — Pc{p) = Ps{p) траектория 
делится на три независимые ветви. Таким образом, 

Л-tf+A == Ра (Р) Mf&,e + Ре (Р) М#Ы,В. (3.9) 
Если за время [t, t + Д]' произошел скачок (без ветвления), 
значения которого принадлежат элементу da, то из рекуррент­
ного определения функционала Ф [i.jp] следует: 

Ф %р (t + А)] = г 1 exp {iOe (и)} Ф & р (t)] + О (Д), (3.10) 
а если произошло ветвление на независимые ветви, вдоль кото­
рых произошли скачки, значения которых принадлежат элемен­
там dp', d\', du, то 

Ф [.=,„ (t + Д)] = Г- exp {*Ф_ (p', р + Г, «—!')} X 

х ф КР+Р' Щ Ф [*..,+* <<>] « 1 . \ , + в W ] + о (-)• (3- • •) 
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Теперь из формул (3.9 —• 3.11) и определения переходных веро­
ятностей скачков, получим: 

М$&М(Ф &., (t + Д)] - •t~*P'{.p\ \ Q (da) ехр {1ФС (и)} X 

xm^W+^sw.v™^ х 
X J D {dp', dV+p, du-V) Af/(-»I6,i/,+/,.(t)]0[-=,iP+6,(t)IX 

л3" 
ХФ[^+„(0])ехР{М'ЛР'. -' + />, u-V)} + 0(A). (3.12) 

Поскольку ветви ^р+я (t), ^ / ; + , , (t), ZSip+p, (t) независимы, то 
м* (ф &.И-Р- ЩХф [«..Р+Г О] Х ф [ ^ - и (')])= 

Подставляя это соотношение в (3.12), мы заключаем, что с 
точностью до членов порядка 0(Да) выполнено: 

^ , ^ + A).= . | ^ ^ ) - i A H ( r t . | ^ 1 t ) _ i x ( / » ) - ^ M - X 
I Q{du) 

X \ Q(du)e*>°w${p + u, t)-h(p)bPg(p) I J D(dp',dV+p, 
Ra I .R*~ 

da—E'X J 73 ( r f j p ' . ^ ' . d t t - ^ e x p ^ ^ ' , £',«—&')} X 

X •}•> + />', *)$(«', *)?(«. /) + 0(A2). (3.13) 
Заметим, что вероятности pc, pg были определены нами ранее 
таким образом, чтобы выполнялось равенство 

ч(д)Ре(д) ..тг к(д)Рд{д) ^ Va9nn 
J" 0(яГ«) I' .0(rf/»',rf{cdot}|+.7,rf«-g) 

it'1 Rin 

Переходя теперь к пределу при Д.1.0 в (3.13) и учитывая инте­
гральные представления операторов V(iyp) и !t(typ) (см. фор­
мулы (3,4—3.5)), мы получаем p-представление уравнения (3.1) 
для функции ф (p, t): 

^ t ( P . O 4 ^ ( P ) + % ) + { 0 ( < V p ) t ) } t ( P , ' ) . (3-14) 
Очевидно, что при i|0 существует предел 

limf(p, i) = ИтЖФ[Ц(О] — Фо(Р)бС(R"). (3.15) 
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Таким образом, ф(р, t)-—решение задачи Коши (3.14 — 3.15) 
для уравнения типа Хартри в p-представлении. Сформулируем 
'полученный результат в виде теоремы, доказанной выше для 
•ограниченных функций Н (р). 

Теорема 3.1. Пусть tsP(а.) —марковский ветвящийся 
•скачкообразный процесс, отвечающий вещественному потен­
циалу V(x) и самосопряженному оператору £(х), и Ф -̂Д*)] — 
.амплитуда траектории tsp(t), определенная формулой (3.6). 
Если математическое ожидание <f(p, t) = МФ [lsP (t)] существу­
ет, то оно является решением задачи Коши (3.14 — 3.15) для 
уравнения типа Хартри в р-представлении. 

4. Экспоненциальная формула для амплитуды. Рекуррент­
ное определение амплитуды ветвящейся траектории (3.6) 
удобно с точки зрения алгоритмизации вычислений, но мало-
наглядно. Для того, чтобы представить амплитуду в обозри­
мом виде, введем следующие обозначения. Если ветвь -j* (/) 
траектории ^(г.) имеет индекс i1i2 . . . iN ' (ЛГ=N (k)), то бу­
дем говорить, что ветвь f\k

sp{t) переходит из состояния ix в i2, 
из i% в ц и так далее. Обозначим через шй (А) число перехо­
дов в состояние 4 за время Л вдоль ветви TJ* (t), а через 
ук (-51, Д) и [j-A (-52, В3, Вь Д)—число скачков за время Л сос­
тавляющей t\k

s {t) без ветвления и с ветвлением соответствен­
но, значения которых принадлежат множествам £?• и В2Х. 
X-S3X-54 соответственно. Пусть далее Mft (Д) == ixft (/?", /?", 
Дп, Д) число скачков с ветвлением вдоль ветви ""* (f) и К = 
— К%р 001 — число ветвей траектории %sP (t). Например, число 
ветвей траектории, изображенной на рис. 3.1, равно 11. 

Теорема 3.2. Пусть Ф [t,s- (t)] — амплитуда ветвящейся 
траектории, определенная рекуррентными формулами (3.6). Тог­
да справедливо следующее экспоненциальное представление: 

•»iwo]-«Р2 кжкйЦ-1»*''10'''!5 (•.(-о-?)х 
XV fe(d«,dS)+ \ (Фя(и2>И3 + ^р(0> «4-И.-) — 

R3n. 

- J] H (dab dub) dut, ds)~H Ы<р (t)) ds] + x (т.*р (0) ds\ X 

X П I % ( ^ (0)1 exp {i arfitfo (^ (0) ( - 1)"-IM11 ( З Л 6 ) 

ft-i 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из рекуррентного определения ампли­

туды (3.6) следует, что функционал Ф[£.-р(<0] можно предста­
вить в виде произведения трех групп сомножителей. Первая 
группа отвечает начальным условиям, вторая —точкам ветвле-
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ния и зависит от фазовых функций, третья — отрезкам ветвей 
без скачков, она. зависит от гамильтониана Н (р) и от к. 

Начальному условию в Ф[-1-р(01 отвечает произведение К 
сомножителей, являющихся значениями начального условия 
фо в точках ii1.-(t), . . . ,.rffp(t), причем каждый сомножитель 
комплексно сопрягается столько раз, сколько переходов в сос­
тояние 4 происходит ВДОЛЬ соответствующей ветви: 

к 
I I \%(-питыр{1агё%(г<к*))(-^Ь{10''1}- (3{cdot}17> 
/ • « - 1 

Вторая группа сомножителей— произведение величин 

ехр i {Ф, (щ) — j j и ехр i | Ф _ (и2, щ -|- 7j*p (О, 

по всем точкам скачков без ветвления и с ветвлением соответ­
ственно, причем, как и в предыдущем случае, каждый сомножи­
тель комплексно сопрягается столько раз, сколько переходов 
в состояние 4 предшествует данному скачку. Если точки скачков. 
занумеровать числами / = 1, 2, . . . и обозначить через я(/) число 
переходов в состояние 4, последующее за скачком с номером / • 
(см. рис. 3.1), то такие произведения примут вид: 

ехр/2 ф , И ) - т ( -1 ) я (у) 

exp i -2 
JGPt 

Фв(и1, ul + tipsj{t), 

ttl-aQ-Z ( - 1 ) n{j) (3.18) 

где DB и Dg — множества номеров скачков без ветвления и с 
ветвлением. 

Перейдем от суммирования по точкам скачков к суммиро­
ванию по ветвям. Если двигаться от вершины дерева к корню 
вдоль ветви т]* (г.), то за время Л объединяется 3Mft(A) + l 
ветвь. Следовательно, сумму по точкам скачков в показателе 
экспоненты (3.18) можно заменить суммой интегралов вдоль 
ветвей по мере скачков, разделив подынтегральное выражение 
на число ветвей, объединившихся к моменту s6[0, tj, задающе­
му текущую точку на траектории: 

ехр i 2 
JQDC 

Фв(и0- ( - 1 Г - " — 

t к 
= expi^{sum} ( _ l ; coft|0,J] 

•---. 3Mk(s) + l 
\ [фс{11г)-%)ч (da, ds); Ф-Щ 
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схр*2 [ф.к 4+vijt)t н-Ч)-%]{-ц* 
JQDa

L J" - - - I 
* -ST 

,еч" ^ - А - т '••«"-'.Ни. J tT i ЗМЛ (s) + 1 

я к4—?г3(—• 2- ^k{dii2, du^du^ds). (3.2Cty 
Наконец, последний сомножитель —произведение по всем 
непрерывным отрезкам ветвей -)* (г.), sgA 

eXpJ{^(^p(0)+4<(0)}^. ,,. 
д 

- Каждый сомножитель такого вида сопрягается столько раз,. 
сколько переходов в состояние 4 следует за отрезком Л. Про­
изведение таких сомножителей, очевидно, равно 

«•=•1 о 

Объединяя (3.17), (3.19—3.21), получим (3.16). Теорема дока­
зана. 

5. Оценка математического ожидания. Экспоненциальная 
формула для амплитуды позволяет вывести оценку для матема­
тического ожидания МФ[ls-р{t)]. 

Необходимым и достаточным условием существования мате­
матического ожидания является интегрируемость функции 
|Ф[ . ] |. Выведем уравнение для функции F(p, i) =-М[Ф[£ар(?)] \, 
и оценим величину отрезка, на котором она конечна. Метод, ис­
пользуемый здесь, широко используется в теории ветвящихся 
процессов^([59], [63]). 

Из эщпоненциальной формулы (3.16) вытекает, что в случае 
Я(р) = Фе(и) = Фг(», 5, p) — 0, ф 0 (Р)>0, 

функционалы Ф[5-р(01 и I Ф [-.yj(-")]| совпадают. Поэтому из тео­
ремы 3.1 и формул (3.4 — 3.5) следует, что функция F(p, t): 
является решением задачи 
d

mF(p, t)~^F(p + u, t)Q{du)+[F(tt, t)F{l, t)F(p + p', t)X 

XD{dp',dl,du-l)\ F(p, 0) — ф0(р), (3.22). 
где Q и D определенные выше неотрицательные конечные меры. 

Обозначим a(t)=supF(p, t), a 0 =supф(р) и v.— \Q(du)-\-
р р 

- f s u p \ D (dp', d-i + p , du—%). Тогда из уравнения (3.22). 
Р J 
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следует 
a'(t)<%a(t)(l+a?(t)) 

или dt<Tt-1a-1(1 + a2)_,da. Отсюда мы заключаем, что функция 
•a{t) конечна во всех точках полуотрезка [О, Т), где 

Т = х-- J da /a (1 -1- a-) --= x-i щ (1 + a-2)1 '2 (3.23) 

и a(t)^.A(t), где А (t) —функция, определяемая из уравнения 
A(t) 

t = vr^daia{\-^a2). (3.24) 
•"о 

Итак, доказана 
Т е о р е м а 3.3. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. 

'Тогда математическое ожидание MO[gsp(t) ] существует и ко­
нечно при всех tG[0, J)...где значение Т определяется формулой 
(3.23), а модуль математического ожидания |МФ[.-зр(0] I н е 

превосходит величины A(t), определяемой из уравнения (3.24). 
6. Случай неограниченной функции Н(р). Приведенное выше 

доказательство теоремы 3.1 верно для ограниченных непрерыв­
ных функций Н(р). Для того, чтобы доказать это утверждение 
для произвольной вещественной непрерывной функции Н(р), 
можно воспользоваться оценкой модуля математического ожи­
дания и формулами для условных вероятностей, аналогичных 
формуле, содержащейся в предложении 2.1. Другой путь, кото­
рый используется в данном разделе, состоит в применении тео­
ремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла и 
экспоненциальной формулы-

Пусть {#-(p)}j — последовательность непрерывных веще­
ственных функций, сходящаяся на каждом компакте' к непре-
.рывиой вещественной функции Я(р) и {Ф-[--р (-0]}/li соответ­
ствующая последовательность амплитуд, определенных^ форму­
лой (3.16). Каждая траектория ветвящегося процес'Ш ksp(t) 
совершает с вероятностью единица конечное число скачков 
конечной величины. Поэтому с вероятностью единица суще­
ствует компакт, содержащий все ветви любой фиксированной 
траектории %sp(t) и для любой ее ветви существует предел: 

Ига\ Я - (т)* (0) ds (- 1 )"*10'" = Я {-п% (/)) (- \)^'s]ds. 
-—-°*и о 

Поэтому 
ИтФ-М*)1 = ФМ*)]. 
/ - > • » 

где Ф [^„(t)] —амплитуда, отвечающая функции Я(p ) . Кроме 
того, из экспоненциальной формулы для амплитуды вытекает 
•равенство 
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|ФМ011НФЛе--(-)]|, 
справедливое при всех I, а из теоремы Лебега о предельном 
•переходе под знаком интеграла следует интегрируемость 
функционала Ф[?-р(*)] при te [0, Г): 

-МФ:М0]-НтМФ.М0]-
.Г-хх-

Покажем теперь, что математическое ожидание МФ[^Р(Щ = 
—"Kp« t) является решением уравнения (3.14) в случае, если 
!Н(р)~--непрерывная вещественная функция. Для этой цели 
воспользуемся априорной оценкой математического ожидания, 
.полученной в теореме 3.3 
1Пр^)Н\МФ%р(Щ<М\Ф[^р(1)]\=М\Фе[^р{т<А^), (3.25) 

A(t) 

•где t== к"1 ̂ da/<z(l-|-a2), и интегральным пргдставлгнием урав-
•нения (3.14): 

?(р,*) = етЩр>Ч(Р) + 

+ ф ' Я(р)( ' V ( - V p ) + <«K-3).--('VpH(-5) >}*(/'.-')'--'• (3-26) 
0 

'Существование решения интегрального уравнения (3.26) дока­
зывается итерационным методом (см. [121]). Рассмотрим 
последовательность функций $k(p, 5)}Г, заданных рекуррентным 
«образом: Ф° (p, s) •= -fo (p), 

f + 4P.0=^ / ( P ) ' tQ(r t + 
< 1 

+ i\eTHW'-> ds{V(iVp{+ {ifk{s)t l(ivp)r(s) )}fip,s). (3.27) 
6 

Лемма З.4. Для любого tQ[0,T) существует предел 
Iimijt"(p, t) = §(p, t), являющийся непрерывной функцией пара-
.ft—J-OO 

метра t со значениями в С (R") и удовлетворяющий уравне­
нию (3.26). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ак (z.)-=sup j <-p(p, t) \. Тогда 
v 

из рекуррентных формул (3.27) следует: 
t 

ak+i{t)<a0+y.(ij[ak(s) + al(s)]ds; k== 0 , 1 , 2 , . . . a0(i) = a0=~ 
о 

==sup|f0(p)|, 
9 

59 





+ <ф*(.5), L ( / V p ) ^ ( S ) > } ? { ( P . - S ) d S . 
Лемма доказана. 
Теперь для доказательства существования предела 
lim УИФ. [S (t)] = Ъ (р, t), где ф(р, г!) —решение уравнения (3.25), 
остается убедиться, что для любого компакта KQRn 

aL (0 = sup | <jT(p, t) - ЖФ. [̂  (..)]| _• 0 при I -> oo. 

Из теоремы 3.1 следует, что функция ^ (p, 1) — МФ1 \lsp{t)} 
-является решением уравнения 

4>z(p. 0 = е 
1
гщш ЫР)+1\ - я / ( Р ) ( < - - > ds{V(ivp) + 

+ <М-%£ WW--)) &(?.«}, (3.28) 
из которого следует интегральное уравнение для разности 

def 
Ф»0М)-Ф.>. <)--»«(?.') 

Г 1 I T ' 

п 

)-H[(p){t-s) ~H(p)[t-s) 
el —&• X 

> 1 
' X{V(-v-)+<«M--). -(^Vp)^ (s) > ф-(р, s)c?s-+i5J^W<pH'~J>X 

b 
X {V (ivP) \ (p, 5) + < 0~г (-7- s) L (i Vp) Фг (-7, s) > Ь (p, s) + 

+ Ш-7, s), Х(*-р)Ш-0>&0>.-0 + 
+ < Ф ( ,̂ 5), L(ivp)^(q,s))^(p,s)}ds. (3.29) 

Обозначим через8}as(%)величину sup\& ~el . Учиты-

вая априорные оценки для функций ф- (/?, t) и ф (р, г!): 
\^(p,t)\<A(t)< оо, |ф(р, t ) |<A( t )<oo , 

где А (г.) — решение уравнения (3.24), нетрудно вывести из (3.29) 
оценку для функции at (t): 

t t 

af (t) < &, (t) «o + * $»«(- ~ -O [A (s) + A3 (s)] ds + * Jj a, (s) ds + 
b b 

г < t 
-+2eJA(s)ds + 3-^az(s)A2(s)ds + 2e jA3(s)ds, te[0,T). (3.30) 
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Поскольку число е сколь угодно мало и §e(s)->0 при /-> оо,. 
то из (3.30) следует, что a-(t)-»-0 при Z->oo. Поэтому для. 
любого фиксированного pGRn существует предел: 

lim •&(/?, t) = t (p , t). 
/-»-оо 

Итак, доказана 
Т е о р е м а 3.5. Пусть выполнены условия теоремы 3.1 и* 

Н(р) -—непрерывная вещественная функция. Тогда при всех: 
i4[0, Т) где значение Г определено формулой (3.23), существует 
математическое ожидание ij.(p, t) =МФ[%арУ)] амплитуды: 
(3.16), являющееся решением задачи Коши (3.14—3.15) для: 
уравнения типа Хартри в р-представлении. 

7. Перечисление деревьев, связанных с рядом теории возму­
щений. Математическое ожидание амплитуды траектории мож­
но представить в виде суммы условных математических ожида­
ний по множествам траекторий, совершающих за время t k — 
= 0, 1, 2, . . . . скачков: 

со 

МФ[\ЬЗР ( 0 ] = 2 Л. V) ji-ф |б-р (t)| k], (3.3l> 
ft-O 

где Pu(t) — вероятность множества траекторий, совершающих 
к скачков за время t. 

Предположим, что V(x) = \U (x) и L(x) — X§£(x), где А — 
малое число. Из определения процесса tsp(t) следует, что ветвь,. 
начинающаяся в точке р, не совершает скачков за время Д. 
c вероятностью ехр(—-*(р)А), где 

x(p)*=^Q(du) + [3)(dp', dt + p, dtt-^l). 

Тогда %(р) = 0(к), supx(p)=-0(X), и, поскольку процесс 1= — 
р 

марковский, то 
pk{t)^0(Uflk\ exp{-0(Xt)}. . 

Следовательно, сумма (3.31) является абсолютно сходящимся 
рядом по степеням параметра X. Такое представление решения 
задачи Коши (3.14—3.15) для уравнения типа Хартри называет­
ся разложением решения в ряд теории возмущений. 

Нетрудно изобразить в виде несимметричных деревьев все­
возможные типы ветвящихся траекторий (см. рис. .3.3). 

Однако при k — З изобразить все такие деревья было бьг 
трудно: их 56. В данном разделе мы рассмотрим задачу пере­
числения деревьев, отвечающих членам ряда теории возмущений 
(3.31). 

Пусть аы — число различных деревьев, имеющих k вершин и. 
i ветвей. Например, 
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an — 1 . # 1 2 - 0 , a i 3 - = 1 , ai4 = 0 

- 2 1 - = 1 , a22-==0, «23 = 4 , ^24 — 0 , a2B — 0> «28 = 0 
см. рис. 3.3. Деревья, имеющие i-f-1 вершину, могут быть-
получены из мнолсества деревьев, имеющих i вершин, путем 

0 о 
присоединения элемента | или / | \ к концу одной из ветвей-

1 2 3 4 

ы 

ы 
Z Ъ Ч 2 14 1 3 4 2 3 1 223ЧЬ2 3 -V 3 -V.? 3 2 5 4 

Рис 3.3 

В первом случае ЧИСЛО ветвей не изменится, а во втором — 
увеличится на два. Таким образом, четность числа ветвей' 
не зависит от числа скачков и поэтому достаточно учитывать 
только значения a^+i- Нетрудно видеть, что число деревьев, 
имеющих i-f-1 вершину и 2/ + 1 ветвь равно сумме числа 
деревьев, имеющих i вершин и 2/-f-l ветвь, умноженной на 

о 

число способов присоединения элемента | , равное 2/ + 1, и 
1 

числа деревьев, имеющих Ь вершин и 2i — 1 ветвь, умножен-
о 

ного на число способов присоединения элемента / | \ , равное 
2 3 4 

2 1 - 1 : a/+l,2-+- = (21 - 1) a/,2.-1 + (2/ + 1) <Zi,2/+l 
Составим таблицу значении aUt. 

(3.32), 

ЧИСЛО 
вершин 

Число 
. ветвей 

1 
2 
3 
4 
5 
S 

1 3 

1 
4 

13 
40 

121 
364 

5 

0 
3 

27 
174 
990 

5313 

7 

0 
15 

240 
2 550 

9 

0 
150 

2 615 

11 

0 
945 

22 800 41 384 33 929 

13 

0 
10 395 

Суммарное 
число 

деревьев 

2 
8 

56 
560 

7 222 
114186 
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В заключение этого раздела получим производящие выражения 
для коэффициентов этой таблицы. Пусть 

11 {Л(.*0}Г—рекуррентная последовательность функций, задан-
пая соотношением 

fk(x)=~[x-{-L)^/k_1(x). (3.33) 

Нетрудно видеть, что функции fk (л:) —аналитические, имею­
щие полюса 2/% +1-го порядка в точке 0. Покажем, ЧТО зна­
чение /-.(1) равно суммарному числу деревьев, отвечающих 
траекториям ветвящегося процесса £sp(t), совершающим к 
скачков, а коэффициент при х~и~1 разложения функции /!г(х) 
в ряд Лорана равен aA,2/+i. 

Действительно, в силу соотношения (3.33), коэффициенты 
разложения функции K 2 / + 1 }Lo, {о./.+1,2Ж}Йь fk{x) = 

* г, * + • • 
= Zi ~JHTT~ и /A+I (Х) = 2d— -L связаны между собой: 

/•--О ' /=0 х 

*A+1,2/+i=-(2/+1)aA|2/+i + (2/—-1)aft>2/_i. (3.33') 
Поскольку а и = йп--=а13 = Й1з = 1, то из (3.33) и (3.33') сле­
дует, что 4,21+1 = 0-/^21+1 при всех к я I. Суммарное число 
различных деревьев, отвечающих траекториям, совершающим к 
скачков, равно сумме всех коэффициентов ак 2t+i или 

"«-/•о>-Н-+4^Пт+-.-) -*=г 
а коэффициенты aki2i+\ могут быть вычислены по 'следующей 
формуле: 

dW-n 1 \ d я / i 

§ 4. АКСИОМАТИКА КОМПЛЕКСНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ 
И КОМПЛЕКСНЫЕ МАРКОВСКИЕ ЦЕПИ 

Как видно из предыдущего изложения, решение основной 
задачи нерелятивистской квантовой механики — задачи Коши 
для уравнения Шредиигера — в ряде случаев может быть пред­
ставлено в виде интеграла относительно комплексной меры. При 
этом возникает естественный вопрос, в чем состоит специфика 
таких мер и их вероятностной интерпретации? Мы изложим 
здесь аксиомы и определения «комплексной» вероятности, а за­
тем проиллюстрируем их на примере комплексных цепей Мар­
кова, являющихся дискретными аппроксимациями интегралов 
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по траекториям суммами по кусочно-линейным путям (ем. Г50], 
[112] [131]). 

1. Пространство с амплитудой. Понятие пространства с амп­
литудой является обобщением понятия вероятностного прост­
ранства и вводится с целью аксиоматизации основных свойств 
решений уравнений квантовой механики, 

Пусть /—некоторое множество индексов; {&;}.£/ —множество 
о-алгебр, элементы которых являются подмножествами неко­
торого множества S и содержат 2 в качестве элемента; СИ— 
полукольцо, подмножеств множества Й, представимых в виде 
пересечения любого конечного числа элементов из алгебр 
'21,, W: 

А =--11 я . . . «V-^V г<"6/; 

г 
А и -М—соответственно алгебра и --алгебра подмножеств Q, 
порожденные полукольцом Ж. Элементы о-алгебр %} называются 
истинными событиями, элементы полукольца СК — псевдоистин­
ными событиями, элементы о-алгебры % — виртуальными события­
ми, а множество 2—-множеством элементарных виртуальных 
событий. 

Пусть на алгебре А задана функция множества d/ со зна­
чениями в гильбертовом пространстве Н. Интенсивностью 
виртуального события ag5i называется квадрат нормы ty{ct)-

/(а)НЖяЩг 
Виртуальные события Аг и А2 называются непересекающимися, 
если множества Ах и А2 не пересекаются и несовместными, 
если они не пересекаются и < ф (-Ах), ф (А2) > ==0*.. Функция 
^-.%-^Н называется амплитудой, если 
— на алгебре виртуальных событий Ф является аддитивной 

функцией множества, а на а-алгебрах % — --аддитивной; 
—•на полукольце псевдоистинных событий интенсивность / 

нормирована: 
0< / (А)<1 , 7(9) = 1; 

— существует выделенная --алгебра истинных событий 3tflG{-Mj}ig/-
называемая базовой, такая, что для любых непересекающихся 
событий Ai,26-̂ e и любого виртуального события А{<Щ, вирту­
альные события 

А-Л A A2H-A 
являются несовместными; 
— сужение интенсивности на любую о-алгебру истинных 

событий является вероятностью. 

* -OF, VF> — скалярное произведение в гильбертовом пространстве Н. 
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Тройка (Q, {9f,.}(g/, ib), состоящая из множества элементар­
ных виртуальных событий О, множества о-алгебр истинных 
событий {-У(.} и амплитуды •]> называется пространством с ампли­
тудой. Амплитуда Ф называется о-аддитивной, если она опре­
делена на а-алгебре Ш и является о-аддитивной функцией, 
множества. 

Теперь мы можем дать определение случайной величины,. 
согласующееся с определением, принятым в теории вероят­
ностей, а затем дадим определение обобщенной случайной. 
величины (см. [50]). 

Пусть задано пространство с амплитудой (Q, {5JJ.g/,. Ф) и не­
которое измеримое пространство (X, 3S). Отображение | : 2 - > Х 
называется случайной величиной, если существует о-алгебра: 
5И- такая, что отображение £ является (21., ^-измеримой функ­
цией. В этом случае сужение интенсивности на о-алгебру 9t, 
порождает распределение вероятностей Pg случайной величины \\. 

Ръ(В) = 1{а-Л(а)еВ,ае%,}, BGSB. 
Отображение Q:Q->X называется обобщенной случайной: 
величиной, если функция \ является ,{С№, ^-измеримым отобра­
жением, то есть прообразом любого множества B^fM при ото­
бражении £ является некоторое множество k£Cli'.. Интенсив­
ностью обобщенной случайной величины % называется функция, 

/E(-S) = /{a:.i(a)6.S, ae-^b в ^ -
Пусть /— некоторое множество. Обобщенным случайным про­
цессом на Q со значениями в (X, 33) называется функция 
параметра t£T со значениями в пространстве обобщенных. 
случайных величин. 

2. Пример. Приведем пример пространства с амплитудой. 
Пусть Q = R2XR2 — множество элементарных виртуальных 
событий, / = {1,2}, щ1== $(./?-) X./?2 и % = R2X?lHR2) где 
53(-/?2) — <з-алгебра борелевских подмножеств R2. Любое мно­
жество из 3(1 имеет вид BXXR2, где Bid3d(R2), а любое мно­
жество из % имеет вид R2XB2, где B20S(R2). 

Определим амплитуду •[.• на полукольце ОС псевдоистинных.. 
событий вида 

к^ВхХВъ 

а на алгебру А продолжим ее, используя свойство аддитивно­
сти. Пусть ij)(51x52)—амплитуда вероятности обнаружить. 
электрон на множестве В2 после того, как. он прошел через 
экран с отверстием .61 (см. [71]). ' 
Амплитуда -ф принимает значения в L2{Rn) и ее свойства хоро­
шо известны. В качестве базы мы примем: су-алгебру s&2. Тогда 
основные свойства амплитуды, сформулированные'выше, сов­
падут с известными свойствами амплитуды вероятности. Имен­
но-амплитуда, является аддитивной функцией множества; на. 
66 



полукольце Ж псевдоистинных событий интенсивность не пре­
восходит единицы; если отсутствует экран и все электроны, 
вылетающие из источника попадают в приемник, то интенсив­
ность такого события равна 1: /(Q) =1; 

•?у-
3 

Рис. 4.1 

— интенсивность является а-аддитивной функцией на базе и на 
а-алгебре истинных событий «й£1, то есть в случае, когда реги­
стрируются все электроны, проходящие через экран. 

Приведем более сложный пример пространства с амплиту­
дой. Пусть %{p)eC{Rn)f]L2{Rn), ||ф0 II•-,--=- '« V"(.K)—вещест­
венная функция.. Тогда разрешающий оператор задачи (2.12) 
U (t) .---.унитарный оператор, действующий в L2(-R'0: 

~Hp,i)-U{t)~«iQ(p) = exv(?t)MtX 

Xехр j - i - \ И %р {t))ds + i\ 5я [Ф (а)~^)v (da,:ds)\%(lp(i)). 

Рассмотрим пространство элементарных виртуальных собы­
тий Q, состоящее из всех непрерывных ' слёйа Ступенчатых 
траекторий, ' элементы о-алгебр истинных событий'' {ЭД.-1-gio'.n 
состоят из объединения всех траекторий, удовлетворяющих 
условию • . . . . , , • 

где '.Вб.53 (R")'. В качестве базовой о-алгебры' примем %. Полу­
кольцо псевдоистинных событий Ж состоит из''множеств вида 

A=u{e-1p(0'eBi,.-.,sv(')e-3»}, * = - - 2 - . . 
...Рассмотрим с-аддитивную функцию множества,. ф. на с-алге-

бре 51 виртуальных событий, порождаемой полукольцом С№ 

ф (А)% ехр (*t> M, ехр U - \ H (tsp (t)) ds + 
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+ - S S (ф («) — г ) v (rfa' ̂  x ^ &*w> *° ̂  ('))• Лей{ 

где х.4 — характеристическая функция множества A. Из опреде­
ления разрешающего оператора U(i) и псевдоистинных событий 
k следует, ЧТО амплитуда псевдоистинного события вычисляется 
по формуле: 

ф (k) = U {t - s.) x£U (5, - st) • . • xBU (Sl) %. 

Поэтому / (&) = || ip (&) ||2 < 1 и / (Q) = 1. В то же время, на а-ал-
гебре виртуальных событий 91 можно получить лишь более 
слабую оценку: 

sup / (а)<ехр2х/. 

Далее, если Л, 2 —- непересекающиеся события из %, и А — про­
извольное виртуальное событие, то 

Ч(АхпА) = хАу{А) и <Ь(А2пА) = хА^(Л)-
Отсюда следует, что < <[-(AnAi)> $(Af}A&) > =0 , если множе­
ства A1 и A2 не пересекаются, иными словами, события -41 и 
Л2 несовместны. 

--аддитивность интенсивности на --алгебрах % вытекает из 
формулы 

-ГИ-=||ХаФ(-5)|| - $ | n 5 , p ) | 2 d p , 
а 

где ф (s) — U (s) $0 и || if (s) || = 1. Таким образом, (S, {St,j, (|>) — 
пространство с о-аддитивной амплитудой. 

Простейшим примером обобщенного случайного процесса, по­
казывающим содержательность введенной аксиоматики, являет­
ся так называемая комплексная марковская цепь. Следуя рабо­
там [48], [50], мы рассмотрим определение и основные свойства 
КМ-цепей. 

3. Комплексные марковские цепи. Пусть задано конечное 
Множество K={ah . . . , ah}, элементы которого называются эле­
ментарными состояниями,1 и целое положительное /V. Обозначим 
через Q множество всевозможных последовательностей N таких 
5Л§м.ентарных состояний: 

{a/.,.... a/д^ ==«>,, i-=(it,.... iN), 
«азыраемых элементарными виртуальными событиями и пред­
положим) что каждой последовательности N элементарных со­
стояний сопоставлен комплексный вектор ilKcoi), имеющий к 
компонент, из которых ЛИШЬ одна /---я отлична от нуля: 

ф («>,)-= {0, ...,0, <^(ш), 0,.... 0}. 
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а ч <? f <р 

Рис. 4.2 

На рисунке 4.2 изображено виртуальное событие 
ш = {а2, а3, ai}=-=«-2gi. 

Продолжим функцию ф на алгебру У всех подмножеств множе­
ства Q полагая 

Таким образом, на алгебре Э(, элементы которой называются 
виртуальными событиями, задана аддитивная функция множе­
ства, принимающая значения в С**. 

Виртуальное событие, состоящее из объединения всех эле­
ментарных виртуальных событий {a/,,..., щт,..., aiN) таких, 
что im—j называется состоянием а, в момент т или короче, 
состоянием: 

A?= U ш,. 
1 :•! —I 

Рис. 4.3 

На рисунке 4.3 изображено состояние A2 в случае k==4, 
iV = 3. Множество алгебр истинных событий состоит из N 

* Через О обозначено гильбертово пространство комплексных векторов, 
к _ 

имеющих k компонент, со скалярным произведением <f, cp>2 fupj. Черта 
сверху означает комплексное сопряжение. 
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алгебр -У.,..., -W.v< из которых базовой является 9W- Каждая 
алгебра 3tm порождается множеством всех состояний в момент 
т. Например, состояние А\, изображенное на рисунке 4.3 
является элементом алгебры Щ. 

Итак, пусть (Q, {^}f, <!>) —пространство с амплитудой. 
О п р е д е л е н и е . Амплитуда <[) называется амплитудой 

комплексной марковской цепи (КМ-цепи), если существует на­
бор унитарных матриц {Zl}^-X размера kXk, зависящих от па­
раметра I, и единичный вектор ф°бСг- такие что амплитуда 
любого элементарного виртуального события со, — {a;i,..., aiN) 
равна 

Ф(щ,)-{о,...,5 *.„, о,..., о}, 
.у_1 ' """"*"' 

где ^ = [ 1 ^ .̂ ф;0,. Матрицы Z1- называются матрицами пере-
(=i + 1 

хода КМ-цепи за один шаг, а матричные элементы z\ —ампли­
тудами перехода из элементарного состояния a.j в состояние 
ах за один шаг. 

KM-цепыо называется обобщенный случайный процесс %т 
т£.Т = {\, 2, . . . , N} на Q со значениями в К такой, что 

%tn(wi) = aim, 

если -i = {a,, %>•••> ^.у)-

Рассмотрим основные свойства КМ-цепи- Пусть / — некото­
рое подмножество множества индексов {1, 2, - - . , /г}. Обозна­
чим через %i~диагональную матрицу размера kXk, у которой 
i-ый диагональный элемент равен единице, если Ш и нулю в 
противном случае. Прежде всего получим формулу для интен­
сивности псевдоистипных событий. Полукольцо псевдоистинных 
событий состоит, очевидно, из множеств вида 

A / . . . . /л-— U м/. 
•"•e /- 'jve-w 
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На рисунке 4.4 изображено псевдоистинное событие 
4 3 4 

• A - U U U • - ! ,№• 

Лемма 4.1. Амплитуда псевдоистинного события А.-..../Д-
равна 

Ф (-4/l.../Ar)--=£/JV--zJV-1-.x/Jv_i- • • • -Ч/.Ф0- (4-1) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения псевдоистинного 

события А-,.,..-^ и амплитуды ty следует, что 

Ф(-А/..../-/)-= 2 Ф М . 1-=(.1,...,-лг) (4.2) 

Ф Ы = ] [ ( | ^ 1оХ{г,у_1}0 •••!°21°Х{г.}Ф°. (4-3) 
тде {г,,}— множество, состоящее из одного элемента. Из фор­
мул (4.2) и (4.3) следует утверждение леммы. Если А и А' — 
два виртуальных события, то условной интенсивностью события 
А относительно А' назовем величину 

/(А/А')-||НАПА')||2/||Ч'(А')||2. 
Рассмотрим теперь псевдоистинное событие -А^1/-/'•'•••./' состоя­
щее из объединения всех последовательностей элементарных 
•состояний, принимающих значения ai/+1, atl, . . . , а г / в моменты 
./-4-1, l,...,j. Аналогично определяется виртуальное событие 

t-1 t-г t'3 t=<v t=r t*2 t-з t=4 
Рис 4,5 

На рисунке 4.5 изображены в качестве примера псевдоистин-
OQ ,234 ные события А2з и A23i. 

По аналогии со случаем цепей Маркова, будем говорить, 
1+H...J отвечает последователь-что виртуальному событию А 

яость элементарных состояний KM-цепи: а/г+1 в момент 2 + 1 
а,ц — в момент I и т. д. ai} в момент / . 
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Теорема 4.2. Если ,.[> —амплитуда КМ-цепи, то условная 
интенсивность виртуального события А -= A'*1,';;'/. -1} отно­
сительно A'^AJ'Wfij зависит только от состояний КМ-цепи 
в моменты I и .?•+1 и равна квадрату модуля амплитуды пере­
хода КМ-цепи из состояния at[ в состояние ctil+v 

Доказательство. Поскольку матрицы Zl(t — l, 2, ...,N—l)~-
унитарные, то из определения интенсивности и формулы (4.1)-
вытекает равенство 

И ФИ n A')IP=II х^оЯщч г • • • < - ' ад* 0 . . 2 =14+1н \2°1ч • 

где 4--=11Х{'/}огМо---о2Ч{*,},!,0||2 = ||Ф(---')1Р- Поэтому ЦА/А')-
-—= I~'/+т,// Р- Теорема доказана. Величину |г[}|2 будем называть-
интенсивностью перехода КМ-цепи из а3 в аг за один шаг-

Теорема 4.2 показывает, что интенсивность состояний 
КМ-цепи обладает марковским свойством: если известно, что 
в момент /KM-цепь находилась в состоянии ai, (событие A'j), 
а в момент i + 1 — в состоянии щ (событие А[+х), то условная 
интенсивность виртуального события A'+1 относительно -A/ не 
зависит от того, в каких состояниях находилась КМ-цепь-
до момента I. Аналогичным свойством обладает и амЬлитуда 
КМ-цепи, (см. |50]) 

Т е о р е м а 4.3. Пусть ср и 0 —произвольные единичные 
векторы из С'1. Если отношение 

dof 1IL1HM1>^-J (A */A'0) < 0. ф (А')>~J ^ ? / А '">' 

где A = A\f^{ii\{.in A' = Alyl\\[i], конечно, то оно зависит 
только от состояний КМ-цепй в моменты 1-\-\ и I. 

Доказательство этой теоремы, аналогичное доказательству 
теоремы 4.2, приводится в [50]. 

Если <р — единичный вектор гильбертова пространства Н, то' 
пространство Я можно представить в виде ортогональной сум­
мы подпространства Ях(ф), ортогонального вектору ф и era 
ортогонального дополнения Я(ф): Я=Я(ф)+Ял.(ф). Проекци­
ей вектора ij) в Я(ф) называют скалярное произведение < ф , ф > . 

По аналогии будем называть амплитудой виртуального со­
бытия А в Я(ф) {Ii — Ch) величину <ф, ij)(A)>, а отношение 
J (А, ф/A', 0), определенное выше, — условной амплитудой со­
бытия А в Я(ф) относительно А' в Я(0). 

Приняв утверждение теоремы 4.3 в качестве определения, 
КМ-цепи в терминах условной амплитуды J (А, <р/А', 0) можно. 
в качестве следствия получить формулы (4.1) и, таким образом*. 
вернуться к исходному определению. 
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