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СВЯЗНОСТИ НА ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ РАССЛОЕНИЯХ 

-В. Н. Шапуков 

Современная трактовка понятия связности, берущая свое 
начало в работах В. В. Вагнера [8], [9] и Эресмана [112], 
использует конструкцию расслоенного пространства. Парал­
лельное перенесение слоев, если речь идет об инфинитезималь-
ной связности, достигается заданием дифференцируемого рас­
пределения в пространстве расслоения, трансверсального к 
•слоям (горизонтальное распределение). В расслоениях со струк­
турной группой на это распределение обычно накладывается 
еще условие инвариантности. Обстоятельный обзор работ по 
теории связностей в расслоенных пространствах до 1970 г. сде­
лан Ю. Г. Лумисте [35]. Различные вопросы теории связностей 
затем неоднократно освещались в «Проблемах геометрии». 
Состояние теории на 1979 г. отражено в обзоре [13]. 

Рассматривая расслоенные многообразия, следует иметь в 
виду и еще один аспект теории связностей. Речь идет о связ-
адостях, заданных на пространстве расслоения. Мы будем на­
зывать их внешними в отличие от внутренних, упомянутых вы­
ше. Необходимость рассмотрения наряду с внутренней также 
и внешней связности часто появляется естественным образом. 
Например, при изучении расслоений римаиовых многообразий 
внешней является связность, порождаемая заданной метрикой. 
Аналогичная ситуация возникает на касательных расслоениях 
многообразий с линейной связностью. Последняя определяет 
не только внутреннюю связность этого расслоения, но и неко­
торую внешнюю связность, получаемую с помощью полного 
лифта базовой связности. Более общий пример представляют 
собой пространства опорных элементов. Отсчет здесь следует 
вести от работ П. Финслера, Л. Бервальда, Э. Картана и др. 
Последующее развитие этого направления в работах Б. Л. Лап­
тева [32], [33] и В. И. Близиикаса [3] — [5] привело к созда­
нию теории связностей пространств опорных элементов, по­
строенной путем естественного обобщения операции ковариант-
ного дифференцирования в «точечном» пространстве. Состояние 
этой теории на 1967 г. зафиксировано в обзоре В. И. Близиика­
са [6]. В свете всего вышесказанного возникает задача разви­
тия теории внешних связностей на дифференцируемых расслое-
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ниях общего вида. Реализации такого подхода посвящена ра­
бота автора [77]. Он же ВЗЯТ за основу и настоящего обзора.. 
Это позволяет с единой точки зрения подойти к понятию связ­
ности на расслоениях различных специальных типов, обладаю­
щих дополнительными структурами. Редукция внешней связ­
ности к заданной структуре дает возможность выделять специ­
альные их классы. 

В соответствии с этим мы излагаем сначала некоторые 
вопросы теории внешних связностей на дифференцируемых 
расслоениях. При этом структурная группа расслоения не фик­
сируется. Другими словами, ею является группа всех диффео­
морфизмов типового слоя. В § 2 дополнительно предполагается, 
что в расслоении задана внутренняя инфинитезимальная связ­
ность. В § 3 мы демонстрируем применение общего подхода к 
теории внешних связностей на примере векторных и тензорных 
расслоений. Некоторые другие типы расслоений рассмотрены в 
§ 4, который имеет в основном обзорный характер. Чтобы 

-" остаться при этом в разумных рамках, мы не затрагивали 
теории внешних связностей на касательных расслоениях. и в 

. финслеровых пространствах, а также вопросов, связанных с 
теорией автоморфизмов связностей на расслоениях, поскольку 
соответствующие работы отражены в недавних обзорах 
А. П. Широкова [88], И. П. Егорова [23]. 

§ 1. ТЕНЗОРНЫЕ ПОЛЯ И СВЯЗНОСТИ 
НА РАССЛОЕННЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 

Мы будем рассматривать дифференцируемое класса С°* 
расслоение (т + п)-мерного многообразия Е над /n-мерной ба­
зой М, определяемое субмерсией р : Е-+-М. Предполагается его 
локальная тривиальность. Для х&М слои р~](х)сЕ есть n-мер­
ные подмногообразия, являющиеся классами эквивалентности 
по отношению х~у •&>• р (х) = р (у). Дифференциал проекции 
р#: ТЕ^-ТМ определяет морфизм касательных расслоений и воз­
никает вертикальное подрасслоение VE = K.er p^CiTE такое, что 
распределение x-+Vs инволютивно. Это значит, что подмодуль 
вертикальных векторных полей, т. е. сечений расслоения VE-*-E, 
является подалгеброй Ли V$ (E) cz$ (E). С двойственной точки 
зрения мы имеем морфизм p*: T*M-+T*E, определяемый ко-
дифференциалом проекции, и подрасслоение горизонтальных. 
1-форм (ковекторов) H*E — lmp*^T*E, обращающихся в нуль-
на VE, Система. x{to}#x* вполне интегрируема, а слои являются 
ее интегральными подмногообразиями. 

Наличие указанных подрасслоений имеет существенные по­
следствия. В касательных пространствах Тх, Х&Е, выделяется-
подгруппа Ли L<=:GL(m-\-n,R), для которой Vx являются инва­
риантными подпространствами. В Тх* действует ее контрагре-
диентное представление с инвариантным подпространством Нх*.: 
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Вследствие этого для всякого тензорного расслоения TqP(E) — 
= ®qT*E<8>pTE над Е возникают инвариантные относительно-
действия L подрасслоения вида ®qH*E®pVE (с точностью до. 
порядка сомножителей), сечения которых будем называть 
L-тензорами. Заметим, что в KE действует группа GL(n)—суже­
ние L на этом подрасслоении, а в Н*Е контрагредиентно дейст­
вует группа GL(tn). Поэтому L-тензоры преобразуются по тен­
зорному представлению группы 6L(m)XGL(n) соответствую­
щего типа и являются связующими тензорами. 

Более общим является следующее понятие. Рассматривая 
тензорное поле на Е как полилинейную форму Т(Х\, . .. ,Xq, 
I1, . . . , gp) на модулях векторных и ковекторных полей, мъг 
скажем, что оно горизонтально по векторному аргументу X-, 
если Г—0, как только этот аргумент вертикален. Аналогично, 
тензорное поле вертикально по ковекторному аргументу £,-,. 
если Т=0, как только это ковекторное поле горизонтально. 
Вместо этой несколько громоздкой терминологии можно гово­
рить о тензорном поле, полубазовом по данному аргументу. 
Введенному классу тензоров можно,- дать также следующую ин­
терпретацию. Рассмотрим для простоты ковариантный тензор 
Т типа (0, q) и определяемый им морфиз'м ТЕХ • • • X7,EX . . . 
.. . ХТЕ-+Т*Е (крышка означает, что пропущен s-й сомножи­
тель) . Тогда Т горизонтален по s-му аргументу тогда и только 
тогда, когда образ отображения принадлежит Н*Е. Ясно, что 
тензоры указанного типа образуют L-подмодули в модуле 
Xqv(E) всех тензорных полей. В частности, L-тензоры — это 
тензоры, полубазовые по всем своим аргументам. 

Рассмотрим расслоение реперов Я{Е). Репер (х, еА), А = 
= 1 m + n , назовем допустимым, если ea(x) &VX, ы — m + 1 , . ... 
. . . , / n + n . Возникает главное подрасслоение ffl.{E,L) допусти­
мых реперов, определяемое интегрируемой L-структурой. Ему 
двойственно подрасслоение допустимых кореперов (x,QA), для. 
которых В*(х)5Нх*, i=l,..., m. Подгруппа L представляется 
теперь группой квазитреугольных матриц 

Г/, о 
/ = (Li) , / з / 2 J 

где f-lQOL(m), f2&GL(n). Блок / - • обратной матрицы одно­
значно определяется соотношением / а / Г ^ / а / Г 1 - * ) -

Выбрав в окрестности UczE поле допустимых реперов, 
рассмотрим уравнения структуры 

\eAeB\ = Rc
ABec (1.2> 

или двойственные им уравнения 
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Из них следует, что указанные поля характеризуются свойст­
вом .-?' ==0, инвариантным относительно группы L. Выделен­
ным выше классам тензорных полей в допустимом репере 
можно дать простую координатную характеристику. Так, век­
торное поле вертикально, если оно имеет координаты (0, Ха), 
а ковекторное поле горизонтально, если (gf, 0). Вообще, тен-
аорное поле Т горизонтально по Xs лишь тогда, .когда его 
компоненты Г(£> при Bs — as равны нулю. Аналогично, верти­
кальность по g-5 означает, что равны нулю все его компоненты 
при А, = ;,. 

Всякая инфинитезимальная связность расслоения реперов 
Л(Е), т. е. линейная связность на E, может быть, как извест­
но, задана 1-формой со значениями в алгебре Ли gl (т-\-п, R), 
преобразующейся при правых сдвигах по определенному зако­
ну. Нам придется в дальнейшем иметь дело с ее локальной 
матричной 1-формой со — (®д), отнесенной к заданному полю 
допустимых реперов.. При преобразовании этого поля со'-— 
— j " 1 (--/ + --/) и поэтому, полагая ш —( * 4), будем иметь 
.для различных блоков этой матрицы 

со/ --= / - 1 (М1/1 + dfx) •+ / " Ч / з - щ' = / f W s , 
-V -А1 Ы* + -*Л) + /3-1004/2, (1.3) 

-V = /F 1 К Л + dfy) + ft К / з + СОз/1 + d/3) + /Г 1 С-4/з. 
Связность со назовем приводимой [72], [77], если она может 
•быть приведена к связности подрасслрения 9£(E,L). Это зна­
чит, что в допустимом репере всякая приводимая связность ха­
рактеризуется L-инвариантаьш свойством 

«4-Ю-о. О-4) 
Формулы (1.3) принимают в этом случае вид 

- , i ' - - / r 1(- , i / i + -'/i). ^ ' - / ^ ( © - A + d/-), 
0)3' = / Г ' (СО!/- + d/.) + ft (C02/3 + Юз/l + d/з). 

Из структурных уравнений связности 

тогда следует, что формы кручения и кривизны приводимой 
связности в допустимом репере удовлетворяют условиям 

Q' = 0(mod\/), Q4 = 0. (1.6) 
Обращаясь к соотношениям (1.5), мы видим, что (ах и ш2 яв­
ляются формами некоторых линейных связностей. Более точно, 
to2 определяет связность в подрасслоении вертикальных реперов 
{х, еа} на Е и в присоединенном к нему подрасслоении V'Е 
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посредством редукции к подгруппе QL(n). Естественно поэтому 
назвать со2 формой вертикальной связности. Что касается форм 
<•»!, то для их истолкования следует рассмотреть расслоение 
факторреперов над E, которое получается следующим образом. 
Зададим на Л (E, L) отношение эквивалентности допустимых 
реперов условием е'А {х)~- еА (х) 6V r Факторрепер в точке хвМ 
есть класс эквивалентности, порождаемый из фиксированного 
допустимого репера преобразованием: с/ — et-±-ffea, 'ег

а'—/?еа. 
Следовательно, расслоение факторреперов ."".^(E) - получается 
из М (E, Ц факторизацией по нормальному делителю N: 
/ = - | ' , 1 , а так как L/N изоморфно группе OL(m), то по-

L j з / 2 I 
следняя является структурной группой этого главного расслое­
ния. Рассматривая далее естественный гомоморфизм ф: 
Я(Е, L)^-&rM(E) над Е, при котором ф (/)=./ . , мы получим 
на &Я(Е) однозначно определенную связность wf: ф*»-^ —а.̂ . 

Отметим некоторые свойства приводимых связностей, свя­
занные с ковариантным дифференцированием. Непосредственно 
из формулы ковариантного дифференциала для тензорного по­
ля на Е 

вытекает 
Теорема 1Л. Линейная связность на Е приводима тогда и 

только тогда, когда ковариантный дифференциал произвольно­
го вертикального векторного поля вертикален. 
Более того, 

Теорема 1.2. Подмодули тензорных полей на Е, полуба­
зовых по некоторому аргументу, замкнуты относительно кова­
риантного дифференцирования тогда и только тогда, когда ли­
нейная связность приводима. 

Заметим, что в классе приводимых связностей вертикальное 
распределение оказывается абсолютно параллельным. В част­
ности, слои являются вполне геодезическими подмногообразия­
ми в Е, Другие классы связностей с точки зрения свойств па­
раллельного перенесения рассматривал Е. К. Леонтьев [34]. 

Далее будет выделен один специальный случай приводимых 
связностей — проектируемые связности. Предварительно введем 
понятие проектируемого тензорного поля. Функция ф (х) на Е 
называется проектируемой, если она может быть представлена 
в виде ф —tp-p, где ф —некоторая функция на базе. Говорят 
также, что ф есть вертикальный лифт от ф. Проектируемая 
функция характеризуется тем, что она постоянна на слоях. 
Поэтому для любого вертикального векторного поля X имеем 
Х(Ф)=-0. В частности, если (if, у) есть карта на М с коорди-
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натными функциями х1, то в некоторой окрестности Uczp-1 (£/) 
могут быть введены допустимые координаты (хК хл), для кото­
рых функции х1 проектируемы: х' = х1°р- Ha пересечении двух: 
таких окрестностей U [\U' переходные функции для базисных 
и слоевых координат имеют вид 

xi=,ft(x'J), *<----./« (л/Ля'Э). (1.7) 
В таких координатах всякая проектируемая функция зависит 
лишь от базисных координат. Легко также видеть, что нату­
ральные репер и корепер, определяемые допустимыми коорди­
натами, будут допустимыми, а при переходе к другому такому 
же реперу элементы матрицы (1.1) ЯВЛЯЮТСЯ частными произ­
водными от функций (1.7). 

Векторное поле X на Е называется проектируемым, если 
существует такое векторное поле Х=р%Х на М, что А" (Ф) =• 
= (р%Х)Ч> для всякой проектируемой функции. Для проектируе­
мое™ поля X необходимо и достаточно, чтобы порождаемая им 
1-параметрическая группа x(^) — Exp (tX)x сохраняла слои.. 
Если поля .-X, Y проектируемы, то p.,. [XK]--=[p.-.X, p^Y], и по­
этому проектируемые векторные поля образуют подалгебру Ли 
в SO (Я). В частности, вертикальные векторные поля проекти­
руемы и образуют идеал в алгебре проектируемых полей. На­
пример, для поля допустимых реперов р.иеа — 0. Назовем его 
проектируемым, если е{{х) — также проектируемы. Таким яв­
ляется, D частности, натуральный репер допустимых координат: 
p^—у-= •—--•. Класс проектируемых реперов определяется груп-
пой (1.1), где элементы блока fx зависят лишь от базисных 
координат. Векторное поле X является проектируемым тогда и 
только тогда, когда его компоненты X1 в разложении 
Х = Х1е1-\-Хаеа по проектируемому реперу зависят лишь от 
базисных координат. 

Линейная форма g на Е проектируема, если для любого про­
ектируемого векторного поля | (X) есть проектируемая функ­
ция. Поэтому такая 1-форма может быть представлена в виде 
взаимного образа 1 = р*\ некоторой l-формы на базе и, следо­
вательно, горизонтальна. К их числу относятся, к примеру,. 
1-формы dxi=p*dxi натурального корепера допустимых коор­
динат. Непосредственно из определения следует, что всякая 
проектируемая 1-форма в проектируемом репере имеет компо­
ненты (|i, 0), где li(xh) есть функции лишь базисных коорди­
нат. Теперь можно ввести понятие проектируемого тензорного 
поля на Е любого типа: его значения на произвольных проек­
тируемых аргументах являются проектируемыми функциями, 
Отсюда немедленно следует, что в проектируемом поле реперов-
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Линейную связность на Е назовем проектируемой, если для 
каждой пары проектируемых векторных полей ковариантная 
производная ухУ есть проектируемое поле. Более того, спра­
ведлива 

Георема 1.3. Если связность проектируема, то для 
любых проектируемых тензорного поля Т и векторного поля X 
тензорное поле ухТ проектируемо. 

Так как в любом проектируемом поле реперов у^Г' есть 
функции лишь базисных координат, а ууУ1 — 0, то отсюда вы­
текает, что, во-первых, всякая проектируемая связность являет­
ся приводимой и, во-вторых, в дополнение к (1.4) 

co/ = AJ*(.*-)e-. (1.9) 
Таким образом, всякая проектируемая связность индуцирует 
на базе расслоения линейную связность с локальными формами 
со/=-Лу*в*. где p*0/e — e*. 

Условия проектируемое™ связности можно записать в произ­
вольном поле реперов. Для этого рассмотрим связующий аффинор 
Р*~{РА) И е г о смешанный ковариантиый дифференциал относи­
тельно произвольной пары линейных связиостей на £ и базе М 

Тогда имеет место 
Теорема 1.4. Линейная связность со на Е проектируется 

в связность © на М тогда и только тогда, когда vp.-. = 0. 
В проектируемом репере p,. ==(б/, 0) и это условие сводится 
к (1.4), (1.9). 

§ 2. РАЗЛОЖЕНИЕ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ И СВЯЗНОСТЕЙ 
НА РАССЛОЕНИЯХ С ВНУТРЕННЕЙ СВЯЗНОСТЬЮ 

Мы будем предполагать теперь, что на расслоении задана 
дополнительная структура — инфиинтезимальная связность, ко­
торую, в отличие от внешней связности со, назовем внутренней. 
Это можно сделать различными эквивалентными способами. 
Например, с помощью левого расщепления точной последова­
тельности векторных расслоений над Е 

0-+УЕ->ТЕ->р-1ГМ~>0, (2.1) 
где i — вложение, а р' — проекция факторрасслоения, порожда­
емая дифференциалом /:>...: ТЕ^-ТМ. Такой подход, применяв­
шийся им ранее для векторных расслоений, рассмотрел Вильмс 
[186] и связи с построением связности Бервальда на векторном 
расслоении VE-+E. Другая трактовка этого понятия дана в 
[159] (см. также i[ 102],'[104], [182]). Внутренняя связность 
определяется здесь как сечение расслоения JlE~*-E 1-струй 
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всех локальных сечений заданного расслоения. В любом случае 
дело СВОДИТСЯ к заданию дифференцируемого горизонтального 
распределения, трансверсального к слоям. Локально, в допусти­
мых координатах 

Q* = r?(x)dxl + dxa=*0. (2.2) 
Условие инвариантности этого распределения при преобразова­
нии допустимого репера приводит к следующему закону пре­
образования матрицы Г-= (Г.;"•), составленной из коэффициентов 
внутренней связности 

Г' = / 2 - 1 (ГЛ + / 8 ) . (2.3) 
Такой подход указан еще В. В. Вагнером и в последнее время 
применялся, например, в работах [44], {72], [77]. Очень удоб­
но, как мы увидим, задавать внутреннюю связность с помощью 
аффинора F:F2 = I, определяющего на Е структуру почти про­
изведения n:TE = HE®VE и двойственную ей структуру 
я* : T*E = H*E®V*E., [76], [77], [97]. В натуральном репере 

С помощью этого аффинора условие горизонтальности вектор­
ного ИЛИ ковекторного поля выражается в виде FX=X и |F = 
= !, в то время как для вертикальных полей FX =—X и 1F = 
= — | соответственно. 

Вообще, тензорное поле Т типа (p, q) на Е назовем гори­
зонтальным (вертикальным) по некоторому аргументу, если 
оно обращается в нуль, как только этот аргумент вертикален 
(горизонтален). Это определение обобщает понятие полубазо-
вости, но зависит от выбора внутренней связности в расслое­
нии. Если ввести в рассмотрение горизонтальный, и вертикаль­
ный проекторы 

&=^i+F); у - ^ ( / — / ? ) 

со свойствами: Ж+Т=1, Ж—T^F, 2№=Ж, У°2=Т, Э$ - Г= 
= 7 ' - Зё — Q, то поле Т будет горизонтально (вертикально) по 
некоторому аргументу лишь тогда, когда действие вертикально­
го (горизонтального) проектора на этот аргумент обращает Г 
в нуль. Это можно выразить и иначе: действие аффинора F не 
изменяет значения тензора или соответственно изменяет его 
знак на противоположный. 

В общем случае мы можем разложить аргументы тензорного 
поля на горизонтальные и вертикальные составляющие. Тогда 
мы получим его представление в виде суммы 2plrq тензорных 
полей того же типа, аргументы которых горизонтальны или вер­
тикальны. Будем говорить, что произведено разложение тензо­
ра Т на я-текзоры типа (pi + A., •7i + <7-2), где числа /?•_ и рг 
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(pi + .Pa —i°) указывают, сколько горизонтальных и вертикаль­
ных ковариантных аргументов содержится в соответствующем 
слагаемом. Аналогичный смысл имеет обозначение ql-\q^ = q. 
Если рассмотреть тензорное расслоение Т„Р(Е), ТО тензорное 
представление типа (р, д) группы GL (т) X GL (п) определяет 
разложение этого расслоения в прямую сумму подрасслоении, 
которые с точностью до порядка сомножителей имеют вид 
®<HHE®P*VE ®9xH*E®4*V*E. Поля я-тензоров есть сечения 
&тих подрасслоении, С этой точки зрения упоминавшиеся в § 1 
L-тензоры имеют тип (0 + p2 , <~i + 0). Наличие симметрии или 
косой симметрии тензора упрощает картину. Например, разло­
жение внешней р-формы представляется в виде а — ар,0 + 
+ а / -_ . , .+ . . .+ао.р , где а-.о —p-форма на горизонтальном, а 
&а.р — р-форма на вертикальном подрасслоении. Напомним, что 
разложения подобного типа для тензорных полей на касатель­
ном расслоении рассматривал Ф. И. Каган [28], а затем для 
тензоров типа (Г1) и (0.2) Мок, Паттерсон и Вонг [138]. 

Наличие я-структуры позволяет сузить класс рассматривае­
мых реперов на Е. А именно, допустимый репер назовем эх-ре-
пером, если et (x)6F/x. Ему дуален я-корепер, для которого 
0а (лОбУУ. Тогда матрица структурного аффинора принимает 
канонический вид 

E - 12.4) 

/ -

ГЛ О 
.0 - / 2 J 

Запас я-реперов в данной точке определяется группой GL{m)X 
XGL(ft). которая представляется матрицами 

л-тензоры в я-репере имеют компоненты вида 

1 (У) (Р ) - - = у У. . . . . ' , 1 Р- .Р, | 1 ' 

которые при преобразованиях (2-5) изменяются по закону свя­
зующих тензоров. 

Здесь уместно упомянуть о понятии Г-проектируемого тен­
зорного поля, введенного К. М. Егиазаряном [21] для произ­
вольного расслоения и первоначально возникшем в работах Яно 
и Исихара [193], [196] для расслоений с одномерными слоями 
(см. § 4). Ковекторное поле £ .на расслоении с внутренней связ­

ностью Г называется Г-проектируемым, если для любого про­
ектируемого и горизонтального шекторного поля X функция 
| (X) проектируема. Тензорное поле Т типа (р, q) на Е назы­
вается Г-проектируемым, если при любом выборе горизонталь-. 
ных проектируемых векторных полей Хи . .. , Хд я горизонталь­
ных Г-проектируемых ковекторных полей I-1 1Р проектиру­
ема функция T(Xi Xq, I1, . . , , | р ) . Отсюда следует, что 
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в проектируемом л-penepe горизонтальные компоненты Т,
(,)(,) 

тензорного поля зависят лишь от базисных координат и 
определяют тензорное поле того же типа на базе. Легко 
видеть, что для контравариантных тензорных полей Г-проекти-
руемость не зависит на самом деле от выбора внутренней связ­
ности и сводится к проектируемое™ в обычном смысле. Г-про-
ектируемые тензорные поля естественно возникают на главных 
расслоениях. Оказывается, что если Г — внутренняя G-инвари-
антная связность, то всякое G-инвариантное тензорное поле на 
главном расслоении является Г-проектируемым. 

Разложение, аналогичное вышеуказанному для тензоров, воз 
никает и для других объектов, заданных на расслоении с внут" 
ренней связностью. При этом в ряде случаев компоненты раз­
ложения могут представлять собой самостоятельные я-объекты 
Например, объект неголономности распадается на шесть я-объек. 
тов, один из которых, как мы видели в § 1, равен нулю для-
всякого допустимого поля реперов: ^ = 0 , Для проектируемого 
я-репера, когда et (х) есть горизонтальные лифты некоторого 
базисного поля реперов, [е^б 1 - / и поэтому RJ—.0. Такой 
я-репер использовал М. О. Рахула в работе [44]. Там же выяс­
нен геометрический, смысл остальных компонент разложения. 
В частности, R,°j образуют я-тензор, называемый тензором кри­
визны внутренней связности. Его геометрический смысл с по­
мощью базисных циклов рассматривался также автором [77]. 
Если, В частности, Rf; = 0, то горизонтальное распределение 
является инволютивным. Отметим в связи с этим работу [95], 
где в случае риманова расслоения определена алгебра Ли 
ограниченной группы голономии в предположении, что последняя 
является группой Ли. Получен аналог теоремы Амброза—-Зин­
гера. 

Иногда для упрощения счета удобно использовать адаптиро­
ванный репер. Это специальный случай проектируемого репера, 
образованный горизонтальными лифтами натурального поля репе­
ров {—•} на базе и натуральным вертикальным репером 

et = d, — rfda, еа = да. (2.6-, 
Ему дуален адаптированный корепер, образованный вертикаль­
ными 1-формами (2.2) и горизонтальными 1-формами Ql = dxl. Они 
определены с точностью до преобразований (2.5), где блоки 
образованы частными производными: fl = (dJft), / — (дв/<~). 
Рассмотрение структурных уравнений поля адаптированных 
реперов показывает, что отличными от нуля будут лишь следую­
щие компоненты объекта неголономности 

- ^ - ^ д ^ - Г ^ Г ? , , /??р—дрГ7. (2.7) 
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Пусть Т — тензорное поле и со-—произвольная внешняя связ­
ность. Относя их к некоторому полю я-реперов, заданному 
в окрестности LfczE, рассмотрим ковариантный дифференциал. 
Коэффициенты разложения 

v r $ - v * r $ e * + Vv-13iev 

сбудем называть, следуя терминологии Б. Л. Лаптева, ковариант-
ными производными первого и второго рода. Положив 

« я = С е Ч Л в , 8 у (2.8) 
и сделав аналогичное разложение для дифференциалов 

dT$\ = dkT$№ + dyT\i\Qy, 
-получим 

У ^ | - Д Т $ + Й ? $ . ЧуТ$\ = дуТ$]+/&Т$. (2.9) 
Объект связности распадается в я-репере на восемь я-объек-

тов, законы преобразования которых вытекают непосредственно 
из общей формулы преобразования коэффициентов связности. 
Учитывая (2.5), получим, что компоненты Л™.,, ЛрЛ и A"v, Ар-
образуют я-тензоры. Чтобы выяснить их геометрический смысл 
рассмотрим ковариантный дифференциал горизонтального проек­
тора. В я-репере V-^ — f ~~п°'')> откуда 

V f t ^ — Л//., у Д р = - Ар л, Чу<№') = \%, Vv-^p=-ApY . 
•Остальные соотношения удовлетворяются тождественно. Так 
как V-^+V-^ — O, то ковариантное дифференцирование верти­
кального проектора не дает ничего нового. Из этих соотношений 
следует, что указанные я-тензоры с точностью до знаков сов­
падают с аффинорами кривизны горизонтального и вертикально­
го распределений в смысле Схоутена и Стройка. Что касается 
остальных гс-объектов, то Л/Й и.Лр-у преобразуются по закону 
.связностей и определяют параллельное перенесение в горизон­
тальном и вертикальном распределениях, индуцированное внеш­
ней связностью (Ха=0, Yl = 0) 

у*Х'-Д*' + Л}*Х- ,VYr«-=-Va + ApTrP, 
а A.jу и Лрй образуют линейные объекты следующего типа 

л# = /V (MLfrfy+К/f)> ли—/" №mfifkm+hrt) 
м позволяют определить вертикальное ковариантное дифферен­
цирование горизонтальных векторных полей, а также горизон-
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тальное ковариантное дифференцирование вертикальных целей. 
Заметим, что в более узком классе проектируемых реперов. 
/ / — //С**), и поэтому К)у становится я-тензором. 

Тождества Риччи 

распадаются на три группы тождеств, определяющих законы 
коммутирования ковариантных производных первого и второго' 
рода. При этом тензор кручения распадается в общем случае 
на шесть л-тензоров, а тензор кривизны на двенадцать. Напри­
мер, 

2"-^W — <-)[{lambda}A.|f щ + Л?[лЛ[р|ц] + Ла[лЛ|р|ц1 — 2"Apa/?/,|.i-

Для приводимой связности в силу (1.4) Лр/, — 0, Л^ — О, а в-
силу (1.6) 

5 p v - 0 , /CpPQ-0. (?.10> 
Существенно упрощаются выражения и для других п-тензоров 
кручения и кривизны. В частности, /С".\ц становятся компонен­
тами тензора кривизны вертикальной связности. 

Специальным случаем приводимой связности является впол­
не приводимая связность [72], [77]. Рассмотрим подрасслоение 
я-реперов. Так как алгебра Ли группы (2.5) распадается в-
прямую сумму двух идеалов gl{rn)®gl(n), то всякая инфините-
зимальная связность этого расслоения определяется матричной 
1-формой 

—[о1 У- <2'П)' 
Внешнюю связность на Е назовем вполне приводимой, если она 
может быть редуцирована к указанной связности, т. е. в л-ре-
пере 

ш3=0, CU4=0. (2.12) 
Формы 

»/-A^(e*+AjYe\ сор
а=л^е*+л^ 

определяют инфинитезимальные связности на расслоениях го­
ризонтальных и вертикальных реперов со структурными группа­
ми GL(tn) и GL(n) соответственно, а также горизонтальную и 
вертикальную линейные связности на подрасслоениях НЕ и 
VE. Обратно, задание этих 1-форм однозначно определяет впол­
не приводимую связность на Е. 

Т е о р е м а 2.1. Необходимым и достаточным признаком: 
вполне приводимой связности является условие 

VF=0. (2.13), 
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Справедлива также 
Т е о р е м а 2.2. Для того, чтобы связность была вполне при­

водимой, необходимо и достаточно, чтобы ковариантный диф­
ференциал вертикального или горизонтального векторного ПОЛЯ 
был также вертикален или горизонтален соответственно. 

Таким образом, в классе вполне приводимых связностей не-
только вертикальное, но и горизонтальное распределение ока­
зывается абсолютно параллельным. Имеет место .и более общее-
утверждение: 

Т е о р е м а 2.3. Линейная связность на Е вполне приводима 
тогда и только тогда, когда подмодули тензорных полей, верти­
кальных или горизонтальных по какому-либо аргументу, замк­
нуты относительно ковариаитного дифференцирования. 
Заметим, что формула ковариаитного дифференцирования име­
ет теперь вид 

r,TwSa),— HTl'M&J-m *r(()(--)_|_r(0(«). i. * /9 1Л.У 
VM/HP)— a i <Л(Р> - t-®* 1 (Л(Р) + У (Л(Р)Ш* • (-"-14) 

Для вполне приводимой СВЯЗНОСТИ Й7 = 0, и поэтому K%Q = Q).. 
Отличными от нуля остаются поэтому лишь следующие компо­
ненты тензора кривизны: K)PQ, K*PQ. 

Специальным случаем приводимой связности является впол-
ся понятие ср-связности [75]. В группе (2.5) рассмотрим под­
группы Ли GL(m) и GL(n), определяемые условиями fi=h и 
1\—1\. Пусть <р : GL(/n){to}GL(ft)—некоторый гомоморфизм и 
фй.—соответствующий гомоморфизм алгебр Ли. Тогда в (2.5) 
определяется подгруппа Ли G(cp) : h=<p(f\) и на Е возникает 
порождаемая этой подгруппой -ср-структура с ср-связностью-
типа 

которая однозначно задается своей горизонтальной 1-формой. 
В § 3 мы увидим, что такая структура естественно появляется 
на всяком тензорном расслоении. 

Понятие Г-проектируемой связности было введено первона­
чально Яно' и Йсихар.а [196] на расслоениях с одномерными 
слоями. Затем Опройу [153] рассматривал это понятие в слу­
чае касательных расслоений. Общая конструкция Г-проектиру­
емой связности дана К. М. Егиазаряном '[20]. Внешняя связ­
ность на расслоении с внутренней связностью называется Г-про­
ектируемой, если для любой пары X, У проектируемых и 
горизонтальных векторных полей на Е векторное поле V*-7 

проектируемо. Оказывается, что связность является Г-проекти-
"руемой тогда и только тогда, когда ее горизонтальные компо­
ненты Л.-/ относительно проектируемого поля реперов не зави­

та. 



•сят от слоевых координат. В этом случае на базе возникает 
линейная связность со, определяемая условием 

где X, Y—произвольная пара векторных полей на M, а X, У— 
их горизонтальные лифты. 

§ 3. ВЕКТОРНЫЕ И ТЕНЗОРНЫЕ РАССЛОЕНИЯ 

Векторные расслоения занимают среди других особое ме­
сто, являясь непосредственным обобщением касательных. Рас­
смотрим те особенности теории связностей, которые здесь воз­
никают. При этом следует иметь в виду, что преобразования 
допустимых координат имеют теперь специальный вид 

•х----./-(*'.•), x* = f%(x'J)x't. (3.1) 
Существенные результаты по теории внутренних связностей 

векторных расслоений получил Гонг [175] — [177]. Итоги ис­
следований подведены в работе [178]. Здесь построена опера­
ция внутреннего ковариантного дифференцирования следующим 
образом. Использована особенность векторных расслоений, ко­
торая заключается в существовании канонического морфизма 
(VE, р, Е)-*-(Е, р, М), сужение которого на слоях является ли­
нейным изоморфизмом. Поэтому любое сечение s : M{to}E век­
торного расслоения МОЖНО отождествить с вертикальным век­
торным полем s" на Е (вертикальный лифт). Возникает канони­
ческий изоморфизм VE-^ЕХмЕ над М, который вместе с проек­
цией на второй сомножитель дает отображение VE{to}E. Если 
поэтому на векторном расслоении задана внутренняя связность, 
то композиция вертикальной проекции и этого отображения да­
ет морфизм D : ТЕ-+Е, называемый отображением связности. 
Это позволяет построить внутреннее ковариантное дифференци­
рование на модуле сечений векторного расслоения: сечению s 
и базисному векторному полю X сопоставляется новое сечение 
тю формуле 

D$s=D ($<{%)). 
Такая же конструкция излагается Паттерсоном [154]. Если Еа — 

• базис модуля сечений, то в локальных координатах 
D$s = Xl(dis«-\-T?(x\s))Ea. 

'Сандовичи [162] называет сечение рекуррентным, если на М 
-существует такая 1-форма 0, что D%s—&(X)s. В терминах 
группы голономии ею установлены необходимые и достаточные 
условия существования такого сечения. Операция ковариантного 

.дифференцирования в свою очередь может быть положена 
в основу определения внутренней связности [24]. 
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Внутренняя связность называется линейной*, если при па­
раллельном перенесении вдоль произвольной базисной кривой 
отображение слоев является линейным изоморфизмом. Отсюда 
следует следующее строение коэффициентов связности 

Г? Сх)-=Г£ (•**)*•-
и вследствие этого формулы (2.7) дают 

#?,. = ^y.(x'<)xP, A^—rft-
Полагая 0р—ppidx', получим для оператора кривизны 

^ - r f e ? + e?Aeg. 
Он связан с ковариантным дифференцированием формулой 

R(X,Y)s = DzD?s-DfDzs-D{$fls. 
Задание линейной связности в Я определяет линейную связ­
ность в дуальном векторном расслоении Я* с ковариантной 
производной 

D ?a = X« (->£-«-г£/Ор)£в. 
Более того, если заданы линейные связности в расслоениях Е\ 
и Яг, то определяются также линейные связности в их прямой 
сумме, тензорных произведениях и внешних степенях. 

Пусть GczGL(n)—подгруппа Ли. Говорят, что на вектор­
ном расслоении задана внутренняя G-структура, если задана 
•G-структура в ассоциированном с ним главном расслоении сло­
евых "реперов. В этом случае появляется возможность редукции 
линейной внутренней связности к С-связности, матричная 
1-форма которой 0=(0|)а) в соответствующем репере принимает 
значения в подалгебре gczgl(n). 

Такого типа структуры изучались в ряде работ последнего 
времени. Так, Годюшон [118] изучал голоморфные векторные 
расслоения с эрмитовой слоевой метрикой. Гриюб и Петри 
[119], рассматривая голоморфное векторное расслоение ранга 
два н присоединенное к нему расслоение эрмитовых квадратич­
ных форм, показали, что на последнем возникает слоевая мет­
рика сигнатуры (+ ). Векторное расслоение со слоевой 
метрикой рассматривал также А. П. Норден [41]. Н. Д. Алек­
сандров [1] изучал векторное расслоение, на котором задано 
регулярное представление ассоциативной и унитальной алгеб­
ры. Внутренняя связность, совместная с такой структурой, ха­
рактеризуется ковариантным постоянством структурных аффи­
норов. Он же изучал слоевые аффинорные структуры произ­
вольного типа [2]. К этому кругу вопросов близки также 
работы [130], [164]. Сака [161] и Каррер [127] использовали 

* Заметим, что этот термин употребляется также в другом смысле [35]. 
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векторное расслоение с алгеброй Клиффорда в качестве ТИПО­
ВОГО СЛОЯ. Дуади и Лазар {111], рассматривая расслоение на 
алгебры Ли, показали, что с ним однозначно ассоциируется 
расслоение на односвязные группы Ли. Векторное расслоение-
со слоевой структурой тройной системы Ли изучалось в работе 
П. И. Ковалева [30]. 

Пусть А — ассоциативная унцтальная алгебра и А -у 31—не­
которое ее представление в типовом слое векторного расслоения, 
превращающее последний в левый A-модуль. Рассмотрим ком­
мутаторную алгебру at и обозначим через QcSi максимальную 
группу ее обратимых элементов. Это группа Ли. Тогда на 
векторном расслоении возникает внутренняя Q-структура, опре­
деляемая заданным представлением. Так как алгебра Ли 
Группы Q совпадает с 5(, то внутренняя Q-связность характери; 
зуется ковариантным постоянством всех аффиноров, принадле­
жащих представлению. 

Такая ситуация возникает, например, в случае тензорных 
расслоений Tq

v(M) [75], [78]. Рассмотрим прямое произведе­
ние симметрических групп 5Р, — SpxSq и определим действие 
этой группы в тензорном пространстве Tq

v, поставив в соот­
ветствие элементу S—(e, т) линейный оператор 

Sw(Xlt...,Xg, S1 , . . . ,^)----
= w ( . X t - 4 i ) , . . . , X t - « ( - ) , Б"-1- , ...,§0(p)){cdot} 

Полученное представление продолжим по линейности до пред­
ставления групповой алгебры A=RSPIQ — ассоциативной, уни-
талы-юй и полупростой. Элементы алгебры St имеют вид 
~Zl(s)S и называются по Г. Вейлю [11] операторами симмет-
рии. Тем самым Т/ превращается в левый A-модуль, который! 
в силу теоремы Машке'[31] вполне приводим. Вполне приводи­
мой поэтому оказывается и коммутаторная алгебра St. Это при­
водит к разложению тензорного расслоения в прямую сумму 
^-неприводимых (а следовательно, и (^-неприводимых) компо­
нент. Возникает вопрос: будут ли эти компоненты также непри­
водимыми относительно структурной группы G(cp) тензорного 
расслоения, образованной операторами f2 = ®-'f1®9fi*. Ответ 
оказывается утвердительным при р=0 или q = 0 вследствие из­
вестной теоремы Г. Вейля |[11]: в пространстве контра- или ко-
вариантных тензоров коммутаторная алгебра % совпадает с 
обертывающей алгеброй RG (ср). Тем самым отыскание G (ср) -не­
приводимых компонент сводится к разложению алгебры A В' 
прямую сумму минимальных идеалов. Особенно простая си­
туация возникает в случае расслоений тензоров типа (2.0) или: 
(0.2). Однако для расслоений смешанных тензоров, как пока­
зано автором в i[78j, это уже не имеет места. Причина заклю­
чается в том, что при р>0, <7>0, алгебра RG(<£) оказывается. 
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нетривиальной подалгеброй в St. Вопрос об отыскании G(cp)-не­
приводимых тензорных подрасслоений в общем случае остается 
•открытым. B качестве примера можно привести аффинорное 
расслоение 71'(.М), обладающее, кстати, слоевой структурой 
матричной алгебры. Здесь Q —GL(/n2) и легко видеть, что оно 
ф-неприводимо. С другой стороны, тензорное представление 
группы GL(m) в данном случае изоморфно SL(m). Относитель­
но ее действия Т\1(М) вполне приводимо и распадается в пря­
мую сумму линейного расслоения скалярных аффиноров и рас­
слоения аффиноров с нулевым следом. 

Отметим, что указанное расслоение недавно рассматривал 
Кручану [99], [100]. Им найдены векторные, (1.1)-тензорные 
поля и 1-формы на многообразии ТУ(.М). инвариантные отно­
сительно слоевых эндоморфизмов. 

Объект линейной внутренней связности тензорных расслоений 
имеет вид Грй = Г<1

х.".'.-3
в1..."Ик и под названием тензорной связ­

ности рассматривался в работах Koccy, Мастроджакомо, 
«Фава и др. (см. обзор [35]). В последнее время изучались, 
как правило, более частные вопросы. Так, Ди Комите [106], 
•обобщая один результат Koccy, показал, что с тен­
зорной связностью типа (р, q) можно связать серию тензорных 
связностей типа (mp + nq, np + mq), где in, • п — произвольные 
натуральные числа. Тамасси и Нгуен [171] — [173] рассматри­
вали тензорные связности типа (р, 0), приводимые к р-вектор-
ным связностям, изучали плоские тензорные связности. Оказы­
вается, что существуют не плоские векторные связности, 
порождающие плоскую тензорную связность. Марине![ 133] по­
нятие тензорной связности рассмотрел с точки зрения внутрен­
ней связности векторного расслоения. Здесь следует также упо­
мянуть работу >[170], в которой Шибяк, рассматривая прост­
ранство Вейля, использовал расслоение псевдотензоров типа 
{2.0). Ряд работ посвящен расслоениям р-векторов. Якубович 
1125], продолжая свои прежние исследования, рассматривал 
-тензор кривизны бивекторной связности и его комитанты, уста­
новил условия существования ковариантно постоянных бивек­
торов. В работах Формелла '[116] и Штейиера [169] вновь 
.поднимается вопрос об условиях индуцируемое™ тензорной 
связности в расслоении р-векторов линейной связностью базы. 
•Следует отметить также серию работ Хаубица и Бартела [93], 
J120] — [122] по теории связностей в расслоении простых р-век-
торов, а также работы [129],.'[168], [174], в которых расслое­
ния бивекторов и р-векторов применяются для исследования 
римановой кривизны и ее обобщений. 

Перейдем к внешним связностям и тем структурам, которые 
возкикают на векторных расслоениях. Заметим прежде всего, 
что если на векторном расслоении задана внешняя связность, 
•то в расслоении определяется, вообще говоря, некоторая внут-
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ренняя связность. Действительно, рассмотрим поле слоевой го­
мотетии и отождествим его с вертикальным векторным полем 
(О, ха). Его ковариантный дифференциал относительно внеш­
ней связности имеет координаты (со-.**1-, йха + щах?'). Если по­
этому связность со приводимая, то 1-формы 

Vxa = dx a + °-pxp 

определяют на E дифференцируемое распределение, инвариант­
ное относительно действия группы L. Полагая сор — Agiafx'-j-
+Aavdx'v, и замечая, что на векторном расслоении коэффициенты 
Agv образуют слоевой тензор, получим: условие, при котором 
это распределение дополнительно к вертикальному, заключается 
в невырожденности слоевого аффинора 

P« = 6̂  + ApY^. 
Приводимая связность, удовлетворяющая этому условию, была 
рассмотрена автором в [72] и названа регулярной. Таким обра­
зом справедлива 

Т е о р е м а 3.1. Всякая регулярная связность на векторном 
расслоении индуцирует линейную внутреннюю связность с ко­
эффициентами 

Если же detP=0, то указанное распределение пересекается с 
вертикальным по нулевой области аффинора Р, и мы получим 
обобщенную внутреннюю связность. Такие обобщения понятия 
внутренней связности начались с работ Вонга и Молимо (см. 
обзор [35]) и затем с различных точек зрения изучались в ра­
ботах [92], [98], [105], [107]-[110], [113], [134], [139], 
'[183], [188], Общую конструкцию обобщенной связности в 
векторных расслоениях предложил В. Л. Спесивых [51], [53] „ 
задавая ее с помощью аффинора. В работе [52] понятия ква-
зисвязности и псевдосвязности им даны для дифференцируемых 
расслоений общего вида как соответственно правый или левый 
встречный ^-гомоморфизм точной последовательности (2.1). 

ЕСЛИ на расслоении с внутренней связностью задана неко­
торая внутренняя G-структура, то вместе с ней возникает 
и внешняя структура, подчиненная --..-структуре и определяемая 
группой OL{im)X.O. Вернемся, например, к рассмотренному 
выше Л-модульному расслоению и заменим алгебру 31 изоморф­
ной ей алгеброй %v, поставив в соответствие каждому опера­
тору представления 5 оператор, матрица которого в я-репере 
имеет вид S- 1 - Q § . Таким образом, алгебра ЗГ-1 реализует 
вырожденное представление ИСХОДНОЙ алгебры А в касатель­
ном расслоении ТЕ и задает на Е почти алгебраическую 
структуру, определяемую алгеброй 3f J83]. Внешняя структура 
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получается теперь следующим образом. Рассмотрим множества 
п-реперов, относительно которых матрицы аффиноров Sv оста­
ются постоянными. ОНИ образуют главное расслоение над Е' 
со структурной группой GL(m)xQi где Q —упоминавшаяся 
выше максимальная группа Ли, содержащаяся в 3f. Назовем 
почти алгебраической всякую вполне приводимую связность 
на E, порожденную инфинитезимальной связностью этого рас­
слоения реперов. 

Т е о р е м а 3.2. Почти алгебраическая связность есть наибо­
лее общая связность на векторном расслоении, относительно 
которой аффиноры Sv ковариантно постоянны. 

Векторные расслоения со слоевой аффинорной структурой с 
этой точки зрения изучал Н. Д. Александров [2]. Показано, что 
они представляют собой вещественные реализации векторных 
расслоений над некоторой алгеброй, определяемой аффинором. 

Обращаясь к случаю тензорных расслоений, имеем следую­
щий результат: 

Т е о р е м а 3.3. ^-неприводимые тензорные подрасслоения 
замкнуты относительно ковариантного дифференцирования в 
любой почти алгебраической связности. 

Рассмотрим редукцию этой связности к подгруппе GL(m)X 
XG(cp), где G(cp) c Q — структурная группа тензорного рас­
слоения. Мы хотим обратить внимание на то, что группа G(cp) 
может быть не изоморфна GL(m) даже локально. A именно, как 
показано в [74], справедлива 

Т е о р е м а 3.4. Тензорное представление группы GL(m) в, 
пространстве тензоров типа (р, q) изоморфно 

1) группе QL(m), если p — q нечетно, 
2) группе QL(m)/N, N = {IU — / J . если p — q^O и четно, 
3) группе SL(m), если p—q=0. 

Формула (o2 = 9...co1 принимает в рассматриваемом случае вид 

- ®pi\®l 2 7i® • • • ®---® • • • ® л ] (3-2)' 
и дает на тензорном расслоении icp-связность типа (2.15), кото­
рую мы называем связностью Б. Л. Лаптева. Покажем, что она 
действительно определяет на Т/(М) внешнее ковариантное 
дифференцирование, введенное Б. Л. Лаптевым [32], и дадим 
ее инвариантный признак. 

Чтобы применить формулу (2.14) в рассматриваемом слу­
чае, отождествим тензорное расслоение с векторным ранга п — 
~гпр+я, задав изомор физм h ; Tq

p(M)-*-E надМ. В координатах 
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где (a), (b) будут означать наборы из р индексов, a (i), (у) — 
:из q индексов. Компоненты h"^> практически определяются 
выбором нумерации компонент опорного тензора w или их 
простейших линейных комбинаций и постоянны при преобразо­
ваниях группы OL (т) х G (Ф). Рассматривая их как компоненты 
связующего я-тензора типа (<7+1> Р + 0) и применяя формулу 
.(2.14), получим 

Т е о р е м а 3.5. Вполне приводимая связность на тензорном 
расслоении есть связность Б. Л. Лаптева тогда и только тогда, 
когда я-тензор, h коварцантно постоянен: 

Vh = 0. 
Чтобы получить ковариантвую производную Б. Л. Лаптева, на­
до в формулу (2.14) подставить выражение (3.2). Кроме того, 
следует учесть, что в тензорном расслоении горизонтальное 
тензорное поле типа {р, q) можно рассматривать как верти­
кальное векторное поле (и наоборот) 

Вертикальный ковектор аналогичным образом отождествляется 
с горизонтальным тензором типа (q, p). Вообще, и-тензору 
типа (pi + p2, <7i + <72) на_ E соответствует^ горизонтальный 
тензор типа [p,~q), где p — pip + <7i<7+p2. Ч^РМ + ЧФ + Чг-
В итоге (2.14) сводится к формуле 

v U) U) 1 Ш 

§ 4. СВЯЗНОСТИ НА ДРУГИХ СПЕЦИАЛЬНЫХ РАССЛОЕНИЯХ 

Этот параграф посвящен обзору работ, в которых исследо­
вались или в той или иной степени использовались внешние 
связности на расслоениях различного вида. При этом мы не бу­
дем касаться касательных расслоений и финслеровых про­
странств, а также вопросов, связанных с автоморфизмами внеш­
них связностей по причинам, уже объясненным во введении. 

Отметим прежде всего случай тривиального расслоения, ког­
да E—MXF. Тогда существует каноническая внутренняя связ­
ность, горизонтальное распределение которой инволютивно и 
совпадает с семейством подмногообразий Мх{у}, U&F. Други­
ми словами, расслоение допускает вторую проекцию q : E-*-F. 
я-репер можно выбрать натуральным и поэтому RgC =0. Он 
определен с точностью до преобразований 

TeopHH внешних связностей на произведении многообразий 
изучалась в последнее время A. П. Норденом и его учениками 
в рамках теории композиций. Основные результаты изложены 
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в обзоре [41]. Заметим, что компоненты -Л}- и. Л^д внешней 
связности становятся теперь я-теизорами, а в случае вполне 
приводимой связности без кручения отличными от , нуля будут 
лишь компоненты А'/к, Л" . Это пространство декартовой ком­

позиции. : ' . ; ' . ' 
Говоря о расслоениях со структурной группой, представляет 

интерес разыскание внешних связностей, инвариантных относи­
тельно действия этой группы. Яно и Исихара [194] рассмат­
ривали пространство с линейной связностью, допускающей 
1-параметрическую группу аффинных преобразований, и обра­

зующее. главное расслоение с одномерными слоями — траекто-
.' риямн этой группы.' Эта ситуация была обобщена К. М. Егиаза-
ряном следующим образом [14], [20]. • Пусть со — внешняя 
связность главного расслоения, для которой структурная груп­
па G является группой ее аффинных преобразований. Тогда 
оказывается, что эта связность Г-проектируема относительно 
•О-инвариантной внутренней связности. Более того, если К — 
группа аффинных преобразований СВЯЗНОСТИ СО, сохраняющая 
слои и внутреннюю связность, то спроектированная связность 
•о инвариантна относительно действия группы К на базе рас­
слоения. Обратно, если в описанной ситуации на базе имеется 
./(-инвариантная связность, то можно построить ее канониче­
ский лифт, являющийся /(-инвариантной внешней связностью 
на главном расслоении. Применение этого результата к тео­
рии однородных редуктивных пространств дает универсальный 
способ получения инвариантных связностей пространства Л/G 
путем проектирования /(-инвариантных групповых связностей 
1 1 5 1 ] . 

Насколько эффективен указанный подход, показывает так­
же следующий пример. В 1976 г. Э. Г. Нейфельд [40] рассмот­
рел нормализацию грассманова многообразия, задавая диффе­
ренцируемое соответствие между его плоскостями и дополни­
тельными плоскостями. Им показано, что тогда. на 
грассмаиовом многообразии определяется связность без круче­
ния, которая является проективно-евклидовой над алгеброй 
матриц. При этом возникает нормализация поверхности Грасс-
мана в смысле А. П. Нордена, а указанная связность может 
быть истолкована как внутренняя связность первого рода этой 
поверхности. Кроме того, если дополнительные плоскости за­
висят от максимального числа параметров, то становится воз­
можной двойственная конструкция. Как показано в [19], связ­
ность Э. Г. Нейфельда можно получить следующим образом. 
Рассмотрим главное расслоение й-реперов E-+Gnth над грасс-
мановым многообразием. Пространство Е является открытым 
подмногообразием в Rnk. Задавая инвариантную внутреннюю 
связность, молено спроектировать естественную евклидову 
связность многообразия E, для которой преобразования струк-
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турной группы GL(k) являются аффинными, в некоторую связ­
ность на G„,h, которая совпадет со связностью Нейфельда. 

Если на пространстве расслоения задана метрика g, то на< 
нем возникает внешняя риманова связность. С другой стороны... 
если изотропные конусы не касаются слоев, то на них индуци­
руется невырожденная слоевая метрика и в расслоении опреде­
ляется каноническая внутренняя связность с коэффициентами 

r ? — gap№> 
горизонтальное распределение которой ортогонально слоям.. 
Всякая другая внутренняя связность отличается от нее на тен­
зорное поле типа (0+1, 1+0). Некоторые вопросы римановых 
расслоений рассматривал еще в 1952 г. Муто (Muto Y., ScL 
Rep. Iokohama Nat. Univ., 1952, № 1, 1-14). Затем ими зани­
мались Нагано [141], Яно и Окубо [197]. Работы Яно и Иси-
хара '[195], [196] положили начало изучению одномерных 
(в смысле размерности слоя) римановых расслоений: Vm+i{to}Vm. 
Ими рассмотрены различные классы метрик, в частности, 
Г-проектируемые метрики и метрики, допускающие контактную' 
структуру- Сиозаки [165] показал, что если в Vm+\ с одномер­
ным распределением и метрикой ds2=gooQ0Q0+gndxidx^ интег­
ральные линии изометричны, то Vm+i является расслоением с 
инвариантной относительно вертикального векторного поля мет­
рикой. Окумура [151], рассматривая инвариантную относи­
тельно единичного вертикального векторного поля метрику и ее 
проекцию на базу, показал, что сужение проекции на ортого­
нальные к слоям подпространства есть изометрия. Одномерные 
римановы расслоения использовались также в работах [114],. 
[115], [157]—[159], Многие свойства одномерных расслоений' 
были затем обобщены для римановых расслоений общего вида. 
Например, О'Нейлл [152] рассмотрел риманову субмерсшо, 

о 
сохраняющую длины Г-горизонтальных векторов, и ввел тензо­
ры, аналогичные второй фундаментальной форме погружения, 
Проектируемые метрики и интересные примеры таких метрик: 
изучали В. Г. Подольский и А. П. Широков [42], [43], 
К. М. Егиазарян [20], [21] показал, что если метрика g явля--
ется Г-проектируемой, то риманова связность также Г-проек-
тируема, а ее проекция на базу со есть риманова связность-
спроектированной метрики. Это обобщает результат Яно и 
Исихара [194]. Отметим также работы [103], [104], [123], [140],. 
[145], [181], [199], [200]. 

На главных расслоениях метрика возникает часто следую­
щим образом. Пусть E->Vm — главное расслоение над римано-
вым пространством с метрикой g. Енсен показал [126], что 
если структурная группа допускает положительно определен-
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ную инвариантную метрику g, то в E можно ввести риманову 
метрику по теореме Пифагора 

где % = const. В частности, такой способ введения метрики в рас­
слоении реперов использован в работах [147], [136], [142]. 
Кернер [128] и Хо [96] для геометрической интерпретации тео­
рии Янга—-Миллса рассматривали главное расслоение над про­
странством—временем с компактной полупростой группой Ли 
и при построении метрики g использовали метрику Киллинга. 

Еще в 1965 г. Огиуе [146] рассматривал многообразие 
E2ft+1 с почти контактной структурой (ср, X, I) и в регулярном 
случае, когда интегральные кривые поля X гомеоморфны, а <р 
и | инвариантны при действии 1-параметрической группы G, 
порожденной полем X, установил, что Е является главным рас­
слоением со структурной группой G и инвариантной связностью 
\. Более того, на базе индуцируется почти комплексная струк­
тура, интегрируемость которой вместе с инволютивностью \ рав­
носильны интегрируемости исходной структуры. Этот резуль­
тат получил дальнейшее развитие в работах [155], [166], [167]. 
Оказывается, например, что почти контактная метрическая 
структура проектируется в почти эрмитову. Если же фундамен­
тальная 2-форма в Е замкнута, то любое квазикиллингово век­
торное поле проектируется в КИЛЛИНГОВО на базе. В этой связи 
напомним о работе Ёкоте [198], который рассматривал одно­
мерные расслоения и показал, что если на базе задана почти 
контактная или почти комплексная структура, то на расслое­
нии определяется почти комплексная или соответственно почти 
контактная структура. Если же на базе имеется почти греева 
или почти эрмитова структура, то на расслоении возникает 
соответственно почти эрмитова или почти греева структура. 
Почти комплексные, почти эрмитовы и почти келеровы струк­
туры на расслоениях рассматривались также в работах [94], 
[124], 1[135], [148], :[149], [163], [190]. Рассматривались так­
же почти комплексные структуры, возникающие в тензорных 
расслоениях при условии, что такая структура имеется на базе 
[117], [131]. 

Наконец, еще одна группа работ связана с расслоениями 
дифференциально-геометрических объектов (пространства опор­
ных элементов). Как мы уже упоминали, основы теории внеш­
них связностей на этих многообразиях заложены Б. Л. Лап­
тевым и В. И. Близиикасом. Эта теория непосредственно выте­
кает из результатов, изложенных в предыдущих параграфах. 
Отметим, что связность, введенная В. И. Близникасом, является 
вполне приводимой. 

Из работ, появившихся после обзора [6], отметим статью 
А. П. Урбонаса [54], в которой результаты Б. Л. Лаптева по 
теории дифференциальных инвариантов в пространствах тен-
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зорны-х опорных элементов обобщены для произвольных про­
странств' опорных элементов. Введя нормальные координаты и 
операцию расширения, он доказал соответствующие теоремы о 
замене и приведении. Аналогичные вопросы для пространств 
•опорных-Линеаров рассматривал Ю. И. Шинкунас [79], [80]. 
-Им изучены' некоторые специальные типы таких пространств, в 
частности, пространство опорных линеаров с заданной метри­
ческой функцией [81], а также [82] построена теория связно-
•стей и ковариантного дифференцирования в пространстве опор­
ных сверхвекторов p-ro порядка (при р = 1 получается прост­
ранство гиперплоских элементов). Пространства гиперплоских 
элементов продолжала изучать И. X. Медведевайте [37]—[39]. 
В метрическом случае для кривых и поверхностей этих про­
странств получен аналог формул Френе, введено понятие нор­
мальной кривизны поверхности, найден класс поверхностей, для 
которых справедливы теоремы Эйлера и Гаусса. Связности в 
пространстве центральных пункторов исследовала С. П. Жяу-
кене [25], [26]. Различные вопросы теории связностей в про­
странствах линейных, гиперплоских и тензорных.опорных эле­
ментов рассматривал Э. И. Хмелевский [68] — [71]. Д. М. Я6-
локов [89], [90] продолжил свои исследования пространств пар 
линейных элементов. Отметим также работы A. Э. Саттарова 
[47] — [50], который изучал пространства опорных векторных и 
ковекторных плотностей. Им доказано, в частности, что задавая 
метрическую функцию, можно однозначно определить евклидо­
ву связность. Большой цикл работ выполнил A. С. Ферзалиев, 
исследуя проективные отображения пространств тензорных 
опорных элементов и аналоги проективно-евклидовых про­
странств. Более детально эти вопросы изучены им для прост­
ранств линейных и гиперплоских элементов l55l — [57], [60] — 
{67]. В работах [58], [59] он рассматривал также аналоги 
пространств Вейля и пространств эквиаффиниой связности. 

Упомянутые работы существенно обогатили и конкретизиро­
вали общую теорию. Нам представляется, что дальнейшее ee 
развитие требует привлечения аппарата расслоенных про­
странств. 
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