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A. I. Vagabov 

MULTIPLE COMPLETENESS OF EIGENFUNCTIONS AND ADJOINT 
FUNCTIONS FOR SYSTEMS OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 

WITH IRREGULAR BOUNDARY CONDITIONS 

We consider an irregular problem of the form 

Уп + Хр1У

(п-Х) + ... +tep„y = 0, (1) 

(0) + £ aikyiMi k ) (0) = 0 , i = 1,1, (2) 
k=\ 

Ki _ 

У*д (1) + £ Р/Л yiKl~k) (1) = 0, * = / + 1, n; l > n - l , (3) 
/2 = 1 

The following theorem is proved. If all argument the roots of the characteristic equa­
tion of (1) are different then the system of eigenf unctions and adjoint function of the 
problem (1) to (3) is /г-multiply complete in L 2 (0, 1). 
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А. Ш. Шалданбаев 

ФОРМУЛЫ СЛЕДОВ 
ДЛЯ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ И АНТИПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЗАДАЧ 
ШТУРМА — ЛИУВИЛЛЯ 

В 1964 г. Б. М. Левитан предложил элементарный метод вычисле­
ния регуляризованных следов оператора Штурма — Лиувилля [1] , но 
провел вычисления только для первого следа. В дальнейшем в работе 
[2] с помощью этого метода были вычислены следы высших порядков 
при нулевых граничных условиях. В настоящей работе, использовав 
метод исследований [1] и [2] , мы вычислили следы высших порядков 
для периодической и антипериодической задач Штурма — Лиувилля. 
Интересно отметить, что все регуляризованные следы антипериодиче­
ской задачи Штурма — Лиувилля равны нулю. Этот результат другим 
методом получил раньше Б. М. Левитан [3] . Недавно нам стало из­
вестно, что еще в 1954 г. Шефке вычислил первый след для •периодиче­
ской и антипериодической задач Штурма — Лиувилля и, в частности, 
установил равенство нулю первого следа для антипериодичеокой за­
дачи [4] . 

Отметим, что наиболее общий метод вычисления регуляризованных 
следов разработан в работе [5] . Однако, как нам кажется, в периоди-
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ческой задаче Штурма — Лиувилля применяемый нами метод быстрее 
ведет к цели. 

1. Рассмотрим периодическую и антипериодическую задачи Штур­
ма — Лиувилля: 

Ъ[у] =— y"+Q{x)y = Xy1 0 < х < я , (1) 

у(0)-=у(п), !/(0)=у'(п), (2) 

у(0)=-у(п), у'(0)=-у'(л). (3) 

Предположим, что q(x) — периодическая с периодом я бесконечно диф­
ференцируемая вещественная функция. _ ^ 

Обозначим через р,0, р>2, ^2 , |М, щ,... и 113, |^з,... собственные 
значения задач (1) — (2) —(3) соответственно. Известно [6] , что 

И. = А- + « Ь + ^ + . . . + £ + • . . . (4) 

й к = Л , + с. + Д - + : . . + 15Е г + , . . (5) 

Возведя обе части (4), (5) в степень т , получим 

^ = ^ + d m l ^ - 2 + . . . + ^ m + - % ± L + . . . . (6) 

iff = ft*" + dmlk2m-2 + . ' . . + d m m + + . . . , (7) 

где 

*- ' = 2(Г) Е с , г 1 с„ г . . . с„ . , г = 1,2, . . . , т , 
/ = 1 nl+n2+...+n.+i—j 

Из (6), (7) следует, что 

sm = £ [ ц » - д а - - d m l ( 2 k f m ~ 2 - : . . - d m j < 0 0 , 
/г=1 

s m = £ [ ^ - ( 2 f t ) 2 " ~dml(2kfm-2~ ... - d m ) n ) < 00, 

^« = £ iiiSUi - (2* - 1 r - ^ (2А - 1 ) 2 m - 2 - . . . - dmj < 0 0 , 

оо 

T m = I f^- 1 - - 1 )2 m - 4.1 (2ft - 1 f " ~ 2 - . . . - cUl < <*>• 

О п р е д е л е н и е . Числа Sm = j i o m + s m + s m , AJm = / m + / m называют­
ся гп-ми регуляризованными следами задач (1)—(2) и (1)—(3) соот­
ветственно. 

Т е о р е м а . Справедливы равенства 

/=1 П1-Ьл2-Ь ...+rij=m—/ 



. 1 я . 

&nfin2 • • • С/1-

(2m — 1 ) (— l ) m + 1 

л 2 ,2m—1 
^ г и - ^ О Л , (9) 

о 
A f m = 0 , (10) 

/г—2 

orx (x) = 9 (x), an (x) - — a;_j (x) — £ < 7 „ - W (x) at (x). (11) 
/ = i 

В последующих пунктах излагается доказательство теоремы. 
2. Обозначим через с(х, Я), -s(x, X) фундаментальную систему реше­

ний уравнения (1), которая определяется начальными данными 
с (0, X) = s ' (0, X) = 1, с' (0, Я) = s (0, X) = 0 , 

и положим 2F(X) = с(я , Я ) + 5 7 ( я , 1 ) . Как известно, собственные значе 
ния периодической задачи Штурма — Лиувилля иа сегменте [0, я ] 
являются корнями функции l—F(X). Из грубых асимптотических фор­
мул для функции F(X) и собственных значений р,0, Цг, 1̂ 2, Р 4 , р^, ... сле­
дует, что 

1 - F (К) = - f (щ - Я) i j ̂  ~ ̂  ~ *>. 
Из этого равенства, положив Х =—ji, получим 

. „ J L ! J 1 

. ( * - r t + ^ - r t - 2 - 4 ( m + l . ) n s ™ * ; : * . • 
/г=1 

(12) 
Обозначим через Ф ( [Х ) , ф(мО, 'ty(ii) бесконечные произведения: 

Логарифмируя равенство (12) и затем дифференцируя полученный ре­
зультат по \х, получаем 

— 1 _ L + ^ l n 9 ( [ x ) = = - A l n [ c + s ' - 2 ] ( 1 3 ) 
[Х0 + LI р, ф ф у [X 2 

Равенство (13) лежит в основе доказательства теоремы. В дальнейшем 
будем изучать асимптотическое поведение обеих частей равенства (13) 
при больших р,, а затем, сравнив коэффициенты при одинаковых степе­
нях р, слева и справа, получим доказательство теоремы. 

3. Найдем асимптотическое разложение для левой части равенст­
ва (13): 

т v t v <LJ j Li [ jx + 4£ 2 
(14) 

/ = 1 k=l 
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Из (4), (5) следует, что 
Л!) Л1) 

[Hk-{2kfV = с<» + + . . . + + 
(»)» 

М c(i) 

(15) 

(16) 

где 
СпхСп2 • • • Сп-ч k — 1» 2, 

Из (15), (16) следует 

*// = £ {Ы - № ' № ~ 2 - £ & №Г-2~2г) < ™> 
/ - 1 

/г=1 г=0 

/ - 1 
s y / S B J { [ , T 2 f t - ( 2 W ( 2 & ) 2 / - 2 - £ c?(2k¥^-»\<oo,. / - 1 , 2 , . . . 

Далее, 

u + 4£ 2 + 0 ^ fx + 4/г2 

Ь=1 

00 о о ŷj 00 

_ 2 ( _ 1 ) w ^ + 2 ( _ l y ^ 2 _ L _ . ( 1 7 ) 

После несложных преобразований из (17) получим 

( ' + ! ) • • 

( / - 1 ) ! 

, ^^ 1 ) г( ' - +т)0 +т + 1)---( ,- +т +Н , i ( 1 8 ) 

i=0 p 2 

(— m ' - i 

Умножаем обе части равенства (18) на j — и суммируем по / 
в пределах от 1 до оо . Результат дифференцируем один раз по р, и* 
принимая во внимание равенство (14), получаем 

оо т ф 

• i - i . . w - 2 ( - i r [ 2 ( f ) ( ^ . - ^ ) 
m=l / = 1 

+ 

Из (19) в силу очевидных тождеств 
т т 

т — — ] сф (19) 
т-\- • 

£ (?) = sm, £ ( f ) s / > m _ / + 1 = s„ 



получим 
оо т 

i ' "«w-S(- ' )"K- i-S(7)^] i^ + 

т=\ / = 1 

+ f 2(-1)wl2 (тт 2 I m~ / 

m = l . / = 1 [im+ — 

Учитывая сходство функций <ф и мы можем найти асимптотиче­
ское разложение левой части равенства (13): 

+ 
оо 1 т _ 

+£<-»"(*«-£ (7) « Ч ^ - « 
4. Теперь найдем асимптотическое разложение правой части'ра­

венства (13). Известно [6], что уравнение (1) имеет решения 
л 

(21) 

образующие фундаментальную систему, где функция сг (УЯ, х) при 
больших вещественных % допускает асимптотичеокое разложение 

(22) 

а <Ук(х), k—l9 2 , о п р е д е л я ю т с я по формулам (11). С помощью ра­
венств (21), (22) нетрудно получить асимптотичеокое разложение пра­
вой части равенства (13): 

1 cth-
-f- ln[c + s ' - 2 ] y=r f -S 1 —2/72 

2 2 m 

m—1 Ja2m-i(0 
(23) 

Подставив (23) и (20) в (13) и сравнив коэффициенты при одинако­
вых степенях JLI слева и справа, получим формулы (8), (9). Для доказа­
тельства формулы '(10) отметим, что (Собственные значения задачи 
(1)—(3) являются корнями функции 1+F({k). Полученные двумя раз­
личными (способами асимптотические разложения этой функции приво­
дят к равенству . « . 

1 — 2 т 
22т 

(У2т-\ (t) dt 

m = l 
m-j- • 

= £ ( - 1 ) " 
м„ 

+ f 2 S 
m=\ *- i—1 

( - 1)" 

из которого (непосредственно следует р а в е н с т в о (10). 
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В заключение автор приносит благодарность Б. М. Левитану за 
постановку задачи и помощь, оказанную при выполнении настоящей 
работы. 

A. S. Shaldanbaev 

TRACE-FORMULAS FOR THE STURM—LIOUVILLE PERIODIC 
AND ANTiPERIODIC BOUNDARY PROBLEMS 

We find some trace-formulas for the Sturm—Liouville operator and its powers 
with periodic and antiperiodic boundary conditions. 
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С. Ю. Лукашенко 

О МНОЖЕСТВАХ РАСХОДИМОСТИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ 
РЯДОВ ФУРЬЕ 

Известно, что множество расходимости тригонометрического ряда 
должно иметь тип G6o (см. [ 1 ] , с. 433). К. Целлер в 1955 г. [2] показал, 
что (класс множеств расходимости тригонометрических рядов Фурье со­
держит класс G6. Т. Корнер в 1971 г. [3] построил множество 
£ с : [ 0 , 2 j t ] ; E^FGl \Е\>0,-Е не является множеством расходимости 
никакого тригонометрического ряда Фурье. В настоящей статье показа­
но, что даже класс множеств расходимости тригонометрических рядов 
Фурье непрерывных функций, который строго содержится в классе 
множеств расходимости тригонометрических рядов Фурье, содержит 
множества довольно сложной- структуры. 

Т е о р е м а 1. Существует непрерывная на [0, 2я] функция f(x), 
такая, что для f множества Е расходимости* ее ряда Фурье по тригоно­
метрической системе выполняются условия: \Е\=0, E^G6o, Ee£Fay 

Eq£ G6 и E нельзя представить в виде Е= {EQ\N\)\]N2, где E0^.G&y a Ni 
и N2 не более чем счетны, а также в виде Е= (E°\F\)[}F>

2, где E°^Fa, 
\Е°\ = 0 , a Pi и Р2 — множества первой категории на [0, 2 я ] . 

Л е м м а 1. Существует функция fi(x)^C[0y 2я ] , множество Ei 
расходимости ряда Фурье которой удовлетворяет условиям: Ei<zz[n, 2я ] , 
EiE£F(S, Ei нельзя представить в виде Ei= (EiQS\Pi)[]Р^ где Е 
l ^ i 0 ! ^ , a Pi и P% — множества первой категории на [я, 2я ] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как замкнутое множество нулевой 
меры нигде не плотно на [0, 2я ] , то из того, что | ^ | = 0 и F^F0y сле­
дует, что F — множество первой категории на [0, 2я ] . Рассмотрим 
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