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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ТЕОРИИ 

СЕТЕЙ С ОЧЕРЕДЯМИ 

М. Я. Кельберт, 10. М. Сухов 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

1.1. Сети как объект математического исследования. Сети с 
очередями (или в более общем варианте — сети массового об­
служивания) в последнее время привлекают пристальное вни­
мание специалистов-математиков, в первую очередь, вероятност-
нпков. Это объясняется как очевидной важностью данного-
предмета для разнообразных приложений, так и свежестью (а 
также глубиной) возникающих здесь математических задач. 
С самого начала развития математической теории сетей здесь-
наметились две «конкурирующие» тенденции. Согласно одной 
из них, теория сетей должна строиться как естественное обоб­
щение теории для ОДНОГО обслуживающего устройства. В рам­
ках этого подхода естественно начинать изучение с простейших. 
моделей: двух- и трехфазных систем, сетей Джексона с не­
большим числом узлов и т. д. 

Другая тенденция исходит из предпосылки, что для сетей, 
имеющих сложную разветвленную структуру, возможны прин­
ципиально новые «коллективные» эффекты, изучение которых и 
представляет наибольший интерес, В рамках такого подхода, в 
частпости, естественно изучать сети «бесконечного объема» 
(с бесконечными множествами узлов и линий). Различие в ос­
новных посылках влечет за собой различие и в методах, кото­
рые используются при исследовании задач, возникающих в тео­
рии сетей. Авторы этой статьи придерживаются мнения, что ис­
тина лежит где-то в «середине», и старались соблюдать сба­
лансированный подход при отборе и изложении материала. 
Естественно, при выборе тем для обсуждения сыграли свою 
роль и ограничения па объем статьи, и личные взгляды авто­
ров. 

Основное внимание в данном обзоре уделяется обсуждению' 
следующих вопросов: 1) существовапие и единственность (или 
неединственность) случайного процесса, описывающего «устой-
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чивый» (в частности, стационарный) режим работы сети, 2) 
точные решения (в частности, формулы для вероятностных рас­
пределений или для тех или иных параметров этих' распреде­
лений) и, наконец, 3) разнообразные аппроксимационные схе­
мы, которые МОЖНО рассматривать как обоснование прибли­
женных процедур расчета характеристик сети. Мы предпочли 
также обсуждать сравнительно простые модели функциониро­
вания сетей, оставляя в стороне или лишь вскользь упоминая 
сети с обратной связью, глобальным управлением, переменной 
структурой коммуникаций, «экзотическими» дисциплинами пе­
редачи и т. д. 

Надо отметить, что обилие моделей сетей, рассматриваемых 
в современной технической литературе, равно как и в работах, 
посвященных численному анализу, выглядит весьма впечатля­
юще при сравнении с немногочисленностью и фрагментарностью 
имеющихся математических методов. Такая ситуация резко 
контрастирует с бытующим мнением об «опережающем» раз­
витии современной абстрактной . математики по отношению к. 
прикладным дисциплинам, которые рассматриваются как ос­
новные потребители математической «продукции» (теоретиче­
ская физика, математическая биология, математические методы 
в экономике и др.). С другой стороны, это представляет мате­
матику, работающему в теории сетей (и, по-видимому, вообще, 
в «математической технике»), известный простор в выборе за­
дач и методов. 

Рис. 1 

Возвращаясь к сетям с очередями как объекту математиче­
ского изучения, подчеркнем особенность нашего подхода. Рас­
сматривая ту или иную сеть, мы имеем в виду, что заданы: 
(а) множество «узлов» V и множество ориентированных «свя­
зей» £ф (см. рис. 1), определяющие «физическую» конфигура­
цию сети (можно говорить о конфигурационном графе сети), 
(б) в случае открытых сетей — семейство внешних потоков 
«сообщений» («пакетов», «заявок и т. п.), требующих передачи 
по линиям связи сети; в случае замкнутых сетей — набор сооб­
щений, постоянно циркулирующих в сети, и (в) принцип ком-
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мутации и дисциплина передачи в сети". Задача состоит в том, 
чтобы «построить» случайный процесс (иногда удобно говорить 
о случайном иоле), описывающий «работу» сети или, как мини­
мум, доказать существование и исследовать вопрос о единствен-
мости такого процесса. При математической формулировке 
речь идет о решении системы (стохастических) уравнений, свя­
занных с выбранными принципом коммутации и дисциплиной 
передачи. На наш взгляд, удачной представляется конструкция 
«оснащения». Она предусматривает, если говорить об открытых 
сетях, переход от семейства внешних потоков, задающих мо­
менты поступления и «входные» характеристики сообщений, к 
семейству потоков, в которых каждому сообщению присва­
иваются значения дополнительных параметров, характеризую­
щих процесс «прохождения» по сети. Эти дополнительные па­
раметры и связываются друг с другом (а также с входными ха­
рактеристиками сообщений) упомянутыми выше уравнениями. 

Более наглядной такая формулировка становится в «марков­
ской» ситуации, когда удается выписать «замкнутые» уравне­
ния типа уравнений Колмогорова, описывающие изменение со­
стояния сети. Тогда задача сводится к построению соответству­
ющего марковского процесса и изучению его свойств. Этим 
выделяются, в частности, хорошо известные модели сетей Джек­
сона и Келли. 

Вопрос о существовании (на всей временной оси) и свой­
ствах «оснащенного» семейства (или марковского процесса), 
но крайней мерс, и случае открытых сетей весьма нетривиален, 
прежде всего, поскольку здесь в принципе возможен уход на 
«бесконечность». Можно начать с простейшего примера, когда 
сеть состоит из одного узла, передающего поступающие извне 
сообщения в соответствии с (1-купальной) дисциплиной FCFS 
(«первым пришел — первым обслуживается»). Будем считать, 
что внешний поток сообщений описывается стационарным эрго-
дическнм /^.'-маркированным точечным случайным процессом 
(точные определения см. ниже). В «стандартных» обозначениях, 
введенных Кендаллом, такая очередь обозначается G |G | l | oo . 
Значение «марки» / ^ 0 интерпретируется здесь как «длина» 
сообщения, или время, на которое оно занимает передающее 
устройство (длительность обслуживания). Пусть р обозначает 
«нагрузку», создаваемую внешним потоком сообщений (т. е. 
среднюю суммарную длину сообщений, пришедших в единич­
ном промежутке времени). Хорошо известно [230], что условие 

P{le}l (1-1) 
необходимо, а условие 

р<1 (1.1') 
11 В тексте обзора используется и оспошюм терминология, относящаяся 

к сетям сия.чн. Мы предпочли этот париннт вннду его удобства и наглядно­
сти применительно ко всем моделям, рассматриваемым в ходе последующего 
изложения (или по крайней мере, к большей их части). 
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достаточно для существования стационарного «оснащенного» 
.^•--маркированного процесса (через R+

s обозначается неот­
рицательный октант в пространстве R", s.S-1), в котором к ИС­
ХОДНЫМ маркам / добавлены времена ожидания в очереди w^ 
^ 0 . Времена ожидания определяются как решения уравнения 
очереди FCFS. 

ш„+1 = тах[шп + /„—(tn+I—t„), 0] . (1.2) 
Более того, при условии (1.Г) оснащенный процесс является в 
естественном смысле единственным. Несуществование оснащен­
ного процесса проявляется в том, что очередь на входе пере­
дающего устройства со временем неограниченно возрастает. 

В случае, если внешний поток сообщений является пуассо-
новским с независимыми марками (длинами), говорят об оче­
реди -M|G/|l|{infty}, а при дополнительном условии, что распреде­
ление длины отдельного сообщения экспоненциально, — об оче­
реди M|Af|l |oo. В последнем случае число сообщений на входе 
обслуживающего устройства описывается марковским про­
цессом nit) с целыми неотрицательными значениями (процес­
сом гибели и размножения). 

Полезной характеристикой является также процесс w{t) 
виртуального времени ожидания (см. [12], [13], [28], [60]). 

Для узла, передающего сообщения в соответствии с много­
канальной дисциплиной FCFS (т. е. включающего г передаю­
щих устройств, г ^ 2 ) , условия (1.1) и (1.Г) заменяются, соот­
ветственно, на 

p{le}r (1.3) 
Ж 

о<г (1.3';) 
Отметим, однако, что условие (1.3'), вообще говоря, уже не 
гарантирует единственности оснащенного процесса (см. [ПО]). 

Другой полезный пример — обслуживающее устройство с 
потерями. Здесь к исходной марке / поступающего сообщения 
необходимо добавить компоненту г, принимающую два значе­
ния: 0 (это означает, что наше сообщение поступает в момент, 
когда устройство занято передачей ранее поступившего сооб­
щения и, следовательно, теряется) и 1 (сообщение поступает в 
момент, когда устройство свободно и сразу же начинает пере­
дачу). Уравнение, которому должны удовлетворять компоненты 
«расширенных» марок (I, z), имеет следующий вид. При задан­
ном п обозначим через п' номер первой предшествующей сооб­
щению с номером п (по моменту поступления) заявки, прохо­
дившей обслуживание (г„,-=1). Тогда 

zn=0, если t« '+ i« -> t„ , n ,.. 
1, если *„.+/„••<*„. W 
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Аналогичное (хотя и несколько более сложное) уравнение 
выписывается для системы с потерями, включающей г парал­
лельно работающих устройств. Здесь также известны примеры 
неединственности (см. [228], [229]). 

В случае сетей ситуация сильно усложняется, поскольку 
потоки в разных узлах могут влиять друг на друга. Вместо 
сравнительно простых уравнений (1.2) и (1.4) возникает систе­
ма сложным образом зацепленных друг с другом уравнений. 
Выписывание (и тем более доказательство) соотношений типа 
(1-1) —(1.1') и (1.3) — (1.3') представляет для сетей далеко не 
простое дело. К настоящему моменту известно сравнительно 
небольшое число моделей, для которых удается найти естест­
венные оценки, выделяющие область «пропускной способности» 
сети-

Еще более деликатным представляется вопрос о единствен­
ности, особенно — для сетей с бесконечным множеством узлов. 
Здесь ситуация напоминает усложненный вариант задачи о 
стационарных распределениях в моделях марковских шроцес-
сов с локальным взаимодействием, описывающих динамику, 
систем стохастически взаимодействующих частиц (см. [226]). 
Усложнения возникают здесь в силу характера взаимного 
влияния потоков в сети. 

Разумеется, теоремы существования и единственности не 
дают сами по себе возможности «рассчитать» те или иные ха­
рактеристики сети (одной из наиболее интересных характери­
стик служит распределение времени доставки сообщений ад­
ресатам или, как минимум, его среднее значение и дисперсия). 
Явные формулы для характеристик сети (и то далеко не всех) 
удается .выписать лишь в различных «вырожденных» приме­
рах. И хотя поиск и анализ таких -примеров, на наш взгляд,— 
интересная задача, главное направление исследований, ду­
мается, заключается в отыскании и обосновании различных 
аппрокашацнонных процедур, приводящих к приближенным 
расчетным формулам. 

Надо отметить, что и на этом направлении возникают 
немалые трудности, которые в целом обусловлены теми же 
причинами, что и выше, Грубо говоря, здесь необходимы но­
вые предельные теоремы, как правило, — для величин, опреде­
ляемых в терминах поведения случайного процесса на всей 
временной оси (или полуоси (—{infty},̂ ]), требующие тонкого 
анализа этого процесса (который, как отмечалось, имеет весь­
ма сложный характер). 

1.2. Классификация моделей сетей с очередями. В этом раз­
деле мы попытаемся, используя изложенный выше подход, 
дать классификацию ряда моделей сетей с очередями. Хроно­
логически, первый класс моделей, изученный на математиче­
ском уровне строгости, составили т. н. открытые сети Джексо­
на. Соответствующую библиографию принято начинать с ра-
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бот [177], [178]. В настоящее время она достигла более ста 
наименований; мы отсылаем читателя к книгам [190], [318] и 
обзорам [10], [139] за ссылками, относящимися к периоду до 
1984 г. 

Говоря наглядно, открытая сеть Джексона на множестве 
узлов (вершин) V «работает.) следующим образом. В узлы veV 
поступают извне независимые стационарные пуассоновские потоки 
сообщений %v интенсивности av>0. Сообщения из потока |-, (они 
будут называться «внешними» сообщениями) имеют две входные 
характеристики: а) маршрут (конечную или бесконечную упоря­
доченную последовательность узлов Ь=(г> (г), i>\)<zV (мы будем 
также использовать обозначение v (г, L)) с v(0) = v и б) вектор 
длин 7=(4(/), г>1)&/?+> приписываемых сообЧцению в узлах 
маршрута (мы будем говорить, что (пара (L, 7) задает «марку» 
внешнего сообщения). Предполагается, что эти характеристики 
для разных сообщений независимы. Распределение отдельного-
маршрута L отвечает марковскому случайному блужданию частицы 
на множестве V с возможной ее •гибелью». Такое блуждание 
задается матрицей Q = (qv,v, v, v'gV) с элементами qv,v-6[Q, Ц, 
причем -7*—^, qv,v><t для любого vQV (такие матрицы назы-

ваются полустохастическими); значение qv,x,= l—q^ интерпрети­
руется как вероятность гибели частицы в узле v. 

Что касается вектора длин 7 отдельного сообщения, то при 
условии, что задай его маршрут L, он состоит из независимых 
компонент, и каждая длина lV(t) имеет экспоненциальное распре­
деление Ebv(l) со средним значением Ь^) (часто бывает удобным 
говорить об «интенсивности» обслуживания bv в узле vQV). 

Принцип коммутации в модели Джексона описывается 
следующим образом. Каждое сообщение, попавшее (извне ли­
бо из других узлов) в узел и, «встает» в очередь, обслужива­
емую в соответствии с 1-канальной ДИСЦИПЛИНОЙ FCFS по от­
ношению к моментам попадания сообщений'в этот узел. После 
ожидания в очереди сообщение обслуживается в узле v в 
течение времени /.,, после чего либо выбывает из сети (если 
его маршрут закончился в вершине v), либо попадает в сле­
дующий узел своего маршрута. 

Мы можем поставить задачу: построить вероятностное рас­
пределение, отвечающее только что описанному правилу ра­
боты сети с заданным семейством внешних потоков {£-., v&V). 
В нашей формулировке это означает «приписать» каждому 
возникшему сообщению вектор ш== (WV(D)GR + > компоненты ко­
торого интерпретируются как времена ожидания в очередях в 
узлах его маршрута L, Разумеется, при этом они должны удов­
летворять «зацепленной» системе уравнений очереди FCFS. 
Тем самым мы должны перейти от семейства потоков {£„} к 
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семейству «оснащенных» потоков {цв}, в терминах которых 
дается ответ на все вопросы о состоянии сети и прохождении 
по ней тех или иных сообщений-

Можно ограничиться и более «скромной» задачей: изучать про" 
цессы, задающие изменение каких-то -.избранных) характеристик 
состояния сети. Модель Джексона хороша тем, что допускает 
удобное марковское описание, относящееся к одному из вариан­
тов «редуцированного) состояния сети (именно в таком описании 
она и вводится обычно в литературе). Пространством состояний 
марковского процесса (в дальнейшем мы будем называть его про­
цессом Джексона) служит Z+ —множество векторов п = (riv, vQV) 
с целочисленными компонентами nv>0 (Z+ обозначает множество 
{0,1, . . .}). Каждый такой вектор определяет число сообщений, 
находящихся в узлах сети (длину очереди). Интенсивности пере­
хода п^-п' отличны от нуля лишь в 3-х случаях: а) если n'v =nv 
при всех vQV, за исключением одного узла -о0, причем n'v0 = 
•—n-jo + 1, б) если в предыдущем условии сделано единственное 
изменение: n'va = /ivo— 1, в) если iin = nv при всех vQV, за ислю-
чеиием двух узлов D1 и v2, причем n'vi=nvi— \, n^--=n..- + 1 . 
Интенсивность перехода в случае а) равна avo, в случай 
6) — bvoqvo,^, 'В случае в)-bviqv>,v*. 

Удобство марковского описания модели Джексона СОСТОИТ 
в ТОМ, ЧТО, если 'ограничиться лишь «размерами» очередей в 
узлах сети, задача описания, скажем, стационарных режимов 
работы сети сводится к задаче описания стационарных рас­
пределений процесса Джексона-

Полезно отметить, что вместо дисциплины FCFS в ЭТОЙ 
модели можно было бы рассмотреть любую консервативную 
(не допускающую простоев) 1-канальную дисциплину без пре­
рывания (например, LCFS — «последним пришел — первым об­
служивается»), Это приведет в точности к прежнему марков­
скому описанию (марковский процесс на Z _£ для каждой из 
таких дисциплин будет один и тот же). 

Замкнутая сеть Джексона возникает, если матрица Q является 
стохастической (•?*•— ^ gv,v' — 1 при каждом vQV), а вектор 

v'QV 

а-=0. В замкнутой сети «блуждает» заданное число сообщений 
(сумма m = 2dnv постоянна во времени). 

Обобщением модели Джексона служит модель Келли 
[190]. Она определяется таким же образом, как и выше, с од­
ним изменением: распределение маршрута отдельного сообще­
ния считается произвольным (в работах [188], [189] и книге 
[190] рассматривался случай конечного множества маршру­
тов). Сам маршрут L часто будет удобно понимать как после-
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довательность пар (v,s), где flSV— узел, входящий в L, a s — 
натуральное число, заключённое между 1 и значением 
S(v,L)—полной краткостью вершины v в маршруте L. 

В качестве внешних потоков здесь удобнее рассматривать 
семейство независимых стационарных пуассоновских потоков gL 
сообщений с заданными маршрутами. Эта модель также до­
пускает простое марковское описание. В качестве пространства 
редуцированных состояний здесь выступает Z+, где ^ — множест­
во троек (L, v, 5), где, в свою очередь, L —маршрут, проходя­
щий через вершину v, a s--=1, . . . , S (у, L). Говоря наглядно, 
элемент множества Z+, т. е., вектор n-==(n(L.-..>o) c целочислен­
ными неотрицательными компонентами, определяет для каж­
дой тройки (L, v, s) число сообщений, стоящих в очереди в 
узле о, которые имеют маршрут L9o, попали в узел v в s-й 
раз и в данный момент ожидают в нем передачи. 

По аналогии с сетями Джексона можно определять замкнутые 
сети Келли. Мы рассмотрим здесь одну частную модель, которая 
изучается в п. 3.2. В этой модели (с конечным множеством узлов 
V) циркулирует заданное ЧИСЛО сообщений т. Для каждого 
из сообщений j — 1, . . . , т выделяется конечный или счетный 
набор (конечных) маршрутов / (j)={h\J), . . . , L ^ } , причем 
j ( / i )n / ( /2)—0 при l<ji<J2<m. По завершении обслужива­
ния на одном из своих маршрутов L'6/(/) сообщение с веро­
ятностью qt , L&I(j), выбирает каждый из возможных мар­
шрутов L, и т. д. 

Времена 'обслуживания во всех узлах uGV взаимно незави­
симы и распределены экспоненциально со средними значе­
ниями bv~l. Значением процесса n(^) здесь служит набор 
(Lj, vit kj), l{le}/{le}m, указывающий маршруты сообщений, уз­
лы, где они в данный момент находятся, и их позиции в оче­
реди. 

Наконец, можно отказаться от специального вида распре­
деления вектора длин I (и даже от предположений о независи­
мости и о пуассоновском характере внешних потоков сообще­
ний). Можно также рассматривать разные дисциплины обслу­
живания. Возникающий класс сетей можно характеризовать 
как класс сетей коммутации сообщений (КС) со «статиче­
ской» (независимой от состояния сети) маршрутизацией и ста­
тическими дисциплинами передачи (обслуживания). Помимо 
того, что сети такого типа достаточно широко встречаются на 
практике, их значение определяется еще и тем фактом, что в 
теоретическом (а отчасти и в практическом) плане они со­
ставляют основу для других, более сложных типов сетей, ко­
торые привлекают сейчас внимание специалистов. 

Отметим также, что МОЖНО рассматривать сети КС, в ко­
торых «обслуживание» сообщений 'производится не в узлах, а 
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«на линиях». При формальном описании таких сетей вместо 
множества узлов V будет фигируровать множество линий s4-
(в частности, внешние потоки \а поступают на входы линий 
a.2.i#); роль маршрута сообщения L здесь играет набор после­
довательных ЛИНИЙ (а(1)). Как и в случае сетей Келли, в об­
щей ситуации часто оказывается удобным вместо внешних 
потоков £„, yi'V, или !„, a&s&, рассматривать потоки сообще­
ний | L с заданным маршрутом. 

Задача о построении случайного процесса, описывающего 
режим работы сети, ставится в общем случае совершенно ана­
логично модельным примерам сетей Джексона и Келли. 
Здесь, однако, нет удобного альтернативного способа описа­
ния сети, вследствие чего резко возрастает сложность исполь­
зуемых математических конструкций. 

Антиподом сетей КС могут служить т. н. сети коммутации 
каналов (KK). Если сеть КС наглядно ассоциируется с рабо­
той «телеграфной» системы, то сеть КК — это модель «теле­
фонной» сети, в которой каждое сообщение передается по сети 
лишь один раз, однако предварительно должно «обеспечить» 
себе весь маршрут передачи. В моделях сетей КК сообщения 
ожидают начала передачи в тех узлах, где они возникли. 
Структура внешних потоков для этого класса сетей несколько 
упрощается (вектор I сводится к одной длине />0 ) , однако 
резко увеличивается число ВОЗМОЖНЫХ дисциплин передачи, 
определяющих, каким образом сообщения формируют очереди, 
и как эти очереди обслуживаются. 

Одна из естественных моделей сети КК предложена в ра­
боте А- Н. Рыбко и В, А, Михайлова [67]. Будем считать, как 
и выше, что в узлы uQ.V поступают извне независимые пуас-
ооновские потоки сообщений £„ интенсивности av с независимы­
ми входными характеристиками (марками). Роль марки внеш­
него сообщения, возникшего в узле о, играет пара (L,/), где 
L — конечный 'маршрут без самопересечения, начинающийся в 
узле v, а / — длина сообщения. Маршрут и длину будем счи­
тать взаимно независимыми, а распределение маршрута — 
произвольным. Что касается длины, то будем предполагать, 
что она имеет экспоненциальное распределение Ev с парамет­
ром bv. 

Возникшее в узле v сообщение 'вначале ожидает, пока этот 
узел не покинут все сообщения, возникшие здесь ранее. За­
тем ОНО получает «доступ» к сети и — если полностью свобо­
ден его маршрут L — передается адресату в течение времени, 
равного длине сообщения /. Если же в момент получения до­
ступа часть маршрута «занята» для передачи других сообще­
ний, наше сообщение «занимает очередь» (в соответствии с 
дисциплиной FCFS по отношению к моментам получения до-
ступа к сети) среди всех сообщений, получивших доступ и 
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претендующих на какие-то части его маршрута L. После ожи­
дания в этой очереди сообщение передается адресату в течение 
времени / и покидает сеть. Эту дисциплину обслуживания бу­
дем обозначать FCFS+FCFS. 

Другая естественная дисциплина [66], [67], обозначаемая 
FCFS+RC (RC — случайный выбор) отличается тем, что в 
момент завершения передачи некоторого сообщения, когда 
освобождаются несколько узлов сети (или линий, если «обслу­
живание» производится на линиях сети), проводится 
равновероятный выбор среди- всех «полных» групп сообщений, 
которые получили к этому моменту доступ к сети и, восполь­
зовавшись благоприятным для них изменением конфигурации 
занятых линий, могут начать передачу. Мы говорим, что груп­
па полная, если к ней нельзя добавить ни одно из сообщений, 
получивших доступ к сети и ожидающих освобождения ка­
ких-то узлов (линий) своих .маршрутов. Исходя из аналогич­
ных принципов, можно предложить и другие дисциплины пе­
редачи в сети КК, например, LCFS+RC, и т. д. 

Большинство из этих моделей (FCFS + FCFS", FCFS+- RC и 
др.) допускает удобное марковское описание. Для определенно­
сти примем сейчас «узловой» принцип обслуживания. В качестве 
СОСТОЯНИЯ марковского процесса здесь выступает тройка (п, С, D). 
Здесь п—(nv, vQV)~вектор с целочисленными компонентами 
nv>0, задающий длины очередей в узлах сети. Пусть. 
Vw = [vQV:nv> \}—множество узлов с непустыми очередями. 
Компонента С задает конфигурацию занятых узлов сети, т. е. 
полный набор попарно непересекающихся маршрутов Lv, начи­
нающихся в некоторых из узлов v&f(n). Множество начальных 
узлов маршрутов, входящих в С, обозначим V{C). Компонента D 
задает набор маршрутов, L~ с началами в узлах vQVw\V^ci , 
каждый из которых имеет непустое пересечение с каким-либо 
(по меньшей мере, одним) маршрутом из набора С. В случае 
дисциплины FCFS + FCFS компонента D включает также указа­
ние «порядка», в котором заблокированные сообщения получили 
доступ к сети. 

Интенсивности переходов (п., С, D)^(n', С, D') отличны от 
нуля в следующих двух случаях. А) При возникновении в узле 
v°6V нового сообщения (когда /г^ = /г-,- + 1 и nv = nv при всех 
v^=v°; при этом если п — 0, то либо С'гэС, D'=D, либо 
D'z^D, C' = C). Б) При завершении передачи по одному из 
маршрутов L-,0, ZJ061/(C) (здесь /г^-=и-,о — 1 и n'v = nvnpa ZJ-7--0-;. 
кроме того, в С могут войти несколько новых маршрутов, вхо­
дивших ранее в D; в этом случае C'ZDC, D'CZD). Интенсивно­
сти этих периодов вычисляют непосредственно, исходя из дан­
ного выше наглядного описания работы сети. 
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Другая интересная модель сети КК предложена С. А. Бе-
резнером и В. А. Малышевым. Здесь сообщение, возникнув в 
узле vdV и имея маршрут L, ожидает, пока не закончат пере­
дачу все сообщения, возникшие в сети раньше него и претен­
дующие на какие-либо участки маршрута L. После этого оно 
передается по маршруту в течение времени, равного длине 
сообщения. Дисциплину Березнера—Малышева можно обозна­
чить FCFSX . . . XFCFS- ПРИ прежних предположениях о ха­
рактере внешних потоков g-j.uGV, данная модель также допу­
скает марковское описание. 

Возможны и другие варианты правила КК. Можно предло­
жить, например, модель сети с блокировками: каждое возник­
шее в сети сообщение вначале «претендует» на первую линию 
а(1) своего маршрута L, пропуская перед собой те сообщения 
с маршрутами 1/Эа(1), которые начали претендовать на эту 
линию ранее. По завершении этой фазы ожидания сообщение 
«закрепляет» за собой линию «,(1) и начинает претендовать на 
следующую линию сс(2) маршрута L, пропуская те сообщения, 
которые начали претендовать на линию а(2) ранее. После 
этого оно закрепляет за собой линию а (2), начиная претендо­
вать на третью линию а(3) маршрута L, и т. д. В течение все­
го этого времени, до тех пор пока весь маршрут не окажется 
в его распоряжении, уже закрепленные линии «блокируются»: 
по мим не может осуществляться передача каких-либо других 
ожидающих передачи сообщений. Описанную дисциплину есте­
ственно обозначить FCFS+ . . . +FCFS. 

Конечно, модель с блокировками далека от оптимальной в 
смысле использования ресурсов сети. Из-за «мертвых зон», 
возникающих в сети, здесь возможен катастрофический рост 
очередей, что означает несуществование стационарного распре­
деления у соответствующего марковского процесса. Можно 
предложить несколько модификаций этой модели, например, 
вводя приоритеты при «конфликтах» между сообщениями, пре­
тендующими на одну и ту же линию в зависимости от протя­
женности оставшейся части маршрута или от ситуации на се­
ти (Р. Н. Шамсиев). Можно также попытаться сочетать эле­
менты КК и КС, вводя своеобразные «гибридные» принципы 
коммутации. Одна из моделей гибридной коммутации (ГК) 
была предложена и исследована в [69], [186]. 

Уместно заметить, что гибридный принцип коммутации поз­
воляет сочетать «лучшие» стороны принципов КС и KK (в 
§ 4 мы убедимся, например, что для звездообразных се­
тей с большим числом узлов принцип КК оказывается более 
выгодным при малых, а принцип КС — при больших нагруз­
ках). Это в значительной мере обусловливает интерес к моде­
лям сетей с ГК. 

Процедура «оснащения» для моделей сетей КК и ГК со­
стоит, как и выше, в присвоении каждому внешнему сообще-
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нию дополнительных компонент марки, отражающих процесс 
его пребывания в сети. Например, в моделях КК с дисципли­
нами FCFS+FCFS или FCFS+RC удобно вводить вектор 
(w°, ау')6^+

2, у которого первая компонента w° — это время 
ожидания сообщением доступа к сети, ада1 — время последу­
ющего ожидания освобождения маршрута. В такой постанов­
ке задача об описании стационарного режима работы сети 
распространяется и на немарковские модели. 

Математические модели сетей пакетной коммутации (ПК) 
могут быть столь же разнообразными, как и модели сетей 
КК. По-видимому, простейшая ИЗ НИХ состоит в том, что каж­
дое сообщение, возникающее в сети, делится на отрезки (на­
пример, единичной) длины плюс «остаток», каждому получен­
ному пакету присваивается тот же маршрут, который был у 
ИСХОДНОГО сообщения, после чего пакеты «отправляются» пу­
тешествовать по своему маршруту как отдельные сообщения в 
сети К С Ясно, что в процессе передачи между пакетами одно­
го сообщения могут «вклиниться» пакеты других сообщений. 
Это — специфический фактор для сетей ПК, влияющий на за­
держку пакетов данного сообщения. Картина усложнится, если 
допустить возможность выбора различных маршрутов пакета-
ми одного и того же сообщения (например, «разыгрывая» 
маршруты этих пакетов независимым образом среди всех пу­
тей с фиксированным концевым узлом—адресом исходного 
сообщения). Модели подобного типа отвечают так называемым 
датаграммны'М сетям ПК. 

Другой класс моделей возникает, если принцип деления 
сообщений на пакеты сочетать с элементами КК. Например, 
сообщения могут конкурировать друг с другом за «обладание» 
маршрутами, «эк это было в моделях сетей КК- После за­
крепления своего маршрута сообщение, «разрезанное» на па­
кеты, передается по нему с переприемом во всех (или в неко­
торых) узлах, как предусматривает принцип КС. При этом 
допускается использование этого же маршрута пакетами дру­
гих сообщений, маршруты которых составляют отрезки 
маршрута L. Подобные модели отвечают сетям ПК с вир­
туальными соединениями (каналами). 

Как мы уже отмечали, комбинации принципов КС, КК и 
ПК приводят к сетям ГК, многообразие которых чрезвычайно 
велико и, по-видимому, в настоящий момент не поддается 
стройной классификации. 

Особое место занимают сети с подвижными узлами, имеющие 
переменную конфигурацию, и характеризуемые тем свойством, 
что передача сообщений (пакетов) от узла v в v' возможна 
лишь при определенном состоянии других узлов сети, связанных 
в данный момент с v и v' (см. обзоры [91], [102], [208], [222], 
[296]). Например, можно считать, что передача по «линии» av,v> 
возможна лишь при условии, что в данный момент ни по одной 
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из линий «-„•> ъфь', нет передачи сообщений, или, более 
общо, число ЛИНИЙ, по которым ведется передача, ограничено 
заданной величиной. «.Физически» это связано с условиями радио­
связи (именно возможность устойчивой связи между точками v и 
v' обуславливает наличие «линии» а-.,г,- в конфигурационном графе 
сети), т. е., >с достаточно низким уровнем «шумов» или «по­
мех», роль которых могут играть сообщения, передающиеся no 
«близким» линиям. 

В таких сетях существенную роль играют «конфликты» 
между сообщениями, которые «хотят», но не могут переда­
ваться одновременно. Для разрешения конфликтов исполь­
зуются специальные алгоритмы типа ALOHA (этому посвяще­
на большая и быстрорастущая библиография, из которой мы 
отметим здесь только обзоры [83], [300]). Отдельные и непро­
стые вопросы — это маршрутизация сообщений и принципы 
коммутации в подобных сетях. Этих вопросов мы сейчас ка­
саться не будем: математическая теория подобных сетей нахо­
дится пока на начальном уровне. 

1.3. Математическая формулировка основных задач. По-
видимому, наиболее адекватный язык для формулировки упо­
минавшихся в предыдущем разделе задач теории сетей с оче­
редями дает теория маркированных точечных случайных про­
цессов (м. т. с. п.). Аргументом для такого суждения служит 
то, что (а) языком м. т. с. -п. можно оперировать в самой об­
щей ситуации, не вводя предположений о независимости, мар­
ковском или полумарковском характере изучаемой модели и 
т. д., которые часто являются ограничительными, и (б) на 
этом языке естественно формулируются разнообразные (иног­
да достаточно сложные) «преобразования», которым «подвер­
гаются» сообщения в процессе работы сети. Мы приведем 
краткую сводку основных понятий теории м. т. с. п., которые 
будут систематически использоваться ниже. За деталями от­
сылаем читателя <к книгам [41], '[81], [181]. 

Реализацией м. т. с. п. с марками из (стандартного борелев-
ского) пространства (/(, Ж) (кратко: К-ш. т. с. п.) служит це­
лочисленная неотрицательная борелевская мера ш на RlxK 
такая, что значение а(ХхК) конечно при любом компактном 
XczR1 (свойство локальной конечности). Множество реализа­
ций с марками из К обозначается через Жк, оно наделяется 
топологией локально слабой (vague) сходимости и соответству­
ющая борелевская сг-алгебра его подмножеств обозначается че­
рез Шк. Под м, т. с. п. 1 с марками из (К, Ж) понимается 
случайный элемент пространства {Жк, 9ЙЛ), его распределение 
Рг — это индуцированная вероятностная мера на (Лк, ШЪ-). 

С наглядной точки зрения К-ш. т. с. п. | описывает случай­
ный ПОТОК «событий», заключающихся в последовательном «по­
явлении» на временной оси R1 элементов пространства К. В хо-
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де основного изложения это будут потоки сообщений, появляю­
щихся на входах и выходах тех или иных обслуживающих 
устройств сети. 

Простейший пример — это пуассоновский и. т. с. п., опреде­
ляемый следующим условием: для любого набора попарно пе­
ресекающихся борелевских множеств Di,. . -, Ds^RlXK слу­
чайные величины 

NDj^: а&Жк^- a(Dj), ls^.j^.s, 
независимы, и каждая величина No, D^R^XK, имеет пуаесо-
новское распределение. 

В случае произвольного м. т. с. п. \ среднее значение 
A.-(D) =E%ND, D<=:RlxK, задает неотрицательную борелевскую 
меру %% на RlXK, называемую ведущей мерой м- т. с. п. | (пу­
ассоновский м- т. с. п. однозначно определяется своей ведущей 
мерой). Мера Я5 обычно предполагается локально-конечной: 
къ(ХхК)<оо для любого компактного X t R ' . В случае, когда 
мера А. инвариантна относительно временных сдвигов (трансля­
ций) Sx: (t, k)&RxXK-^-{t+x, k), x&R1, она записывается в ви­
де a{cdot}.(mXG|), где tn — мера Лебега па R1, G5 — вероятностная 
мера на {К, Ж) (индивидуальное распределение марки (и. р. 
м.)) и аЕ '^0 — интенсивность м. т. с. п. | . 

Действие группы временных сдвигов' (трансляций) можно 
задать на пространстве реализаций (Жк, 3RK):(Sv(o)(X X С) = 
--=(o((X-x)xC), XcR\ С^К, где X-x^{te%u.i+x6X}. 
М. т. с п. I называется стационарным, если P^ = Psxi при 
всех xQR1, и эргодическим, если он стационарен и для любого 
инвариантного множества АвШк (т- e. такого, что Р | (-АД5Л-Л) = 0 
при каждом x£R]) вероятность Pi(A) равна 0 либо 1. Из ста­
ционарности м. т. с. п. вытекает инвариантность ведущей меры 
.V, для пуассоновского м. т. с. п. оба свойства эквивалентны 
(в ЭТОМ случае мы говорим о пуассоновском (a, G)-потоке; он, 
как хорошо известно, эргодичен). 

Реализация а>^Жк называется простой, если ©({OX/<){le}l 
при любом tGRK Простая реализация м отождествляется со 
своим носителем в RlXK (имеющим не более одной точки в 
пересечении с множествами вида {t}XK). 

При заданной простой реализации (о&Жк ее элементы мож­
но занумеровать целыми числами «без пропусков», в порядке 
возрастания соответствующих значений tBRK Обычно номер О 
приписывается элементу с наименьшим неотрицательным I; 
такая нумерация называется в дальнейшем канонической. 

Приведенные определения, разумеется, сохраняют смысл 
для «обычных» (немаркированных) точечных случайных про­
цессов (т. с. п.). Т. с. п. определяется как случайный элемент 
пространства реализаций «без марок» (JF, Ш), которое удобно 
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трактовать как образ пространства (Жк, Шк) при отображении 
Пгоое-^,.-* m°, где а0(Х)=а(ХхК), XSR 1 ((Т-алгебру $ мож­
но отождествить с а-подалгеброй ЯЛК, порожденной функциями 

Естественный способ задания Д-м. т. с. п. £ состоит в зада­
нии т. с п. 1° — «проекции» м. т. с. п. £ при отображении П, и 
условного распределения _Р-(. |$Щ), определенного при Р-.-п.в. 
ш°б./Г. В частности, если это условное распределение отвеча­
ет последовательности н. о, р. элементов пространства {К, Ж) 
с фиксированным (не зависящим от со0) распределением О, то 
говорят об м.т. с. п. | с н. о. р. марками и и. р.м. G. Приме­
ром такого м. т. с. п. является пуассоновский (a, G) -поток. 

Полезной характеристикой м. т. с. п. служит распреде­
ление Пальма. Мы не будем вводить здесь это понятие в об­
щей ситуации, ограничившись случаем простого стационарного 
м. т. с. п. | (т. с. п. .~°). Наглядно, распределение Пальма отве­
чает своеобразному «условному» м. т. с. п. «при условии», что 
в данный момент t° в потоке «возник» некоторый элемент про­
странства К (или «просто точка» в случае т. с. п.). В силу 
стационарности, картина не зависит от выбора t°. 

Распределение Пальма Р-,» простого стационарного т. с. п. 
£° отождествляется с распределением стационарной последова­
тельности (s,,, neZ1) положительных случайных величии (длин 
временных интегралов между последовательными «точками» в 
т. с. п. |°); оно однозначно определяет само распределение 
Я|о. В частности, если Р-о отвечает последовательности н. о. :р. 
величин с распределением А, то т. с. п. |° называется рекуррент­
ным А-потоком. Аналогичным обр,азом, можно говорить о рекур­
рентном /С-м. т. с. п. | с н. о. р марками: он полностью характе­
ризуется маргинальным распределением А случайной величины 
sn и и. р. м. G. Мы будем называть такой м. т. с. п. рекур­
рентным (A, G),-потоком (в случае (a, G)-потока, Л—-экспо­
ненциальное распределение Еа со средним а~х). 

В случае /С-м. т. с. п. | распределение Пальма Р- отожде­
ствляется с распределением стационарной последовательности 
пар ((.sn,kn), n(iZl). Нетрудно показать, что маргинальное 
распределение для kn описывается введенным выше и. р. м. GE. 

Можно ввести также обобщение понятия распределения 
Пальма, фиксируя в качестве условия пару моментов време­
ни, когда в м. с. т. п. | «появляются» элементы пространства К,, 
и т. д. 

Говоря о семействе м. т. с. п. •--=-(.;(,s)}, мы имеем в виду 
совместное распределение Ра этих м. т. с. п., т. е., вероят­
ностную меру на декартовом произведении xJ£ м соответст-
вующих пространств реализаций. В частности, независимым 
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м. т. с п. соответствует, как обычно, продакт-распределение 
XPgCO. 

Пусть {К,Ж) и {К!,Ж')— пара пространств и Ф : .K-*-/C' — 
измеримое отображение. При заданном К-и. т. с. п. g возни­
кает индуцированный К'-и. т. с. п. | — Ф|. «Обратный» пере­
ход от Д/'-м. т. с. п. I' к /С-м. т. с. п. I такому, что Щ=1', 
будем называть оснащением. Мы будем иметь дело со слу­
чаем, когда К=К'У,и, а отображение Ф есть проекция 
(&', u)GK*-*k', и искать такой «прообраз» .--=Ф-1.!', в котором 
«дополнительные» компоненты марки uQU удовлетворяют 
определенным соотношениям (где, наряду с и, участвуют и 
компоненты W различных пар (f, (k', и')) 6RJXA"). Для по­
строения новых м. т. с. п. часто используются также опера­
ции суперпозиции Ф|в семейства Н =-{!.,} (это м. т. с. п. с рас­
пределением, индуцированным распределением Ра при отобра­
жении {cos}6X.̂ #K.-->-2cus), независимого разрежения заданного 
м. т. с. п. | , выделения из £ «подпотока» с марками из /С*сг/С, 
а также сужения (ограничения) м. т. с. п. | на множество / 
временной оси R\ в котором «не учитываются» элементы £('/(, 
«возникшие» вне / (конкретно, у нас будут фигурировать су­
жения 1о = Е|-^+ на неотрицательную полупрямую). 

Перейдем теперь к формулировке основных задач теории 
сетей. Вначале рассмотрим случай открытых сетей. Мы уже го­
ворили выше, что в качестве м. т. с п. у нас будут фигуриро­
вать разнообразные потоки . сообщений. В частности, говоря 
о потоках lv (или | а ) внешних сообщений, поступающих в узлы 
•vQV (или на линии а^яФ) открытой сети, мы имеем в виду 
м. т. с п. с марками из пространства Ж (г.) в случае сетей КС 
или M(v) в случае сетей КК (соответственно, Ж (а) или M{d)), 
Здесь M(v) — множество nap (L, i), где L£A° (v) (A0 (v) обозна­
чает в_ дальнейшем множество маршрутов, начинающихся в узле 
•о), а 7бЯ+ — вектор длин внешнего сообщения, и М (-у) -== Л° (t>) X 
XR+ (аналогичным образом определяются пространства марок 
М(о) и M(cc). Термин «внешнее сообщение), поступившее в узел v 
(на вход линии а),_ удобно относить к паре y = [t, х], где х -
-=(L, /)6M(-))(eM(c6)), либо x=-(L, i)eAf(i-)(6M(a)) —марка сооб­
щения, а г.—момент его возникновения в узле г»; при заданном у 
мы будем использовать обозначения t (у), L(y), и т. д. Что 
касается потока внешних сообщений с заданным маршрутом L, 
то ему соответствует м. т. с. п. gL с марками 7б/?+ (сети КС) 
и /б/?+ (сети КК). Естественно отождествлять поток J-L с под-
потоком внешнего потока | 0 (или ga), а |;,,(ga) рассматривать как 
суперпозицию © £L / ® М . 

LgA-l» ^Ц5ЛО(о.) j 
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Говоря о семействе внешних потоков 3 = {|-,, vQV) или S = 
= {.|а> абЩ или, наконец, Е = {gL, LeA} (Л — Л(V, Щ в даль­
нейшем обозначает множество возможных допустимых маршрутов 
в сети (оно зависит от конкретной модели)), мы имеем в виду 
совместное распределение Яа, т. е., вероятностную меру на де­
картовом произведении ЖехХ соответствующих пространств реа­
лизаций с a-алгеброй 5Kext, порожденной тихоновской топологией. 
Иногда (в случае конечной сети с конечными маршрутами) удобно 
рассматривать «полный» или суммарный внешний [поток (с марками 
и з M = U Ж (т))) —суперпозицию l* = ®lv( ® | a или ©|П с рас-

vQV v£V \ag.s.£ LgA J 

пределением Р%*. 
В дальнейшем, если не оговорено противное, все внешние 

потоки l-o, | a и | ь предполагаются стационарными. 
Основные задачи, которым посвящен данный обзор, можно 

сформулировать следующим образом: 
З а д а ч а I. При заданных семействе внешних потоков 5 = 

= {%v, v(<V} ({В,а, а6,я£} или {It, LGA}) и правиле передачи в се­
т и построить семейство оснащенных м, т. с. п. #={Ti.,, veV} 
({TjK, а&бФ}) или {у\ь, L6A} (в случае стационарного семейства 
S — построить стационарное семейство Н) с марками (х, W),. 
где W — вектор времен ожидания отдельного сообщения на 
разных стадиях его передачи по сети, такое, что 

1.1) при проекции (х, W) i-> х совместное распределение Рн 
семейства оснащенных м. т. с. п. переходит в Ps; 

1.2) с Рн-вероятностыо 1 компоненты W и х удовлетворяют 
системе соотношений, выписываемых при помощи заданного 
правила передачи. 

Распределение Рц трактуется здесь как вероятностная ме­
ра на ^'-"'-декартовом произведении пространств реализаций 
оснащенных м. т. с. п. ^„(т]-. или х\ь). 

Отметим следующий естественный путь решения задачи I. 
При заданном (."б/?1 возьмем семейство Et>, образованное сужения­
ми %-D,.t>~%v\\t<>, ос), (la.,t°=lA\t\ -о) или |L , .!° = 1ьЬ<°, «о); в слу­
чае бесконечной сети можно еще выделить конечное подмножест­
во V'CV (s£'czs& ила Л'с:Л) и ограничиться рассмотрением 
соответствующих внешних потоков. Построим семейство оснащен­
ных м. т. с. п. Нцо, дающее решение задачи I для семейства 
Щ» (как правило, эта задача имеет единственное решение) и 
перейдем к пределу при £°->—оо. 

Разумеется, для проведения предельного перехода надо вы­
делить естественные ограничения (желательно, необходимые и 
достаточные) на семейство S, гарантирующие, что уровень оче­
редей в сети не «достигнет бесконечности», иными словами, вы­
делить естественную область пропускной способности сети. Как 
уже отмечалось, решение задачи I на всей временной оси мо-
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жет быть не единственным. В этом случае весьма важен вопрос 
об описании возможных семейств Н. 

Отметим также, что здесь возникают понятия сильного и 
слабого решений. Говоря наглядно, сильное решение Н выде­
ляется дополнительным требованием, что проекция (х, W) .->• х, 
переводящая Pn в Рв, с вероятностью 1 приводит к взаимно 
однозначному соответствию между наборами реализаций внеш­
них и оснащенных м. т. с. п. Для слабого решения это условие 
может не выполняться. См. по этому поводу [НО, 228, 230]. 

З а д а ч а II. Для заданного семейства оснащенных м. т. с. п. 
Н, дающего решение задачи I, выписать распределения компо­
нент марки W (или совместного распределения пары (х, W)) 
для отдельного сообщения или набора сообщений . (например, 
по отношению к распределению Пальма или и. р. м.). 

Решение этой задачи, т. е. нахождение точных формул, воз­
можно лишь в исключительных случаях. 

З а д а ч а III. Доказать предельные теоремы для семейства 
оснащенных м. т. с. п. Н при том или ином «замечательном» 
предельном переходе. К числу наиболее «популярных» (в том 
числе —в технической литературе) следует отнести предел 
среднего поля (пуассоновскую гипотезу) и разнообразные диф­
фузионные пределы. Сюда же можно отнести различные тео­
ремы устойчивости. 

Что касается замкнутых сетей, в которых циркулирует по­
стоянный «контингент» сообщений (т. е. отсутствуют внешние 
потоки), то для них «типичная» формулировка задачи I со­
стоит в построении стационарного процесса, значением которо­
го служит подходящим образом определяемое состояние сети и 
который дает решение соответствующей системы уравнений. 
Задачи II и III формулируются совершенно аналогично случаю 
открытых сетей. 

§ 2. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ 
СТАЦИОНАРНОГО РЕЖИМА 

Вопросы существования и единственности стационарного ре­
жима работы сети (а в случае неединственности — описания 
возможных режимов) в общем случае чрезвычайно трудны для 
строгого изучения. При этом картина резко усложняется при 
переходе от конечных сетей к сетям над бесконечными графа­
ми. Мы начнем изложение с простейших примеров марковских 
сетей. 

2.1. Сети Джексона с конечным множеством узлов. Восполь­
зуемся марковским описанием модели (см. выше). Инфинитези-
мальиый оператор процесса Джексона действует в пространстве 
функций на Z+7 и задается формулой 
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&f (*)-=• 2 \t>x{nv) bvqv, «,(/ (л«. • ) - / (л)) +a 0 ( / (n- ') - /(/г))] + 

+ 2x>,(««)M».»'(/('-•"•••')-/(«)). n—(n,)ez£. (2.1) 

Здесь состояния я--', «•• ", nv< V'QZ+ определяются равенствами 

л " - • - n 0 - i . Й ; ' 8 - = Й 5 Т 1 , 

ft-S>0'-=fte-l, ft'; "'-=«-.• + 1 , 
Х-,,, — индикаторная функция множества целых положительных 
чисел .2+*П[1, оо). Соответствующую переходную вероятностную 
меру будем обозначать &>,, t^O. 

Будем искать неотрицательные решения c={cv, v&V) урав­
нения 

c = a+cQ, (2.2) 
где а= {av, vQV) —вектор интенсивиостей пуассоновских внеш­
них потоков, Q= (.-у»,»,) —полустохастическая матрица маршру­
тизации. Ясно, что каждое такое решение удовлетворяет неравен­
ству cv^av, vGV. Наглядно, значение с„ — это интенсивность 
«суммарного» входного потока в узел о, включающего как внеш­
ние сообщения, так и сообщения, прошедшие обслуживание в 
узлах сети. 

Минимальное неотрицательное решение уравнения (2.1) дает­
ся рядом Неймана 

оо 

г°=2 «Q"; (2-3) 
л - 0 

все другие получаются из него добавлением (неотрицательных) 
решений однородного уравнения 

u = uQ. (2.4) 
Без ограничения общности можно считать, что матрица Q нераз­
ложима (в противном случае сеть распадается на «невзаимодей­
ствующие» подсети). Для экономии места мы не будем анализи­
ровать все возникающие здесь случаи, а рассмотрим лишь два, 
в некотором смысле, самые интересные: 1°) a„>0 хотя бы при 
одном v&V, матрица Q не является стохастической (т. е. qv,a> -=• 
= 1---7* — ! -- 2 9v,v'>Q хотя бы при одном vQV), и матрич-

VQV 

ный ряд 2 Q" сходится, и 2°) вектор а = 0, а матрица Q — сто-
л=0 
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хастическая и эргодическая (т. е. неразложима и непериодич­
на). Случай 1° отвечает открытой, а случай 2° — замкнутой сети. 

В случае 1° ряд (2.3) — единственное решение уравнения (2.2). 
Предположим, что вектор с° = (с£, vQV) удовлетворяет условию 

supp°<l, (2.5) 

где p°v = c°vb~\ vQV. Рассмотрим вероятностную меру р. на про­
странстве значений Z+ процесса Джексона n(t), которая имеет 
вид декартова произведения 

р = X IV (2.6) 
vQV 

Здесь \iv — геометрическое распределение на Z\ с параметром р-,: 
iAt.(.»){cdot}-(pS)"-(i-p2). -^ezV. (2.7) 

Теорема 2.1.1 ([178], [190]). Пусть для вектора р°—(р°) 
выполнено условие (2.5). Тогда процесс Джексона n(t) являет­
ся положительно возвратным и мера ц, есть единственное стаци­
онарное распределение этого процесса. Более того, для любой 
начальной меры \х° на Z+

v распределение ц — р,0^ процесса 
Джексона в момент t сходится к \х при t{to}oo. D" 

Стационарное распределение р часто называют также рав­
новесным распределением марковского процесса n(t). 

Кратко обсудим ситуацию, когда условие (2.5) нарушается. 
Допустим, в V выделено (собственное) подмножество V' такое, 
что 

P2>I, vev\ (2.8) 

—PP°,K°<L (2-9) 

Здесь l/o = V\V, po^—.co^- i , vev°, а с°0-(с° ,к„, v£V% 
-6R+" — минимальное решение уравнения 

с----ffli/o+ &./', 1/0--fcQv--, (2.10) 
где avo6/?+' — это сужение a\v°, вектор bV',v°&R+° имеет ком­
поненты ^ bvgv-,v, и Qj/o —«слетка» матрицы Q, отвечающая 

V'QV 
подмножеству узлов V°: Qv° = (qv,v, v, v'£V°). Рассмотрим веро­
ятностную меру р̂ о на Z+0 вида 

IV ~ х f*«,v» (2Л1^ 

•' Знак П отмечает конец формулировки теорем-
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где [^д-- — геометрическое распределение с параметром р° vo. 
Т е о р е м а 2.1.2 ([159]). Пусть выполнены условия (2.8), 

(2.9). Тогда для любой начальной меры ц° на Z+ распределение 
p-=^0^>t процесса Джексона в момент t ведет себя следующим 
образом: 

(а) при каждом х > 0 и tigV 
lini[Ai'({ftt,<x}) = 0, 
. ' -+-СО 

(б) сужение ц-|у° сходится при t-*- oo к j-t̂ o. • 
Таким образом, при «частичном» нарушении условия (2.5) 

процесс Джексона с течением времени уходит «на бесконеч­
ность» в «перегруженных» узлах oGV', однако подсеть, отвечаю­
щая «неперегруженным» узлам yGV°, приближается к стационар­
ному режиму. В целом можно сказать, что условие (2.5) выде­
ляет область пропускной способности открытой конечной сети 
Джексона (граничный случай, когда p„0=l при некоторых v&V, 
насколько нам известно, в литературе не изучался). 

Исходя из утверждения теоремы 2Л.1 о существовании и 
единственности стационарного процесса Джексона, несложно 
доказать существование и единственность семейства стационар­
ных м. т. с. п. {т),,, v&V}, решающих задачу оснащения внешних 
потоков {!=„, uGV}. В условиях теоремы 2.1.2 процедуру оснаще­
ния можно провести лишь для внешних сообщений, маршруты 
которых не попадают во множество перегруженных узлов V']. 

В случае 2° (замкнутая сеть) процесс Джексона сохраняет 
суммарное число сообщений (j^ nv (t) = const j . Матрица Q при 

сделанных предположениях имеет единственный неотрицательный 
инвариантный вектор c = (cv, vOY) (с точностью до мультипли­
кативной константы). 

Т е о р е м а 2.1.3 ([160]). Пусть {А,0-вероятностная мера на 

Z+ .такая, что Н . 0 / ! ^ nv--=m\\ = \. Тогда распределение \х0^( 

при ^~> оо сходится к вероятностной мере щт) такой, что 

Н>п) («) = ^ ) П р^б ( 2 «* т\ (2Л2) 
VQV \v£V J 

где, как и выше, pv = cvb^\ v%V, а нормирующий множитель 

«<*>«- 2 _ р > - - <2ЛЗ) 
Отметим, что мера i^ отвечает (при выполнении неравенства 

(2.5)) условному распределению, порожденному мерой \i (см. 
(2.6), (-2.7)) при условии, что суммарное число заявок в сети 
равно т. 
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2.2. Сети Джексона с бесконечным множеством узлов. В слу­
чае, когда множество узлов сети V счетно, возникает процесс 
Джексона n(t) на континуальном пространстве состояний Z+v'• 
Инфинитезимальный оператор процесса 3? задается формулой 
(2.1), где / — ограниченные цилиндрические функции. Можно' 
показать, что если для любого t>GV 

< о о , (2.14> 

то процесс n(t) определен при любых t^O и начальном состо­
янии n(0)£+v (наглядно условие (2-14) гарантирует, что про­
цесс n{t) не уходит на бесконечность за конечное время). С по­
мощью непосредственной проверки доказывается следующее 
утверждение. 

Т е о р е м а 2.2.1 ([40,185]). Пусть с = (cv, V&V) — вектор-
с неотрицательными компонентами, дающий решение уравнения 
(2.2). Предположим, что для него выполнено неравенство (2.5) 
(с заменой р£ на р-,— cvb~l, vty). Тогда мера \i вида (2.6), 
(2.7) является стационарным (равновесным) распределением про­
цесса Джексона в том смысле, что 

j ^ / d n = 0 (2.15> 
Z + 

для любой цилиндрической функции / . При выполнении условия 
(2.14) мера ц удовлетворяет равенству [ i= pS3,, tf>0. • 

Вопрос о существовании других стационарных распределений, 
не имеющих вид декартова произведения (2.6), в общем случае 
остается открытым. Однако, при некоторых дополнительных 
предположениях удается доказать единственность стационарного 
распределения. Допустим, что матрица Q является дважды 
полустохастической [ т . е . £qv,V', £tqv',v<\ при всех vQV 

Рассмотрим однородную цепь Маркова (Г,, t6Z+} на VU{oo} 
с матрицей переходов Q, полученной добавлением к транспони­
рованной матрице QT дополнительной строки и столбца с индек­
сом «оо »: 

( ? - , » = l - 2iqv,v,qoo,v=0, vQV, q„,„•-= 1. (2.16) 

Положим р — P I П {-Л-г1 oo}| Y0= i)j (вероятность того, ч т о 

траектория цепи Yi никогда не попадает в состояние со). 
Т е о р е м а 2.2.2 ([40], [185]). Пусть &„{le}£ и р„--=0, vBV. 

Предположим, что вектор с\ заданный равенством (2.4), удов-
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летворяет условию (2.5). Тогда а) мера \х, заданная равен­
ствами (2-6), (2.7), является единственным стационарным рас­
пределением процесса Джексона n(t); 6) для любой начальной 
вероятностной меры |i° на Z+

v распределение \i.t = \i°ffi
t сходится 

к |х при /—s-oo в смысле слабой топологии. • 
Приведем идею доказательства. Рассмотрим монотонную 

исчерпывающую последовательность [Vs, s6_V) конечных под­
множеств V. Введем два семейства процессов Джексона: 
n°(t) (процесс с «пустыми) граничными условиями) и п.™ (t) (про­
цесс с «бесконечными» граничными условиями), sQZl

+. Можно по­
казать, что при всех s и .?>0 и любом начальном состоянии 
n(0) имеет место неравенство 

n°a(t)<n{t)\vs<nf{t)t 

где п{t)\-/——сужение «исходного» процесса Джексона на мно­
жество Vs. Здесь имеется в виду стохастическая упоря­
доченность (случайных) векторов (в книге [84] она обозначается 

(1) „ , W 
символом < , а в книге [288] — символом < ) . 

Стационарные распределения для процессов «Р (t) и nf (t) 
имеют вид (2.6), причем параметры геометрических распределе­
ний находятся по формулам P°v,s= c°ViSb~l и р£Я — c™sb~l, t>eV,. 
Здесь 

оо 

С „ - < , = = А , 2 ^ , (2.17) 
1—0 

где А-—-вектор с компонентами As,-,= 2 bv>qv<>v, -vQVs. 

Остается показать, что правая часть (2.17) стремится к 0 при 
s{to} оо, а также, что существует предел 

Нтсо_ - с о . (2.18) 
-->--о 

Правая часть (2.17) не превосходит b p-J(V;'\1/J), что обра­
щается в 0 при s{to}oo, в силу условия р-.-=0. Здесь 
p-,(V\Vr

iS)—-вероятность того.что цепь Y~h выйдя из v, достиг­
нет множества V \ V , ДО поглощения в ОО , Равенство (2.18) 
легко доказывается ввиду монотонности с° , по s и оценки 
ol,s.~cliS<bVv{V\Vs), s'>s. 

Отметим, что, как и в случае конечного множества V, про­
цесс с «обращенным» временем п(—t) по отношению к любому 
стационарному распределению |х, задаваемому формулами 
(2.6), (2.7), является процессом Джексона. Точнее, инфинитези-
мальный оператор 2" процесса п(—t), определяемый равен­
ством 
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$f2?gdli=$(3"f)gdix, (2-19) 
снова задается формулой (2.1) с заменой векторов a = (av) и 
b = (bv) векторами a'=-(aQ и b' = (b'v), соответственно, а мат­
рицы Q=*(qVik,) — матрицей Q ' = (q'ViV,), где 

Отметим, что вектор р-=(р~„ ogl/) дает решение однород­
ного уравнения, отвечающего (2.1): pQ = p. Поэтому условие 
р в =2 0 при дополнительном ограничении р ^ < с < 1 , vQV, 
.является не только достаточным, но и необходимым для един­
ственности стационарного распределения. В этом смысле един­
ственность стационарного распределения процесса Джексона 
эквивалентна единственности в классе мер вида (2.6). 

Примеры неединственности легко строятся, например, в слу­
чае, когда конфигурационный граф сети, построенный по мно­
жеству связей s4- (т. е., пар v, v'BV с qv,vr>0) образует беско­
нечное дерево (см. [185]), Здесь можно указать по меньшей ме­
ре континуум стационарных распределений вида (2.6). Они от­
вечают различным решениям однородного уравнения, которые, 
в свою очередь, индексируются различными маршрутами на де­
реве, исходящими из заданного узла и «уходящими» на бес­
конечность. 

Что касается замкнутых сетей Джексона на бесконечном 
множестве V, то эта модель — под названием процесса с нуле­
вым радиусом взаимодействия (zero range process) — в послед­
нее время интенсивно изучалась в литературе (см., например, 
[88—90]}. B качестве экстремальных стационарных распределе­
ний здесь выступают меры р, вида (2.6), где \xv, v&V, — геомет­
рическое распределение с произвольным (но фиксированным)' 
параметром р°б (0 1). Этот класс моделей подробно обсуждает­
ся в § 4 в связи с гидродинамической аппроксимацией (см. 
п. 4.5). 

2.3. Сети Келли. Инфинитезимальный оператор марковского 
процесса, описывающего работу сети Келли (мы будем назы­
вать этот процесс процессом Келли), действует в пространстве 
функций на Z+v (см. выше) и определяется по формуле, анало­
гичной (2.1). Рассмотрим следующее условие неперегруженно­
сти сети в среднем 

supp^<L (2.21) 

Здесь р — avbZx, a-, — суммарная интенсивность потока сообще-
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ний через узел v: 
av= 2 aLS{v,L), (2.22) 

LgA(w) 

где #L — интенсивность внешнего потока {xi}L, Л (v) — множество 
маршрутов, включающих узел v. При выполнении условия (2.22) 
можно ввести вероятностную меру |л на пространстве состояний 
Z^ процесса Келли по формуле, аналогичной (2.6): 

И-- X щ. (2.23) 
vQV 

Здесь ц„—-вероятностное распределение на Z^{v\ где W(v)~ 
множество троек (L, v, s) 61/ с. LeA(t>) и 1 < - s < S (m, L) (или 
эквивалентно, на множество пар (L, 5)}, задаваемое равенством 

И* И = (- - Р„) II(aibf)"h ' s , ft = (nL,-, (L, s)eW{v}). (2.24) 
(L.J) 

Т е о р е м а 2.3.1 ([190]). Пусть выполнено условие (2.21). 
Тогда мера ц является стационарным распределением процесса 
Келли (в том смысле, что для нее выполнено равенство, анало­
гичное (2.15)). В случае конечного V и ограниченной протяжен­
ности маршрутов (aL = 0 при | L | > k 0 ) мера ц — единственное 
стационарное распределение процесса Келли, и для любой 
начальной меры |х° на Zv распределение процесса ц' в момент t 
сходится при !;->• оо к [х. • 

Для бесконечных сетей Келли утверждение о единственно­
сти (при выполнении условия (2.21)) остается, по-видимому, 
справедливым, если предположить, что протяженность мар­
шрутов ограничена (пли, более общо, вероятность «длинных» 
маршрутов стремится к нулю равномерно по отношению к на­
чальному узлу). С другой стороны, нетрудно привести приме­
ры неединственности в случае, когда в сети имеются бесконеч­
ные маршруты. 

Для симметричных дисциплин утверждение теоремы 
2.3.1 переносится иа случай, когда в качестве распределения 
длительности обслуживания вместо экспоненциального выступает 
гамма-распределение [189], [190]. Более того, аппроксимируя 
произвольную функцию распределения смесью гамма-распреде-
лений, можно перейти к рассмотрению сетей, в которых длитель­
ность обслуживания сообщения в узле v имеет произвольное 
распределение Bv. Симметричная дисциплина задается набором 

п 
вероятностей y(k, n)e[0, 1], 1 < k < n , 2\ '(A.n) —1; в случае, 

л - 1 
если в очереди стоит п сообщений, k-e по порядку сообщение 
обслуживается с интенсивностью bv4(k,n). Кроме того, вновь 
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прибывшее сообщение с вероятностью y(k, м+1) занимает k-e 
место в очереди, смещая сообщения, занимавшие места (k, . . .,п), 
на места ( k - | - 1 , . . . , « + 1). К числу симметричных дисциплин 
относятся LCFS, где у(п,п) = 1, и PS («деление процессора»).. 
где у (к, п)==ггх. Пространство состояний марковского процесса, 
описывающего работу сети, имеет вид Z+*, где V* — множество 
четверок (L, г», $, / ) , ЬбЛ, vGU l*Cs<S(v, L), jQZ\_. Для таких 
сетей область пропускной способности, как и выше, выделяется 
условием (2.21). 

Замкнутые сети Келли рассматриваются по аналогии с 
замкнутыми сетями Джексона. Стационарное распределение-
соответствующего марковского процесса совпадает c условным 
распределением, порождённым продакт-мерой (2.23) при ус­
ловии, что задано полное число сообщений т=%п LiViS)-

2.4. Общий класс сетей КС. В общем случае сетей КС (с 
произвольными эргодическими внешними м. т. с. п.) привлека­
тельной выглядит гипотеза, что область пропускной способно­
сти в случае обслуживания в узлах описывается неравен­
ством 

s u p P ; < l , (2.25) 

а в случае обслуживания на линиях —неравенством 
s u p P ; < 1 , (2.26> 

где 
S(v,L) 5(a.L) 

LgA(o) ) - \ LgA(a) / = 1 

Как и выше, здесь aL —интенсивность внешнего потока I I . 
сообщений с маршрутом L, Л (-У) (Л (а))—множество маршрутов, 
включаюших узел г/ (линию a), S(v, L) (S (a, L)) — кратность 
вхождения узла v (линии а) в маршрут L, а bZlv.i (pZ,a,j)~сред­
нее значение длительности обслуживания сообщения с мар­
шрутом L при его /-м попадании в узел v (на линию а ) , вы­
численное по и. р. м. в потоке | L . Условия (2.25), (2.26) в об­
шей форме выражают отсутствие перегрузки в среднем в уз­
лах (на линиях) сети КС (для моделей, рассматривавшихся в. 
предыдущих разделах, они превращаются в условия (2.5), 
(2.21), соответственно). В общей ситуации эта гипотеза 
остается пока не доказанной, однако в ряде случаев ее уда­
лось проверить. 

Пусть множество узлов сети V конечно, все сообщения имеют 
конечные маршруты (хотя, например, теорема 2.4.1 непосред­
ственно переносится на случай бесконечных сетей), а обслужива-
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ние сообщений происходит в узлах сети. Предположим, что-
суперпозиция •£*= Ф gL внешних потоков h представляет собой 

L6A _ 
эргодический м. т. с. п. с марками из М. Обозначим через £D 
класс консервативных ДИСЦИПЛИН передачи по сети, у которых 
порядок обслуживания сообщений на каждом этапе определяется 
их приоритетам^, зависящими от маршрутов сообщений, а при 
одинаковых приоритетах —принципом FCFS. В частности, в класс 
•® входит обычная (бесприоритетПая) дисциплина FCFS. 

Рассмотрим сужение go—!*!; 1 м. т. с. п. g* на полуось R̂_ 
и — при заданной дисциплине d6-25 - семейство оснащенных 
м. т . с. п. НО") = {'П1'!О}. отвечающих м.т.с.п. go. Через V{

v
d) (i), 

vQ\s, f>0, обозначим случайную величину (на вероятностном 
пространстве (jlex\ -Wext, Pf-У], равную суммарной остаточной 
длительности обслуживания в узле v всех сообщений (с маршру­
тами, проходящими через т)). которые находятся в сети в момент t, 
а через rnW(i) — суммарное число сообщений, находящихся 
в сети в момент t. 

Т е о р е м а 2.4.1 ([2]). Если р* > 1 хотя бы для одного узла 
ъ^У, то при любой дисциплине dQS) с /^.-вероятностью 1 

1Iml/.£d)(t).= llmm(tf) (*)-=«>• • 
.."-.-со £-+-оо 

Основу доказательства составляет следующая конструкция. 
Рассмотрим вспомогательную сеть с тем же множеством узлов V 
и внешним потоком сообщений f0, который связан с потоком £* 
следующим образом: в мрмент, когда в потоке :=о возникает 
сообщение y = [t, х] с маркой x = (L, T)QM в потоке £0' возникают 
сообщения одновременно во всех узлах -абЬ с длинами 
•SO.*-) 
, 2 -"L.v.y и «.тривиальными» маршрутами, включающими только 
/ .=1 

этот узел (после обслуживания в узле возникновения сообщения 
покидают вспомогательную сеть). Дисциплина обслуживания 
в узлах вспомогательной сети-FCFS (в действительности, можно 
взять любую консервативную дисциплину). Обозначим через 
V-u (t), f6V\ t>0, случайную величину (снова-на (JText, «OText, 
D&*)), равную суммарной остаточной длительности обслуживания 
во вспомогательной сети у сообщений, находящихся в узле v 
в момент i. В силу условия р*о>1, Vv{t)-+ca. Однако, Vv{t)> 
>. Vv (t) при всех 1) и t (наглядно это объясняется тем, что 
во вспомогательной сети сообщения «не мешают» друг другу 
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и поэтому «быстрее» покидают сеть), что и приводит к ут­
верждению теоремы-

Теорема 2.4.1 иллюстрирует необходимость условия (2.25). 
Его достаточность изучалась в предположении, что %* — 
рекуррентный и. т. с. п. с н. о. р. марками x=(L , / ) , причем 
а) распределение маршрута L, как и в сети Джексона, отве­
чает блуждению с поглощением на VIJ{°°}- б) компоненты 
in, uGL, вектора длин / при заданном маршруте L условно 
независимы, причем условное распределение длины lv зависит 
только от v (но не от L). В 'качестве дисциплины обслужива­
ния может фигурировать произвольная дисциплина dGjZ5. 
Этот класс моделей мы будем называть обобщенными сетями 
Джексона; он был впервые введен в работе [14]. 

При некоторых дополнительных ограничениях на м. т. с. п. 
|* в работе [2] доказывается следующий результат. Пусть вы­
полнено условие (2.25). Тогда найдется дисциплина d&SD, для 
которой существует оснащенный эргодический и. т. с. п. т)*, 
дающий сильное решение соответствующей системы стохасти­
ческих уравнений, причем ц* является единственным в классе 
слабых решений. 

ЧТО касается обычной дисциплины FCFS, To для неё теоре­
ма существования и единственности стационарного режима (в 
нашей формулировке — теорема существования и единственно­
сти стационарного оснащённого м. т. с. п. -ц*) была приведена 
в [14]. Недавно С. Г. Фосс анонсировал такой же результат 
для более общего класса сетей КС. 

Гипотеза о том, что условие (2.25) (или (2.26)) выделяет 
область пропускной способности сети КС, изучалась в работах 
[64] — [66] для обобщенных сетей Келли. Здесь предполагалось, 
что внешние потоки gL —пуассоновские, и распределение времени 
обслуживания сообщения с маршрутом L — (v(l),...,v(\L\)) 
в узле v (i) есть свертка N (L, i) экспоненциальных распределе­
ний со средними bZ,\,т> 1 <m<N(L, i). Состояния марковского 
процесса, описывающего работу сети, имеют вид с — 
= (с», v&V), где cv=((Lv(k), sv(k), m„{k)), l{le}k{le}n„(c)).. 

Здесь n„(c)— длина очереди в узле и, (tv(k), sv(k), mv(k)) — 
тройка, задающая номер маршрута, число пройденных узлов и 
число пройденных этапов обслуживания у сообщения, занима­
ющего k-e место в очереди в этом узле. 

Дисциплина обслуживания задается неотрицательной функцией 

Ф-,(с, k) такой, что 2 ф^с, £) — 1 для любых си v£V. Значение 
Ф„(с,&) определяет, как и выше, долю интенсивности обслужи­
вания в узле v, которую получает сообщение на k-м месте в 
очереди при состоянии с В частности, при дисциплине LCFS 
фц(с, k)=8(k, nv(c)). В частном случае дисциплины LCFS об-
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ласть пропускной способности сети выделяется условием 
(2-25), где 

р; = 2 ^2 б ^ , " (-. L)) 2 -»Г.л« (2-27) 
LgA i—1 iw--l 

(см. п. 2.3). Кажется очень естественной гипотеза, что этот ре­
зультат остается справедливым для произвольной функции ср 
(например, для дисциплины FCFS). Однако, эта гипотеза до­
казана [65] лишь в двух частных случаях: 1°. Сети с монотон­
ными маршрутами — узлы сети можно перенумеровать так, что 
если k<.h, то v(iu L)<w(i2 , L) для любого допустимого мар­
шрута L = ( y ( l ) , о (2) , . . . )6Л с аь > 0 (например, сети с кон­
фигурационным графом в виде дерева и маршрутами «без 
возвратов»). 2°. Сети с приоритетами — все маршруты перену­
мерованы и если й<<-2, то сообщения с маршрутом Li, имеют 
абсолютный приоритет над сообщениями с маршрутом L,2. 

Отметим также асимптотическую связь между замкнутыми 
и открытыми сетями КС, изученную в [14], [15]. Более под­
робно мы коснемся этого вопроса в разделе 4.5-

2.5.Сети КС на бесконечных графах. На примерах сетей 
Джексона и Келли мы могли убедиться, что изучение беско­
нечных сетей открывает новые возможности. Сети КС общего 
вида на бесконечных графах изучались в работах [25], {33] и 
[35]-—[37], Мы кратко обсудим здесь результаты последней 
группы, из цитированных статей, 

Пусть степень любой вершины vGV (т. е., число линий {alpha}, 
входящих в узел v или выходящих из него в конфигурацион­
ном графе сети) не превосходит константы, обслуживание про­
исходит на линиях связи сети, и все сообщения в сети имеют 
конечные маршруты (здесь Л—множество конечных маршру­
тов на графе (V,s&)). Будем считать, что каждый внешний 
поток | L , LGA, является пуасооновским {a L , -8 L ) -по­
током (это требование можно существенно ослабить), и что 
а) для некоторого значения ^6(0, 1) при всех L°6A 

{sum} aL<<7.3L»; (2.28) 

б) при каждом L6A распределение Вь сосредоточено на паралле­
лепипеде [Ь0, Ьг]ь, где 0 < & 0 < & i < ° ° . Будем предполагать 
также, что внешние потоки gL удовлетворяют следующему усло­
вию неперегруженност'й 

sup 2 aLbah,u<c<\. (2-29) 
a6^LgA-(a) 

Здесь, как и выше, &a(1,L)-= J Bh(dl)la(\x) — среднее значение 
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длины сообщения из м. т. с. п. |L на первой линии маршрута 
В качестве дисциплины передачи выберем FCFS (приводимые 
ниже результаты остаются справедливыми для широкого 
класса консервативных дисциплин (например, для консерва­
тивных дисциплин из класса .2) (ем. выше)) -

Существенную роль в ходе доказательства результатов 
играет условие малости q : q&(0, q°), где q°b(0,l)—константа, 
подбираемая по d, bo, Ь\, и о. Если взять q=0, мы получим 
сеть, «распадающуюся» на невзаимодействующие линии (все 
возникающие сообщения имеют маршруты длины 1, т. е. ад­
ресованы ближайшим соседям). Для такой сети решение зада­
чи 1 при выполнении условия (2.29) тривиально, поскольку 
сводится к исследованию отдельной очереди 7W|G/|l|oo. При 
малом ц возникает «малое возмущение» «идеально^» сети: 
транзитные сообщения (с маршрутами L, у которых протя­
жённость | L | > 1 ) встречаются сравнительно редко среди со­
общений, адресованных ближайшим соседям. Это обстоятель­
ство позволяет использовать методы, разработанные в стати­
стической механике для исследования слабовзаимодейству-
ющих систем. 

Т е о р е м а 2.5.1 ([35], [36]). Пусть выполнены условия а), 
6) и q достаточно мало. Тогда существует семейство оснащен­
ных м.т.с. п. H = {T],L)L6A}, дающих сильное решение соот­
ветствующей системы уравнений. Это семейство единственно в 
классе слабых решений, удовлетворяющих некоторому условию 
«мажорируемое™» (см. i[35], [36]). • 

На первом этапе доказательства выбирается последователь­
ность конечных подсетей (Vs, s£s), sdZ\, монотонно растущая 
с ростом s (Vj-Vj....!, .я.*--с^„+1) и исчерпывающая 
исходную сеть (\JVS — V, \J s&s = s&). Для заданного 
t0QRl рассматривается семейство урезанных внешних потоков 
3/j — {li}t0, LQA(VS, S&S)} И строится соответствующее оснащен­
ное семейство Tl'f. Затем проводится предельный переход 
t0-> — оо, s->oo, в результате которого и возникает семей­
ство Н. 

Существенным моментом в процессе предельного перехода 
служит построение семейства мажорирующих потоков 
Z={t,a, a&j&) (в терминах которого формулируется утвержде­
ние о единственности семейства Н в теореме 2.5.1). В данном 
случае семейство Z состоит из независимых /?+--м. т. с. п. Это 
позволяет контролировать уход на бесконечность в семей­
ствах оснащенных м. т. с. п. II <-) равномерно по s и i0. Для 
оценки «распространения влияния» в этих семействах исполь­
зуется своеобразный вариант техники кластерных разложений 
(ср. [53], [54]). 
32 



Разумеется, распределения оснащенных м. т. с. п. TJL.LGA, 
в явной форме выписать не удается. Однако можно доказать, 
что м- т. с. п. r\L, LGA, обладают свойствами слабой зависимо­
сти (в пространственно-временном смысле). Можно проверить 
также, что оснащенное семейство Н непрерывно зависит от 
семейства внешних м. т. с п. S. За подробностями читатель 
отсылается к [35]—[37]. 

Естественно возникает вопрос, что происходит с единствен­
ностью решения задачи 1, когда значение q возрастает (или 
более того, доля «длинных» маршрутов убывает медленее.чем 
экспоненциально, либо, наконец, допускаются бесконечные 
маршруты). По аналогии с 'сетями Джексона и Келли можно 
предположить, что в сетях общего вида на бесконечном графе 
{У,зФ) также возникает неединственность оснащенного семей­
ства, однако этот вопрос пока совсем не исследован. 

Отметим интересный цикл недавних работ [30], [56], где 
изучается общий класс марковских моделей сетей на бесконеч­
ных графах, близкий к моделям процессов с локальным вза­
имодействием. Основное условие, налагаемое в [30], [56], со­
стоит, как и выше, в том, что сеть представляет собой своеоб­
разное малое локальное идеальной сети, распадающейся на 
невзаимодействующие устройства. Из результатов статей 
[30], [56] вытекает, в частности, аналитическая зависимость 
характеристик стационарного распределения соответствующе­
го марковского процесса от параметров внешних ПОТОКОВ. 

2.6. Сети КК. Интересные вопросы возникают в ходе реше­
ния задачи I для сетей КК. Мы обсудим здесь более деталь­
но модель сети с дисциплиной FCFS+FCFS (см. [67]), слу­
чай дисциплины FCFS+RC подробно рассмотрен в [66]. Бу­
дем считать сейчас, что множество V конечно и обслужива­
ние сообщений производится в узлах сети. 

Воспользуемся марковским описанием процесса работы се­
ти (см. выше). Пространство состояний процесса (т. е. троек 
g= (п, C,D)) обозначим через %)5( = 88{V,«s^)), а его подмно­
жество, состоящее из троек g, у которых вектор n=(nv,v&V) 
удовлетворяет условию: nv>\ при каждом uGV, — через ЗВ~, 
Отметим, что на отрезках времен, когда процесс 
(n(t),C(t),D(t))ea?~, пара (C(t),D{t)) сама образует мар­
ковский процесс, пространство значений которого есть конеч­
ное множество, обозначаемое в дальнейшем через &. 

Пусть ^ ( t ) i f f (2 ) , g( ') — (/i('),C(",D(0)6^, t — l ,2 , обозначает 
интенсивность перехода исходного марковского процесса из 
состояния g(1> в состояние £f(2) (иными словами qg(\),g(2) — элемент 
матрицы инфинитезимального оператора процесса). Определим 
вложенную цепь Маркова на 93 с дискретным временем, описы­
вающую состояние процесса в моменты скачков, с переходными 
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вероятностями 
\<?s,r( {sum} ^ V 1 ' S^B1' ОООЧ 

10, g = g ' 
(мы будем называть эту цепь полной вложенной цепью Мар­
кова). Кроме того, введем редуцированную вложенную цепь 
Маркова на множестве В с переходными вероятностями 

r(e,e')^ {sum} г<Я>ё)- (2-31) 

Здесь через -ф обозначается проекция: g— (n, С, D)W (С, D), а 
g— произвольное состояние из $?~, для которого ty(g)—e 
(правая часть (2.31) в силу свойств модели не зависит от 
выбора этого состояния). 

Редуцированная цепь Маркова, очевидно, эргодична. Ее 
стационарное распределение обозначается я-=(.л(с), е&В). Под­
считаем средний по распределению п скачок длины очереди в 
узле иб V за один шаг полной цепи: 

yv «.. {sum} л:(е) {sum} r (g, £-)(«„ (g~) - nv (g)). (2.32) 

Здесь, как и выше, g —произвольное состояние из 8в"~{\\^~х (е). 
Т е о р е м а 2.6.1 ([67]). Если у„>0 при всех об1./, то 

марковский процесс g(t) — (n(t), С (t), D(t)) неЗозвратеи. Q 
Наметим доказательство теоремы. Обозначим через SO мно­

жество троек g = (n,C,D), где п*=(п„, v£V)QZv, а С и D — 
такие же, как и_выше, причем пара (С, D)Q&. Рассмотрим 
марковскую цепь {g(k), k%Z\} на SO с переходными вероятнос­
тями 

7<$1\ Ст, £>«>), {n™, C(2), D(2))) = 

= г((/г,С(1), D{\ (й ( я ) -л ( 1 ) + й, С2, А)), 
где n=(nv, vGV)QZ+ — вектор с достаточно большими компонен­
тами. Ясно, что полная вложенная цепь Маркова <мажорирует» 
только что введенную марковскую цепь на SO. Нетрудно прове­
рить, что (векторный) процесс 

F(А)-я(£)-{sum} X(g(£')), k e z l , 
ft'=0 

где X(g)— {sum} (n{g') — n(g))r(g,g'), есть мартингал (здесь и 

далее мы полагаем n(g)=n, C(g) = C, D{g)~=D при 
g — (n> С, D)). В силу закона больших чисел, lim k~1Y(k) = 0. 

ft~>--o 
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ft—1 

Аналогично, lim /г""1 {sum} X(g (£')) —У> ГДе у —вектор {yv,vQV). 
А-+00 ^ fe.=0 

Поэтому lim inf k~\ (k) > 0 при всех об1/. Тем самым процесс 
А-»-оо 

п (k), а следовательно, и процесс g (t), невозвратен. 
Таким образом условие yv>0 приводит к несуществованию 

стационарного режима работы сети. Мы сформулируем сейчас 
некоторые условия, достаточные для существования решения 
задачи I. Рассмотрим процесс g (t) с «нулевым» начальным усло­
вием (n(0) = 0); это отвечает урезанному семейству внешних 
потоков SQ = {iVi0, vfiV}, где %v,o—сужение lv L1 . Пусть tv (k)r 

R+ 
k£Z+, обозначает момент получения доступа к сети k-м по 
порядку сообщением из потока |-,,о (в канонической нумерации)., 
tv (k) — момент времени, когда это сообщение завершит переда­
чу по своему маршруту и покинет сеть, &6Z+. Тогда T\(Ji) = 
= tv(k) — tv(k) — время пребывания А-го сообщения в сети 
после получения доступа. Положим 

Ev = s\ipETl(k) (2.33) 

(символ Е здесь и в дальнейшем обозначает математическое 
ожидание; в данном случае оно взято по отношению к распре­
делению марковского процесса g(t) c нулевым начальным ус­
ловием). 

При заданном состоянии g— (n, C,D) обозначим через 
h(g) число положительных компонент вектора п. Через 
L1 (у, g) обозначим маршрут сообщения, стоящего на первом 
месте в очереди в узле v в состоянии g. Следующий результат 
представляется естественным с наглядной точки зрения. 

Т е о р е м а 2.6.2 ([67]). Имеет место оценка EV<EV, где 

Ё-,-=а_1 max {sum} (а^ (й-1 + У -'Г.1..."'..?) П 

{Ь~[\ ЬбЛ, обозначает, как и ранее, среднее значение экспонен­
циально распределенной длины сообщения с маршрутом L). • 

Положим теперь 
p(v)=avEv, p(v) = avEv. (2.34) 

Т е о р е м а 2.6.3 ([67]). Предположим, что 
тахр(г>)<1. (2.36) 

Тогда марковский процесс g(i) является положительно воз­
вратным и тем самым имеет единственное стационарное рас-
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пределение |х, причем для любого начального распределения 
ц° на В6 распределение \L1 процесса в момент t сходится к [х 
при /{to}-». D 

Приведем схему доказательства этой теоремы. Величины 
wv°(k), kGZ+', —времена ожидания доступа сообщениями, воз­
никшими в урезанном потоке .;„,(-,, удовлетворяют рекуррентно­
му уравнению очереди FCFS: 

•wl (k + 1)-max [0, wl (k) + Tl
v (k)~(tv (k + l ) — tv(k))], k£Zl+ 

(iv(j) обозначает момент возникновения у'-го сообщения в потоке 
•So, о), однако величины Tl(k) не образуют стационарной последо­
вательности. Гем не менее, нетрудно показать, что 

wl(k)%wv{k) (2.36) 
при всех k&Z+, где {i2>o (А)}— последовательность, определяемая 
из рекуррентного соотношения 

^ (£ + l) = max[0, wv(k) + r(k)-(tv(k + \)-tv(k))] (2.37) 
•с начальным условием щ;,,(0)=-=.ге>°(0). Здесь {Т (k), kgZ+J—-по­
следовательность н. о. р. случайных величин, не зависимых также 
от внешних потоков \~ 0, vQV, и имеющих функцию распределе­
ния 

E-f (а) = 1 +d/dtt | sup Wl— F (s\ v, g))ds , u>0, 

(2.38) 
-=0, и<0, 

где F(• | v, g) —условная функция распределения времени пребы­
вания в сети сообщения, возникшего в потоке .§-,, о, после момен­
та получения им доступа при условии, что в этот момент мар­
ковский процесс находился в состоянии g. Отметим, что 
в действительности верхняя грань в (2.38) берется по конечному 
множеству состояний, поскольку если (С (gi), D (g"i)) —(С (g2), 
D(g2)) и nv'(gt)>\ при всех v'eV и £=--1,2, то F (.| v, g{) = 

(с) 
= F (-\t), gi). Символом < Mbi, следуя [288], обозначаем в (2.36) 
следующее отношение порядка для случайных величин; w'K®)", 
если для каждого «б/?1 

J (1 —Fw- {s)) ds < f (1 ~FW. (s))ds, 
и и 

где FW' и ETO-—функции распределения величин w' и <w" (в [84] 
( 2 ) ч 

для этого употребляется обозначение < ) . 
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Из (2.38) вытекает, что величины Т (k), k&Zl
+, имеют все мо­

менты. Следовательно, при условии (2.35) существует конечный 
предел НтЕ-ш(А). В силу (2.36) это же справедливо для Em2(k). 

/г-*-со 

Отсюда вытекает положительная возвратность процесса g (t). 
В приложениях удобно проверять условие тахр(г/)<1, более 

сильное, чем (2.35). Рассмотрим пример сети, состоящей из I 
«источников» <оь ..., vj, J «адресатов» v\, ..., "/,, центрального 
«коммутатора,) v0 и 7 +.7 линий. Обслуживание сообщений произ­
водится на линиях сети. 

Рис 2 

Маршрутами сообщений здесь являются всевозможные пары ли­
ний L—\ah a'j), ai = (vi-^v0), a'j=(v'0~>-Vj), j — l, . . . , / , / — 
'=1, ...,J. Будем считать, что среднее значение длины сообще­
ния Ь1Х = Ь'1 не зависит от L, а интенсивность внешнего пуас-
соновского потока £L имеет вид a^=J'la. Область пропускной 
способности такой сети задается неравенством 

ай- 1 (1+7- 1 ( / -1 ) )<1 . (2.39) 
Действительно, простое вычисление показывает, что 

2-j-lfi+ 2 s(7 (*',£). -о) 
. - = 1 V 1'гГф1 I 

= ab~l{\-\-J-'(I-\)), \<i<I. (2.40) 
Здесь j(i',g) обозначает адрес маршрута в состоянии g, начи­
нающегося в источнике V. 

Можно показать также, что если знак неравенства в (2.39) 
заменить на противоположный, то процесс g(;t) невозвратен. 
В самом деле, подсчитаем стационарное распределение п ре­
дуцированной вложенной цепи Маркова (см. выше), точнее 
его образ при «укрупнении» состояний еб-fT. Укрупнение за­
ключается в том, что вместо порядка, в котором сообщения, 
стоящие на первых местах в очередях в источниках, получили 
доступ к сети, указывается порядок, в котором получили дос­
туп к сети сообщения, имеющие один и тот же адрес (только 
это и существенно). Пусть R(e) — ЧИСЛО сообщений, которые 

р(1) = аЬ'л щах 
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передаются в укрупненном СОСТОЯНИИ е, тогда 
n(e)={^lR(s')b + Ia\~\R(e)b + Ia). (2.41) 

Подсчитаем теперь средний по распределению л скачок у. оче­
реди в источнике -о.. Пусть If/— множество укрупненных состоя­
ний, в которых сообщение из г-й очереди передается своему 
адресату, ё? = Ж(1, У) —множество всех укрупненных состояний. 
Тогда 

У1 = а, 2 я ® ( / ? Й Ь + IaY-Ь%л{?) Щ(e')b + la)-1 == 

\\^\a-\^t\b). (2A2) - [ 2 « (Же) 6 +/a) 

Вычисление | S | — это задача о числе способов, которыми I раз­
личных «предметов» можно разложить по У «ящикам». Легко по­
казать, что 

\§|-=(У + / —1)1/(У_1)| _ (2.43) 
Наконец ясно, что | &1 | = У | & (I — 1, У)|. Теперь из формулы 
(2.42) следует, что средний скачок yt > 0, iQl, если 

а Ь - 1 ( 1 + / - 1 ( / - 1 ) ) > 1 , 
что в силу теоремы 2.6.1. и приводит к невозвратности процес­
са £(-)• 

Отметим следующий замечательный факт, видимо, не име­
ющий аналогий в классической теории, изучающей поведение 
систем с одной очередью: область пропускной способности се­
ти КК меняется при изменении дисциплины обслуживания. 
Например, в описанном выше примере при 1=1=2. неравен­
ство (2.39) дает aft-1 < 2 / 3 . Однако, можно показать [66], что 
для той же сети при дисциплине LCFS+RC область пропуск­
ной способности выделяется условием а&_1<1/~/2. 

Сети КК на бесконечных графах пока мало изучены. В по­
следнее время С. А. Березнер и В. A. Малышев с помощью 
остроумных рассуждений построили семейство оснащённых 
м. т. с. п. для предложенной ими модели с дисциплиной 
FCFSX • • • XPOFS при условиях, близких к условиям теоре­
мы 2.5.1. Для модели сети КК с приоритетами аналогичное 
построение осуществлено Р. Н, Шамсиевым. 

2.7. Другие классы сетей. В этом разделе мы дадим крат­
кий обзор результатов о существовании и единственности ста­
ционарного режима для некоторых классов сетей, отличных от 
сетей КС и КК, которые рассмотрены выше. Как мы упомина­
ли ранее, модели сетей ГК (на бесконечных графах) изуча-
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лись в работах [69], [186]. При этом рассматривался следу­
ющий принцип коммутации. Внешнее сообщение t/=i[t; (L, /)], 
возникшее в узле u ( l ,L) , вначале ожидает, 'пока этот узел не 
покинут все сообщения, возникшие здесь до него, после чего 
начинают претендовать на следующий узел своего маршрута. 
Ожидая освобождения второго узла (т. е. окончания передачи 
•сообщений, которые начали претендовать на .него ранее) сооб­
щение может блокировать первый узел в течение определен­
ного времени Z\. Если -по истечении времени г, узел и (2, L) не 
освободится, наше сообщение «освобождает» заблокированный 
узел w(l, L) и «перемещается» в узел о(2, L), где проводит 
остаток времени ожидания. По освобождении узла u(2,L) 
сообщение начинает претендовать на узел t>(3, L) блокируя 
узел у (2, L) на время Z\, и т. д. 

Если же узел 0(1,1..) «успевает» освободиться за время г., 
то сообщение у начинает претендовать на узел o(2,L), полу­
чая возможность блокировать пару узлов и(1, L), o(2, L) на 
время 22. «Сценарий» дальнейшего пребывания сообщения в 
сети описывается аналогичным образом. При этом возникает 
последовательность допустимых времен блокировки 2.1,22,...., 
на которую налагается условие z = S z . < o o . 

Задача построения оснащенного семейства м. т. с. п. Н = 
= {т1и} решается в [69], [186] при условиях, аналогичных усло­
виям из раздела 2.5. Здесь также можно доказать свойства 
ослабления корреляций и непрерывной зависимости семейства 
Н от семейства внешних потоков 3 . 

В некоторых работах сетевая проблематика вплотную смы­
кается с задачами, характерными для теории процессов с ло­
кальным взаимодействием. В работах '[57], [82] рассматри­
валась сеть из N узлов v\,... , vN. В дискретные моменты вре­
мени /--=0,1,.. . в каждый узел с вероятностью р поступает со­
общение, и вое входные . потоки считаются независимыми. 
В единицу времени каждый узел может обслужить не более 
одной заявки. Вероятность обслуживания для каждого из уз­
лов Vj равна po. если оба соседа v}-i и vj+\ заняты к моменту 
обслуживания и р\ в противном случае. Считается, что «фик­
тивные» узлы v0 и WJV+I всегда заняты. В [57] найдено доста­
точное условие эргодичности марковского процесса, . описыва­
ющего работу сети. Недавно эта модель была обобщена на 
случай, "когда поступают группы сообщений и средняя длина 
группы и<оо (К. Л. Ванинский). В этом случае также полу­
чены достаточные условия эргодичности, а при нечетном числе 
узлов — необходимые и достаточные условия. Наиболее инте­
ресен здесь случай, когда pi<.u<Cpo- При нечётном N для 
эргодичности необходимо и достаточно условие 

pi<(po+«)_1po«{cdot} (2.44) 
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Поясним, как возникает неравенство (2.44) при n=3. Подсчи­
таем среднее (по совместному распределению длин очередей 
на 1-ми 3-м узлах) изменение длины очереди во 2-м узле 

При нарушении неравенства (2.44) величина о-сз^О, откуда сле­
дует невозвратность цепи. 

Сложнее дело обстоит при чётном N. Здесь необходимое и 
достаточное условие получено только в случае N=2. При 
доказательстве используется обобщение известного результата 
[55] об эргодичности двумерных положительных блужданий на 
случай цепи с неограниченными скачками (К. Л. Ванинский, 
Б. В. Лазарева). 

В статье [75] рассматривалась модель сети К с потерями 
на конечном графе. Здесь выделяется семейство © подмно­
жеств 'множества линий si (возможные конфигурации заня­
тых линий) и задается отображение ср : C><L6©X-A h*AU{0} 
( 0 обозначает «пустой» маршрут), предписывающее, какой 
маршрут должно избрать сообщение с маршрутом L, если в 
момент его поступления в сеть линии «бС заняты другими со­
общениями (ясно, что здесь должно выполняться условие 
С(1Ф(С, L) —0) . Бели 9 ( C , L ) = 0 , то вновь поступающее со­
общение теряется. 

Предположим, что суперпозиция g* семейства внешних пото­
ков S={|L} в сети представляет собой эргодический м. т. с. п. 
Предположим также, что м. т. с. п. \l=%*\ i удовлетворяет 
условию; Р *(ПЛ„)>0, где An = {ln<.tn} (здесь имеется в виду 

О п 
каноническая нумерация). При этих условиях можно по­
строить эргодический процесс C(t), описывающий изменение 
конфигурации занятых линий в сети. Это дает существование 
решения задачи I для рассматриваемого класса сетей. 

§ 3. ТОЧНО РЕШАЕМЫЕ МОДЕЛИ 

В этом параграфе мы обсудим ряд недавних результатов. 
советских и зарубежных авторов, которые содержат точные (в 

. том или ином смысле) формулы, относящиеся к различным 
классам сетей (и их различным характеристикам). Разумеется, 
сюда в полной мере относятся результаты разделов 2.1—2.3. 
предыдущего параграфа. Более того, они сыграли роль своеоб­
разных отправных пунктов для последующих исследований. 
Мы не ставили своей целью дать полное представление о 
складывающейся здесь (довольно пестрой) картине, а выбра-
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ли для обсуждения ЛИШЬ несколько, на наш взгляд, наиболее 
характерных ло методам исследования статей.0 

3.1. Продакт-формулы для стационарного распределения 
в сетях КС. Эта тема, затронутая нами в § 2, подробно 
обсуждается в обзорах [10], [139]. Мы ограничимся здесь лишь 
изложением недавнего результата работы [70], где приводятся 
явные формулы для стационарного распределения в сети 
довольно общего типа. Пусть суммарный внешний поток сообще­
ний _ £*_ является пуассоиовским (а, Сг)-пртоком с марками 
(L, /)6M. Предположим, что условное распределение BL-— 
= G(.|L) вектора длин при условии, что задан маршрут 
сообщения L, порожденное и. р. м. Q, имеет ПЛОТНОСТЬ g(-\ L) 
по мере Лебега на {{+ и обозначим через Н маргинальное рас­
пределение маршрута. Тогда средняя суммарная длина сообще­
ния в узле v (удобнее говорить «средняя трудоемкость обслу­
живания сообщения узле t>») равна 

р»=2-(ь) 21 -^C-.L). <зл> 
где bbMs.b) — среднее значение компоненты lV(,s,\.) П0 условному 
распределению _5L. 

Дисциплина обслуживания предполагается симметричной (см. 
раздел 2.3). Если в узле v находится п сообщений, то сообще-
ние, находящееся на А-м месте в очереди, обслуживается 

с интенсивностью Tv(ji)y (k, ft) (как и выше, £ y(k, «)=-= 1). 
/с--1 

Естественно предположить, что условие неперегруженности, 
гарантирующее существование и единственность о снащенного 
м. т. с. п., описывающего работу сети, имеет вид 

т -1-1 

{sum} (а№ 
*ezi 

<а>, v&/, (3.2) ПГ,(/) 
j - \ J 

-+ 
однако эта гипотеза пока не доказана (в статье [70] просто 
предполагается существование и единственность стационарно­
го распределения). 

Состояние редуцированного процесса в данной модели имеет 
вид {U,lm), где U = (m;(L},Sj, к,), / = 1 , . . . , т) — дискретная 
компонента, &Vu) = (tj,a, у — 1 , . . . , / n , a = s y , . . . , | L, |)— непре­
рывная компонента. Здесь т—-общее количество сообщений 
в сети, L/—маршрут сообщения с номером у, sf — номер узла 
в маршруте L-, в котором находится сообщение, kj— номер 

•> См: также недавно вышедший обзор: Cohen J. W., Boundary value 
problems in queueing theory. Queueing Systems. 1988, 3, 97—-128. 
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позиции, которую оно занимает в очереди в узле v (sy., Li), а 
lju) = (l],n,u=Sj, ..., |Ьу|) — вектор длин сообщения на непрой-
денных этапах его маршрута, j = \,...,m. Стационарное 
распределение процесса имеет вид 

т 

»(и, т^)=*•- -IП г — - ^ Рь, (in dV?\ (з.з) 
где 

ft.- ОР)= 1 dh • • • dlsri§dls.g(h,-.., Ц, 4у+ь - , ..|Lyi|Ly). 

Коэффициент Я находится из условия нормировки 

{sum}jV(U,d!(U)) = l. 
и 

Отметим, что в отличие от формул § 2 (см. (2.6), (2.23)) в 
формуле (3.3) произведение взято не по узлам сети, а по все­
возможным сообщениям, находящимся в сети в данный мо­
мент времени. 

Проинтегрировав плотность вероятностей (3.3) по всем не­
прерывным составляющим, получим стационарное распределе­
ние для дискретной компоненты состояния сети 

т 

ни^^П^т,-^. (з.4) 
3,2. Времена доставки (пребывания) и ожидания в сетях 

Джексона и Келли. Время доставки (пребывания в сети) выде­
ленного сообщения — одна из -важнейших характеристик откры­
тых сетей. Математически корректное определение распределе­
ния времени доставки как длины временного интервала между 
моментом возникновения сообщения и моментом его выбытия из 
сети требует построения семейства оснащенных м. т. с. п., опи­
сывающих работу сети, и - как один из возможных вариантов — 
использования распределения Пальма. Другая возможность — 
использование и. p. м. (см, раздел 1.3). Как отмечалось во вве­
дении, точный расчет распределения времени доставки возможен 
лишь для простейших моделей сетей. 

Для сети Джексона (и вообще для сети КС) время достав­
ки записывается в виде суммы-времен пребывания в отдельных 
узлах 

Т—2к+^)- (3-5) 
-•gL 

В случае, когда конфигурационный граф сети Джексона пред­
ставляет собой дерево без циклов (это означает, что для любой 
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пары узлов v, v'GV существует не более одного маршрута 
L-=('0(l), . . . , ~(]L|)) с v(l) = v, v(\ L\) = v' такого, что про­
изведение qv(\),v(2) • •• qv(\L\-i),v№)>ty распределение суммы 
(3.5) выглядит довольно просто. A именно, из свойства обрати­
мости соответствующего процесса Джексона (см. [190]) выте­
кает, что времена пребывания (до--+ /,,), DGL, независимы. Отме­
тим, что для времен ожидания wv, vBV, это неверно даже в слу­
чае сети с двумя узлами и одной соединяющей их линией {см. 
ниже). Далее, в сети Джексона без циклов суммарные потоки 
сообщений, поступающих в узлы сети vGV (извне или из дру­
гих узлов), являются пуассоновскими. Поэтому распределение 
времени доставки Т имеет вид свертки 

* {И>.{с„ EV)*EV), (3.6) 

где Ф(с„, E„)—стационарное распределение виртуального вре­
мени ожидания в очереди М|-М|1|оо, порожденной пуассонов-
ским (с„, £„) -потоком. 

Если в сети имеются циклы, то времена пребывания (wv+ 
+/•0) в разных узлах оказываются зависимыми, а внутренние 
потоки, вообще говоря, не являются пуассоновскими (послед­
нее утверждение известно как теорема Мела'меда [240], [243]), 
и формула типа (3.6) не имеет места. 

V. V3 

Рис. 3.1 

Чтобы проиллюстрировать характер возникающих здесь 
трудностей, рассмотрим простейшую «циклическую» сеть Джек­
сона (ем. рис. 3.1). Здесь а\ = а > 0 , а2—а3=0, 0 < ^ ь 2 < 1 , <7ьз— 
=1—<7i>2. -72.3—1, .73* —0. Для 'простоты записи узлы v\, v2, u3 
этой сети будем обозначать цифрами 1, 2, 3, соответственно 
(подобное соглашение будет действовать и в дальнейшем). 

Исследованию данной сети посвящена работа [152]. Време­
на ожидания сообщения с маршрутом L = ( 1 , 2, 3) в узлах 1 и 
3 зависимы. Наглядно это объясняется тем, что в сети возможен 
«обгон»: сообщение с маршрутом Li.—'(1,3) может раньше по­
ступить в узел 3, чем сообщение с -маршрутом L, возникшее до 
него. 

Пусть ср.- (s | пи п-ъ >ч) = Е (exp (— sT) \ пъ пь п3) — условное 
преобразование Лапласа оставшейся части времени пребывания 

43 



-" ~ _ J ( ^ "•" h) выделенного сообщения c маршрутом L в момент, 
/-2,3 

когда оно завершает обслуживание в узле 1 и передается 
в узел 2, при условии, что в узле J, у = 1, 2, 3, в этот момент 
находится rij сообщений, «•уб-Ẑ , s > 0 . Введем производящую 
функцию 

От (х, у, z,s)=-- 2 фГ (s | пъ п2, Лз) хпчр*га>. (3.7) 
/- 3 

(в»,п.|Л8)с.г+ 

Безусловное преобразование Лапласа ТУ (s) = E exp (— sT) 
времени пребывания в сети нашего сообщения выражается по 
формуле 

з 
Y r ^ - L T a — p » ) — ^ G H ^ + s)-1, p2o, p3o, s). (3.8) 

Здесь, как и выше, .^' — среднее значение длительности обслу­
живания сообщения в узле j , а р°. = с°Ьу:, где ^ — интенсив­
ность суммарного входного потока в узле j . Непосредственно 
проверяется, что О (х, у, z, s) удовлетворяет функциональному 
уравнению вида 

RQ(x, у, z, 5)== AG (0, у, z,s) + BQ(x, у, 0, s)-f-C, (3.9) 
где у и s могут рассматриваться как параметры и 

R=R(x,y,z,s) = 
— а (1---x-1)+^1 (-—-7i,2x—^.злг"1)+ 

+ M-—0«~1) + M- —«) + -*• (3.10) 
А = А (х) = Ьх — ах~х, 

В = В(х, у, z)^(bz — blgi,3xz-1 — b2yz~1), 
С^Ьфг{\-хУ\5^Ьг-Ьгг)-\ 

Заметим, что уравнение R = 0 квадратично по отношению к х н 
z. Обозначим через z{x) и zn(x) его корни по отношению к z. 
Справедливо следующее утверждение. 

Лемма 3.2.1 ([152]). Уравнение R — Q определяет (при фик­
сированном у) алгебраическую кривую с четырьмя точками вет­
вления хи х2, х3> х\ и дает двулистное покрытие расширенной 
^-плоскости. При этом для S.-.R+1, уВ[0, 1] 

0<Jc.1<x2<a(&i+s)"1<x3<x4. 
Это уравнение имеет корень z(x), который является аналитиче­
ской функцией х в комплексной плоскости с вырезанными отрез­
ками [х\, х2] и [х3, Xi]. Более того, |2(x)|{le}ps, когда |x| = 
=*\a{b\+s)-'[\ или 1x1'=pi и |i/|{le}p2{cdot} • 

Отрезок [xi, x2] при отображении z(x) переходит в замкну-
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тый контур L на комплексной плоскости, а отрезок [x3> ^4] — 
в объемлющий его контур L„. Функция G(0, 2) (аргументы s, у 
мы для краткости опускаем) может быть аналитически продол­
жена ВПЛОТЬ до границы контура Ьв. Подставляя в (3.9) z(x) 
и za(x), находим 

( l -2 (x ) )G(0 , z ( x ) ) - ( 1 - z - ( * ) ) G ( 0 , z*(*))=ir(x), 
где 

g (x) — 62M (z (x) — za (x)) ((1 — x) (bx —ax-1) X 
X[s4-b.iS(2-z(x)-za(x)) + b^(\-z(x)){l-z^(x))})-\ (3.11) 
«----ЯОс. 

Теперь мы можем сформулировать граничную задачу типа 
Римана—Гильберта [50]: найти функцию H(z), аналитическую 
внутри L и такую, что 

H{z)—H(z)=h{z),z6L, (3.12) 
где 

#(2) = (1-2)G(0, 2), h(z)=g(x{z)). (3.13) 
Решение этой задачи имеет вид 

где D—константа, а у (и) определяется как решение интеграль­
ного уравнения. Его удобно выписать, перейдя к неизвестной 
функции P(x)=Y (2 (x)) 

Р (x)+j- \ щit) 4- 1n izj;)~:^)jz:(
(p-z^i - g w- (3.15) 

X % 

Суммируя все сказанное, приходим к следующему утвержде­
нию. 

Т е о р е м а 3.2.2 ([152]). Преобразование Лапласа 4J'r(s) 
определяется формулами (3.8) — (3.15). • 

Таким образом, мы видим, что задача нахождения распреде­
ления времени пребывания Т сводится к решению интегрально­
го уравнения (3.15). Аналогичную конструкцию можно, по-ви­
димому, провести и в общем случае, но она приобретает чрезвы­
чайно сложный характер. 

Отмеченное выше свойство пуассоновости потоков сообще­
ний, циркулирующих в сетях Джексона без циклов, имеет ме­
сто и для сетей Келли без циклов (т. е. сетей, для которых ни­
какие отрезки маршрутов (без учета ориентации) не образуют 
цикла на конфигурационном графе). Детальный анализ ситу­
ации, связанной с отсутствием или наличием «обгонов», прове­
ден в работе [192] для одной модели (замкнутой) сети (см, 
раздел 1.2). 

Стационарным распределением в рассматриваемой модели 
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служит вероятностная мера 
"V 

Щт) («) = Г̂т) П С " ! ! ^ * » . 

Здесь как и выше, 31^ — нормирующая константа, а 
L(v, k) обозначает маршрут сообщения, занимающего k-e ме­
сто в очереди в узле v (в состоянии п). 

Несколько определений и условий, относящихся к данной 
модели. Мы будем предполагать, что средняя (по отношению 
к распределению q (L)) протяженность маршрута LG/(/), 1-^ 
{le}/<m, конечна. Конечную последовательность узлов 0 | , . . . 
. . . , vm&V назовем путем в нашей сети, если каждая пара узлов 
t»f, и.+ь l{le}i{le}m—1, может последовательно «посещаться» по 
меньшей мере одним из циркулирующих в сети сообщений. 
Этот путь оказывает потенциальное влияние на сообщение j , 
если каждая пара узлов vt, vi+i может последовательно посе­
щаться хотя бы одним сообщением /', отличным от /. Далее, 
для заданного L6/(/) рассмотрим отрезок v(u, L), о(и+1, 
L),... ,v(u', L), l{le}«<w /<|L|, маршрута L с неповторяющи­
мися узлами. Скажем, что этот путь свободен от обгонов для 
сообщения /, если для любых «{le}«i{le}«i'{le}u' всякий путь, со-

\ / 

сообщенае 1 
сообщение Z 

РИС 3.2, Обгоны 

единяющий v{uu L) и и (u/ , L) и потенциально ВЛИЯЮЩИЙ на 
сообщение /, включает о («1 + 1, L). Например, на рис 3,2 
сплошной линией изображен маршрут сообщения 1, штрихо­
вой— маршрут сообщения 2. Путь 1{to}3 свободен от обгонов. 
для сообщения 1, но путь l{to}2{to}3 не свободен от обгонов 
для сообщения 2. 

Обозначим, как и ранее, через n{t) марковский процесс 
(процесс Келли), описывающий состояние сети (см. раздел 2.3). 
При заданном 1-6/(7) рассмотрим отрезок v (a, L), ..., v(u', L) 
маршрута L, свободный от обгонов для сообщения j (удобно 
использовать нумерацию узлов, в 'которой <v(k, L) = vk, 
k — u, ...,u'). Рассмотрим условное распределение процесса n(t) 
при условии, что в момент 0 сообщение j поступает в узел va 
«направляясь» по маршруту L. Пусть Т° —момент времени, 
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когда сообщение J покинет узел vu, а T°u+V . , . , Т°и, —времена 
его пребывания в узлах *i„+1, . . . , vu>. 

Т е о р е м а 3.2.3 ([192]). Стационарное распределение после­
довательности (Г°, .. .,Т°а,) задается равенством 

f exp(-2^n]=2^-')^)U^/^+^]nA+1 . (3-16) 
здесь сумма взята по пространству состояний процесса Келли, 
с ш — 1 сообщением. • 

З а м е ч а н и е . Пусть п[^ — число сообщений в узле vr 
г = и, ...,а', когда в него прибывает сообщение / . Естественно 
было бы предположить, что 

w\-2zhT°\)\nU),...,ny) 
к—и 

n\J) + \ 
— П [ Ы ( ^ + ЫГ/г , (3.17) 

/••--и 

однако, как показано в [127], формула (3.17) не верна. 

1 

2 

Рис. 3.3 

Из этой теоремы выводится интересное следствие для цик­
лической замкнутой сети из .V идентичных обслуживающих 
устройств, расположенных в узлах 1,. .. ,N, по которой цирку­
лируют m сообщений (см. рис. 3.3). Предположим, что 6.,-ssl,. 
k—1,..., N. Пусть (Т,,. . . , Та)—времена пребывания сооб­
щения } в узлах 1 N на некотором цикле передачи по. 
сети. 

Т е о р е м а 3-2-4 ([192]). Стационарное распределение век­
тора ( _ i , . . . , TN) совпадает с совместным распределением 
(UiT°,..., UNT°), где (Uu ..., U N)—случайный вектор с по­
стоянной плотностью распределения на симплексе 

•щ, . . . , ИЛГ > 0: 2ий==1[, 

а Т° — независимая от ЭТОГО вектора случайная величина, име­
ющая гамма-распределение с параметром m+N—1.. • 

Задача о совместном распределении времен ожидания выде­
ленного сообщения в последовательных узлах его маршрута 
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в сети Джексона оказывается более сложной, чем задача о рас­
пределении времен пребывания. Пока точные формулы найдены 
лишь в случае так называемой двухфазной сети Джексона (на­
глядно, ей соответствует рис. 3.4 при N=2). В этой сети внеш­
ний поток возникает только в узле l(ai==- a>0, a2 — 0) и в ли" 
тературе ее часто обозначают M|M|l--->M|1|oo. В работе 
[31] найдено следующее выражение для преобразования Лапласа 
Ч*"— (sx, $2)=Eexpf —(Si'ay-,,+s2'uy-,,)] вектора вд=('Ш1, яу2): 

¥-(s I,s2)-=«0- + (&1 + 6 2 - a r 1 ( l - p i ) ( l - p 2 ) X 
X [аЬг(b2(l-pd + sfl+ab2(b,(1 _ P l ) +52)~1 + 
+ ablb2(b1(l-p1) + slr1(b2(l-p2) + s^]. (3.18) 

Здесь я00 — вероятность того, что наше сообщение имело нулевое 
время ожидания на обеих фазах 

л0 0-(1-р-)(1—р2)—^-±^, (3.19) 
где pt = abjx, t = l ,2. Таким образом, времена ожидания выде­
ленного сообщения на первой и второй фазах, в отличие от 

?1 

1 • N • 

Рис. 3-4 

времен его пребывания, оказываются зависимыми. Из формул 
(3.18), (3-19) вытекает, что при pi->l, t=l,2, случайные величи­
ны (1—pi)ау1 и (1—р2)да2 асимптотически независимы. 

Отметим, что асимптотическое исследование совместного рас-. 
пределения времен ожидания заданного сообщения можно про­
вести в несколько более общей ситуации. A именно, рассмотрим 
«одномерную) обобщенную сеть Джексона (см. рис. 3.4), в кото­
рой, как и ранее, a-= а и a;-0 при 2<z{le}./v\ Будем предпо­
лагать, что внешний поток •=-. представляет собой рекуррентный 
(А, Б)-поток (здесь Л-вероятностная мера на fi>\. со средним 
а-1 и дисперсией d < со, описывающая распределение длины 
временного интервала между последовательными моментами воз­
никновения сообщений в м. т. с. п. 1-1) с и.о. р. марками 1QR% 
(маршрут каждого сообщения составляет полную цепочку узлов 
( 1 , . . . , 7V). и поэтому может быть «исключен» из его марки) и 

_ .v 
и. р. м. В, имеющим вид произведения X .6/. где В, — вероят-
ностная мера на R+ (распределение длительности обслуживания 
в J'-M узле) со средним bjx и дисперсией dy<co, 1< /<7V. 
Такая сеть часто называется многофазной системой 01 \ 01 -*•... 
...->• QI111 оо. 
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В статьях [32], [183] проведено асимптотическое изучение 
этой сети в предположении, что при а-> оо выполнены условия 
большой загрузки 

d = d°a--- + o(a--), 
*7 — a-1 —fya-̂  + oC.-r-), bf>0, d,. = d°a-2 + o(a-2), (3.20) 

Кроме того, предположим, что detD/v>0, где матрица DM 
имеет вид 

d° + d° d°...d° 
, d° d ° + d S - . . d 0 , 

L > . v - | ! . . I- ( 3 - 2 1 ) 
d° dQ...d° + d0

N, 
Т е о р е м а 3.2.6 ([32], [183]). Пусть выполнены условия 

(3.20), (3.21) и распределения В и Ви l{le}/{le}N, удовлетворя­
ют условиям Лнндеберга—Феллера. Тогда при любом 1= 
= (xj,..., хя) с O x i ^ . . . is-xjr функция распределения 

Р({'Ш1< — ХЬ •ВУ1 + да2< — x2>. . •• Щ+ • • • + W]V< —X/v}) 

равномерно сходится к функции F{N)(x), являющейся решением 
краевой задачи 

-(Ь, gradFw) + H2L(DN)Fw = 0, 
dFm/dXj\xrXj+i — Qt l<J<N — \, 

Fw(0,x2,...,xN) = 0, (3.22) 
lim E(Af) (xi,,, .,Xyv)-=E(Ar-i) (Xi,. • ч Хн-г)-

Xff*—ao 

Здесь b = (bb..., bjy) и 

Отметим, что при Af=2 краевая задача (3.22) решается «до 
конца» с помощью сведения к краевой задаче Римана—Гиль­
берта. Поскольку возникающие здесь формулы довольно гро­
моздки, мы приведем ответ в одном частном случае. Пусть N — 
= 2 и di°=0 (т. е. время обслуживания в 1-ом узле сети асимп­
тотически постоянно). Тогда для среднего времени пребыва­
ния (или, что асимптотически эквивалентно, суммарного време­
ни ожидания) справедлива формула 

E^-w)(^+-7F((^),-(d°^-^))Tix 
4—4496 6 49 



", n\ Id» \{cdot}/2 6?4+(6*— biYd° 
X d°+d2°)arccos —•--—g - 1 2- _ - X 

X arc sin ^ V ^ V - Y H Y (3.23) 

Теорема о сходимости распределений, описывающих сеть из 
N последовательных узлов была доказана в [163]. В этой ра­
боте в случае N=2 выписана краевая задача и указано ее ре­
шение при d°=di°. Отметим, что при произвольном N, когда 
tf^di0, первый узел в пределе a{to}oo «отщепляется» от осталь­
ных. 

Отметим здесь близкие результаты, полученные в последнее 
время Ф. И. Карпелевичем и А.,Я. Крейниным для одномерной 
сети КС с так называемым идентичным обслуживанием. Отличие 
этой сети от только что рассмотренной заключается в том, что 
и. р. м. В сосредоточено на «диагональном» множестве 
I = (h > • . . < IN)&JR+ '• h — • • . -=-М-

В [105] модель с идентичным обслуживанием изучалась 
при N=2 в предположении, что внешний поток |1 — пуассонов-
ский, Здесь получено представление в виде ряда для совмест­
ного распределения времен пребывания Wi + li и w2 + h в узлах 
сети. ЭТИ формулы были проанализированы впоследствии [20, 
21] в частном случае, когда распределение длительности об­
служивания (одинаковое в обоих узлах) является экспоненци­
альным. В частности, при p{to}l 

Р ({w2 + 1 2 + 2 In (1 — р) < х}) {to}2 (1 + У\ +4е-*)--. (3.24) 
3.3. Переходное поведение сети Джексона. Рассмотрим про­

цесс Джексона n{t) — (riv (t), v&V) . с. вектором интенсивностей 
внешних потоков a=(av, v&V); вектором интенсивностей 
обслуживания b = (bv, vQV) и матрицей маршрутизации Q ==(<?-.,-.-, 
•V, v'GV). Пусть X(t) = (Xv(t), v£V)-~na.6op независимых мар­
ковских процессов со значениями в Z+, описывающих длину 
очереди (число заявок в системе) М \ М | 11 оо с интенсивностью 
пуассоновского входного потока я » + 2 •V--/V. -. и интенсивностью 

обслуживания bv, vQR1. Далее, пусть Y (г.)-процесс, описываю­
щий длину очереди М \ М | 1 | ОО с интенсивностью входного пуас­
соновского потока 2jiv И интенсивностью обслуживания £pvqv m 

vQV vQV 

Т е о р е м а 3.3.1 _([233]); Если Xv(0)=n.v{0) при всех vQV, 
то для любых n=(nv, D6l/)6Z+ 

P({nv(t)>Ev, veV})<I[p{Xv(t)>h„). (3.25) 
vQV 
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Если К(0)=--2'М0)> т о Для любых mQZ+ и t > 0 

[^iiv(t)>m\)>P{{Y{t)>m}). n (3.26) 
l°eK J/ 

В силу этой теоремы имеют место следующие соотношения 
упорядоченности для случайных величин и векторов (или,,' 
эквивалентно, для их распределений) 

t.gV 

(определение и свойства отношения порядка <-, см., например,. 
в [288]). Как хорошо известно [84, 288], это отношение между 

(d) 
многомерными функциями распределения слабее, чем < . Оказы­
вается, сеть Джексона дает естественный пример случайных 
величин, для которых неравенство < не выполняется. А именно,-
справедлива 

Теорема З.З.2 ([233]). Соотношение 
w 

n(t)<X(t) 
справедливо лишь, если матрица Q = 0. П 

Доказательство теоремы 3.3.2 короткое и мы его здесь наме­
тим. Пусть .?-,,-о<1 для некоторого •vQV. При данном начальном: 
состоянии п(0)6Z+ с n-, > 1 положим 

r-{cdot}=(n6Z+: либо, n>n(0)~ev либо n>/z(0) — ev-\-
+ ео' для некоторого v'=£v}, 

где е~, v£V—-«единичные» (базисные) векторы из Z+. Отноше-
(«о ние < подразумевает, что Р (n(t)$Tv)^,P (X(t)QVv), но тогда 

- bvqv, „о = lim t'\P (n (t)&?v) - 1) < - b - Urn t-\P {X (t)£Tv) - 1),. 

что приводит к противоречию. 
Эти результаты допускают следующее обобщение [235]. 

Разобьем множество узлов сети V на подмножества V1, . . . , V.,. 
где U V * = - V H Vtif]Vh=0 при 0 < i 1 < ^ < s . Пусть я-'> (*)/ 

i 

i — 1, . . . , s,— процессы Джексон а с множествами узлов V(;), ин-
тенсивностями входных пуассоиовских потоков a„ + 2 '-V<?»'. »»• 

vQV^, интенсивностями обслуживания bv, ъ£]/^\ и матрицами 
маршрутизации Qv{i) — {qv, -.<> v, v'GV{l)). Отметим, что выходные 
потоки в узлах vQV^ являются пуассоновскими с интенсивности» 
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ми bv(q„,a>+ 2 ^ ." 'V Пусть /ii)(°)=n^(0) при u6V"(0, 1< 

< i < i s . Рассмотрим произвольный набор возрастающих множеств 
r ( 06Z£ ( 0 (множество Г возрастающее, если из того, что tiQT 
и п'>п покоординатно, вытекает, что п/£Т). Тогда при всех 
t > 0 

Р ({«(*)6ХГ(л})<П.Р({я('> (t)er(0})'. (3.27) 

Более того, при дальнейшем «измельчении» разбиения множест­
ва V, правая часть (3.27) может только возрасти. Как и ранее, 
доказывается, что неравенство rt(t)<(aU) (t), ] = \, ...,s) не вы­
полнено, если только qViV,=^Q для некоторых v£V{i), v'QVu,), 
где i + j ' . 
, В работе [236] получены явные формулы, описывающие 
переходное поведение одномерной сети Джексона, состоящей из 
последовательно соединенных узлов 1, , . . , N, c интенсивностя-
ми обслуживания Ь\,...,ЬцТ& пуассоновским ПОТОКОМ интенсив­
ности а, поступающим в узел 1 (ем. рис. 3.4). Переходные ве­
роятности для процесса Джексона выражаются в этом случае 
через введенные автором «решетчатые функции Бесселя» 
1(п, •) ранга n6Zw, которые определяются соотношением 

ехр 'yHN + l)U + *.+ ...+^L+±) 

= ^ *?' • • • xlNl ("•> У)> 0» ^ % > 0 - (3-28) 
nQz" 

Эта формула обобщает известное соотношение для модифициро­
ванных функций Бесселя ([11]) 

ехр [у 12 (х + 1 /x)] = 2 Xм*m (У)- (3-29) 

• Приведем интегральное представление для решетчатых функ­
ций Бесселя 

оо N N 

z-ft-И / 

(2n)N 

X J d0i . . . dQN ехр у I (N + 1) j exp (J9i) + ехр (г (e2 - 0i) + • 
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. . . + exp (— iQN) — iJ^nfiA , nGZN, 
/ - 1 / -

При t/-> со 

.v 
где n°=(tiu ..., n%)QZ+ определяется соотношением n°==2nA , 

1 < / < i V , и G(n°) = 2 G;v,/z°n° с Gjj = N и G ; , f t-----1, 
1 < / , k<..V, y-^k. ' '* ' ' 

Пусть n (0) = (Я1 (0),.. . , nN (0)) — начальное состояние, 
n(t) —состояние в момент t, T—случайный момент, когда п(t) 
впервые имеет нулевую компоненту. Положим 

a-=fa + 2 ^ ( - V + l ) , g-LlLdj)*», 
N 

h = a/g, P;—a&i . . . b^/gi, 2<J<N, р р « Ц р ; л n£Z%. 

Наконец, пусть &N — множество матриц, осуществляющих пере­
становки векторов {еи е2 — ех, . . . , eN~ejv-ь — eN}, а ( —1)rt» 
где ng@yv, —четность соответствующей перестановки-

Теорема 3.3.3 ([236]). Справедливы формулы 
&t («'. п) = Р ({п (0 = п] | п (0) = я') = 

= exp(—(iV + 1)at)p'--"7(n—tt', (W + l)g-t), (3.30) 
Qt (п', п) = Р ({и (t) = п,Т>Щ\ к (0) = nO — 

- e x p (—(ЛГ+1)аО{beta}"-"' 2 (-1)я /( /- — я(л'). (jv* + l)gt), 

n,n'GZ%. D (3-31) 
Это естественное обобщение хорошо известных формул для 

очереди M|M|1 |oo, порожденной пуассоновским (a, Ei)-noTo-
ком ([225]): 

SPt(m', m) = exp(—(а+ &)/)(а6-1)1/2('и-"г')/,„_,„• (2t Vab\ 
Ut(m', от) —exp(-(a + 6)t)(ar1)1/3(m-m '4/«w„' ЩУаЬ)-

1 m+m' (2tVab)], m,m'eZl
+. 

Формулы (3.30), (3.31) позволяют вычислить асимптотики услов­
ных вероятностей ^t(n',n), Qt(n.',n) при t{to}oo. 
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3.4. Другие классы сетей. Отметим недавнюю работу [200], 
посвященную изучению одномерной сети КК с потерями. Сеть 
СОСТОИТ из узлов 1,.-. , -V, соединенных последовательно пучка­
ми из г линий (ем. рис. 3.5). Возможные маршруты возникаю­
щих сообщений (вызовов) L имеют вид [/,/']-=(/, / + 1 , . . . 
- . . , Л , i{le}i</'{le}-v. 
Внешние потоки 1L предполагаются пуассоновскими (aL , Е)-
потоками с марками (длинами) 1&R\_ (Е(~Е\)—экспоненци­
альное распределение со средним 1). Вызов теряется, если в од-

1пом из пучков на его маршруте нет свободной линии, в против­
ном случае происходит соединение и соответствующая последо-

1 , - л г - - N - 1 

7 
тлинии, 

Рис. 3.5. Одномерная сеть КК с потерями 

вателы-юсть линий занимается в течение времени, равного 
длине сообщения. Пусть, как и выше, Л — множество возмож­
ных маршрутов, Пь {t) •—число принятых вызовов с маршру­
том L в момент t, n{t) —вектор (nL (0, 1-6Л). Тогда марков­
ский процесс n[t), . ^ 0 , имеет единственное стационарное рас­
пределение 

ТТ a"L 

ii(JV.r) ( л ) - Я Г А о •-••-•-L-, .nez£,f, (3.32) 

где &l[N,r)~ нормирующая константа, а Z+,r —множество 
JnQZ+:2 яь< г при всех / = 1, . . . , N\. Пусть далее 0Nif 

обозначает множество векторов m = (m0, . . . , mN+\) c m — 
= mjv+i=0 и 0 < m y < r при I < , /< / • / . Для заданного состоя­
ния nQZ+ir обозначим через mj(n) число линий, занятых в пучке 

и введем вектор m(n) = (m0(n) mN+\ (n))60.v,r, полагая 
m0(n) = mN+l (л.) —0. 

Теорема 3A.1 ([200]). Пусть интенсивность а^.у) при 
1 <j<j'<N имеет вид %qi'-i-x. Тогда существует однород­
ная цепь Маркова {xk, kGZ1} с пространством состояний 
.{0, м. ,г} такая, что стационарное распределение процесса 
tn(ii{t)) совпадает с условным распределением (x1, ...,xN) при 
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условии x0-=x.v+i--=0. Более точно: (i) существуют переходные 
матрицы QN-k = (qN-k{-, •)), 0 < k < y v , порядка (r + l) такие, 
что при всех т^Оы.г 

N 

ft-О 

{и) при всех s, s' = Q, г существует предел 
qftS, s') = \imq,(s, s'), 

. / •+00 

определяющий переходную матрицу Q = (q(., .)); (iii) при 
всех mQOjv.r 

П qN_k(mk, т, г+1)==Щ(^й , m^lq^+^ф, О). • (3.34) 
Л-=0 /._0 

В формулировке теоремы 3.4.1 можно отказаться от условия, 
что протяженность маршрута экспоненциально убывает, но тогда 
надо предполагать, что г = 1. Кроме того, меняется конфигура­
ция сети: к линиям cs;.= (^{to}D/+1), l < / < i V — 1, образующим 
«магистраль», добавляются линии а (Я (см. рис. 3.6), которые могут 
«использоваться» в обоих направлениях, и в качестве маршрута L 
.вместо [/, J'] выступает последовательность линий [j, / ' ] — 
•—(aU), aj, .•... а г _ь a.U')). 

1 N-1 

, ( 1 . »<г) ,(31 
а 

(N1 

Рис. 3-6. Однолинейная сеть КК 

Предположим, что интенсивность й[.лл° зависит только от 
разности J' —/:а[/,/'р — •-•./ (/' — /)• Пусть тейе{0, 1} —число 
каналов, занятых на линии aft. Можно доказать (см. [200]), что 
существует стационарный процесс восстановления {-xft, k&Z1} 
с двумя значениями 0,1 'такой, что 'распределение вектора 
(ти ..., mN) совпадает с условным распределением последова­
тельности (xi, . . . , XN) при условии '.х:0-=Хлг+1 = 0. Реализация 
процесса xk состоит из блоков единиц и нулей. Длина блока 
•единиц имеет распределение 

F(1>(/)-=Hl-»e0r1«S+V(j). j>-» 
& длина блока нулей —геометрическое распределение 

E(0)(;)-=(l—«0)«r1, 7>1» 
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где к0 — единственное на интервале (0, 1) решение уравнения 

(1 - * ) - *2 %1+J/ <;> 
В частности, при/(/ ')Е=1 оба распределения--геометрические. 

Далее мы обсудим несколько результатов, относящихся к одно­
мерной сети КС, в которой узлы 1,2, . . . последовательно соеди­
нены бесконечными пучками линий. В сеть поступает один внешний 
пуассоновский (а, £>поток |1 с марками /6/?++ (маршрут каждого 
сообщения есть бесконечная последовательность (1,2, . . . ) и мы 
можем «исключить» его из марки). И.р .м. Е отвечает последо­
вательности независимых экспоненциально распределенных вели­
чин lj, j>\, со средними bjl. Моменты попадания tj(y) сооб­
щения у в узел j связаны соотношением 

^(y)—^_i(y)+^_i(y)-
Обозначим через п° число сообщений в узле j в момент 

прихода туда выделенного сообщения (точное определение дается 
в терминах распределения Пальма). Положим pj = abj\ j>l. 

Т е о р е м а 3.4.2([18], [19]). Пусть все Ь, попарно различны. 
0 0 

Тогда производящая функция Qk{zx, zk) = Ez^zk
k имеет вид 

Оь (2i> zk) = exp (pi (z1 - 1 ) + рЛ (zk - 1)) j g(zi, zk, t) dt, (3.35) 

где 
g(z1, zk, t) = ty(t) exp (p1 (21-1) (zk — 1) Ф (*)), 

4>(*)-=2 e~b'ibi П bti(bt-bj), 
k 

<№)=*&?'% е-*1% П bsl(bs~bj). • 
/•=1 l<s<k:sj-j 

Из этого результата вытекает изящцая формула для коэффи­
циента корреляции 

Эта формула была впоследствии обобщена Боксмой на слу­
чай, когда экспоненциальное распределение в рассмотренной 
выше модели заменяется произвольным распределением. Если 
среди математических ожиданий bfl есть одинаковые, формулы 
(3.35) — (3.36) следует понимать в смысле предельных значе­
ний. В частности, при 61= . . . =bh=b 
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с(£) = 22-»с£гЛ — 0(1/К£). 
Т е о р е м а 3.4.3 ([18], [19]), Если Ъи . . ., bh>0, TO c(k)> 

>0. Если кроме того, 0 не является предельной точкой множе­
ства предельных точек последовательности {6.,}, то c(k){to}0. 

ft-*-СО 

Если 0 < 6 ° < b j < b 1 < o o для всех /, то 

с ( А ) - = - - — - + о ( 1 / К П кф*1Ь\ ЬЧЫ>]. 

Если же 0 или со являются предельными точками последова­
тельности {Ьу}, то можно получить различные стремления с (/г) 
к 0. Например, c(k) — "|/"¥/2(k ln 2 kr 1 / 4 при bk = YT; с (k) = 
= 1 /К2я£- 3 / 4 при 6,. = у$Г1/2. • 

В заключение § 3 мы обсудим ряд работ, в которых изуча­
ются различные варианты дисциплины деления процессора 
(PS). Наиболее популярны «справедливое» (эгалитарное) 
деление процессора (EPS) и дисциплина FBPS. При дисцип­
лине EPS устройство с равной интенсивностью обслуживает 
все находящиеся в очереди сообщения, при дисциплине FBPS 
процессор с равной интенсивностью обслуживает все требова­
ния, имеющие минимальную обслуженную длину (суммарная 
интенсивность всегда равна 1). Хороший обзор результатов по 
анализу работы одного обслуживающего устройства с этими и 
родственными дисциплинами можно найти в [324]. Отметим 
результаты работы [122], в которой изучаются двухфазные се­
ти М \ М | l{to}M | 1 с дисциплиной EPS на первой фазе и а) стан­
дартной дисциплиной FCFS на второй фазе, или 6) дисципли­
ной EPS на второй фазе. Мы здесь коротко обсудим случай а). 

Пусть, как и ранее, в узел 1 (на 1-ю фазу) поступает пуас. 
соновский (a, Ei,XE*s)-noTOi< внешних сообщений. Длины сооб. 
щений на каждой фазе независимы и экспоненциально распре. 
делены со средними ftf1 и ЬГ\ соответственно. Известно ([45], 
[90]), что выходящий поток из системы M | M | 1 - E P S является 
пуассоновским и для совместного стационарного распределения 
числа сообщений в рассматриваемой двухфазной сети справедлива 
продакт-формула 

I* (л> =» (1 — Pi) (1 - Ря> pf'pa", п = (пъ tt2)QZ%, (3.37) 
где pt = abTl, i = 1, 2. Условие неперегруженности имеет вид 

a<min [bi, b2], (3.38) 
а среднее время пребывания (доставки) сообщения в рассматри­
ваемом «тандеме > (М \ М | 1 - EPS) {to} (M | М | 1 - FCFS) равно 

(а-_а)-- + (6а_а)-1. 
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Корректное определение времени пребывания Т выделенного 
сообщения, как и выше, дается в терминах оснащенного семей­
ства (которое в данном случае сводится к одному оснащенному 
потоку гц). Рассмотрим условное преобразование Лапласа 
Фг (s | n.i, n2) времени пребывания выделенного сообщения при 
условии, что на 1-й фазе (в узле 1) находится, кроме него, щ 
других сообщений* а на 2-й фазе (в узле 2)—-п2 сообщений, 
Пъ П2&£+- Величина Ц>^ (s \ пг, п2) определяется аналогично, с той 
лишь разницей, что выделенное сообщение предполагается 
находящимся на 2-й фазе и щ других требований на этой фазе 
считаются поступившими до его прихода. Можно показать, что 
при условии (3.38) величины фг (&'| ni, n2) и 9^ (s \ nu n2) удовлет­
воряют следующей системе уравнений 

Фг (s|ni, tt2)(s + a +&! + %>,(«2)) = афг (s | л1 + 1, /г2) + 
. +*i («-1 + 1Г1[ге1Фг (s | «1—1, «2+1) + Фг (s \щ, я2)] + 

+ *29j.(s|ni,»a — 1) 
где полагается Фг (s| пг, п2) =Фг(5|/г1, п2) = 0 при n1=—- 1 или 
П2= — \. Далее легко подсчитать, что фг(5 \пи п2) = 

Заметим теперь, что преобразование Лапласа времени пре­
бывания Чт (s) = Е exp(— sT) выражается через производящую 
функцию 

G(x, z, .s)= 2 Фг (s\nu n2)xniZn' 
("1.Я|)6-г2_ 

по формуле 
Tr(i)-(l-p l)(l-pa)O(Pi.P2.-- ')- (3.39) 

Для отыскания Q(x, г) (аргумент s для простоты записи будем 
опускать,) нужно решить краевую задачу типа Римана — Гильберта. 
_ Функциональное уравнение удобно выписать для , функции 
Q(x, z)=--xG(x, z): 

(s+a(l-~x^) + bl(l-xz-i) + b2(l-z))£FG(x,z) + 

+ ах~Ю (х, z) = (b2 - bxxz~l) —• Q (x, 0) + 
+ M2[(1-x)(s + 6 2 ( l -s ) ) r i . (3.40) 

Тогда корни x! (2), x2 (.г) квадратного уравнения (относительно х.) 
s + a (1 - x-1) + bx (1 — x;?-1) + b2 (1 - z) = 0 

•аналитичны на комплексной г-плоскости с вырезанными отрезками 
[21, 22] и [z3, zA], где 0=2.1 < г 2 < р < 1 <zs<z4- Отрезок [21, z2] 
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при. отображении z^-xt (г), i -=1, 2, переходит в замкнутый 
контур L на комплексной плоскости, симметричный относительно 
вещественной оси. ; 

Анализируя уравнение (ЗЛО), приходим к равенству 

{х-хх (г)ГР' (х - х2 (z))'yО (х, z) = &Г1 j (b2z - ft.it) (t-x t(z))y X 
x 

Xl{z) 

X{t-x2(z)f?(t)di+b2z[s + b2{\~z)}-1 J (t-Xi(z))YX 
x 

X{t-x2{z)f(l-tyldt, (3A1) 
где 'P=x2(z)/(xi(z)--x2(z)), T=xi(z)/(x2(z)—xi(2;)), a f — 
функция одной комплексной переменной, удовлетворяющая ин­
тегральному уравнению Фредгольма первого рода на конту­
ре L: 

\K{x,y)f(y)dy^{x), х&. (342) 
Для ядра К и функции oj) выписываются (довольно громозд­
кие) явные формулы, которые мы здесь не приводим. Таким 
образом, если решить уравнение (3.42), задать f (х) внутри 
контура L по формуле Коши 

и найти G(x,z) из равенства (3.41), то преобразование Лап­
ласа х¥т определится формулой (3.39). 

§ 4. ОСНОВНЫЕ АППРОКСИМАЦИОННЫЕ СХЕМЫ 
ДЛЯ СЕТЕЙ С ОЧЕРЕДЯМИ 

4.1. Пуассоновская аппроксимация для сетей КС. Говоря 
наглядно, пуассоновская аппроксимация основана на предпо­
ложении, что все узлы (или линии) сети работают, «почти не 
влияя» друг на друга. Естественная математическая форму­
лировка этого предположения состоит в том, что «внутренние» 
потоки сообщений, поступающих или претендующих на линии 
сети, взаимно независимы и каждый из них является пуассо-
НОВСКИМ (a, G) -потоком, где значение интенсивности а и 
и. р. м. G определяются, исходя из семейства S внешних 
м. т. с.п. 

Например, для сетей КС с узловым принципом обслуживания 
и стационарным семейством независимых внешних м. т. с. п. 
S == {gL, LgA} пуассоновская аппроксимация состоит в следующем. 
1. Времена ожидания <wv, vQL, сообщения с маршрутом L (без 
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самопересечений) считаются независимыми друг от друга (и от 
времен ожидания других сообщений в узлах г><|Ь). 2. Каждая 
из величин ww распределена как виртуальное время ожидания 
(в. в. о.) заявки в ^+-м.т .с .п . |°Ф£„, представляющем собой 
суперпозицию независимых /?+-м. т. с. п. £° и Zv. Здесь |° — 
образ внешнего потока g„ при_ отображении пространств марок 
M(о)-»-./?+, когда пара (L', /') переходит в t'v (напомним, что 
компонента l'v вектора длин /'6-/.?+ задает длительность обслу-
лшвания сообщения в начальном узле t>--—•г»(1, _') маршрута 
Ь/6Л°(г))). Интенсивность потока l°v равна интенсивности av 
внешнего потока !„, а и. р. м. есть проекция и. р. м. в потоке 
lv при указанном отображении марок (если \v — пуассоновский 
м. т. с. п., то таковым же, разумеется, будет и |°). Что касается 
£,-,, то это —пуассоновский {av, О^-поток с интенсивностью 

а » = {sum} 5( -" ,Ь)а с (4.1) 
Хблм*) 

и и. р. м. Gv, определяемыми как смесь 
S(v,t) 

G.-кг 2 ^ 2 4v.i (4-2> 
распределейнй B^vj, 1 < / < S ( t . , L), длин сообщений при 
попадании их на обслуживание в узел v (распределение B^v, 
находится по и. р. м. во внешних потоках | с , L-бЛ1 (t))). Здесь 
Л1 (о) == Л (г») \A°(z.) — множество маршрутов, проходящих через 
узел v, однако не начинающихся в нем. 

Если м .т . с . п. |° является пуассоновским, то суперпозиция 
1£®£» будет пуассоновским (av, С?,_,)-потоком с интенсивностью 
av (см. (2.22)) и и. р. м. 

S(v,Z) 
G , = ^ {sum} Ч _ Bfo.y (4.3> 

Х6л(») •/=• 
Пуассоновская аппроксимация приводит к простым формулам 

для распределения времени доставки Т отдельного сообщения 
(см. раздел 3.2). A именно, слагаемые wv, <oQL, В сумме (3.5) 
взаимно независимы и независимы от lv, vQh. Распределение 
калсдого из слагаемых tov определяется распределением 
м.т .с . п. ll@£v. В частности, если суперпозиция £°Ф£~, есть 
пуассоновский (av, G-,)-noTOK, то wv распределено по закону 
Ф(а„, Qv). Если теперь дополнительно преадолэжить, что 
компоненты lv вектора длин I распределен >i независимо, то 
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распределение времени доставки записывается в виде свертки 
(ср. с (3.6)) 

*Ф{а^ф QVW)*BLMO- С4-4) 
t 

Пуассоновская аппроксимация весьма широко используется 
в ходе практических расчетов различных классов сетей КС 
(ее часто называют аппроксимацией или гипотезой Клейн-ро­
ка, активно пропагандировавшего этот расчетный метод в 
60-х — 70-х годах (см., например, [46]). С математической 
точки зрения, однако, утверждение о независимости времен 
ожидания сообщения в процессе его передачи по сети неверно 
даже для чрезвычайно простых моделей, как показывает при­
мер сети Джексона из трех узлов, обсуждавшийся в разде­
ле 3.2. Поэтому ясно, что речь должна идти о специфическом 
предельном переходе, приводящем к независимости и nyacco-
новскому характеру потоков сообщений, поступающих в дан­
ный узел после обслуживания в других узлах сети. 

Такой предельный переход был осознан и по существу чет­
ко сформулирован в технической литературе указанного пе­
риода времени. Он состоит в том, что «разветвленность» сети 
(скал-сем, минимальное значение полустепени захода и исхода 
узлов) неограниченно возрастает. Тогда можно ожидать, что 
внутренний поток,' поступающий в данный узел, будет вклю­
чать, как правило, сообщения, которые не оказали друг на 
друга влияния в ходе предшествующих этапов их передачи по 
сети. 

Математические исследования, относящиеся к пуассонов-
ской аппроксимации, по-видимому, начались с работ [261, [34] 
и [115]. В работе [115] рассматривались (конечные) сети 
Джексона, в [26]—--так называемые звездообразные сети КС. 

Т е о р е м а 4.1.1 ([115]). Предположим, что параметры 
а= (а и ) (вектор интенсивностей внешних потоков), b=(bv) 
(вектор интенсивностей обслуживания) и Q = (</-»«' ) (матрица 
маршрутизации), определяющие сеть Джексона с конечным 
множеством узлов V, удовлетворяют условию неперегруженно­
сти (2,5). Тогда для процесса Джексона в стационарном режи­
ме справедлива следующая оценка: для любого ограниченного 
интервала времени (г!1, tz) и любого V°i=F 

vQV \v'QV J 
Здесь через i~.°, обозначается стационарный т. с. п. интенсивности 
с°, описывающий моменты поступления сообщений в узел vQV, 
как извне, так и из других узлов сети, r^lV,."-) — е г 0 сужение 
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на (t\ t2) (совместное распределение Р;пол порождено процессом 
Джексона n (*.))• Что касается семейства {т]£"}. т 0 о н о включает 
независимые пуассоновские т. с. п. rfe той же интенсивности c°Vt 

Теорема 4.1.1 сама по себе не дает возможности вывести не­
зависимость времен ожидания выделенного сообщения в разных 
узлах сети: для этого требуются некоторые дополнительные 
условия. Примечательно, однако, что в этой теореме достигается 
естественная (в определенном смысле неулучшаемая) оценка 
уклонения распределения Р о от распределения пуассоновского 

V 

потока Р |_. 
V 

N - 1 

РИС. 4.1 

Звездообразные сети КС, рассматривавшиеся в работе [26],. 
имеют конфигурационный граф, изображенный на рис. 4.1. В се­
ти имеется N «периферийных» узлов \,...,N, связанных с 
«центром* 0 парами линий связи а— (/->0) и о^-=(0->/), 1 < 
< / < i V ; обслуживание сообщений осуществляется на линиях 
сети. Через $Ф' обозначим множество линий а'р 1 < / < i V . Воз­
можные маршруты сообщений L (для которых интенсивность aL 
соответствующего внешнего потока | L отлична от нуля) исчер­
пываются тройками (j,0,k) (или парами (aj,a'k)) l < / , k<N. 
Предполагается, что внешние м. т. с п. |L для таких маршрутов L. 
являются независимыми пуассоновскими (cti, _3L)-noToiOMH интенсив­
ности at = a/(AT—-1) с и. р. м. Вь=В,не зависящим от L и пред­
ставляющим собой произвольную вероятностную меру на R2 

имеющую конечные моменты всех степеней (в [26] рассматри­
вались более конкретные условия на это распределение). Обо­
значим через В1 и E2 маргинальные распределения длин 1а и i a . 
и через ^—распределение суммарной длины (/«-+-/„-) и поло--
жим b-l = \lBx{dl), {bf)~l^]tB2(dl). 

Т е о р е м а 4.1.2 ([26]). а) При выполнении условия непере-
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груженное™ 
a <m1n [&,&'] (4.6) 

для любого множества линий s^°cs^' и любого ограниченного 
временного интервала (г.1, P) имеет место оценка 

<C|^°|(t2 —^)Ar- (4.7) 
(ср. с (4.5)). б) Совместное распределение длин 1а и 1а' и вре­
мен ожидания чаа и wa> отдельного сообщения с маршрутом 
L = (a, a') на линиях а и а' сходится при iV{to} oo (в смысле сла­
бой сходимости) к произведению 

ВХ®(а,В{)Х$(а,В*), (4.8) 
а распределение времени доставки Г ^ ^ с + У + К ' - ! - / - ' ) - -
к свертке 

.8+*Ф(а,.51)*Ф(а,£2). D (4-9) 
Утверждение б) теоремы 4.1.2 можно переформулировать 

так, что <при И-+-оо оснащенные и. т. с. п. i\a сходятся к неза­
висимым пуассоновским (a, G)-потокам, где и. р. м. G есть 
вероятностная мера на R+^ вида (4.8). 

Аналогичная теорема может быть доказана для общего 
класса сетей КС на конфигурационных графах без циклов. 
При наличии циклов ситуация существенно усложняется. В ус­
ловиях теоремы 2.5.1 можно обосновать пуассоновскую аппро­
ксимацию при предельном переходе, когда степень «ветвления» 
конфигурационного графа неограниченно возрастает 
(М. Я. Кельберт, Ю. M. Сухов). Типичным примером последо­
вательности таких графов служит последовательность й-мер­
ных решеток Zd при d{to}oo. 

Отметим в заключение еще одну, в некотором смысле более 
сильную, формулировку пуассоновской аппроксимации, подчерки­
вающую ее связь с утверждениями типа закона больших чисел. 
Для простоты ограничимся обсуждением случая звездообразных 
сетей. «Исходным» состоянием может служить набор длин очере­
дей на входах линий сети п=(па,, па~, 1 < / < Л / " \ . В силу сим­
метрии сети удобно перейти к долям заполнения r(0) (rn0, t), 
r^)(mi,t), m0, tn&Z\. Значение iVr(0-(m0, t) задает число ли­
ний «у, l < / < j v \ c длиной очереди mo. а .Л/г--> (т 1, t)—- число 
линий а'к1 \<Ck<N, с длиной очереди тъ в момент t. 

Процесс изменения 'состояния сети приводит к процессу из­
менения набора долей заполнения r(0)(m-, 0 и гш (тпь 0 • ЭТОТ 
случайный процесс, вообще говоря, не является марковским. 
При выполнении условия (4,6) можно говорить о его «ста­
ционарной» версии. Пусть оба маргинальных распределения 
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В1 и В2 являются экспоненциальными со средними Ь~х и (&')-1. 
Из результатов работы [26] вытекает, что при N-.У-ОО процесс 
(r<0)(mo,^), rw{m\,t), t&R{) становится детерминированным: 
функции rm(m0, t), r{X)(mut) оказываются с вероятностью 
1 решениями системы дифференциальных уравнений 

— r<°) (mo, t) = -(a+b) r(°) (m0, t) + ar<°) ( / » 0 - 1 , t) + 

+ .V<0)K+-> t), 

+ *(_2 r(°)(m0. O.-t" (« i - l . 0)+6'-r,1)(«t + l.t) 
\ m i i > l / 

(при /no=0 или /n1=0 правые части модифицируются очевид­
ным образом). 

Интересно проанализировать вопрос о стационарных реше­
ниях r(0)(m0), r(1)(OTi) этого уравнения, обращающих в нуль 
правую часть. Легко проверить, что единственное стационарное 
решение имеет вид 

г ( 0>Ио)-=[(--р>Р'Ч Г<14да0 = [<--Р /)Р / И ' ] . то' -^i6-V. (4.11) 
Выражения в квадратных скобках задают распределение 

длины очереди 7H|M|l|oo в изолированном обслуживающем 
устройстве, на которое поступает внешний пуассоновский 
(а, Е.) -поток. 

Близкие результаты, относящиеся к классу замкнутых се­
тей КС, были получены недавно A. Л. Столяром. 

4.2. Пуассоновская аппроксимация ДЛЯ сетей КК. Удобно 
начать обсуждение со случая звездообразных сетей, например, 
с дисциплиной FCFS+FCFS, рассматривавшейся в разде­
ле 2.6. Конфигурация сети изображена на рис. 4Л. Предполо­
жения о характере внешних потоков остаются прежними (вме­
сто вектора длин I фигурирует одна длина / с экспоненциаль­
ным распределением Еъ). 

Время доставки отдельного сообщения c маршрутом L== 
- (а, а') в рассматриваемой модели звездообразной сети КК 
записывается в виде 

т = Ю о + ш 1 - Н (4.12) 
где чюа(=^ч!ра) — время ожидания доступа к сети, wx(=w]i.) — 
время ожидания освобождения второй линии а/. При конечном 
значении N компоненты (да0, wl) не зависимы от длины I, 
однако зависимы друг от друга и распределены довольно слож­
ным образом. Как и в случае сетей КС, упрощение возникает 
при переходе к пределу при N{to}oo. 

Для формулировки результата удобно рассмотреть «урезан-
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ную» сеть, построенную по семейству Е..о, образованному суже­
ниями внешних м. т. с. п. {|L, .•»}, t^R1. Возникает соответст­
вующее семейство оснащенных м. т. с. п. {ц^],}-

Т е о р е м а 4.2.1. При выполнении условия неперегружен-
ности 

а < 1/2 6 (4.13) 
при любом фиксированном маршруте L—(а, а') совместное рас­
пределение длины I и времен ожидания w° и wl сообщения 
с маршрутом L, вычисленное по распределению Пальма P$N) 
в момент t > / ° , сходится при последовательно выполняемых 

предельных переходах A/{to}oo, t°~>—оо (снова— в смысле сла­
бой сходимости) к произведению 

£ ьХФ(а,£ь*Ф(а,Я ь ) )ХФ(а,£ь) , (4.14) 
a распределение времени доставки Т — к свертке 

Еь*а>{а,Еь*Ф(а,Еь))*Ф(а,Еь), (4-15) 
дающей экспоненциальное распределение ЕЬг~2а. О 

По-видимому, в утверждении теоремы можно изменить поря­
док предельного перехода /V{to}<-», ^°-> — оо , т. е. рассматри­
вать предельное поведение распределения Пальма А„(ло 
при N{to} со . Однако это—предмет последующих публикаций. 

Утверждение теоремы 4.2.1 можно переформулировать так, 
что при TV {to} оо, t0-^—оо оснащенные м. т. с. п. У\\^\, СХОДЯТ­
СЯ к независимым пуассоновским (а, (?)-потокам, где и. р. м. Q 
есть вероятностная мера на R+3 вида (4.13). Здесь МОЖНО так­
же сформулировать аналог утверждения а) теоремы 4.1.2. 

Интересно сравнить предельные распределения времени до­
ставки в обеих сетях Ткс и Ткк, заданные формулами (4.9) и 
(4.15). Предположим, что длины сообщения на обоих этапах 
передачи в сети КС идентичны: 1а=1а> , и распределена по 
экспоненциальному закону со средним Ь-1. Графики средних 
значений Е7К с и Е ~ к к в зависимости от Ъ при а—1 изобра­
жены на рис. 4.2. Значение bo, для которого ЕГкс—ЕГ1—, при­
мерно равно 2,4. При этом значении Ьа графики функций рас­
пределения величин ~ к с и Ткк изображены на рис. 4.3. 

Поясним смысл формул (4.13), (4.14). C «точки зрения» 
сообщений, стоящих в очереди в периферийном узле /, интер­
валы времени между моментами получения доступа к сети 
предшествующими сообщениями и моментами их ухода из се­
ти «воспринимаются» как своеобразные «фиктивные длины» 
этих сообщений. Грубо говоря, сообщениям, ожидающим досту­
па к сети в одном из узлов./, «безразлично», в каком состоя­
нии находится сообщение, занимающее первое место в очере­
ди: ожидает ли оно освобождения второй линии своего 
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маршрута или уже передается по соответствующему каналу. 
Иными словами, сумму (©'+/) можно считать фиктивной 
длиной сообщения. Разумеется, само по себе это значение не 
дает возможности рассчитать совместное распределение вре­
мен ожидания w° и ш1. Однако при N{to}oo, когда разветвлен-

Рис 4.2 

Рис. 4.3 

ность сети неограниченно возрастает, время ожидания осво­
бождения второй линии ш1 становится независимым от w° и 
распределенным по закону Ф(а,Еь) (это — ключевой момент в 
объяснении пуассоновской аппроксимации). Тем самым время 
ожидания доступа w° оказывается распределенным как вирту­
альное время ожидания в очереди M|G/jl|{infty} с распределе­
нием длины Ф (а, Еь) *Еъ-

Этому результату можно, как и в случае сетей КС, придать 
другую формулировку (принадлежащую Р. Л. Добрушину и 
A. H. Рыбко), связанную с процессом изменения долей запол­
нения. Например, можно перейти к величинам r(k,n.W;t), где 
k=-0, . . . , JV, nW —(Й1А), ,,.,nik))QZk

+ c n y j ) > l , \<j<k (при 
к = 0 аргумент /z.-ft- опускается). Значение г (А, ф^\ t)N есть 
число узлов / таких, что ровно в k из всех N узлов сети к мо­
менту t получили доступ сообщения, адресованные в /, при­
чем, если упорядочить эти к узлов в соответствии с моментами 
получения доступа, то длины очередей в этих узлах равны 
n̂ > l{le}s{le}/e. При N{to}oo марковский процесс г(k, n(ft); t) изме­
нения состояния сети становится, как и выше, детерминирован­
ным. Здесь возникают дифференциальные уравнения, анало­
гичные (4.10а, б). Мы не будем выписывать эти уравнения 
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(они довольно громоздки). Отметим, что единственным ста­
ционарным решением служит теперь функция r°(k,n('°). кото­
рая находится из рекуррентных соотношений 

r0^,n(fe>)(& + (k + l)a).-=a {sum} r°(k, л.« — ej*>) + 

+ & {sum} r°(^ + l. (^.i(ft))) + li(n(
/f))'"0(A-l-n((t--i))' А > - - ( 4 Л 6 > 

Здесь e\k)QZ+— единичный вектор c компонентами б (i, j)r 
\<j<k, (m,ftW)-вектор {m,tif\ . . „ r f ' j e Z f 1 , n{*L,) - век ­
тор K>, . . . . n ^ . j e z V 1 и 

И»>-$=^(^Г' от>2' (4Л7а> 

Аналогичные результаты справедливы и для других близ­
ких правил передачи в звездообразных сетях КК: FCFS+RG, 
FCFS+LCFS и т. п., с дисциплиной FCFS на этапе ожидания 
доступа. Обобщая эти рассмотрения на случай произвольного' 
конфигурационого графа, пуассоновскую аппроксимацию мож­
но охарактеризовать следующим образом. После получения 
доступа к сети наше сообщение поступает в пуассоновскую-
«среду» (очередь М| Ш| 1 |оо), не зависящую от процесса ожи­
дания им доступа в узле возникновения. Параметр Пуассонов-
ского потока находится из «эргодических» соображений (он 
может зависеть от начального узла v (при узловом принципе-
обслуживания) или начальной линии а (при обслуживании на 
линиях) маршрута L выделенного сообщения), а дисциплина: 
обслуживания соответствующей очереди M|G/|l]oo опреде­
ляется правилом, в соответствии с которым получившие до­
ступ сообщения конкурируют за те или иные участки своих, 
маршрутов. 

Мы приходим тем самым к следующему приближению для: 
распределения величины wl — времени ожидания освобождения 
маршрута после получения сообщением доступа к сети: эта 
есть не что иное, как распределение виртуального времена 
ожидания ф(tiv, Bv) (или <J>(aa, Ba)) в «изолированном* пуассо-
новском (av, Ev) (или (aa, ;8а))-потоке с определенными значения­
ми параметров av и Bv (соответственно, аа и Ва). Что касаетсяе 
времени ожидания доступа к сети w°, то оно не зависит от ти-
и распределено так же, как виртуальное время ожидания 
в jR\.-u. т. с. п. | в (или fa), который отличается от внешнего 
потока !„ (la) тем, что к длинам сообщений добавлены незави­
симые слагаемые, распределенные по закону Ф (av, Bv) (или. 
Ф(а-<-.--За)), а маршруты сообщений опущены. 
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Отметим, что строгие результаты, относящиеся к пуассонов-
ской аппроксимации для сетей КК общего вида, в настоящее 
время отсутствуют. 

В заключение этого пункта — о результатах, относящих­
ся к пуассоновской аппроксимации ДЛЯ других классов се­
тей. Звездообразные сети ПК рассматривались в [34], [187]. 
При неограниченном возрастании числа периферийных узлов 
(.V{to}oo) среднее значение времени доставки сообщения (опре­
деляемого как длина временного интервала между моментом 
возникновения сообщения и моментом получения адресатом 
его последнего пакета) оказалось меньше, чем среднее значе­
ние времени доставки в сети КС (разумеется, при условии, что 
•семейство внешних потоков S — одно и то же для обеих се­
тей). Модель звездообразной сети с ГК,-аналогичная обсуж­
давшейся в разделе 2.7, изучалась в [39]. Здесь получены 
формулы, аналогичные (4.14) — (4.15). 

В технической литературе активно обсуждается пуассонов-
екая аппроксимация для сетей с подвижными узлами и сетей 
с конфликтами (см. [296]). Математически строгих работ в 
этой области пока нет. 

4.3 Диффузионная аппроксимация для сетей КС на боль­
ших временах. Рассмотрим вначале случай изолированного 
обслуживающего устройства (для определенности —очередь 
7W|M|1|oo). Можно поставить вопрос: как распределены 
«аддитивные» функционалы от „реализаций марковского процесса 
n(t), описывающего длину очереди. Примерами аддитивных 

функционалов служат J dsn(s), J ds%>i (n (s)) и т. д. 
о о 

При условии (1.1') эти функционалы имеют «стандартное» 
нормальное 'поведение при t—voo; основу для этого факта со­
ставляет регулярность (свойства слабой зависимости) процес­
са n(t). В случае сетей ситуация более сложна, поскольку 
трудно контролировать эти свойства, особенно на границе об­
ласти пропускной способности. По-видимому, утверждения типа 
центральной предельной теоремы справедливы для сетей с ма­
лыми транзитными потоками (см. раздел 2.7), поскольку здесь 
такой контроль возможен. С 'этой точки зрения весьма 'приме­
чательными представляются результаты статьи [204], где для 
доказательства ЦПТ используются тонкие соображения, свя­
занные с положительной коррелированностыо процессов 
nv{t),v£V, в (замкнутых) сетях Джексона-

Рассмотрим замкнутую сеть Джексона на бесконечной од­
номерной решетке (V=Zx) с интенсивностями обслуживания 
bv=l и матрицей'Маршрутизации'Q='(^-,,„'), где 

gv,v-i=P, qv,v+i = l—p, veZK (4.18) 
Стационарным распределением здесь служит любая продакт-
мера вида (2.6), где \xv— геометрическое распределение на 
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Z+1 с произвольным (но фиксированным) параметром р6[0, 1). 
Введем функционалы от траекторий -процесса Джексона 

n(t) = (nv(t), y6Z!): 

ae(t).= ef f ds%>x{nv{s))-pttrA, t , e > 0 , (4.19) 

M|(t) = e(.V+(^8-2, v)-ppts~2), t, s > 0 , (4.20) 
«|(0 — 6(.V_(fe-2, ^ — (l—^ptg--), t , e > 0 , (4.21) 

где N±(s,v)—число сообщений, завершивших обслуживание в 
узле v в интервале времени (0, s) и перешедших затем в узел 
и=Ы (аргумент v в левой части равенств (4.19) — (4.2.1) опу­
щен, поскольку распределения выписанных величии не зависят 
от и). 

Т е о р е м а 4.3.1 ([204]). Пусть р=£1/2. Тогда при любом 
стационарном распределении указанного выше вида, для любых 
•vQZ1 и / > 0 распределения функционалов Щ (t) сходятся при 
8-г-0к гауссовским распределениям N (0, af) с дисперсиями 
а2., г-=1, 2, 3, где 

а\=2pz. | 2p — 1 Г1, а\< (ррг.),/2 + р (2р01/212p - 1 1 - " 2 , 
а 8 < ( ( 1 - р ) р 0 ' / - + (1- / ; ) (2р0«/ - |2 / 7-1 | - ' /2 . • 

Ситуация в симметричном случае (p=i1/2) более деликат­
на. Оказалось (см. [92]), что здесь распределение функциона­
ла (N+(t,v)—N-(t,v))t~Ui сходится к нормальному распреде­
лению. Отметим, что величину xt=—N+(t, v)+N~(t, v) можно 
интерпретировать как положение в момент t выделенной части­
цы в «двойственном» процессе с простым исключением (simple 
exclusion, см. раздел 4.5). 

Идея доказательства теоремы 4.3.1 основана на том, что 
величины «."(/) представимы в виде сумм слабо положительно 
ассоциированных слагаемых уи, k^l, для которых 

; E ( / ( ^ ) g ( S „ - S A ) ) > E / ( S f t ) E g ( 5 „ — 5 A ) , (4.22) 

где S;. = ^ tft, для любых неубывающих ограниченных функций 
i-i 

fag. Это свойство позволяет использовать следующий резуль­
тат, который получается, если проанализировать доказатель­
ство теоремы 2 из 1[265]. 

Т е о р е м а 4-3.2 ({204}). Пусть {уи}— стационарная после­
довательность слабо положительно ассоцированных слагаемых 
с конечной дисперсией такая, что 

Um/»--DSm.---o-< оо. 

Тогда распределение случайной величины 
(Г-да--/-(5т —/reEi/1) (4.23) 

при m{to}oo асимптотически нормально (0, 1). • 
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Проверим, например, слабую положительную ассоциирован-
яость слагаемых, составляющих и\ (t). Для этого заметим, что 
для неубывающих f и g 
Е [/ (Щ (t)) g кЩ (t + s) - Щ (t))} = j |x (dfi) Eng (и? (s)) E; / (Щ (t)) > 

>Ef(u*(t))Eg(u*(s)), (4.24) 
где E„ обозначает среднее по распределению процесса Джек­
сона, а Е* — среднее по распределению процесса с обращенным 
временем, имеющими начальное цсостояние n = (tiv, TJgZ^gZ^'. 
Нетрудно понять, что обращенный процесс n( — t) по распреде­
лению совпадает с процессом того же типа, что и исходный, 
с заменой р на 1— р и наоборот. Далее, очевидно, что 
E„g(ul(s)) и E*/(af( t )) —-неубывающие функции переменных 
nv, V&V-, Поскольку неубывающие функции от независимых слу­
чайных величин положительно ассоциированы [42], неравенство 
доказано. Аналогичные рассуждения применимы и для процессов 
Ml(t)a u\{t). 

Аналогичные результаты можно доказать и для открытых 
сетей Джексона, причем — с произвольным множеством уз­
лов V. Приведенные соображения 'Позволяют доказать также 
принцип инвариантности. Рассмотрим, как и в разделе 2.2, 
вспомогательную цепь Маркова {Yu, kGZ+'} на VIJ{°o} с матри­
цей переходов Q .(в отличие от раздела 2.7, где фигурировала 
матрица QT), дополненной строкой и столбцом с индексом оо, 
и начальным состоянием У-.— v. Предположим, что 

00 

е-.=2Р(С*=*}|-,o=-'-0< °°. oev (4.25) 
(это условие есть обобщение условия рФ\/2 в теореме 4.3.1). 

С каждым из процессов (4.19) — (4.21) можно связать рас­
пределение на пространстве О[0, 1] или пространстве Скоро­
хода Д[0, 1]. Для определенности, мы рассмотрим первый из 
этих процессов и положим 

К (0 = (й-./20ор-,)1/2 (Щ (*s-~) - р^е--). (4.26) 
Недавно доказан следующий результат (M. Я. Кельберт). 

Т е о р е м а 4.3.3. Пусть начальное распределение процесса 
Джексона есть стационарная мера вида (2.6). Тогда при 8->0 
распределение процесса иЦ£) слабо сходится .в С [О, 1] к рас­
пределению стандартного винеровского процесса с начальным 
условием 0. • 

Доказательство этой теоремы состоит из двух этапов: до­
казательства сходимости конечномерных распределений и про­
верки компактности. Идея доказательства конечномерной схо­
димости была намечена выше; сейчас мы приведем неравен­
ство, на котором основана проверка компактности. 

Будем говорить, что последовательность Случайных величин 
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{Sj} c ESj=0, So—0, E | 5 j | < o o является демимартингалом, 
если 

E [ ( S J + 1 — S J ) f ( S b . . . , S J ) ] > 0 (4.27) 
для любой покоординатно неубывающей (измеримой) ограни­
ченной функции f. 

Л е м м а 4.3-4 ([267]). Если Si, S2, . -. — 12-демимартингал, 
то для любых a 2 > i a i ^ 0 

Р ({max (| 6*i |, . . . , | Sn\) > a2dn}) < 
< VY(a2 - «J)-' (Р ({| Sn | > c.id„}))1/2, ^ (4.28) 

где d„ = ESl П 
Отметим, что процесс ul(t) образует демимартингал (с не­

прерывным временем), что нетрудно проверить, выписывая 
неравенства, аналогичные (4.24) и используя тот отмеченный 
выше факт, что при обращении времени процесс Джексона 
снова переходит в процесс Джексона (с новыми параметрами). 

4.4. Диффузионная аппроксимация для сетей КС. Боль­
шие нагрузки. Начнем со случая замкнутых сетей. C работе 
[49] рассматривается замкнутая сеть (обобщенная сеть Джек-
сона), в которой циркулирует т сообщений. Узел v° является 
выделенным: при наличии в нем т — k заявок интенсивность 
обслуживания в этом узле равна произведению a{m—k), где 
а > 0 — константа. По завершению обслуживания в узле xi° 
с вероятностью qo,v сообщение поступает в узел vQV\ где 
V — V\{v°}( {sum} .70,» = 1 )• Введем вектор a = (aqo,v, VGV')-

Интенсивность обслуживания очереди в узле tiQV при условии, 
что состояние сети описывается вектором, п=(п~, vQV) 
и nv>\, имеет вид m\iv(mrxri), где р.„:./?+'{to} R+, VQV, —за­
данные функции. Завершив обслуживание в узле v, сообщение 
передается в узел -о' с вероятностью <7»,-.', где 
Q = {qv,v', «, v.'QV') — неразложимая полустохастическая матрица 
маршрутизации. С дополнительной вероятностью 1 — -7^=-
= 1— {sum} qViV> сообщение передается в узел у0. 

Пусть Q = Q r — I. Обозначим через r(t) = (rv(t), •o6V7) 
решение дифференциального уравнения 

*r(t) = a~(\- 2 М-Л+й-И*» (4.29) 
V *<zv' J 

•с начальным условием г (0) — (rv{0), vQV) таким, что 

>ло)>о> ^е1/', 2 МОК--
vQV 
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Зафиксируем ^ > 0 такое, что 
inf minr-,(s)>0, (4.30) 

и обозначим 
rW(t) = tn-ln(t), Hm)(t) = m-W(ti(t) — tnr{t)). (4.31) 

Теорема 4.4.1 ([49]). Если элементы вектор-функции 
ц.== О-ц,, -об1/7) удовлетворяют условию Липшица и llm r<m> (0) —= 

m-j-co 

-=r(0), то 
lim sup ||r<«)(s) —r(.s)||=0 (4.32) 

(оба фигурирующих предела понимаются в гмысле сходимости по 
вероятности). Q 

Теорема 4.4.2 ([49]). Если дополнительно предположить, 
что |лбС2 и !-"-) (0) {to} X (0) по вероятности, то g(m){to}X в прост­
ранстве С [0, if0], где X-=(X(s), 0<s<*.°) определяется стохас­
тическим дифференциальным уравнением 

dX (5)=A (s) X (s) ds+D (s)V4W (s), (4.33) 
где W—винеровский процесс в J%v' с независимыми компонента­
ми, a A(s) и D (5) — матрицы с элементами Av,V'{s) и £>„•,,,< (5), 
•», v'QV, г д е 

Л*,.,'($)=»—a7o,o+ 2 Я™ 8~^ М * ) l-"--̂ ) — ^ , Mx)U---<>). 

L W (s) = 6 (г», V) \aq0, v( 1 — 2 r*(5)) + 
\ «ev / 

+ |̂ (r(s))]—-?OT'i-i-.-'(r(s))— ?,,, M ^ ) ) -
В случае, если | V-" | = 1, эти формулы принимают вид 

A(s).= -a+v,'ir(s)), D(s)-a(l—r(s)) + (x(r(S)). D 
Следует отметить, что теоремы 4.4-1 и 4-4.2 относятся к по­

ведению процессов до первого момента достижения границы 
(см. (4.30)). «Граничные» эффекты в этой задаче пока не 
исследованы- Возможно, здесь окажутся полезными общие ме­
тоды, получившие глубокое развитие в {22], [23]. 

Другая постановка задачи принята в работах [14], [15] (соб­
ственно, диффузионной аппроксимации посвящены § 7, 8 работы 
[15]). Рассмотрим снова модель обобщенной замкнутой сети 
Джексона с конечным множеством узлов V: отличие от приве­
денного выше варианта состоит в том, что времена обслужива­
ния сообщений в узлах vQV распределены по произвольным (но 
фиксированным) законам Bv со средними Ь~х и дисперсиями а2,. 
Стохастическая матрица маршрутизации Q ==(<.•.,,-,', ~, VQV) пред­
полагается для простоты строго положительной (qv,v'>0 для 
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любых v, v'6V). Обозначим через n = (nv, vQV) стационарное 
распределение матрицы Q. Предположим, что узлы v, составляю­
щие множество V°cV, являются «самыми медленными^ в том 
смысле, что 

nvbvг = так я~ b ~г> max я~Ь~\ t)eV°, (4.35) 

где V'=V\V°. Будем также считать, что значение я» и рас­
пределение Bv одни и те же для всех узлов w6V°. 

Пусть, как и выше, совершается предельный переход, npfa 
котором общее число сообщений в сети т-> оо. Тогда, рассуж­
дая на наглядном уровне, мы приходим к выводу, что «львиная 
доля» сообщений сосредоточится в медленных узлах vdV°, а про­
цесс nV'(t) = (nv{t), v£V') будет близок к процессу в открытой 
обобщенной сети Джексона с множеством узлов V, (полустохас­
тической) матрицей маршрутизации Q{V ) = (<7.-,,-.'. v, v'QV') И 
внешним потоком £*, являющимся суперпозицией (независи­
мых) потоков, выходящих из «переполненных» узлов v&V0. 
Неравенство (4.35) играет при этом роль условия неперегру­
женности предельной открытой сети (оно является более силь­
ным, чем условие (2.25)). 

Оказывается, процессы nv(t) в переполненных узлах v&V° 
обнаруживают диффузионный характер поведения. Точнее, 
рассмотрим следующие условия (I) — (Ш) на параметры се­
тей (в основном они носят, как отмечено в [15], технический 
характер). (I) Существуют константы ц>0 и «6(0, 1) такие, 
что при всех X&R+1 и ибУ 

Bv ([х+ и, оо)) < (1 — х) В„ {[х, оо)). 
(II) Bv([x, оо)) > 0 при всех х>0 и wGV°. (Ш) Все распреде­
ления Bv, v£V, — решетчатые с фиксированным шагом решет­
ки d°. 

Предположим, что распределения векторов (nv, v&V) и 
{mrlnv, vQVD) в начальный момент времени 0 сходятся при т-> оо 
к предельным распределениям на Z+ и Z+°, соответственно, 
причем справедлива экспоненциальная оценка 

Я П 2 /i.v>xj )<СеХр( — С«:), 

где константы с, а не зависят от т. 
Теорема 4A.3 ([15]). Предположим, что выполнены пере­

численные условия. Тогда при m-> оо замкнутые обобщенные 
сети Джексона обладают следующими свойствами: А) Процесс 
nv, (t) = (nv(t), vQV) сходится на любом временном отрезке 
[О, t°] к аналогичному процессу в открытой обобщенной сети 
Джексона. Распределение вектора nvl(tm2) при любом tf>0 
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сходится к стационарному распределению процесса в открытой 
сети. Б) Процессы n{V°] {t) ==(m-*nv(tm?), «6V0) на любом вре­
менном отрезке [0, t°] слабо сходятся к (векторному) диффузион­
ному процессу wv„ (t) = {wv(t), <эб1/0} на симплексе 

Ov^\x = {xv, veV%Rl°: 2 *.-=--) (4.36) 

с «косым' отражением от границы dCv«- Направления отражений, 
постоянные на каждой грани из d(Jv<>> а также матрица диффу­
зии процесса определяются первыми и вторыми моментами распре­
делений Bv, v£V°, вектором-я и матрицей Q (снос процесса при 
наших условиях равен 0). Например, если множество V0 вклю­
чает два узла -xii, v2, то коэффициент диффузии процесса Wi(t) 
равен (здесь w2(0=1 — Щ(0) 

Р1=(.л,..)я-,га(°?--йг2)+(-.^..-.)2*-Г8(0---*гя)+ 
+ {п1Ь-1 + я2Ь?)р, (4.37) 

где 

(в точках 0 и 1 процесс t.Vi(t) испытывает отражение). • 
Можно рассмотреть более общую ситуацию, когда «пара­

метры» медленных узлов сети, фигурирующие в (4.35), отли­
чаются друг от друга на величины О (т.-1). Тогда в пределе 
возникает векторный диффузионный процесс со сносом на сим­
плексе (4.36). 

Обратим внимание на различие в нормировках в теоремах 
4.4.2 и 4.4.3. Если в первой из них принята «стандартная» нор­
мировка, которая обычно приводит к гауссовскому закону, то 
вторая теорема указывает на своеобразную «неустойчивость» 
(при эволюции на выписанных временных масштабах) состо­
яний с фиксированными значениями долей m-In„, v6V°, 

Перейдем к обсуждению открытых сетей. -Будем снова рас­
сматривать обобщенную сеть Джексона с конечным множеством 
узлов V. Пусть длительности обслуживания сообщений в узле 
vSV распределены по закону Bv со средним Ьй\ дисперсией ol 
и конечным третьим моментом. Далее, предположим, что внеш­
ние м. т. с .п . g„, -ogV, являются рекуррентными Лв-потоками 
и распределения Av имеют средние значения a-1, дисперсии d2 
и снова — конечные третьи моменты. При заданной матрице 
маршрутизации в сети Q--=(qVj „., v, v'qV) скажем, что h.= (hv, 
i->eI/)eZ+ задает «"-допустимый вектор посещений, если сообщение, 
попавшее в узел v°, с ненулевой вероятностью может посетить 
каждый узел vQV hv раз и покинуть сеть. Для «"-допустимого 
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вектора h обозначим через V».., д (t) общее время, проведенное 
в сети первым из сообщений, поступившим в узел v0 после мо­
мента t и имеющим вектор посещений h (можно показать, что 
в пределе большой загрузки нет необходимости различать сооб­
щения, имеющие один и тот же вектор h, но различный поря­
д о к посещений). Наконец, пусть с0-= (с0, обV)—минимальное 
решение (2.3) уравнения (2.2) (в рассматриваемой общей си­
туации оно не имеет прозрачного вероятностного смысла, од­
н а к о в терминах этого решения удобно описывать предельный 
переход большой нагрузки). Предположим, что для вектора с0 

выполнено неравенство (2.5). 
Следуя [165], будем обозначать аббревиатурой RBM (у, D, С 

броуновское движение с отражением в октанте /?+ с вектором 
сноса 4 = (У», "об1/) и диффузионной матрицей D = [DV> -,*, t), 
<u'QV). Направление отражения на'границах октанта £>+ задается 
строками матрицы С —(С-.,-.-, v, v'QV). 

Рассмотрим схему серий с параметром е~>0, в которой а^-*-
{to}aB, bis)-^bv, ai8){to}cf»., di8){to}da, третьи моменты интервалов 
в о внешних потоках и времен обслуживания ограничены равно­
мерно по е и существуют конечные пределы yv = limy!-B), где 

8-+0 

7 ( - ) _ е - 1 / 2 ( с м в ) _ й ( Е ) ) - ( 4 # 3 9 ) 

Пусть n(E)(!.) = (n(E)(tf), v£V), как и выше, [ — процесс изменения 
вектора длин очередей в сети. Положим 

д(в)^)=-в1/-я.-)(в-10, V^nifj^^iW^h^-H). (4.40) 
Подсчитаем предельную матрицу диффузии 

Dv, v - a\d %+byv (1 - 2qv, v) + 

Т2м?,Л1-?,- , v+к. / * 4 ) . (4-41) 

nv, „-=» — (blalqv. „.+&.?,., -, + 2 b-q- vq7> А1~ь1а1)\ v=h<v'. 

Т е о р е м а 4.4.4 ([123], [272]). При e{to}0 процесс n<e) (0 схо­
дится в слабом смысле к процессу RBM (у, D, I — Q) на любом 
ограниченном промежутке времени [0, t°\. Для любых -о-бУ 
и -о0-допустимого вектора h&Z+ процесс V$\ n(t) слабо сходится 
к пределу 2 (^)_1/-V0-V 0О> ГДе (-МО, "V&V) — предельный про-

цесс RBM(-/, D, I — Q). D 
В случае, если в сети имеется множество V-crV перегружен­

ных узлов, в пределе возникает процесс RBM размерности 1V°| 
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(см. [273], где рассмотрен случай |F|-=2, |V°| = l и [179], 
где изучен общий случай). 

Сформулируем одну интересную задачу, поставленную в 
[166] и связанную с диффузионной аппроксимацией. Хорошо 
известно, что плотность стационарного распределения й-мерно-
го положительно возвратного процесса КВМ(у, D, С) является 
решением краевой задачи 

k к к 

-2^^^+т-22Ау^-£-^=°- *ея*+. 
!=1 1 = 1 / -= ] 

(4.42) 
k 

В случае, если диффузионный процесс возник при предельном 
переходе для последовательности сетей Джексона, плотность я 
имеет продакт-форму вида 

к 

'я(*нП.й,е_*<.*б./?+. (4 A3) 

где щ= —•(2yC~1)i/Dn. В [166] показано, что система (4.42) имеет 
решение, записывающееся в виде произведения в том и только. 
том случае, когда 

Di^-^-.iPut^Djjtji), (4-44) 

где Су— — Cij/Cu. В этом случае решение обязательно имеет 
специальный вид (4.43). В ,[123] высказано предположение, что 
условие 

(YC--),<0, i=~\,...,k, (4.45) 
необходимо и достаточно для положительной возвратности 
RBM(T,D,C). 

В заключение приведем явную формулу для сети из двух 
"узлов, рассмотренной в разделе 3.2. Пусть <7ь2 = 1, .72,1 = 0, вре­
мя обслуживания в первом узле асимптотически детерминиро­
вано (Dj,2=-0) Di,i=A!,2>0 и */2 = 0. В этом случае [163] 

п(хи x2) — 2/K^( — 2Y1p-s^+')r~I/-cos(e/2), 
где / —(x2 + j/2) I /2, 0 = arctg (#/x). 

4.5. Гидродинамическая аппроксимация. В последнее время 
(в большой мере—-под влиянием идей, возникших в неравно­
весной статистической механике) значительное развитие полу­
чили исследования, относящиеся к гидродинамической аппрок­
симации для различных моделей марковских процессов с ло­
кальным взаимодействием. Как мы уже отмечали, некоторые 
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из этих моделей можно интерпретировать как модели сетей c 
очередями (в этом пункте речь пойдет о двух таких моделях). 
Говоря наглядно, смысл гидродинамической аппроксимации со­
стоит в «отслеживании» временной эволюции «локально равно­
весных параметров», характеризующих «большой» простран­
ственный участок сети (можно говорить, например, об измене­
нии удельной средней длины очереди в узлах veV, «окружаю­
щих» выделенную пространственную точку). В начальный мо­
мент сеть находится в состоянии локального равновесия. 
Например, в случае сетей Джексона и Келли (и их обобщений,. 
о которых говорилось в разделе 3.1) стационарными (равновес­
ными) распределениями служат продакт-меры вида (2.6), 
(2.23) или (3.3). Если допустить, что параметры маргинальных 
распределений «медленно» меняются от узла к узлу, мы полу­
чим локально равновесное распределение, которое, конечно же, 
не будет стационарным. Изменение во времени профиля па­
раметров и будет предметом обсуждения в этом разделе. 

Разумеется, как и в случае пуассоновской и диффузионной 
аппроксимаций, для математически корректных построений 
здесь необходим специфический предельный переход, который 
принято называть гидродинамическим. Суть гидродинамиче­
ского предельного перехода заключается в том, что простран­
ственные неоднородности в начальном состоянии сети имеют 
порядок 8—>-0, и при этом эволюция изучается на больших вре­
менах, порядка е -1 или е""2 (в статистической механике первый 
из этих вариантов связывается с уравнением Эйлера, а вто­
рой— с уравнением Навье—Стокса). Модели марковских про­
цессов со взаимодействием, о которых мы упоминали выше, 
приводят к нелинейным уравнениям типа уравнения Римана 

да . п. , •. да л 

^+F(--)-=o. 
Мы будем говорить о марковских моделях замкнутых сетей 

на бесконечной одномерной решетке (V--=Zl). Начнем со случая 
сети Джексона (процесс с нулевым радиусом взаимодействия). 
Будем предполагать, что вектор иитенсивностей обслуживания b 
имеет компоненты 6 .—1, ?)QZ\ а матрица маршрутизации Q 
«наддиагональна»: .?.•,,0+1 — 1, vQZ1. ЭТО означает, что все сооб­
щения движутся слева направо, проходя обслуживание в после­
довательных узлах сети. Пусть в качестве начального распре­
деления процесса Джексона n(t) на Z% взята продакт-м-ра 
V(e)== X |V(e). Здесь [х0,(Е)— геометрическое распределение 

с параметром р(,Е> вида / (ev), t)£Zl, где /:7?1->[0, 1)—-фикси­
рованная гладкая или кусочно-гладкая функция (профиль локаль­
но равновесного параметра). В частности, для меры v<E) выпол­
нено соотношение: при любом конечном ^czZ 1 и любом XQR1 
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lim v(e) ({п1+[г-'Х] = m;, /eC>})= IT (x ( / (л), ntj), 
. - - • • О /gc . 

OT^ezV, yetf. (4.46) 
Здесь (и в дальнейшем) через |j,(p, •) обозначается геометри­
ческое распределение с параметром р. 

Рассмотрим вначале случай, когда f — гладкая строго убы­
вающая функция. 

Т е о р е м а 4.5.1 ([90]). Распределение v^)''==v(B).^i
e-.]. про­

цесса Джексона в момент в~Ч обладает следующим свойством. 
Для любого конечного множества OcZ1, любого xQR1 и 
любого t > 0 

Jim v*-'- ({fij+ie-xi -= ntj, jeO}) — II-{mu} ( / (л, 0 , /»y), 
в-0 / g ^ . 

/nyCZV, У6<?. (4.47> 
Здесь / ( ' . , t):Rl->[0, l) —единственное классическое решение 
задачи Коши 

^/(x,t)-=-(\-f(x,i)y^f(x,t), / (x ,0) = /(x). П(4.48> 
«Гидродинамическое» уравнение (4.48) для рассматриваемой 

модели имеет прозрачный физический смысл: изменение среднего-
числа находящихся в очереди сообщений •— [/ (x, t) (l — f(x, z.))-1] 
компенсируется разностью «средних потоков через границу». 
Этот поток равен вероятности того, что очередь не пуста (т. е.,. 
1—f(x, t)), что приводит к уравнению (4.48). 

Уравнение (4.48) нетрудно исследовать' методом характери­
стик. Отметим, что для возрастающих начальных данных f 
образуется так называемая ударная волна. Это и объясняет 
в теореме 4.5.1 условие, что f монотонно убывает. 

В случае негладкой (но убывающей) начальной функции f 
утверждение теоремы остается справедливым, если иметь в ви­
ду слабое решение. В качестве примера (см. [90]) выпишем 
решение, когда начальная функция / имеет вид невозрастаю-
щей «ступеньки»: /(х)=сс6[0, 1) при x < 0 и f (x)=0 при л;>0: 

f (х, t) = a, х<(\ — а)Ч 
= l - ( x / 0 , / 2 , (1-ce)-t<JC<t, (4A9): 
==0, x>t. 

Еще один случай, когда доказано соотношение (4-48) (см. 
[90]), выделяется условием, что начальная функция имеет вид, 
возрастающей ступеньки: f(x)=a при x{le}0 и f(x)=P при А'>0, 
где 0{le}a<|3<l. В этом случае снова справедлива формула: 
(4.47), где 
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f(x, t)=*a, *<* ( l—a)( l—p) , 
(4.50) 

= fc*>t(l—a)(1-P). 
Таким образом, скорость движения разрыва здесь (1—а) (1—13). 

Другая модель (в некотором смысле, менее реалистичная, 
хотя и более простая в математическом плане) — это упоми­
навшаяся выше модель с простым исключением. Мы опи­
шем на языке сетей с очередями, хотя в литературе (см. 
[228]) с этой моделью принято связывать физическую интер­
претацию (стохастическая динамика системы классических час­
тиц на решетке). Будем считать, что в узлах v£Zl может на­
ходиться не более одного сообщения (допустимая длина очере­
ди не превосходит 1), По завершении экспоненциального 
времени обслуживания со средним 1 в узле v сообщение с веро­
ятностью р «решает» перейти в узел (w+1) и с дополнитель­
ной вероятностью (1—р)—в узел (v—1). Если соответствую­
щий соседний узел в этот момент занят (не пуст), то сообще­
ние получает «отказ» в приеме и возвращается в узел v, где 
начинает новый экспоненциально распределенный этап «обслу­
живания» со средним 1, после чего заново решает, куда ему 
«пытаться» перейти, и.т. д. Все длительности обслуживания 
взаимно независимы. Сеть замкнутая: вектор интенсивностей 
внешних потоков а = 0 . 

Модель сети с простым исключением является марковской: 
процесс изменения состояния n(t) = {nv(t), t)6Z*6{0, 1}Z' за­
дается инфинитезимальным оператором 3? типа (2.1). Переход­
ный оператор процесса мы, как и ранее, обозначим &и t^O. 
Следует отметить связь модели с простым исключением и 
замкнутой сети Джексона: эта связь СОСТОИТ В ТОМ, ЧТО «серия» 
пустых узлов в сети с простым исключением эволюционирует 
так же, как длина очередей в отдельном узле сети Джексона. 

Стационарным распределением для сети с простым исключе" 
шем является произвольная однородная бернуллиевская продакт-
мера о - X ov на {0, 1}z\ где маргинальное распределение av, 

vQV, на {0, 1} задается значением р-,= а,Д1)е[0,1]. Для этой 
модели можно доказать теорему о сходимости распределения 
a- = a0i

i при t-^oo к одному из стационарных распределений 
(см. [226, гл. 8, теорема 3.9]). Гидродинамическая аппроксимация, 
как и ранее, исходит из начального распределения щЕ)— X oVtB, 

где oViE(\)=g(e,v), vQZ1, а g:Rl-+[0, Ц— фиксированная функ­
ция. Мы будем рассматривать частный случай: g{x) = а при x -<0 
и g(x)-=p при х > 0 , г д е а > р (ср. с обсуждением замкнутой 
сети Джексона). 

Т е о р е м а 4 .5 .2 ([97]). При p^ 1/2 распределение л-у- = 
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=—Я(Е)5я/е-. процесса с простым исключением в момент е~Ч обла­
дает следующим свойством. Для любого конечного 0cZ{ 

и любых xER1 и а->0 
Шпя£«({nJ+lE-,x] = 1, /е<?})-£(*. t)!^. (4.51) 

Здесь g(-, t):-*--->• [0, 1] —единственное (слабое) решение задачи 
Коши 

£-g(x, i )= - ( 2 p - 1) --£.(g(x, 0 (1 - g ( x , 0), 

g(x,0)=g(x), (4-52) 
удовлетворяющее следующему энтропийному условию: сущест­
вуют пределы 

g+ {х, t) = lim g (у, t), g~ (x,t) =lim g (y, t) 

и для функции F(g) = (2p—-1) g- (1 —- g) при всех x и if, для 
которых g+(x, t)=£g~{x, t), выполнено" соотношение 

^^f'T^V^- max ' f y f i ? H ,(4.53) 
Здесь через [£+Л£_> g^Vg-] обозначен отрезок с концами 

g+Ag~ (x, t)=ming± {x, t), 
g+\/g-(x, t)=maxg*(x, t). П 

Решение, о котором говорится в теореме 4.5.2, можно выпи­
сать в явной форме (благодаря тому, что для данной функции 
F условие (4,53) при р<1/2 сводится к неравенству g+{x, t) {le} 
^g~(x, t), а при р>1/2 —к неравенству g+{x, t)>g~(x, t)). 
Это решение изображено на рис. 4.4.а—4.4.2. Отметим, что при 
р<1/2 разрывы функции g(x) распространяются в простран­
стве, а при р> 1/2 — исчезают. 

Важность результатов, сформулированных в теоремах 4.5.1 
и 4.5.2, состоит в описании поведения глобальных «неоднород-
иостей» в сети. Особое значение имело бы исследование меха­
низма образования «ударных волн» (скачкообразных измене­
ний значений тех или иных характеристик сети). Надо отме­
тить, что результаты подобного типа уже получены (см., на­
пример, [118], [136]). Однако, ввиду того, что соответствую­
щие модели марковских. процессов со взаимодействием не 
очень естественны с точки зрения'теории сетей, мы не будем 
касаться этого в данном обзоре. 

Уравнения (4.48) и (4.52) можно рассматривать как анало­
ги уравнений Эйлера для марковских процессов, описывающих 
динамику состояния сети. Что касается аналога уравнения 
Навье—Стокса, то здесь естественным выглядит следующее 
(пока недоказанное) утверждение (см, [97]). 

В случае p = l/2 (модель с симметричным простым исключе-
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Рис. 4,4, Профиль функции g(-, t) 
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нием) аналог теоремы 4.5.2 справедлив при замене значения 
е~Н на e,~2t. При этом вместо уравнения (4.52) возникает урав­
нение теплопроводности 

Заканчивая этот раздел (и § 4 в целом), необходимо ска­
зать, что гидродинамическая аппроксимация для сетей с очере­
дями, очевидно, находится пока на начальной стадии разра­
ботки. На наш взгляд — это весьма перспективное направле­
ние работы. 

Авторы благодарны Р. Н. Шамсиеву за помощь при подго­
товке обзора. 
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