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И. Н.Кроль 

О НЕПРЕРЫВНОСТИ РЕШЕНИЙ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ 
НЕРАВНОМЕРНО ЭИИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

В ГРАНИЧНОЙ ТОЧКЕ 

Вопрос о регулярности квазилинейных уравнений вида 

D*. [a^x, а, iy] = а ex, u, uo (о. i) 
и более общих изучался в работах 0.А.Ладыженской и Н.Н.Уральцевой 
(см. [I] ) , Дж.Серрина [23 , [ 3] и других авторов. В [ П , в част­
ности, установлено при естественных предположениях относительно 
коэффициентов (0.1), что обобщенное решение уравнения (0.1) из 
LpCd") удовлевторяет условию Гельдера в любой компактной под­

области П , Там же показано, что это свойство сохраняется и в 
окрестности граничной точки, если нижняя объемная плотность \C\Cl 
в этой точке положительна. 

В настоящей заметке приводится оценка вблизи границы модуля 
непрерывности решения задачи Дирихле для квазилинейного неравно­
мерно эллиптического уравнения.Результат сформулирован в терми­
нах р-емкости и функции U, , описывающей вырождение или характер 
особенности коэффициентов в граничной точке. Для нелинейных урав­
нений оценка такого типа была получена в работе В.Г.Мазьи [4] в 
случае JA,*i . 

Кроме того, здесь рассматривается поведение решений квазили­
нейных уравнений вблизи границы области, содержащей "нулевое зао­
стрение наружу". 

§ I . Основные обозначения и определения 

Пусть l i l t ) -положительная, непрерывная на iP,oo) функция, 
такая чтой) lU&tvjut), a = const>0 . Будем считать, что jxit) продол­
жена на(^оо) функцией t , где J->0 - достаточно большое число. 

Далее, пусть Q. - ограниченное открытое подмножество R, с 
границей ЪП , точка О^ЭП . Обозначим через Lou (Q) прост­
ранство локально суммируемых в О функций Ч> , таких что 

*' Здесь и ниже (Х~Ь означает, что C,^Qo 4 С2 , где 
С,, и С - положительные постоянные. 
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,р jUixOlDq»! dx л-оо, (0_2) 
а 

гдер>4 , Dtp = СЗЧ'/Эх,,.... ,<ЭСР/Зхл') . Пополнение пространства 
СГ(ЭД бесконечно дифференцируемых функций с компактными в Л. но­
сителями в метрике (0.2) назовем пространством ЦрцШ) • Через 
LpCfD и 1_р(£Т) , обозначены, соответственно, пространства 
11р,ДФ ИС!Р,,,Ш) . через Cllftjt') СЯ) - пространство обобщен­

ных функций, сопряженное к LPi}iCQ") • 
Через С обозначены различные положительные постоянные, че­

рез £L - открытый шар с центром в точке 0 . Кроме того,СП и Л 
- дополнение и замыкание Л , Л р = ЛП32L, Ср=СЛПф. . ( л 

Пусть GL(x,u,Dl/l) - (г -мерная вектор-функция на fix .та­
кая что 

1) для почти всех Х&Л и всех lltR, функция DU-*CUx,U,Du) 
непрерывна в R, , для почти всех хеП и всехОи,£& функция 
IL —* CLCX.U, Du) непрерывна в R, , для всехиеЯ и всех DueR/ 
функция x-*Q/Cx,U, Du) измерима по |г-мерной мере, 

2) lacx,a,Du/-)UAjA,Ox0lDulH , \«con,st>4, 

при почти всех хсП и всех U^R , 

3) a(.x,u,0u/)- Da>}L0x0lDufs) 
при почти всех X£Q и всех tieR, , 

4)[atx,u,DuV(Ux,'U, Dtf)](Qa-Dtf)>0 
при всех U ^ C R, , QU/^ Otf и при почти всех Х£-Л . 

Так как (Kx,U,DuHCLp,^") СЛ) , то для всех иеЬр.ДЛ") 
и 4>е Цои (С[) сходится интеграл 

xcu,^=\acx,u,Ou)D^olx. (i-i) 
Пусть ru - функция из 1_р „ СШ . Будем говорить, что 

функция t i e LoaCH") является'решением задачи Дирихле для урав­
нения 

dwj [acx,u,Du)] = 0, (1.2) 
если для всех <р£ 1_р>цЛЛ') 

X(u,4>)=0, tU-foeLp^Ul"). (1.3) 

^/Точкой обозначено скалярное умножение в R, 
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С помощью методики, развитой Ж.Л ере и Ж.-ЛЛионсом [5] для 
квазилинейных уравнений произвольного порядка (Lis ̂ ) f нетрудно 
показать, что существует одно и только одно решение U(0C)€ Ц,ЛЛ) 
задачи (1.3). 

§ 2. О(p,tt) -емкости и А -потенциалах. 

Пусть е -компакт в Ф р , Vote)- множество функций УеС0 (П), 
равных единице в окрестности е . Назовем Ср,ДО -емкостью компак­
та е относительно Ю р число: 

р-сар 
В случаер=оо будем использовать обозначения: UCe) , p - c a p e . 
Соответственно, р-емкостью ( р - с а р е ) компакта е назовем 
р-сар^е . 

Из определения ср, ДО -емкости следует, что если е ^ с е 2 и 
f< > f а » т о Р " с % е< 6 Р " caPj>4

 е* • Бсли е = 2 \ . ъ<-р, т 0 

где сот - площадь поверхности £0j . 
Нетрудно показать, что если 

\ ^ d ) f P'1dt ^oo (2.1) 
о 

то 
Р У- Р 

р-сар е ~р-сар е~ р-сар^,е, 
где в - компакт в Фр/а , A=coixst>i. 

Теорема I . П у с т ь в ы п о л н е н о у с л о в и е 
(2.1), е - к о м п а к т в £)< . Т о г д а 

4 ' ' 
р-сар е ~ \ jut)-р-<^арСеOffl^t dt. 

о 
Доказательство. Покажем сначала, что 

00 

p-cap e ^ ^ ^ С З ' ^ р - с а р С е П С д (2-2) 

где |С \ - концентрические шаровые кольца, Ск
я1х'-2 4|ос|42 , 
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Обозначим М,= U С ы . П у с т ь Я ^ С в ) . ^ ^ C e A Q . 

Ясно, что (ПД^м,- ,, В силу монотонности емкости (| 

42>c^\m<n/cix4 (2-3) 
* . о м К 

00 

Не умаляя общности, можно считать, что I D ^ J ^ C ^ .Теперь, 
увеличивая интегралы в правой части (2.3) и применяя аналог нера­
венства Харди: 

получим: 
0 0 /. О I 

fc\ f0xl)lxfpi^lPclx4cl jUixOlD<?|P(k. 

Теперь, минимизируя правую часть в последнем неравенстве по мно­
жеству "13 Се*) . получим: 

со jA, 

2_ рсЛр-^о-рСеПСО 4ср-сар е. 
Для получения обратного неравенства построим функцию 

00 

14*0 

Ясно, что ^ €"13 Се") . Поэтому 
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р-сор е 4 \|ХС1х0Юч| dx*c7_ fb&^\\tifq' fdx. f2-4) 

Так как в Ск отличны от нуля только Ч^.,,, q>k ? ср^ , То 

^ о | л f d x ^ I D f J d * +^ Юср/dx Д ID^p/dx. (2.5) 

Применяя (2.5) в каждом кольце, мы увеличим сумму в неравен­
стве (2.4) в три раза, следовательно, 

00 
(2.6) 

Так как ̂  е'лЗСеПС^ , то, минимизируя каждый интеграл в (2.6) 
по своему множеству, получим: 

. , 0 0 А р 

р- cap e 6 

p-cap е iC^U/COp-capcenc^, 
Ю=0 

откуда следует, (2.2). 
Несложно показать, используя рассуждения Келлога и Василеско 

[6], примененные ими при записи критерия Винера в интегральной 
форме, что 

£_ У* <#*) р - c a f СеHC^)~^Ju,cbp- cap Се ПCt") t"1 d t . 

Теорема доказана. 
Будем называть /\ -потенциалом компакта в относительно ша­

ра ©о решение V ( x ) £ L p > l СЮр\е") уравнения (1.2), такое 
что CV-<0£H4

JbC£,\e') для М>£ир1е). 
Если выполнено условие (2.1), то для Д -потенциала V(x)ком­

пакта ес£)р/ а относительно £Dgp при хеФр справедливы оценки: 

С, 
Я* 

p-cap e 

Wbt ott 

<И 
iVcx^c, p-cap e 

^ jJLCbt" :Jt 

4-i 

(2.7) 

где R, и "С - наибольшее и наименьшее расстояние от точки х е Юр 
до е ; С, , С2 - постоянные зависящие только от Л , Yi , р . 
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Доказательство(2.7) проводится по схеме, аналогичной приме­
ненной при выводе двухсторонних оценок решений линейных уравнений 
D .[Oi-Cx)Dx-U] = 0 вблизи неустранимой точечной особенности в 
работах [7],[8J] , а для нелинейных уравнений (0.1) - в работе [2]. 

Ниже (к - потенциал используется в качестве барьера для дока­
зательства основной теоремы. 

§ 3 . Оценка модуля непрерывности решений 

Теорема 2. П у с т ь П - о г р а н и ч е н н о е 
о т к р ы т о е м н о ж е с т в о , т о ч к а 0 £ 30. и а -
ф у н к ц и я и з С(£Г)П1_р„(£Т) . Д л я р е ш е н и я 
UCX^eLp^CQ1) з а д а ч и ' (1.3) с п р а в е д л и в ы 

о ц е н к и:х) 

Се? "\ 
oscu 40sck +C.oscfveccp - К \ [ifcbf V dt , (3.1) 

е с л и в ы п о л н е н о у с л о в и е (2.1), и 

OSC U 40SCJUC.0SCU ^ 
1 о " " 'о 

е с л и 

^ С - Ь Г ' Э ^ Л *«>, (3.2) 
о 

тдеъир ,0^<L*A\ , С И К - п о л о ж и т е л ь н ы е 
п о с т о я н н ы е , з а в и с я щ и е от А , п, ,р и 

-i 
^^^^с^р-сарС^Щ^да^Мг]. 

Для линейных уравнений оценки максимума модуля решения типа 
(3.1) были доказаны В.Г.Мазьей [9] ,[Ю]с помощью интегральных 
неравенств, и в дальнейшем Е.МЛандисом [II ] и Г.Н.Блохиной С12], 
использовавшими барьеры. 

Из доказанной теоремы следует, что если условие (2.1) выпол­
нено и 

s ) osc -uT = suup-uT- i d | 1й 
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^WtV l ^d t - co , (3.3) 
о 

то решение tUX) задачи (1.3), где IvcC (П")П Lp^CQ) , не­
прерывно в точке 0 €. Э п . Действительно, для любого р>о в 
силу (3.1) 

Шл luCX>rtCO)Uoscfi +C -OSc f t -
*-*° Цпдй да 

0 

так что UCX)—*• 1(0) при Х-+0 . 
В силу того же неравенства (3.1), совокупности условий (2.1), 

ft.eC cmnL^cn) и 
tdOk JT-\1[c?(t)f4" l(Jt>0 (3.4) 

достаточно для того, чтобы решение задачи (1.3) удовлетворяло в 
точке Ое^П условию Гельдера. 

Действительно, .при 1/<«4Р 

osc u 4, osc к + с • osch, -ехр | -к \ [q>(bf t at 1 • 

•eocpl ^ [ Я Ч Ъ ] * ' V d t | 4 c ( j f t t , y ) , 

где 6 , ]f , о - положительные постоянные, Пусть &>0 - достаточ­
но малое число. Положим р = Ъь . Тогда 

, £5 f-tf. эе Л 

osc U б С (Ч + 1/ ) * с ъ , « > 0 . 
И* 

п £ -I Если же выполнено условие (3.2) и К с С [СС)Г\1.?„ (П) 
то решение задачи (1.3) удовлетворяет условию Гельдера, каково бы 
ни было множество П . 

Отметим, что если точка 0«.Эф принадлежит континууму, со­
держащемуся в С & , то условие (3.4) выполнено, если имеет место 
(2.1) и p>*x-i p 

Следствие. Пусть J^it) =t , область П в окрестности 
точки 0 есть тело вращения, граница которого задана уравнением 
|х'| = |сх,0 , где £d) - непрерывная возрастающая функция, 
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такая что 0 < £ c b < t , ось Ох^ направлена в СП , 0-сХ^-сС. 
Тогда условие (3.3) для области такого вида выполнено, если: 

\ l t H Jc t ) ] ^ t H d t = oo при p*n ,+ jH, 

\ l foe {сЫ"Ч*4 d t =oo при p=h,+ b - i . 

В случае р>1г+е>-1 всегда выполнено условие (0.16); если | ( t )»ct , 
то (3.4) выполнено и при p6t t + fc-l. 

§ 4. О позедении решений эллиптических уравнений 
вблизи "нулевых" заострений гранит. 

Пусть, как и ранее, П - ограниченное открытое подмножество 
R, с границей до. . Будем говорить, что Ъй в окрестности точ­

ки ОеЭО. имеет "нулевое заострение наружу", если диаметр проек­
ции множества П АЭЮр на <Ш| стремится к нулю при $>-*0 . 

Теорема. П у с т ь *9ф в о к р е с т н о с т и т о ч-
к и О и м е е т " н у л е в о е з а о с т р е н и е н а ­
р у ж у " . Т о г д а д л я р е ш е н и я UCx)eL.(CT) 
з а д а ч и (1.3), fv=0 н a 9fl , в о к р е с т н о с т и 
т о ч к и 0 с п р а в е д л и в а о ц е н к а : 

а? |*«1<е-и?Нчм&]?л| («.о 
п р и г<^ р ; г д е С и К - п о л о ж и т е л ь н ы е 
п о с т о я н н ы е , з а в и с я щ и е т о л ь к о о т А 

П, , р , ига/х lu(.x)|, 
Юказательство. Пусть, как и ранее, 

J\lCt) = supluwol. 
Следуя Дж.Серрину [2] , получим оценку: 

At Cj>/&) «с/* ft Ч р с о ^ у (4.2) 

В силу неравенства Фридрихса: 

| и11цслпэа)р 6 c d c f 5 l l D u i l L p C n n 9 ^ , 

откуда, интегрируя от Ц"^ до р .получаем: 
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Hall, « W 4C '53 ^ ' ^ W 0 ^ - f4-3) 

Пусть, далее, ^ср)сСвСФр .^ = 1 вФ^ ,0^ ,41 в 
ФрЧФ^ , ID^Ucp4 . Так какСШр^Ц^Сф > т 0 

^ а с», u, DtODcw/^)d»=о, * 
л. 

откуда с помощью неравенств 2),3) получим: 

^ D u i L , , c a ^ c , k D ^ W c n p . 7' 
Из последнего неравенства следует оценка: 

P i 
| D u l L c n ^ c J i l c j » \ JU-^^ M dtUc i l (P )JL l P Cpp 1 + 4 . (4.4) 

-p.JlU Lp) 

'P " ± *4 

Jfe 
Объединяя неравенства (4.2)-(4.4)„ получим оценку: 

JH (р/а) ̂  cp"4 sup act)Al(p) ̂  с s-uf *-~ Я (р. (4.5) 

Из (4.5) следует, что 

ЦДЛ)-ЦМ(ОД>-Ц[с-5арф-] . 

Умножая последнее неравенство на t и интегрируя от 2г до О , 
получим: 

откуда 

С V.r. dcoi dt Ц i ) [ ^ Atcp-Ц ЛЦг>ДЦ [c-Sup 4f ] ^ ' 

Последнее неравенство эквивалентно (4.1). 
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