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В настоящей статье исследуется однородная задача Рима-
на, коэффициент которой О (t) допускает разрывы в конечном 
числе точек контура, причем не существует, вообще гово­
ря, ни конечных, ни бесконечных пределов G(t) в этих точ­
ках. Модуль и аргумент такого коэффициента как бы осцил­
лирует в окрестностях точек разрыва, поэтому обладающие 
этим свойством функции ниже для краткости будут называться 
осцилляторами. 

1°. Опишем точнее класс осцилляторов. Положительную 
функцию v(x, у), определенную при х > 0, у > О, будем на­
зывать допустимой, если для любых л: > 0, у > 0, k > 0 вы­
полняется тождество 

v (kx, ky) = v (х, у) = v (у, х) 
и сходится интеграл 

v(l, u)du 

о 
• = Av<oo. 

Пусть {tj}jLi есть конечный набор точек замкнутого глад­
кого контура L, a v (лг, у) — допустимая функция. Введем 
класс осцилляторов Kv(tu ... ,tm), состоящий из всех опре­
деленных на L\[tj}jLi вещественных функций <р(/), удовлет­
воряющих таким двум условиям: 

I) для любого набора { Nj } ^ г окрестностей точек {tj у? 
9 ( ^ Я ( Л \ { Л Щ 

(т. е. удовлетворяет условию Гель дера при t£ Z,\{ Nj }^х ) ; 
II) существует такая постоянная А9 > 0, что для любых 

точек/7, t"£L\{ tj )tJl=v лежащих в одной полуокрестности 
точки tp выполняется неравенство 

1 ? ( 0 - ? ( П 1 < Л * ( 1 ' - ' / 1 . К —</1 )-
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Примером допустимой функции может служить 

Vxlx v ) = = ( l l n ( ^ ) l ПРИ Х = = 1 ' 
'У) \\(x-y)lmin(x,y)\x п р и О < Х < 1 ; 

соответствующие ей классы осцилляторов обозначим К\ (t{, ... 
. . . ,^ m ) , 0 < X < 1 . Нетрудно показать, что эти классы содер­
жат как ограниченные осцилляторы (например, | sin In | t—t0 \ |х £ 
£ К\ (t0)), так и неограниченные (например, 

| ( l n | / ~ ^ 0 | ) s i n l n | l n U ~ ^ l l | x € Ях(*о)). 
Согласно [1] (с. 457) для каждой точки t0 гладкого контура L 
найдется такое число r(t0) > 0, что любая окружность 
| z — t$\ = г < г (/0) пересекает L в двух точках. Фиксируем 
г0 > 0 так, чтобы г0 < min г (tj) и дуги l~ L[\{z: \z — t- | < г0} 
попарно не пересекались. Точка tj делит /;- на две части 1у 
и lj' таким образом, что при положительном обходе L сна­
чала приходится /т , а затем /+. По определению г0 на 
каждой из дуг lj в качестве параметра можно выбрать рас­
стояние \t — tj\ = r, т. е. на lj можно положить t=tj(r) = 
= tj + г exp i 6Ф (г), где 6± (г) — полярный угол arg (t — tj), 
r (: (0> roh в СИЛУ гладкости контура L существуют и равны 
друг другу пределы 

lim б+ (г) = lim 67 if) = 6;. 
r-*0 J r-*0 J 

Обозначим /у(р) = 1 П Ц : р < | 2 ; - ^ | < г 0 } э /± (р) = lj(?){]lf , 
?* (г) ^ ? [^ (г) 1 и опишем поведение интегралов типа Коши 
с плотностями классов Kv в окрестности точек разрыва 
плотностей. 

Л е м м а 1. Если y(t) есть ограниченная функция класса 
Kv &» •••>*т)» т о пРи I £ -— */1 < *Ч < г0 разность 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала интеграл 

If if p y w ; 

fifiML • <,, r_i_+ r , • ( r )_ t ( p ) 1 _2d! + 
J t— 2 y J f — z J y y tt(r)—ti 
J 3 

r d& (r) A 
+ f[?+(r)-cp+(p)l—^-A-^+ Г l<p+(r)-?+(?)] 

:/ J tf (r)-z J } ' tj (/•)-

[тЬ-гЬг]л-л+/'+/- + /-
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где р = | г — tj\, r = \t — tj\. Очевидны формулы 
А = ?f (Р) Ш [{tf (г„) - г ) I ( t j - г ) ] , 

/2 = J t-tj dt+ «p/ (p) in [ ( / ; (г0) - /,) / (tj (?) - tj)}. 
lf(\Z-tj\) 

Отсюда 

/+(U-/ y | ) tj(rQ)-tj tj — z • w 

Нетрудно показать, что при ограниченной функции <р второе 
слагаемое в (2) ограничено. Перейдем к оценке /3 и /4. Из 
гладкости L следует существование такой константы AL > О, 
что \dtf(r)\<ALdr. Значит, 

р 1 

\/3\<A?AL f v(p,r)-^—=A,AL C*lhJ*Ldu<oo, J ?—r J 1—и о о 

\U\<A,AL Cv(?,r)!-.-*!- = A4AL С v{^u~l) da <oo. J r r — p J I —a 
P p/«o 

Из этих оценок и из равенства (2) следует, что разность 
интегралов (1), взятых по If, ограничена при достаточно 
малых \z — tj\. Точно так же доказывается ограниченность 
разности (1) интегралов по 1у. Лемма доказана. 

С помощью очевидной формулы 
dtp (r) dr / К = — + idd± (r) 

из этой леммы выводится следующая 
Л е м м а 2. Если <р (t) есть ограниченная функция класса 

^ ( * i > ••• > О » то имеют место следующие предложения: 
а) при \z — /у| < Г! < г0 ограничены суммы 

Re 1 т=Т л + | [ ^ W - ^ / W I T - , (3) 

б) l lm 1 imf.*0)f*=0; 
У 
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в) если контур L (или хотя бы малая дуга, содерэюащая tj) 
является контуром Ляпунова, то при \ z — L- | < гх < г0 ог-
раничена величина lm -J-1-i . 

Ч 
Не останавливаясь на доказательстве этих предложений, 

сделаем несколько замечаний. Вторые слагаемые в суммах 
(3) и (4) можно записать в иной форме, если ввести обозна­
чение 

Я] (?) = ( Ш Р - Г 1 | [?~(г) - Т/ (г) ] у . (5) 
р 

Суммы (3) и (4) примут вид 

Rejm^_g]{]z_tjl)lnlz_tjl (з1) 
У 

lm / • ^ - ^ ( l ^ - ' y l ) ! ^ - ^ ! (41) 

где ср± (г) = rcp± ( r ) - ^ - . Из (5) ясно, что для ограниченного 
} J dr 

осциллятора ср функции gj также ограничены, т. е. суще­
ствуют конечные пределы 

Лу <р == lim^j (р), Ду ? = lim ?J (p) 

Если существует предел lim [ ср- (г) ~" ?/" (г) 1 ( в частности, 
г->0 У J 

если ср имеет в точке tj разрыв первого рода), то он сов­
падает с Ау.ср и Лу ср, т. е. эти величины можно рассматри­
вать как обобщения скачка функции в точке разрыва. Ут­
верждение (б) леммы 2 означает, что Ду-ср = Д;. ср = 0, / = 1 , ...,/тг; 
при его доказательстве используется вытекающая из глад-
кости L формула lim г—— = 0. Можно привести пример кон-

г-о dr 
тура, теряющего гладкость в точках tp для которого утверж­
дение (б) неверно. Доказательство утверждения (в) основано 
на том, что для контура Ляпунова функции dQ±/dr допускают 
оценку вида | db±/dr | < Сг~х, 0 < Х < 1 , т. е. абсолютно ин­
тегрируемы на отрезке [0, г]. Существуют гладкие контуры, 
для которых предложение (в) теряет справедливость. 

Сейчас мы покажем, что часть утверждения (а) леммы 2 
переносится на неограниченные осцилляторы. 

Л е м м а 3. Если ср £KV (tu ..., tm) и существуют такие 
постоянные В? > 0, р > О, что при достаточно малом 
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\t—tj\ имеет место оценка |<р(t)| < В 9 № 11 — tj|-1, то при 
I z -~ tj | < rt < r0 разность (З1) ограничена. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем те же рассуждения, 
что и при доказательстве леммы 1. Интегралы/3 и /4 ограни­
чены для любого, в том числе неограниченного осциллятора 
класса Kv, сохраняет справедливость и формула (2). Оценим 
действительную часть второго слагаемого в (2). Очевидно, 

Re v? (p) In —^ • — = ср+ (р) In - 4 < 

<1т;(р)Цп[1 + г0-ч^-^|]<г0-м?;(р)11^-^1< 
< г - ! Я ^ pln^p -1 . 

Отсюда просто получается результат леммы. 
Заметим, что пределы (6) (один или оба) могут оказаться 

конечными и в случае неограниченности осциллятора <р-
2°. Рассмотрим теперь следующую краевую задачу. Пусть 

L — гладкий замкнутый контур, разбивающий комплексную 
плоскость на области D+ и О " {tj }]Li — конечный набор 
точек L. Зададим на L\{ ^J}JLI функцию 

Q(t) = \G(t)\exp2*i<p(t), 
удовлетворяющую двум условиям: 

a) T W 6 * * ( ' I . . - . . U Ю(016Л"Л'1.-...и 
б) функции y(t),\G(t)\, \G (t)\~~l ограничены, 

и рассмотрим задачу о нахождении регулярных в областях 
D+ и D~ ограниченных в D+ и D" и непрерывных в D+\{tj}?, 
D~\{tj}T функций Ф+ (z) и Ф~ (z) соответственно по усло­
вию граничного сопряжения 

Ф+ (0 = О (t) Ф" {t), t £ L\{ /,}«.,. ( 7) 

Введем функцию 

2ni J t — z J t ~ z 
L L 

Из условий, наложенных на G(t), следует, что ln |G(/) | £ 
(:Kv(tu ..., tm). Поэтому из леммы 2 следует, что при до­
статочно малых \z—tj\ ограничена разность 

ReT(z)-q}(\z-tj\)ln\z-tj\, 
где 

If(r) = ?±(r) + fd^tln\G[t± (г)] | . 
Следовательно, для функции Х0 (z) = ехр Г (z) найдутся та­
кие постоянные С > 0, с > 0, что при достаточно малом 
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\z~tj\ имеет место оценка 
q\{\z-tA) ,<Л< I * - ' / ! ) 

c\z-tj\J J <\XQ(z)\<C\z-tj\' J . (8) 
Очевидно, функция XQ(z) удовлетворяет соотношению (7); 
поэтому если Ф (z) есть решение нашей задачи, то функция 
Ф (z) X~l (z) регулярна во всей плоскости за исключением, 
возможно, точек {<y}JLr Из предложения (б) леммы 2 сле­
дует, что Ад== Ду<р, j = 1 , . . . , тп\ предположим, что число 
Ауср нецелое, обозначим ху- ==[Ау.ср] и докажем, что тогда осо­
бенность функции Ф {z) X~l (z) (z — tj)xJ в точке tj устранимая. 
Для этого фиксируем некоторое число и> так, чтоб 1 > о> > 
> А;ср — *.. 

Согласно (6) найдется такая сходящаяся к нулю последо­
вательность { ря )£L0, что величины qn = qj (рл) сходятся к 
Ауср, причем |^л —Ауср|< о) — (Ауср — ху), я = О, 1,... Пусть 
функция Ф ограничена постоянной Лф; тогда, согласно (8), 

| Ф (z)X-\z) (z- №\<АфС~11 z - ttfi-Qn < АфС-1 \ z - / ; - p , 

I ̂  — ^/1 — Ря-
Из этой оценки можно заключить (подобнотому,какэто делает­
ся в [2], с. 76), что изолированная особая точка / ;не является ни 
существенно особой для функции Ф (z) X^1 (z) (г — tj)xj, ни по­
люсом, т. е. она устранима. Можно сделать и обратное заклю­
чение, что если F(z)— любая регулярная в точке tj функ­
ция, то функция ®(Z) = F{Z)XQ(Z)(Z —tj)~xj ограничена в ок­
рестности точки tp это просто следует из формулы (8). 
Пусть теперь число А;. ср целое. Так же, как это сделано 
выше, можно доказать, что функция F(z) = Ф (z) X^l(z) (z—tj)^f 
регулярна в точке tj, но обратное заключение, вообще го­
воря, перестает быть верным. Действительно, если функция 
F (г) регулярна в точке tj и F (tj) = а ф 0, а функция Ф(г)== 
= F (z) X0 (z) (z — tj)-*f ограничена константой Лф, то при 
достаточно малом \z — tj\ 

| Х0 (z) (z - tj)-yj < 2 ЛФ | а Г 1 . 
Согласно (8) отсюда следует 

[^ (р ) -Ау?]1пр- 1 >1п( | а | /2Л) ; 
ясно, что не для всякого осциллятора ф величина [^(р) — 
~А ;ф11пр -1 ограничена снизу. В связи с этим выделим один 
подкласс осцилляторов. Именно, будем называть осциллятор 
ф особым в точке tj9 если величина [qj(р) — Ауф] Inр"1 неогра-
ничена снизу при малых р, и неособым в противном случае. 
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х у = 

Используя приведенные выше рассуждения, можно по­
казать, что если число Д;-ср целое и осциллятор т неособый 
в точке tj, то из регулярности F (z) в точке tj следует ог­
раниченность Ф (z) = F(z) Х0 (z) (z — tj)-A/ . Если осциллятор 
Т особый в точке tj, то функция F(z)= <P(z) Х~г (z) (z — tj)~l+Af 
регулярна в точке tp и наоборот, из регулярности F следует 
ограниченность Ф(г)) = F(z)X0(z) (z — *y)1_V' Введем обозна­
чение 

Ауср—1, когда число Ауср целое, и осциллятор 
7 особый в точке tj ; (9) 

[А;. ср] в остальных случаях. 
Согласно предложению (в) леммы 2, если L — контур Ляпу­
нова, то осцилляторы у и 9 являются особыми или неособы­
ми в какой-либо точке одновременно. Поэтому в случае 
контура Ляпунова в первой строке формулы (9) у можно 
заменить на ср» т- е- осцилляция \Q{t)\ не влияет на вели­
чины Ху. 

Из всего сказанного следует, что функция Р (г) = 
=Ф(г) X~1(z)(z~^)X1... (z ~ tm)x™ регулярна в конечной части 
плоскости, а на бесконечности имеет порядок 

* = * i + . . . + * „ , (Ю) 
так что P(z) = Px{z) есть при х > 0 полином степени не вы­
ше х, а при х < 0 эта функция тождественно равна нулю. 

т 
Обратно, всякая функция вида Ф (z) = X0(z) A (z) Л(z—tj)~xi 
есть решение задачи (7). Итак, получен следующий резуль­
тат. 

Т е о р е м а 1. Если индекс х, вычисленный по формулам 
(9) и (10), отрицателен, то задача (7) не имеет нетривиа­
льных решений; если х > 0, то задача (7) имеет х + 1 
линейно независимых решений, и общий вид ее решения есть 

Ф(*) = A (z)X,(z)(z~ti)~^ ... (z-tm)-*m, 

где Рх — полином степени не выше х. 
Как уже отмечалось, величину Д.<р можно считать обоб­

щением скачка функции в точке разрыва первого рода. 
Естественно сравнить теорему 1 с известными результатами 
[2] (с. 472) о задаче Римана с коэффициентом, допускающим 
разрывы первого рода. 

С л е д с т в и е 1. Если в (7) заменить G(t) на имеющий 
в точках {tj }y=1 разрывы первого рода коэффициент О (t) = 

= | Q (t) | exp 2ni ср (t) со свойством <р (/у — 0) — ср (tj + 0) = Ду ср 
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и обозначать индекс полученной задача в классе ограни­
ченных функций через х, то х — х есть число тех точек из 
набора {tj}^=v в которых числа Ау. ср являются целымиt 
а осциллятор -\— особым. 

Д о к а з а т е л ь с т в о получается непосредственно из 
формулы (9). Отметим, что если число А;.ср целое и осцил­
лятор ^ в точке tj является особым, то функция X0(z) 
(z— tj)-*f хотя и не ограничена в окрестности точки t-p но 
интегрируема там в любой степени. 

Коэффициент G(t) в задаче (7) является интегрируемым; 
задача Римана с интегрируемым коэффициентом рассматри­
валась в ряде работ (см., например, [3, 4, 5]); в этих рабо­
тах неизвестные функции отыскивались в классах В. И. Смир­
нова или в других сходных классах. Как мы виделщ замена 
этих классов на класс ограниченных функций приводит 
к существенным изменениям картины разрешимости. 

3°. Рассмотрим теперь ту же краевую задачу, когда ар­
гумент коэффициента является неограниченным осциллято­
ром. Пусть в соотношении (7) \G(t)\^H(L) я \G(t)\=fcO, среад,...,^) и 

\<?(t)\<Bv\TF\t-tj\-\ tx>0, 
при малых \t — tj\. Задачу об отыскании ограниченной функ­
ции Ф по соотношению (7) с таким коэффициентом будем 
называть задачей (7А). Согласно лемме 3 для канонической 
функции X0(z) этой задачи при малых значениях \z — tj\ 
справедлива оценка 

C\Z~tj\J J <\X0(z)\<C\z~tj\J ' . (И) 
Рассмотрим сначала случай, когда среди чисел At ср,..., Атср 

есть равные —со; пусть, например, Ау-ср == — оо. Тогда су­
ществует такая последовательность рп—*0, что q^ (рл) = — п, 
п = Пъ, п0 + 1, ... Пусть Ф(г) — ограниченное решение задачи 
(7А). Тогда функция F (z) = Ф (z) X~l (z) имеет в точке tj изо­
лированную особенность и 

\Р(г)\<АфС~Чг-Ь\\ \z~tj\ = Pn. 
Применяя к функции F(z){z — t])~m принцип максимума 
в кольцах prt+1 < \z — tj\ < pn при п>т, получаем 

\F(z)\<A<bC-l\z — tj\m, \z — tj\<pm, т = п0, я0 + 1,... 
Отсюда следует F(z) = Q, т. е. задача (7А) в этом случае не 
имеет решений. 

Пусть теперь среди чисел {A/pj™ есть только конечные 
величины и +оо. Положим для конкретности, что конечны чис­
ла At ср, ..., A /̂ ср, а ДОТ'+1 ср = ... = Ат ср = + оо. Определим числа 
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xls...,xm/ no формулам (9), %/ = х1+ ...+xm/, и рассмотрим 
функцию 

F(z) = <* (z) Х-' (z) (z - txy> ...(г- tm>)%m\ 
В рассуждениях, приведших к теореме 1, у осциллятора у(/) 
использовалось лишь свойство конечности чисел Ад = Ад>, 
поэтому эти рассуждения применимы и здесь. С их помо­
щью показывается, что функция F регулярна'в точках tu... 
...,tm>. Таким образом, эта функция имеет порядок х' на 
бесконечности и изолированные особенности в точках tm

f+i,... 
... , tm, поэтому она должна быть представима в виде 

т 

/>(*)-А'(*)+£ FJ(~J.} (12) 
yWra' + l У 

где РХ' при х7 > 0 есть полином степени не выше х', при 
Xх < О Рх> == 0; Fj есть некоторые целые функции, удовлет­
воряющие при х' < 0 дополнительным условиям 

т 

I [ Е'> 1 ^ = 0, £ = 0 , . . . , | х ' | - 1 ; 

радиус'/? в (13) выбирается таким образом, чтоб L а {z: \ z | < 
<R\. Исследуем теперь целые функции Fj. ЕслиУИу(р) = 
= max\Fj(z)\, то, очевидно, 

In Mj (p) < сj + #J (p_1) In р, сj = const. 
Из (5) следует, что при наших": ограничениях на ср ^jCp"1)^ 
<Z?^№p. Поэтому все функции Fj должны иметь порядки, 
равные нулю. Далее, следуя схеме рассуждений работы [6], 
нетрудно показать, что для того чтобы произведение 
X0(z)Fj( J, где Fj — целая функция, было ограничено 
в окрестности точки tj, необходимо и достаточно, чтоб 
порядок Fj был равен 0 и чтобы 

lnlF(^)l + ^ ( l ^ ^ l ) l n | / ^ ^ l < c o n s t j tthWtj) <14) 
Итак, получен следующий результат. 

Т е о р е м а 2. Имеют место следующие предложения: 
а) если minAcp = —со или если max А,<р < + оои х' < 0, то 
задача (7А) не имеет нетривиальных решений; б) если 
I Д/ф I < + оо при j= 1,..., т и •*! > 0, то задача (7А) имеет 
х' + 1 линейно независимых решений, и общий вид ее решения 
есть 

Ф (Z) = рх, (г) * 0 (Z) (z - / t)"xi... (г - 0 - x m ; 
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в) если max Д,<р = + оо, Д-ср > — оо, }= 1, . . . , т и •*! > 0, то 
задача (7А) имеет бесконечное множество линейно незави­
симых решений, и общий вид ее решения есть 

Ф(г)=* 0(г) 
т т (г)+ S МгУ ]!>-';) 

;=га' + 1 
(15) 

гд£ Рх' — любой полином степени не выше -*!, a Fj — любые 
целые функции нулевого порядка, удовлетворяющие (14); 
Г) если тахДуср = + оо, Ду.<р > — оо, у = 1,..., т и %' < 0, /по 
задача (7А) имеет бесконечное множество линейно незави­
симых решений, и общий вид ее решения (15), где РХ' ^0, 
а /^ —- любые функции нулевого порядка, удовлетворяющие 
условиям (13) и (14). 

Классы Ал (*i,... ,<т), введенные в начале работы как 
пример классов Л*̂ , при 0 < X < 1 являются инвариантными 
относительно гельдеровых диффеоморфизмов контуров. Это 
значит, что если z = f(t) есть диффеоморфизм контура L на 
контур Л , / ' ( * ) £ # ( / . ) и/'(*)¥= О, a ?№(* l L . . . ,* m )> О < Х < 1 , 
есть заданный на Z, осциллятор, то ср[/ (т)] £А\ (/(*i),... 
••• > / ( 0 ) » обобщенные скачки ср и ф = «pi/""1 ] в соответствую­
щих точках совпадают, и осциллятор ф является особым 
в точке tj=f(tj) тогда и только тогда, когда осциллятор 
ср особый в точке tj. Этот факт позволяет перенести основ­
ные результаты теорем 1, 2 на однородную задачу Газе-
мана на контуре Ляпунова, модуль и аргумент коэффициен­
та которой есть осцилляторы классов К\, 0 < X < 1. Перене­
сение осуществляется непосредственным применением метода 
конформного склеивания; склеивающая функция (см., напри­
мер, § 17 [2]) играет здесь роль диффеоморфизма / . Методом, 
сходным с примененным в работе [7], можно рассмотреть и 
задачу с невзаимнооднозначными сдвигами с коэффициентом, 
модуль и аргумент которого осциллируют. 

В заключение автор выражает признательность профессору 
Л. А. Аксентьеву за научное руководство. 
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