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Введение 

Классическими примерами скалярных нелинейных уравнений, интегрируе­
мых методом обратной задачи теории рассеяния, являются уравнение Кортеве-
га-де Фриза (КдФ) 

т = Wj;j;j; " 6WWj;, (O.l) 

модифицированное уравнение Кортевега-де Фриза (МКдФ) 

Щ = Uxxx - &U^Ux (0.2) 

и уравнение sine-Gordon (sG) 

г(;а;̂  = ехр(2г(;) + ехр(—2г(;). (0-3) 

Связь между этими уравнениями прослеживается не только на языке соответ­
ствующих спектральных задач, но и в терминах самих уравнений. Уравнение 
Кд Ф связано с уравнением МКдФ преобразованием Миуры 

w = Ux+u^. (0.4) 

Связь МКдФ с уравнением sG заключается в следующем. После введения по­
тенциала и = Wx из уравнения МКдФ получается уравнение ПМКдФ 

wt = Wxxx - 2 ^ ^ , (0.5) 

которое является симметрией уравнения (0.3). 
Известны различные обобщения скалярного уравнения Кд Ф на многополе­

вой случай [1-5]. В частности, в работе [5] указан класс йордановых систем 
КдФ, т.е. систем вида 

W = Кхх - ^(^]к^'^1. i = 1, . . . , 7V (0.6) 

(здесь и в дальнейшем предполагается суммирование но повторяющимся ин­
дексам), где а'^-^ — структурные константы произвольной йордановой алгебры 
(см. [6, 7]). Иордановы системы Кд Ф обладают полным набором алгебраиче­
ских свойств, характеризующих их интегрируемость методом обратной задачи 
теории рассеяния. Они имеют бесконечную алгебру высших симметрии, бес­
конечную серию локальных законов сохранения, оператор рекурсии [5]. В [4] 
рассматривались системы вида (0.6), обладающие L-A-парами в неприводимых 



Йордановы алгебры и интегрируемые системы 41 

эрмитовых симметрических пространствах. Эти системы являются йордано-
выми системами КдФ, соответствующими простым йордаповым алгебрам. 

Настоящая работа посвящена построению йордановых аналогов скалярных 
уравнений МКдФ и sG. Показано, что всякая система (0.6) допускает диффе­
ренциальную подстановку 

w' = ui^aij.u^u^, i = l , . . . , A ^ , (0.7) 

которая является естественным обобщением преобразования Миуры (0.4). В 
результате дифференциальной подстановки (0.7) из (0.6) получается йорда-
нова система МКдФ 

^1 = <хх - 6alm^]t^u^^^<. i = 1, . . . , TV . (0.8) 

Показано, что системы (0.8) содержатся в более широком классе многополе­
вых аналогов уравнения (0.2), который соответствует йордаповым тройным 
системам (см. [7, 8]). 

Построены йордановы аналоги скалярного уравнения ПМКдФ (0.4) — си­
стемы вида 

..,г _ г _ Q^« pr^J^.m ^ о г рг^п ps .,J .,jk т 
t XXX tJH,jj,± m X XX ^^ tJH,jj,± j^H,f^g± ,jj^ LU J, LU J, LU J, 

- la)^a^,,PlP^wiwlw^, i = 1, . . . , iV, (0.9) 

где P{w) = Q~^, Q — матрица размера N x N ^ компоненты которой опреде­
ляются формулой 

В отличие от скалярного уравнения (0.2) система (0.8) в случае общего поло­
жения не допускает введения потенциала и^ = wl,. Системы (0.9) связаны с 
(0.8) нетривиальным обобщением введения потенциала — подстановкой 

u' = Piwl. (0.10) 

Дифференциальная подстановка (0.10) разлагается в суперпозицию введения 
потенциала и обратимого преобразования лишь тогда, когда соответствующая 
йорданова алгебра является ассоциативной. 

Всякая система (0.9) является симметрией гиперболической системы 

wly = ai^P'^wiw'^+ ciaij.w^w^+ С2Ъ\ i = l , . . . , А^. (0.11) 

Здесь c i , С2 — произвольные константы, а константы Ъ^ определяются из 
линейной системы 

а],¥ = 5], i,j = l,...,N, (0.12) 

где S^j — символы Кронекера (если а^у — структурные константы йордановой 
алгебры с единицей, то система (0.12) имеет решение). Системы (0.11) явля­
ются йордановыми аналогами уравнения sine-Gordon. При А̂  = 1 (0.11) пред­
ставляет собой рациональную запись уравнения (0.3). Отметим, что в отличие 
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от хорошо известных обобщений уравнения sine-Gordon (двумеризованные це­
почки Тоды) йордановы системы sG (0.11), вообще говоря, нельзя записать в 
таком виде, чтобы их правая часть не зависела от производных w^. 

Все построенные в работе многополевые интегрируемые системы интерпре­
тируются как уравнения в йордановых алгебрах, что позволяет записывать их 
в компактном и инвариантном относительно линейных преобразований виде. 
Координатная запись используется лишь во введении и примерах интегрируе­
мых систем малой размерности. 

Автор благодарит В. В. Соколова за интерес к работе, обсуждение резуль­
татов и ряд полезных замечаний относительно изложения материала, а также 
Р. И. Ямилова за полезные обсуждения, стимулировавшие рассмотрение диф­
ференциальных подстановок типа (0.10). 

§1. Йордановы аналоги уравнений К д Ф и М К д Ф . 
Преобразование Миуры 

В [5, 9] был предложен способ построения многополевых аналогов интегри­
руемых^ скалярных уравнений в частных производных, который применим для 
любых скалярных уравнений с полиномиальной правой частью. Кратко напо­
мним, в чем он заключается, на примере скалярного уравнения Кд Ф (0.1). 
Рассмотрим многополевую систему 

^i = Кхх - Ц^^^'^^ ^U = 4j^ i = 1, . . . , А̂ . (1.1) 

Будем называть (1.1) обобщением скалярного уравнения КдФ, если она обла­
дает высшими симметриями и локальными законами сохранения. Рассмотрим 
А^-мерную коммутативную алгебру J (умножение в J будем обозначать ( о )), 
структурные константы которой совпадают с константами а̂ -̂  системы (1.1). 
Более точно, если e i , 62, . . . , е^ — базис в J , то умножение в J определено 
формулой 

{cjoek) = a]^ei. (1.2) 

Переход к новому базису в алгебре J соответствует линейным преобразова­
ниям 

w' = Miw^, i = 1 , . . . ,А^, de tMT^O, 

системы (1.1). Поэтому корректно установлено взаимно однозначное соответ­
ствие между А^-мерными алгебрами и системами вида (1.1). Системы, которые 
соответствуют одной и той же алгебре J при различных выборах базиса, бу­
дем называть эквивалентными. Полагая W = w'^ei^ систему (1.1) мы можем 
записать в инвариантном относительно выбора базиса виде 

Wt = W,,,-6iWoW,). (1.3) 

Интегрируемость понимается в рамках симметрийного подхода, см. [10]. 
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Таким образом, систему (1.1) можно интерпретировать как уравнение (1.3) на 
алгебре J. Все вычисления и рассуждения, которые приходится проделывать 
при исследовании интегрируемости уравнений (1.3), фактически повторяют 
аналогичные вычисления и рассуждения в скалярном случае. Единственное, 
но существенное отличие заключается в том, что умножение ( о ) , вообще 
говоря, не является ассоциативным. 

Требование наличия у системы (1.3) высших симметрии или локальных за­
конов сохранения накладывает жесткие условия на константы а^-^. Для того 
чтобы сформулировать эти условия в инвариантных алгебраических терми­
нах, напомним определение йордановой алгебры. Заранее условимся, что все 
определяемые алгебраические структуры предполагаются конечномерными и 
рассматриваются над полем С 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1.1. Коммутативная алгебра J называется йордановощ если 
умножение в ней удовлетворяет тождеству 

{хо[[хох)о z)) = {{xox)o[xoz)) . (1.4) 

Т Е О Р Е М А 1.1 (см. [5]). Для того чтобы система (1.3) имела невыроэюден-
ные высшие симметрии или законы сохранения, необходимо и достаточно, 
чтобы соответствующая ей коммутативная алгебра J была йордановой. 

Системы (1.3), где ( о ) — умножение в йордановой алгебре, будем назы­
вать для краткости йордановыми системами КдФ. 

Йордановы алгебры не являются столь экзотическим объектом, как это 
может показаться на первый взгляд. Тождество (1.4) является ослабленным 
тождеством ассоциативности. Большой набор примеров (не исчерпывающий, 
однако, всех йордановых алгебр) можно построить, исходя из ассоциативных 
алгебр. Пусть А — ассоциативная алгебра с умножением * . Определив на ней 
новое умножение 

[хоу) = | ( х * у + у * х ) , (1.5) 

получаем йорданову алгебру А^^^. 
П Р И М Е Р 1.1. Пусть А — ассоциативная алгебра матриц размера N х N. 

Тогда система (1.3), соответствующая йордановой алгебре А^~^^, представляет 
собой хорошо известное матричное уравнение Кд Ф 

Wt = W,,, - 3WW, - 3W,W, (1.6) 

где W — матрица размера N х N с компонентами Wij{t^ х). 
Йордановы алгебры малой размерности нетрудно классифицировать, исходя 

непосредственно из определения. Пиже мы приводим полный, с точностью до 
преобразований базиса, список двумерных йордановых алгебр и соответству­
ющих им йордановых КдФ. 

П Р И М Е Р 1.2. Двумерные йордановы алгебры исчерпываются списком, со­
стоящим из следующих пяти алгебр, заданных таблицей умножения базисных 
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векторов: 

^2(1) 

^2(3) 
^2(4) 
^2(5) 

(e ioei) = e i , (eioe2) = 5e2, (62062) = О 
(e ioei) = e i , (eioe2) = e2, (62062) = О 
( e i o e i ) = e 2 , (61062)= О, (62062)= О 
( 6 i o 6 i ) = 6 i , (61062)= О, (б2 0б2)=б2 
( 6 i o 6 i ) = 6 i , (61062)= О, ( б 2 о б 2 ) = 0 . 

(1.7) 

Алгебры «/2(4) и «/2(5) являются прямой суммой своих идеалов. Соответству­
ющие им системы состоят в случае алгебры J2(4) из двух независимых ска­
лярных уравнений КдФ, а в случае алгебры J2(5) — из скалярного уравнения 
Кд Ф и линейного уравнения. Алгебрам «/2(1)5 «/2(2) и J2(3) соответствуют 
системы 

Щ = U:, 6uUx , 'î t 

Vt = :̂r 

Зггг'а; — 3vUx, 

бггг'а; — бг'г/а; ^ 

бг̂ г̂ ж • 

(1.8) 
(1.9) 

(1.10) 

З А М Е Ч А Н И Е 1.1. Термин «йорданова система КдФ» применительно к (1.10) 
не совсем удачен, так как из вида этой системы никакой связи со скалярным 
Кд Ф углядеть нельзя. Более того, такой связи и быть не может, так как диф­
ференциальной подстановкой 

и = Unr V = Vx -\-и г. 2 (1.11) 

система (1.10) сводится к системе двух независимых линейных уравнений щ = 
Uxxx 1 Щ = "^ххх • Поэтому правильнее было бы называть йордановыми систе­
мами К д Ф лишь те системы (1.3), из которых при какой-либо редукции можно 
получить скалярное уравнение КдФ. Но, надеясь, что данное замечание позво­
лит избежать недоразумений, мы будем продолжать называть йордановыми 
системами КдФ все системы (1.3), порожденные йордановыми алгебрами. 

Легко видеть, что все системы из примера 1.2 содержат независимые ска­
лярные уравнения. Для (1.8) и (1.9) таковым является скалярное уравнений 
КдФ, для (1.10) — линейное уравнение. Этот факт объясняется тем, что во 
всех трех случаях соответствующие йордановы алгебры имеют идеал {62}. 
Будем называть приводимой систему Я вида (1.3), если она имеет подсистему 
Яо такого же вида, но меньшей размерности. Визуально убедиться в наличии 
такой подсистемы Яо не всегда так просто, как в рассмотренных примерах. 
Нетрудно проверить, что система Я приводима тогда и только тогда, когда 
соответствуюп];ая алгебра J имеет идеал JQ . Нри этом автономная подсистема 
Яо соответствует факторалгебре J/Jo. Простым алгебрам J соответствуют 
неприводимые системы. 

Вопрос о конструктивном построении всех неприводимых йордановых си­
стем К д Ф полностью решен, так как известна классификация простых йорда­
новых алгебр (см. [11, б]). Имеется четыре бесконечные серии простых йорда­
новых алгебр и одна исключительная простая йорданова алгебра. 
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П Р И М Е Р 1.3. Пусть V — векторное пространство, dim У = А ,̂ и ( , ) — 
обычное скалярное произведение на V. Зададим умножение 

{хоу) = {а,х)у+ {а, у) х - {х,у)а. (1.12) 

Нетрудно проверить, что векторное пространство V с таким умножением 
является йордановой алгеброй. При (а, а) т̂  О, А̂  > 2 эта алгебра простая. Се­
рию построенных простых йордановых алгебр будем обозначать D^ • Пусть 
6 1 , 6 2 , . . . , бдг — базис в V. Если {а^а) ф О, то ортогональными преобра­
зованиями можно добиться, чтобы а = 61. Тогда умножение (1.12) задается 
таблицей 

( б 1 0 б г ) = 6г, (бгОбг) = - б 1 , i = l , . . . , A ^ , 

[eioej) = 0, гф 2, гф\, 2 Ф^' 

При АГ = 3 , а = (1, О, 0)^ йорданова система КдФ, соответствующая алгебре 
с умножением (1.13), имеет вид 

Щ = и^хх -Ъ{и^ -v^ - п?)х, 

Щ = '^ххх -^{uv)x, (1.14) 

^t = ^ххх -^{uw)x. 

Отметим, что системой (1.14) исчерпываются все неприводимые йордановы 
системы КдФ размерности А̂  = 3 . 

Скалярное уравнение КдФ (0.1) связано со скалярным уравнением МКдФ 
(0.2) дифференциальной подстановкой Миуры (0.4). Известно (см., например, 
[4]), что матричное уравнение Кд Ф (1.6) связано дифференциально подстанов­
кой 

Vr = C/̂  + C/2 (1.15) 

с матричным уравнением МКдФ 

Vt = Uxxx - 'iU^Ux - ЗС/^С/2. (1.16) 

Как будет показано ниже, дифференциальную подстановку, обобщающую под­
становку Миуры (0.4), допускает любая йорданова система (1.3). Более того, 
оказывается, что наличие такой дифференциальной подстановки выделяет сре­
ди систем вида (1.3) йордановы системы КдФ. 

Т Е О Р Е М А 1.2. Пусть а и J — коммутативные алгебры, умноэюение в ко­
торых обозначается соответственно а{ о ) , ( о ) , причем dim а = dim J = 
А̂  и алгебра J имеет единицу е. Система 

Wt = W,,, + a{WoW,) (1.17) 

допускает дифференциальную подстановку 

W = Ux^{UoU) (1.18) 

тогда и только тогда, когда J — йорданова алгебра, а умноэюение в алгебре 
а определено формулой 

а{хоу) = —6{хоу). (1.19) 
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Модифицированная система^ связанная с (1.17) дифференциальной подстанов­
кой (1.18); имеет вид 

Ut = U,,,-6{{UoU)oU,). (1.20) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть система (1.17) допускает дифференциальную под­
становку (1.18), в результате которой получается некоторая система Ut = 
Н{и ^Ux-^UxxiUxxx) • Существование такой дифференциальной подстановки 
эквивалентно тому, что вектор-функция Н является решением системы диф­
ференциальных уравнений 

Dx{H) + 2(С/о Я ) - F = О, (1.21) 

где Dx = d/dx — оператор взятия полной производной по переменной х, 
а F — правая часть системы (1.17), в которой W ^ Wx-, • • • выражены через 
и^Ux-, • • • с помощью соотношения (1.18). Таким образом, мы должны полу­
чить условия разрешимости системы дифференциальных уравнений (1.21) и 
указать решение Н. Удобно выбрать нестандартный набор динамических пе­
ременных (см., например, [10]) С/, W^ Wx-, Wxx-) - - - •> полагая, что производные 
и по X выражаются через эти динамические переменные с помощью (1.18) 
{Ux = W - (С/оС/), Uxx = Wx- 2{WoU) + 2{{UoU)oU) и так далее). Ал­
горитм решения систем вида (1.21) указан в [12]. Следуя этому алгоритму, 
мы получаем, что для разрешимости системы (1.21) необходимо и достаточно, 
чтобы умножения в алгебрах J ж а удовлетворяли тождествам 

(хоа(уоу) ) + 6(хо(уоу)) = 0, (1.22) 
[у о [хо [хо х))) + 2{хо [хо [хо у))) — Z{xо [у о [хо х))) = 0, (1.23) 

{{х о [х о х)) о [х о х)) — {х о [[х о х) о [х о х))) = О . (1-24) 

Полагая в (1.22) х = е, получаем, что это тождество эквивалентно тому, что 
умножение в алгебре а должно быть определено формулой (1.19). При вы­
полнении тождеств (1.23) и (1.24) правая часть модифицированной системы 
записывается в виде 

Н = Wxx -2{UoWx) -2{WoW) -2{Wo{UoU)) + 4(C/o(C/oVr)) 
+ {{UoU)o{UoU)) - {Uo{Uo{UoU))) + c, (1.25) 

где с — такой элемент алгебры J , что (сох) = О для любого х Е J. Полагая 
X = е, получаем, что с = О. 

Покажем, что если J — йорданова алгебра, то тождества (1.23) и (1.24) вы­
полнены. Положив Z = (хох) в (1.4), получаем (1.24). Произведя линеаризацию 
тождества (1.4), получаем тождество 

{у о (z о (х о х))) -\-2 {х о (z о (х о у))) —2 {{х о у) о (х о z)) — {{х о у) о (х о z)) = О . ( 1 .26 ) 

Положив Z = X в (1.26), получаем 

{уо{хо{хох)))-\-2{хо{хо{хоу)))—3{{хоу)о{хох)) = О . 

В силу (1.4) последнее тождество можно переписать в виде (1.23). 
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Теперь покажем, что если алгебра J имеет единицу е и ее умпожепие удо­
влетворяет тождествам (1.23) и (1.24), то J — йордапова алгебра. Линеари­
зовав тождество (1.24), получаем 

{{уо{хох))о[хох)) -^ 2{{х о [х о у)) о [х о х)) + 2 ( ( х о ( х о х ) ) о ( х о у ) ) 

— (уо ((хох)о (хох))) — 4(хо ((хох)о (хоу))) = О . (1-27) 

Положив у = е в (1.27), получаем, что 

((хох) о (хох)) — (хо (хо (хох))) = О . (1.28) 

Линеаризация тождества (1.28) дает нам тождество 

4 ( ( у о х ) о ( х о х ) ) — ( у о ( х о ( х о х ) ) ) — 2 ( х о ( х о ( х о у ) ) ) — ( х о (у о ( х о х ) ) ) = О . 

Сложив это тождество с (1.23), получаем (1.4), т.е. алгебра J йордапова. 
Заменив 1^ и ее производные по х в формуле (1.25) с помощью (1.18) и 

воспользовавшись тождеством (1.4), получаем, что модифицированная система 
имеет вид (1.20). 

С Л Е Д С Т В И Е 1.1. Всякая йордапова система КдФ (1.3) допускает диффе-
репциалъпую подстановку Миуры (1.18)^ в результате которой получается 
йордапова система МКдФ (1.20). 

П Р И М Е Р 1.4. Системы (1.8) и (1.9) связаны дифференциальными подстанов­
ками Миуры вида (1.18) с системами МКдФ 

Щ = "^ххх — би^Пх^ Vf = Vxxx — Зг/^г'а; — ZvUUx •, ( 1 .29 ) 

Щ = Uxxx - &U^Ux , Vt = Vxxx - &U^Vx - l2vUUx . ( 1 .30 ) 

Система МКдФ, связанная с (1.14), имеет вид 

Щ = Uxxx + 6(гг^ + uv'^ + uw'^)x - 12и{и'^)х, 

Щ = Vxxx -\-б{и'^ -^-v'^ -\-w'^)vx - I2u{uv)x, (1.31) 

VOt = Wxxx + &{U^ + v'^ + w'^)Wx - 12U {uw)x . 

в отличие от скалярного случая обобщенное преобразование Миуры «об­
служивает» и линеаризуемые системы. Это видно из примера, приведенного в 
замечании 1.1 (см. формулу (1.10)). Па случай систем произвольной размерно­
сти пример обобщается следующим образом. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е 1.1. Пусть J — коммутативная пильпотептпая алгебра, 
удовлетворяющая тоэюдеству 

{xo{yoz)) = 0 . 

Тогда соответствующая ей система (1.3) линеаризуется дифференциальной 
подстановкой (1.18). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточно убедиться в том, что коммутативная алге­
бра, удовлетворяющая приведенному выше тождеству, является йордановой. 

Системы МКдФ, которые получаются из йордановых систем МКдФ при 
помощи дифференциальных подстановок Миуры (1.18), не исчерпывают всех 
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интегрируемых систем вида 

4 = < , , - Щи^и^и^и^, i = l,...,N. (1.32) 

П Р И М Е Р 1.5. Неприводимая система 

Щ = Uxxx -&{и^ +v'^)Ux, 
(1.33) 

обладает бесконечной серией высших симметрии и локальных законов сохра­
нения. Так как все МКдФ, которые получены из КдФ размерности А̂  = 2, 
приводимы, то (1.33) преобразованием и^ = М^й^ не сводится ни к одной из 
этих систем. 

Приведенный пример показывает, что, исходя непосредственно из йорда-
новых алгебр, нельзя построить всех интегрируемых систем вида (1.32). Тем 
не менее условия интегрируемости этих систем формулируются в терминах 
йордановых структур, а именно, йордановых тройных систем [7, 8]. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 1.2. Иордановой тройной системой называется векторное 
пространство Т, на котором определено тернарное умножение Т хТ хТ ^ Т ^ 
(x^y^z) -^ {х у z} ^ удовлетворяющее тождествам 

{ху z} = {zy х], (1.34) 
{х у {s V z}} — {s V {х у z}} = {{х у s} V z} — {s {у X v} z} . (1.35) 

Так же, как и в случае систем (1.1), будем считать, что константы К/ст' 
определяющие правую часть системы (1.32), являются структурными констан­
тами некоторой тернарной алгебры Т с умножением { , , } . Тем самым мы 
устанавливаем взаимно однозначное соответствие между системами (1.32) и 
А^-мерными тернарными алгебрами. Пусть e i , 62, . . . , едг — базис в Т . По­
лагая и = u'^Ci^ систему (1.32) можно записать как уравнение на тернарной 
алгебре Т 

Ut = U,.,-6{UUU,}. (1.36) 

Т Е О Р Е М А 1.3. Для того чтобы система (1.36) обладала бесконечной се­
рией невыроэюденных высших симметрии или локальных законов сохранения, 
необходимо и достаточно, чтобы соответствующая ей тернарная алгебра 
Т была иордановой тройной системой. 

Мы не будем приводить доказательство теоремы 1.3, так как в идейном 
плане оно не имеет существенных отличий от доказательства теоремы 1.1. 
подробно изложенного в [5]. 

Иордановы тройные системы тесно связаны с йордановыми алгебрами. В 
частности, всякая йорданова алгебра J является иордановой тройной системой 
относительно тройного йорданова произведения 

{ху z} = {xo{yoz)) + {zo{yox)) - {yo{xoz)) (1.37) 

(см., например, [7]). Пусть система МКдФ получена из системы Кд Ф преобра­
зованием Миуры (1.18); первой соответствует тройная йорданова система Т , 
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а второй — йорданова алгебра J. Тогда умножение в Т определяется (см. 
(1.20)) через умножение в J при помощи формулы (1.37). Наличие интегри­
руемых систем (1.32), не связанных дифференциальной подстановкой (1.18) с 
системой КдФ, объясняется тем, что йордановы тройные системы не исчер­
пываются алгебрами с умножением (1.37). 

§2. Йордановы аналоги уравнения s ine-Gordon 

Цель этого параграфа — построение йордановых многополевых аналогов 
уравнения sine-Gordon (sG). Для произвольной йордановой алгебры с единицей 
мы построим эволюционные системы, обобщающие скалярное уравнение ПМ-
КдФ, а затем укажем гиперболические системы, для которых построенные 
многополевые ПМКдФ являются симметриями. 

Симметрией скалярного уравнения sG является уравнение ПМКдФ (0.7). 
Его можно получить из скалярного уравнения МКдФ (0.3) при помощи диф­
ференциальной подстановки введения потенциала 

u = Wx. (2.1) 

Казалось бы, что многополевыми системами ПМКдФ нужно называть систе­
мы, которые получаются из (1.20) при помощи «векторного» обобщения 

U = W, (2.2) 

дифференциальной подстановки (2.1). Но нетрудно проверить, что система 
(1.20) в случае общего положения не допускает дифференциальной подста­
новки (2.2). Поэтому для построения йордановых систем ПМКдФ приходится 
воспользоваться менее тривиальным, чем (2.2), обобщением скалярного введе­
ния потенциала (2.1) — дифференциальной подстановкой, которую достаточно 
просто можно записать в терминах операторов умножения в йордановой алге­
бре. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е 2 .1 . Оператором умноэюенил на элемент z в йордановой 
алгебре J называется линейный оператор 

L{z): J ^ J, L{z)y = (zoy). 

Т Е О Р Е М А 2 .1 . Пусть J — йорданова алгебра с единицей. Соответству­
ющая ей йорданова система МКдФ (1.20) допускает дифференциальную под­
становку 

U = -lL{W)-'W,, (2.3) 

В результате этой дифференциальной подстановки получается йорданова 
система ПМКдФ 

Wt = W,,, -3iW,oL{W)-'W,,) + 3iW,oL{W)-\W,oL{W)-'W,)) 

- l{W,o{L{Wr'w,oL{W)-'W,)). (2.4) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Прежде всего отметим, что так как алгебра J имеет 
единицу, то de tL( l^ ) ^ О и формула (2.3) имеет смысл. Пусть система (1.20) 
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связана дифференциальной подстановкой (2.3) с некоторой системой Wt = 
H{W^ Wxi Wxx-) Wxxx) • Тогда вектор-функция Н удовлетворяет уравнению 

Dx{H) + 2(С/о Я ) + 2(Vro F ) = О, (2.5) 

где F = Uxxx — 6{{UoU)oUx) — правая часть МКдФ. Дифференциальную 
подстановку (2.3) удобно переписать в виде 

Wx = -2 {Wo и). (2.6) 

В качестве независимого набора динамических переменных выберем W^U^ 
Ux 1 иXX •)'''•) полагая, что производные 1^ по х выражаются через эти дина­
мические переменные с помощью (2.6) {Wx = —2{Wо JJ), Wxx = —2{Wо Ux) + 
4 ((1^0 и) о и) и так далее). Существование рассматриваемой дифференциаль­
ной подстановки эквивалентно тому, что уравнение (2.5) имеет решение Н = 
H{W^ С/, Ux-, Uxx) • Так же, как и при доказательстве теоремы 1.2, получаем, 
что для разрешимости уравнения (2.5) достаточно, чтобы умножение удовле­
творяло некоторым тождествам, которые являются следствиями (1.4). Удовле­
творяющая (2.5) вектор-функция Н имеет вид^ 

Н = -2{WoUxx) + ^{Uo{WoUx)) 
-4(C/^o(vroC/)) + 4(Vro(C/o(C/oC/))). (2.7) 

Подставив значения С/ и ее производных, вычисленных с помощью (2.3), в 
формулу (2.7), получаем правую часть уравнения (2.4). 

З А М Е Ч А Н И Е 2 .1 . Требование теоремы 2.1, чтобы йорданова алгебра имела 
единицу, можно ослабить. Достаточно предполагать, что deiL{U) ф 0. 

З А М Е Ч А Н И Е 2.2. Очевидно, скалярная дифференциальная подстановка вида 
(2.3) эквивалентна введению потенциала (2.1). Можно проверить, что в много­
полевом случае дифференциальная подстановка (2.3) эквивалентна введению 
потенциала (2.2) тогда и только тогда, когда соответствующая йорданова ал­
гебра J ассоциативна. Сделав обратимое преобразование, системы (2.4), по­
рожденные ассоциативными коммутативными алгебрами J , можно записать 
в более простом виде 

Wt = W,,, -2{W,o {W, о W,)). (2.8) 

Нетрудно проверить, что все системы МКдФ, порожденные коммутативными 
ассоциативными алгебрами J, приводимы. Поэтому приводимыми системами 
являются и все системы ПМКдФ вида (2.8). 

З А М Е Ч А Н И Е 2.3. Можно показать, что простым йордановым алгебрам со­
ответствуют неприводимые ПМКдФ (2.4). 

Известно (см. [13]), что всякой скалярной дифференциальной подстановке 
первого порядка соответствует некоторое гиперболическое уравнение, симме-
триями которого являются эволюционные уравнения, допускающие эту диффе­
ренциальную подстановку. Обобщая это утверждение на многополевой случай. 

Вообще говоря, Н определяется с точностью до прибавления вектор-функции х(С/), 
которая удовлетворяет системе дифференциальных уравнений {dx/dU){z) = {L{U)~^z о х). 
Но, в частности, мож:но считать, что х = О. 
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построим гиперболическую систему, симметриями которой являются допуска­
ющие дифференциальную подстановку (2.3) эволюционные системы (2.4). 

Т Е О Р Е М А 2.2. Система ПМКдФ (2.4) является симметрией гиперболиче­
ской системы 

W,y = {WyoL{W)-'W,). (2.9) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Запишем систему (2.9) в виде двух систем 

Wa, = -2{WoU), Uy = 0. (2.10) 

В качестве набора независимых динамических переменных выберем вектор 
и со всеми его производными по переменной х и вектор W со всеми его 
производными по переменной у. Все остальные производные векторов U ж W 
можно выразить с помощью системы (2.10). Система 

Wt = H{w,Wy,Wyy,... ,и,и,,и,,,...), 
Ut = F{W,Wy,Wyy,... ,и,и,,и,,,...) ^- '' 

является симметрией для (2.10) тогда и только тогда, когда вектор-функции 
F , Н удовлетворяют соотношениям 

D:,{H) + 2(С/о Я ) + 2(Vro F ) = О, Dy{F) = О . (2.12) 

Первое из этих соотношений совпадает с (2.5). Поэтому, выбрав в качестве 
F правую часть йордановой системы МКдФ (1.20) и определив Н формулой 
(2.7), мы получаем систему (2.11), которая является симметрией для (2.10). 
Тогда симметрией (2.9) является система Wt = Я , где вектор U и его произ­
водные по X вычислены по (4.3). 

В скалярном случае (2.9) представляет собой уравнение 

"Wxy = W~^WyWx, (2.13) 

которое обратимым преобразованием 
w = exp{w) (2.14) 

сводится к волновому уравнению Wxy = 0. В случае систем (2.9) от квадратич­
ных по производным слагаемым в правой части избавиться нельзя. Более того, 
простым йордановым алгебрам соответствуют неприводимые системы (2.9). 

После обратимого преобразования (2.14) уравнение sine-Gordon 

i!^xy = ci exp (w) + C2 exp {-w), 

записывается в рациональном виде 

"Wxy = W~^WyWx + CiW^ + C2 . 

Такая запись позволяет угадать вид йордановых многополевых систем, обоб­
щающих скалярное уравнение sine-Gordon. 

Т Е О Р Е М А 2.3. Пусть J — йорданова алгебра с единицей е. Соответству­
ющая ей гиперболическая система 

Wxy = {Wy о L{W)-'Wx) ^ciiWoW)^ С2е (2.15) 
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имеет симметрию (2.4). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В справедливости утверждения теоремы можно убедить­

ся непосредственной проверкой. Все возникающие соотношения выполняются в 
силу йорданова тождества (1.10). Единственный нетривиальный момент 
заключается в использовании того, что операторы умножения L(W) и 
L(L(W)~^e) коммутируют. Последнее следует из моноассоциативности йор-
дановых алгебр. 

П Р И М Е Р 2 .1 . В случае йордановой алгебры из примера 1.3, где А̂  = 3 , 
а = (1, О, 0)^, система (2.15) имеет вид 

Uxy = U~^UxUy + Ci{u^ - v'^ - и?) + C2 

+ {u^ + г'^ + У0^)~'^ {uUx + VVx + WWx){uUy + VVy + WWy)^ 

"^xy = U~^VxUy + 2ciUV 

+ U~^{u'^ -\- v'^ -\- W^)~^{uUx + VVx + WWx){uVy — VUy) ^ 
(2.16) 

w xy = и ^WxUy + 2ciUV 

+ U~^{u'^ -\- v'^ -\- V0^)~^ {uUx + VVx + WWx){uWy — WUy) ^ 

где c i , C2 — произвольные константы. 
в заключение работы отметим, что интегрируемые системы, связанные с 

йордановыми структурами, заведомо не исчерпываются рассмотренными в на­
стоящей работе. В [9] было установлено взаимно однозначное соответствие 
между интегрируемыми системами, обобщающими нелинейное уравнение Шрё-
дингера (относительно таких систем см. также [14]), и йордановыми парами 
[15]. В [16] были построены системы дифференциально-разностных уравне­
ний, связанные с йордановыми структурами. Есть основания предполагать, 
что для большинства скалярных уравнений, связанных дифференциальными 
подстановками с уравнением Кд Ф или нелинейным уравнением Шрёдингера, 
существуют йордановы аналоги. 
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