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В настоящее время методы декомпозиции области развиваются (см., например, [1, 2]) для 
приближенного решения задач математической области в сложных нерегулярных областях и 
служат основой для построения эффективных вычислительных алгоритмов для параллельных 
ЭВМ с архитектурой типа MIMD. Рассматриваются различные варианты методов декомпо­
зиции с и без налегания подобластей, при этом основное внимание уделяется формулировке 
обменных граничных условий на границах подобластей. 

Основные успехи достигнуты при рассмотрении [3, 4, с. 4 — 51] методов декомпозиции 
области для эллиптических краевых задач второго порядка. Особое внимание в плане практи­
ческих приложений заслуживают задачи конвекции/диффузии, когда рассматриваются задачи 
с учетом конвективного переноса. 

Наиболее простой подход при использовании методов декомпозиции для нестационарных 
задач математической физики основывается на рассмотрении стационарных задач после дис­
кретизации по времени. Применению такого цодхода для параболических краевых задач по­
священы, например, работы [5, 6]. 

Второе направление связано с построением безытерационных схем декомпозиции области 
[7 — 9] для параболических задач. Исследования базируются на использовании схем с и без 
налегания подобластей и различных схем расщепления по времени. 

В настоящей работе рассмотрены особенности построения разностных схем декомпозиции 
области для нестационарных уравнений конвекции/диффузии. Исследуются схемы типа пере­
менных направлений — разностные схемы: Дугласа — Рекфорда (стабилизирующей поправ­
ки). При аппроксимации конвективных слагаемых центральными разностными производными 
используется симметричная форма (полусумма слагаемых в дивергентной и недивергентной 
формах). 

1. Модельная задача конвекции/диффузии. Ограничимся построением схем декомпо­
зиции при разбиении на две подобласти. Пусть область Л составлена из двух прямоугольников 
Пх и П 2 с параллельными осям координат сторонами, причем Пз = fti f] П 2 • В области Л 
ищется решение параболического уравнения 

ди ^ , ч ди д2и л л 

М+г2 v«(x> О^Г - £ № = °> * = (*ъ * 2 ) 6 ft> t > 0, ( 1 ) 

дополненного простейшими однородными граничными условия первого рода 

u ( M ) = 0, xedfl, О 0, (2) 

и начальным условием 
и(х,0) = uQ(x), i 6 f i , (3) 

В уравнении (1) функции va(x}t), а = 1,2 (компоненты скорости), определяют конвективный 
перенос и записаны в недивергентной форме. 
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Принимая во внимание условие несжимаемости 

Е з г = 0> * e f i > (4) 

перепишем уравнение (1) в виде 

соответствующем дивергентной записи конвективных слагаемых. Наше рассмотрение осно­
вывается на использовании симметричной формы конвективных слагаемых, когда уравнение 
конвекции/диффузии имеет вид 

ди 1 Л J « , 1 Л d(vau) А за« Л _ , п 

Для уравнения (5) наиболее просто строить безусловно устойчивые разностные схемы. 
2. Дифференциально-разностная задача. Будем считать для простоты, что в области 

ft можно ввести согласованную равномерную по каждому направлению ха сетку с постоян­
ными шагами h a , а = 1,2, и обозначим через и множество внутренних узлов, а через ди 
множество граничных узлов. Разностное решение задачи конвекции/диффузии на момент вре­
мени i обозначим y(x,t), х € и . 

Для построения разностных схем второго порядка аппроксимации по пространственным 
переменным для уравнений конвекции/диффузии (1) — (3), (5) используется обычный пяти­
точечный шаблон "крест". Будем применять стандартные безындексные обозначения тео­
рии разностных схем [10]. Для правой и левой разностных производных по переменной х а , 
а = 1,2, имеем соответственно 

w*. = (wix* + h«) ~ ™(x«))/hon = (w(xQ) - w(xa - ha))/ha} a = 1,2. 

Для центральной производной используется выражение 

wo = Q,5(WXQ + tifcj = (w(xa + К) - w(xa - Л«))/(2Л в), a = 1,2. 

2 

Пусть Л — двумерный разностный оператор Лапласа: Ау = — ] Г 2feo,2ra • Поставим в 

соответствие задаче (2), (3), (5) дифференциально-разностную задачу 

»(<М) = 0, ж€0и;, t > 0 , (7) 

2/(х,0) = и 0 (х) , ж G и. (8) 

Ограничимся простейшими аппроксимациями конвективных слагаемых, для которых 
М М ) = V*0M) > а = 1,2, я? €w, * > 0 . 

Для сеточных функций, обращающихся в нуль на ди, определим гильбертово простран­
ство Я , скалярное произведение и норму в котором введем соотношениями (у, г/)2 = £ yvhxh2, 

\\У\\ = (У,У)1/2-
Рассматривая дифференциально-разностную задачу в Я , запишем ее в виде эволюционного 

уравнения 
dy/dt + Ay = 0, х 6 a;, * > 0, (9) 
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при заданном у(ж,0), x G w . Оператор А представлен в виде 

A = V{h) + A, (10) 

где V(b) — сеточный оператор, соответствующий конвективному переносу. Принимая во 
внимание (6), получаем 

ПЬ)»-5 Е((М;.+*.»;.)• (11) 
Для сеточных функций у £ Н и любых векторов b имеем [11] 

V(b) = -V(b), (12) 

т.е. разностный оператор конвективного переноса в форме (11) кососимметричный. 
Для несамосопряженного оператора А выделим симметричную S и кососимметричную К 

части: 
А = 5 + # , (13) 

где S = 0,5(А + А*), К = 0,5(4 - А*) . 
Для задачи (7) с учетом (8), (10) и самосопряженности сеточного оператора Лапласа Л [10, 

12] имеем 
5 = Л, # = V(b). (14) 

Таким образом, в разностной задаче конвекции/диффузии (6) — (8) симметричная часть се­
точного оператора соответствует диффузии, а кососимметричная — конвективному переносу. 

3. Операторы пространственной декомпозиции. Пусть иа — узлы и, лежащие в 
подобласти Ua , а = 1,2. Разностные схемы декомпозиции удобно строить на основе разбиения 
единицы области ft. Определим функции 

Ха (ж )>0 , х£иа; х00 = 0, х i ша7 а = 1,2, (15) 

причем 

Xi(*) + X2(a0 = l, х ей. (16) 
Рассмотрим для оператора А аддитивное представление 

A = Ax + A 2 , (17) 

в котором операторы Аа , а = 1,2, связываются с отдельными подобластями, с разбиением 
(13), (14) и тем самым с решением отдельных подзадач в подобластях fta , а = 1,2, 

Для самосопряженных операторов А можно рассмотреть различные способы задания опе­
раторов Аа , a = 1,2. В общем случае А ф А* возможностей меньше. Отдельно рассмотрим 
задание самосопряженных и несамосопряженных частей операторов декомпозиции: 

Aa = Sa + Ka, а = 1,2. (18) 

Принимая во внимание (13), (14), положим 

#а = 0МХа(х)К + КХа(х))9 « = 1,2. (19) 

Для самосопряженного оператора 5 используем представление 

s = (20) 
a = l 

где Та — некоторый линейный сеточный оператор, действующий из пространства Н в не­
которое пространство На , a = 1,2. В нашем случае S = Л операторы T a , a = 1,2, суть 
правые разностные производные по соответствующему направлению: Тау = ух<я , a = 1,2. 
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Основываясь на (15), (16) и (20), естественно определить 

2 
S « - £ 2 > * X « № , а = 1,2. (21) 

Тем самым оператор Sa соответствует описанию конвекции в подобласти П с переменным 
коэффициентом диффузии х<* , а = 1,2. 

В рассматриваемом варианте операторы декомпозиции наследуют основные свойства се­
точного оператора А для всей задачи, а именно в представлении (17), (18) Sa = 5* > 0, 
Ка = -JRT* и поэтому Аа > 0, а = 1,2. 

4. Аппроксимация по времени. При использовании расщепления (17) — (21) с нео­
трицательными операторами Аа , а = 1,2, можно строить различные безусловно устойчивые 
разностные схемы декомпозиции для решения уравнения (9) с начальным условием (8). Среди 
них отметим соответствующие аналоги разностных схем переменных направлений, фактори-
зованных схем, схем суммарной аппроксимации [10,13]. Основное внимание должно уделяться 
проблеме точности приближенного решения, его зависимости от области налегания П 3 и от 
функций Х а ( я ) , а = 1,2. 

Обозначим через уп разностное решение на момент времени tn = пт, где т > 0 — шаг 
по времени. Рассмотрим аналог классической схемы Дугласа — Рекфорда — схему стаби­
лизирующей поправки. Сеточные операторы декомпозиции А а , а = 1,2, вообще говоря, 
нестационарны. Выше мы отметили зависимость компонент скорости от времени, нестацяо-
нарность может быть также обусловлена выбором x<*(x>t), л = 1,2. Для упрощения рассмо­
трения ограничимся случаем постоянных операторов Аа , а = 1,2, т.е. будем считать, что 
va = va(x), а = 1,2. Более общий случай нестационарных операторов Аа = Aa(t), а = 1,2, 
рассматривается с привлечением свойств липшиц-непрерывности [14] этих операторов по t и 
носит редакционный характер. 

Переход на новый временной слой в схеме стабилизирующей поправки осуществляется в 
соответствии с 

(„»+!/* _ у п у т + А ^ " * 1 / 2 + А 2</ п = 0, ( y n + 1 - y n + 1 / 2 ) / r + A2(yn+1 - у") = 0. (22) 

При постоянных А а > 0, а = 1,2, схема (22) безусловно устойчива и имеет место [10, 13] 
оценка \\(Е + тА2)уп+1\\ < \\(Е + rA 2 )y° | j , которая обеспечивает безусловную устойчивость 
разностной схемы декомпозиции (17), (22) п*ри выборе операторов декомпозиции согласно (15), 
(16), (18), (19), (21). 

5. Сходимость разностного решения. Для исследования сходимости сформулируем 
соответствующую разностную задачу для погрешности и получим априорную оценку. Опре­
делим погрешность zn равенством zn = уп - ип , ип = Ц ж , Г ) , х € и, полагая z n + 1 / 2 = 
= yn+V2 _ un+i и z o = о. Из (22) вытекает 

( я " + 1/2 _ z » ) / r + A l Z n + l / 2 + д ^ п = ^ + 1 _ z n + l / 2 ) R + Д ^ п + 1 _ z n j = ( 3 3 ) 

Для погрешностей аппроксимации имеем 

= ttnyr _ д ^ п + 1 _ д ^ ^ = ^ A a ( t t n + 1 _ ^ ( 2 4 ) 

Воспользуемся следующей оценкой устойчивости схемы (23) по правой части 

\\(Е + тА2)^1\\ < £ т ( | | # || + Ы\\). (25) 
Jb = 0 

Погрешности аппроксимации можно записать в более удобном виде. Принимая во внимание 
Агип+1 + А2ип = A w n + 1 - A 2 ( w n + 1 - ип), для достаточно гладких решений из (24) будем иметь 

ФЧ = 0{т + |fc|2) + rA2(dun/dt + О(т)), я/£ = -rA2(dun/dt + 0(г)), 
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где |Л|2 = h\ + hi. 
ди 2 

С учетом (18), (19) получаем, что | | А 2 ™ | | < Мх\\ £ |хг(*)* Л | || < М 2||хз(я)||л , где посто­

янная М 2 не зависит от шагов сетки. В силу этого оценка (25) для погрешности принимает 
вид 

Тем самым можем сформулировать следующее основное утверждение. 
Т е о р е м а . Для погрешности разностного решения схемы декомпозиции (17), (22) 

с выбором операторов декомпозиции, согласно (15), (16), (18), (19), (21), имеет место 
оценка (26). 

Оценка (26) отмечает зависимость скорости сходимости разностной схемы декомпозиции 
от ширины области налегания подобластей ^ и (1 2 — слагаемое с ||X2(#)IU * ̂  предельном 
случае минимального наложения подобластей (ширина области налегания 0(\h\)) скорость 
сходимости 0(\h\~lf2r + \h\2). 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных иссле­
дований (проект 93 — 012 — 801). 
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