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ВВЕДЕНИЕ 

0.1. Современное развитие неархимедова анализа имеет не­
сколько истоков. Необходимость рассматривать р-адические 
пополнения поля алгебраических чисел наравне с R и С (Кум-
мер, Кронекер, Дедекинд, Гензель), изучение квадратичных 
форм с алгебраическими коэффициентами (Мииковский, Хас-
се), теория полей классов и явные законы взаимности, связь 
анализа Фурье на р-адических и адельных группах с классиче­
скими £- и L-функциями (Тейт) — все это привело к возникно­
вению теории функций р-адического аргумента и операций над 
ними. Отметим два направления в неархимедовом анализе, 
наиболее близкие к теме данной работы. 

0.2. Кубота и Леопольда [37] построили р-адическое анали­
тическое продолжение g-функции Римана, исходя из ее значе­
ний в целых отрицательных точках, и, тем самым, получили 
глубокую интерпретацию сравнений Куммера для чисел Бер-
нулли. Впоследствии рядом авторов было выяснено, что фено­
мен Куботы—Леопольдта имеет место для весьма широкого 
класса арифметически интересных рядов Дирихле (см. [3, 6, 
14—17, 21, 25, 28, 31, 32, 33, 39, 43, 44]). В этих работах, на­
ряду с техникой р-адической интерполяции, идущей от К. Ма­
лера (см. также [24, 25]), используется р-адическое преобразо­
вание Меллина.—Мазура (см. 140]) и его обобщения. Обзор 
упомянутых работ, а также основные конструкции неархимедо­
ва интегрирования (в частности, интегрирования по Мазуру) 
приведены в подробном введении к статье Ю. И. Манина [17]. 

0.3. Серр в своей работе {42], возникшей в связи с исследо­
ваниями Дворка [9, 30] дзета-функции алгебраического много­
образия в конечной характеристике, построил теорию вполне 
непрерывных операторов в банаховом пространстве над неар-
химедовым полем. Теория Ceppa включает в себя неархимедо-
вы аналоги классических результатов Фредгольма и Рисса----
Шаудера (поскольку над неархимедовым полем нет различия 
между «ядерными» и общими вполне непрерывными оператора­
ми, области применимости теорий Фредгольма и.Рисса—Шау­
дера совпадают). Статья Серра указала, на возможность по-
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строения содержательного функционального анализа операто­
ров в банаховом пространстве над неархимедовым полем. 

0.4. Сделаем несколько замечаний, касающихся параллели 
между архимедовым (классическим) и неархимедовым анали­
зом, которая проявилась в упомянутых выше работах. Как 
правило, содержание основных определений в обеих теориях 
совершенно различно, поэтому и доказательства «аналогично» 
формулируемых теорем требуют других соображений. Проил­
люстрируем это на примерах. Понятие «аналитической функ­
ции» a priori нельзя вводить локальным способом (например, 
по Вейерштрассу). В силу тотальной несвязности основного по­
ля такое определение не обеспечивает единственности аналити­
ческого продолжения. Правильной оказывается «аналитичность 
в смысле Краснера» [36] (или в смысле Тейта [19]). 

Функция (заданная на квазисвязном [36] множестве) назы­
вается аналитическим элементом в смысле Краснера, если 
она равномерно приближается рациональными функциями, ре­
гулярными в этой области. Такие функции уже обладают не­
обходимой жесткостью и допускают процедуру аналитического 
продолжения. Однако нелокальность определения Краснера 
сильно затрудняет проверку даже простейших фактов, касаю­
щихся аналитических функций. Обычно такая проверка воз­
можна лишь при некоторых ограничениях на основное поле и 
область определения. Так, например, «аналитическая» в «кру­
ге» функция не разлагается, вообще говоря, в сходящийся ряд 
Тейлора, не выполняется в общем случае теорема Лиувилля 
и т. д. (см, [41]). 

Другим примером является" неархимедово интегрирование. 
Существование неархимедова интеграла в смысле Мазура обя­
зано здесь совсем другим обстоятельствам. Как указано в 
[I4J, мера Мазура не может стремиться к нулю при измель­
чении покрытия и интегрировать поэтому можно лишь «доста­
точно хорошие» функции, например, непрерывные. Как пока­
зано в настоящей работе, в неархимедовой теории операторов 
полезно использовать интеграл Шнирельмана 1[20], который 
естественно применять к аналитическим по Краснеру функци­
ям. По определению, 

j / (2)d 2 =l im- i 2 f(<*+Tr\), 
Г, а »>-+°° ^ C i 

где элементы основного поля а, Г задают «дискретный контур» 
(точнее см, п. 5.2). Ранее интеграл Шнирельмана применялся 
в теории трансцендентных чисел [22, 23, 27] к аналитическим в 
«наивном» смысле функциям. 

0.5. В настоящей работе (которая имеет своей отправной 
точкой работу [42]) вводится и исследуется новый класс опе­
раторов-, действующих в банаховом пространстве над неархиме­
довым полем, — класс аналитических операторов с компактным 
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спектром- Этот класс, ПОМИМО вполне непрерывных операторов 
в смысле Серра, содержит, например, неархимедовы аналоги 
нормальных операторов в гильбертовом пространстве. Для ана­
литических операторов с компактным спектром доказана 
«спектральная теорема», построено «функциональное исчисле­
ние» и «теория возмущений». 

ЭТИМ результатам необходимо предшествует описание, не­
архимедовых распределений с компактным носителем. ИЗЛО­
ЖИМ более подробно основные результаты работы. 

0.6. Пусть С — алгебраически замкнутое полное поле отно­
сительно неархимедова абсолютного значения | • | : C{to}R+. 

Основной целью главы I является изучение неархимедовых 
распределений с компактным носителем оаС. 

Пусть L(a)—пространство локально аналитических функ­
ций с носителем а (см. § 3). Распределением с носителем а на­
зывается непрерывный функционал на пространстве L(a). Про­
странство таких распределений обозначим L*(a). 

0.7. Преобразование Коши. Пусть ц&Ь*(а). Тогда преобра­
зованием Коши распределения ц называется функция 

•^|*:г--(ц(и),-—- j) (zea). 
Черта означает дополнение в Р1 (С). 
0.8. Преобразование Щ. Пусть ф:a {to} С—аналитическая по 

Краснеру [36] функция. Тогда 
» Я > : / " 2 J (z^ai)4>(z)f(z)dz (f&(a)). 

Здесь afip, ГбС выбраны так, что для любого ибо существует 
единственное iQl такое, что |и—• а г | < | Г | ; | Г | достаточно мал. 
Интеграл понимается в смысле Л. Г. Шнирельмана. 

Описание неархимедовых распределений содержится в сле­
дующей теореме. 

0.9. Т е о р е м а 6.4. СЮ и Ш— взаимно обратные топологи­
ческие изоморфизмы пространства L* (а) с пространством Н0(а) 
аналитических по Краснеру функций а->С, равных нулю в бес-
конечности и являющихся аналитическими элементами вне любой 
окрестности о. 

Заметим, что аналитические функции на дополнении к ком­
пактному подмножеству Р1 (С) появляются также в теории 
р-адических автоморфных функций [16]. 

0.10. В случае, когда С = СР — поле Тейта (пополнение 
Qple,c!), изоморфизмы Ж и Щ коммутируют с действием группы 
Галуа. 

0.11. Специальные классы распределений. 
Т е о р е м а 8.5. Распределение p,6L*(o) является мерой 

Мазура, если и только если Ж\к(г) =u{d(z)~l), где d(-) — 
расстояние до а. 
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Теорема 8.10. Распределение p,6L*(cr) является /z-допус-
тимой мерой [3, 19], если и только если Ж^{г) =o{d{z)~h~i). 

Эти два типа распределений важны, с точки зрения прило­
жений в теории чисел (см. п. 0.2, а также ниже). Отметим, что 
характеристика мер Мазура в терминах преобразования Ж бы­
ла другим способом получена Барским [26]. 

0.12. В главе II исследуются аналитические операторы с 
компактным спектром. Отметим, что изложение свободно от 
каких-либо ограничений на характеристику С и поля вычетов. 
• Пример оператора с пустым спектром (и неаналитической 

резольвентой). Пусть В— банахово пространство над полем С 
следующего вида: 

-3={{flrt}(,;gz) | vn6Z «ябС | а„ | = О (1), когда п-> — оо; 
)а„| — о(1), когда д-> + оо}, 

||K}(«6Z)|| = sup|a„|. 

И пусть оператор Ж действует сдвигом: ^:{a„}(„gZ)^{a„+1}(ngz). 
Предложение 9.2. Резольвента оператора $4- R^(z) = 

= (z—.£#)-- существует для любого z&C, и матричные элементы 
jR^(z) не аналитичны по Краснеру. 

Описанный ТОЛЬКО ЧТО эффект обязан своим происхождени­
ем тому обстоятельству, что из сходимости ряда Неймана 
вовсе не следует аналитичность по Краснеру. 

0.13. Пусть ./—некоторое множество, С (У)-—{{a;j(yg/j|a;-»0 
по отношению к фильтру дополнений к конечным подмножест­
вам ./}; 

llWive-zJ-supia,-). 
Это стандартное банахово пространство над полем С (см. [42]). 
Следующее определение играет центральную роль в работе. 

0.14. Аналитические операторы с компактным спектром. 
Определение. Пусть B = C{J). Оператор Ж£ЕпйВ называется 
аналитическим оператором с компактным спектром, если 1) спектр 
а^ оператора s4- компактен; 2) резольвента R^ (z) аналитична 
на a^: Vh^B*, g£B функция z^{h,R^(z)g) принадлежит 

0.15. „Спектральная теорема". 
Теорема 10.3. Пусть AffindB— аналитический оператор 

с компактным спектром. Тогда корректно определено оператор-
def 

позначное распределение ^S^=SRS^ с носителем а^: 

/g/Г.а; 
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Справедлива формула обращения: 

j ^ ( 0 = ( l^ ( ) - ) . 7—ir) < 2 6 ^ ) -
0.16. С л е д с т в и е 10:4. VJQZ+ s&i=(y,^(u),u>). 
0.17. На основе «спектральной теоремы» строится «функ­

циональное исчисление» для семейства коммутирующих анали­
тических операторов с компактным спектром (теорема 12.6). 

Отметим здесь частный случай «функционального исчис­
ления». 

„Проекторы Рисса". Пусть 
(1, если \и — а{\ < г, 

•у(г, i, 0; и) —{г, , : 
AV ' [0, если \и — at\->r. 

TOTTJa Я - x(r, i, 0; s&)= J (z — a^R^ (z)dz - проектор на 
T,at 

инвариантное подпространство оператора s&. Ограничение .5$ на 
образ проектора Р имеет спектр o^Piiz | | z — a.|<r}. 

0.18. Для семейства коммутирующих аналитических опера­
торов с компактным спектром определяется «совместный 
спектр» и дается более тонкий вариант «функционального ис­
числения», включающий теорему об отображении совместных 
•спектров (теорема 12.10). 

0.19. Операторы скалярного типа. 
Т е о р е м а 11.3. Следующие два условия на аналитический 

•оператор с компактным спектром эквивалентны: 
1) (л^-проекторнозначная мера Мазура, т. е. ограниченный 

'гомоморфизм булевой алгебры открыто-замкнутых подмножеств 
в алгебру End.fi. 

2) Справедлива оценка 
i l j ^ (Z)|| — 0 (ОД-1). 

Операторы, удовлетворяющие эквивалентным условиям 
теоремы 11.3, —неархимедовы аналоги нормальных операторов 
в гильбертовом пространстве; для них «спектральная теорема» 
записывается в виде: s^z=\ и ф _ ^ (и), интеграл понимается 

.в смысле Мазура. Для таких операторов «функциональное 
исчисление» имеет место в классе всех непрерывных функций 
«а совместном cneKTpe. 

0.20. Определители возмущения. Основой «теории возму­
щений», составляющей содержание главы III, является анали­
тический аппарат определителей возмущения. Пусть зФ — ана­
литический оператор с компактным спектром, Т—вполне не­
прерывный оператор в смысле Серра [42]. 
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Определение. Определитель возмущения s$-\-TI& 
вводится по формуле: 

def _ 

A r f+r/^-=det(l--7y?^(z)) (z&a). 
(В работе [42] придается смысл выражению det(1 — Q), где 
Q—вполне непрерывный оператор). 

0.21. Теория возмущений. 
Георема 14.5. 1) ^-[-Т —аналитический оператор с ком­

пактным спектром; 2) существенный спектр (см. п. Г4.3) не 
меняется при возмущении; 3) Л^+г/лб-+ Ho(^.) . 4) Д^+г/^ — 
мероморфная функция на дополнении к существенному спектру;-
5) на этом множестве ord Д^+ту.* (2) = л-^+г (z) - v^ (z), где 
•v^+r(z)' v ^ (г) —размерности соответствующих корневых под­
пространств (ср., например, [10], где изложена классическая? 
теория возмущений). 

Основная трудность, возникающая при доказательстве этой 
теоремы, заключается в проверке аналитичности (функций ш 
операторов). Это неочевидно по причинам, указанным в п. 0.4. 
Важную роль в доказательстве играет «теория Фредгольма» 
[42,7]. 

0.22. Относительная кратность возмущения. 
Определение. Относительной кратностью возмущения 

£&-\-Т/s& называется распределение 
def 

Pst+Tlst== ^ (Д 'j-г+г/ s4-l ̂ <&+ты) 
с носителем а^+тИо^. 

0.23. Предложение 15.2. р^+т/л является мерой Мазура. 
со значениями в ZcrC (т. е. в Z, Ър или Z/pZ). * 

Аналог предложения 15.2 в классической теории возмуще­
ний имеет место лишь для возмущений некоторых нормальных. 
операторов. В такой общности, как выше, предложение спра­
ведливо, благодаря существенно неархимедовым, эффектам. 

0.24. Пример. Ц77о— 2 v-r(2:)(^ —б0), где бг-дельта-функ-

ция Дирака в точке г; в действительности z пробегает не­
нулевые собственные значения Т, которых конечное число вне 
любой окрестности нуля. 

0.25. Формула следов. 
Теорема 15.5. Пусть f& (a^+T IJc-jJ.- Товда f(M + T)~~ 

— /($£•) — вполне непрерывный оператор и 
tr (/ (& + Т)-/(Щ = J: /ф^+г/^.. 

* Крышка означает замыкание в С 
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Если s£+T и s& — операторы скалярного типа, / может пробе­
гать все непрерывные функции. 

0.26. Возмущение, связанное с ^-функцией Куботы—Лео-
польдта. 

Т е о р е м а 16.2. Существуют такие операторы скалярного' 
типа S&+T и зф (конструкцию см. в п. 16.1), что справедлива 
формула: 

^ , - М = * г ( Х ( ^ + Т ) - % ( Л ) ) Vx6Homcont(Z/,*, C / ) , 
где £-,р —р-адический аналог ^-функции Римана. 

Напомним (см. [34,37,43]), что для любого л > 1 и прими­
тивного характера Дирихле %0modpw (w>0) справедливо 
равенство 
£-.Р{{Х -" Xo-'W J-1'"}) = (Х^Ч-О с 1"»- с) (1 - хо (Р) Р"-1) L (1 - п , Хо). 

где L (s, хо) -= 2 Хо («) n-* (Re s > 1). 

0.27. Краткое изложение результатов настоящей работы 
было опубликовано в статьях [4, 5]. В заключение автор при­
носит глубокую благодарность Ю. И. Манину за руководство-
работой. 

Глава I 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ С КОМПАКТНЫМ НОСИТЕЛЕМ 

§ 1. Банаховы пространства 

1.1. Пусть С — недискретное полное поле относительно не-
архимедова абсолютного значения | • | : C{to}R_f.. Пусть О — 
кольцо целых элементов поля С, т. е. 

clef 

0 = {аеС\\а\<\}, 
и пусть т— максимальный идеал: 

т - { а е е > | | а | < 1 } , 
&•—б/Hi — поле вычетов. 

Основное поле ниже иногда обозначается буквой К,; это оз­
начает, что нормирование дискретно. При этом остальные-
обозначения не меняются. 

1.2. О п р е д е л е н и е . Линейное пространство В над полем 
С называется банаховым пространством, если задана норма. 
|| • || : -6{to}R+, удовлетворяющая следующим условиям: 

1) 
2) 

л||----0'*»-Аг.—0; 
х+у||<max(||x||, \\y\\); 
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3) | |ax|| = |a | | | x | | ; 
4) В полно относительно нормы || • ||. 

. Для двух банаховых пространств Ви В2 над С положим: 
Нот (Ви .в2) —(непрерывные С — линейные отображения В{ в В2}. 
Элементы Нот(Ви В2) называются операторами; УАвИот(ВиВ2) 

xQB„x-fiO П х II 
1.3. Стандартное банахово пространство. Пусть /•—про-

def 
извольное множество. Положим C(I)~{{a^^i) | Vig/ a-gC, 
a;{to}0 по фильтру дополнений к конечным множествам}. 

Определим норму на этом пространстве по формуле: 
IIK^6/)ll = sup|a.|. 

ig/ 
Очевидно, аксиомы 1)—4) выполняются. 
1.4. Сопряженное пространство. Пусть В — банахово про­

странство над полем С. Сопряженное пространство, как и в 
классическом случае поля комплексных чисел, определим сле­
дующей формулой: 

def 

В* = Нот (В, С). 
Элементы В* называются функционалами. Положим Yh(<B* 

х£В,хФо " " 
В дальнейшем используется также следующее обозначение: 
VAg.3*, g£B 

def 

1.5. Пусть /—произвольное множество. Легко проверить, что 
С (/)* =*{{bihci) | Vtg/ Ь£С, sup | bt | < oo}; 

ig/ 
ll{Mee'>.H8UP.-,-l; 

v{«,}<,e-)ec(/), {bih&)ec{i)* <{^ь6/„ Ы(/€/)>---2a ' - ' ' 
(не более чем для счетного множества индексов ig/ Д.----0, и 
последний ряд сходится). 

Чтобы проверить все эти утверждения, введем стандартные 
элементы базиса efiC (I) (ig/) (последовательность et имеет 
•единицу на г'-ом месте и все остальные нули). Любой функцио­
нал A6C(/)* отождествим теперь с последовательностью 
{< h, et) }(t£/y Из непрерывности h следует ограниченность 
| < h, е- > I (tg/). Кроме того, Vig/ \{h, et > |< | | h | |< 
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< sup | < h, e. ) |, откуда следует второе из перечисленных 
•6-

выше утверждений; третье очевидно. 
1.6. Т е о р е м а (Банаха об обратном операторе). Пусть Bv 

В2 — банаховы пространства над полем С A£Hom(Bv В2) — 
оператор с тривиальным ядром, отображающий Вх на В2. Тогда 
З А - ' б Н о т ^ , Ei). 

Доказательство см. [1]. 
1.7. Т е о р е м а (Принциправномерной ограниченности). Пусть 

/—некоторое множество, {-AĴ g/-,-— семейство операторов, дей­
ствующих из 51 в В.2, и пусть V.X6.8.—множество {A.x}(,g/\ 
ограничено по норме Вг. Тогда семейство (A.^.g/-, ограничено 
по норме. 

1.8. Т е о р е м а . Пусть б —банахово пространство над К, 
E ={A:6.S| || x | |<1} (заметим, что Е — ©-модуль), E —E/ntE — 
линейное пространство над ft, / — множество элементов базиса 
Е/k. Тогда имеется изоморфизм ВшК(1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Я6/.Г-—униформизующий эле­
мент, e^modnE—- элементы базиса Е над k, Если eQE, то 
существует конечный набор d/QG такой, что е — _ а/е^яЕ. 
Деля на п и итерируя эту конструкцию, получим, что 
®{at}(ip/y v i 6 / #.6© и a/->0 по фильтру дополнений к конеч­
ным множествам так, что e== j_a..g.. Поэтому гомоморфизм 
у.К (1)-+В, при котором {а^у.^^а^р сюръективен. Для 
доказательства инъективности у заметим, что равенство 
_<^е .=-0 (в котором МОЖНО считать а0У) влечет aigm (редук-
ция mod ш). Так как заранее МОЖНО предположить, что Ш0£1, 
aijcp*, получаем противоречие. 

По теореме Банаха (п. 1.6) у — изоморфизм. Теорема доказана. 
1.9. О п р е д е л е н и е . Пусть В — банахово пространство 

над С. Последовательность gt&B(i£.Z+) называется слабо сходя­
щейся к gdB, если VhP.B* < h, g, ) {to} < /г, g) при £{to}oo. 

1.10. О п р е д е л е н и е . Пусть Я — банахово пространство 
над С. Последовательность gfiB (igZ+) называется слабо схо­
дящейся, если YhQB* < h, gt > стремится к конечному пределу 
при i {to} оо . 

1.11. Т е о р е м а . Слабо сходящаяся (п. 1.10) последователь­
ность элементов банахова пространства 5 —C(Z+) сходится 
по норме*). 

* Доказательство, проводимое здесь, было любезно предложено Н. Коб-
лицем. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем считать, что VhQB* (h,gt) ->0 
при i{to}oo, иначе заменим {gt\ на {^ — g'i+i} (ifi-Zj. Допустим 
в противоречии с утверждением, что Vz'G;Z+ ||gi || > e > 0 (если 
нужно, перейдем к подпоследовательности). 

Пусть 

& = Ю (-. jez+); 
a< = min{ . /eZ + | | a 4 / | .= | |g J | |} ; 

f>i=max{j&Z+\\ali\ = \\gi\\}. 
С л у ч а й l: а . ^ о о . Тогда fly-gZ.,., так что а. •--=/- для бес­

конечного множества индексов i. Пусть h = hj£B* — j0-an коор­
дината. Тогда для бесконечного множества индексов i имеем: 

\(h, gl > | - -=| f l / / e |== \aiai | = || g i | | > e. 

Но это противоречит предположению о том, что </г, g,i>{to}0 при 
V—-.-оо. 

С л у ч а й 2: ai{to}{infty}. Пусть 
/о —а<„, где io=-> 

j \ = ait, где ij выбрано так, что а,1>|3/и , 

j'n~o,tn, где г„ выбрано так, что % > ( } . 

оо 

Пусть теперь h£B* определяется как 2 hj , т. е. 
и-0 

оо 

< A, W < ; W > = = 2 --;„ vKJ(yez+)es{cdot} 
Л---0 

Тогда v /ngZ, -+ 

< А» <7<„, > т 
п=0 

a«- H-4»«^J 41 gJI>-> 
и опять приходим к противоречию. Теорема доказана. 

1.12. С л е д с т в и е . Пусть /—произвольное множество. 
Тогда слабая сходимость (п. 1.10) в банаховом пространстве 
В = С(1) влечет сходимость по норме. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /о — множество ненулевых ко­
ординат элементов последовательности, слабо сходящейся в В. 
Очевидно, В = С(1о)ФС(1\1о). h либо конечно, либо счетно. 
В первом случае утверждение очевидно. Во втором случае при­
менима теорема 1.11. Следствие доказано. 

1.13. С л е д с т в и е . Пусть 5-—• банахово пространство над 
полем КсС, 5==.9-®С. Для В справедливо заключение тео-

к 
ремы 1.11. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Это следует из теоремы 1.8 и след­
ствия 1.12. 

§ 2. Многоугольник Ньютона 

2.1. Пусть г > 0 —вещественное число, Т (г) = {йбС | J и \<г), 
В г Ф)) ~ функциональное пространство сходящихся степенных 
рядов 

DO 

/(«)== 2 /уи у (2-1.1) 
J - о 

таких, что 
1/^г.->0 при /-*•«>. (2.1.2) 

Введем в £,({0}) норму по формуле: || / ||, = sup \f • \ г'. ЭТО 
ygzf 

определит на 5-({0}) структуру банахова пространства над С. 
Опишем коротко свойства многоугольника Ньютона (относи­
тельно доказательств см. [30, 38]). До конца § 2 мы предполо­
жим для простоты, что С алгебраически замкнуто. 

Определение . Пусть /6.6,.({0}), 
fchark, если chark>0, 
\е, если char ft —0. 

Многоугольником Ньютона называется функция 
def 

Mf (t) = logP sup I/ (и) I (te[ - ~ . logp r}). 
Имеют место следующие факты. 
1) -М-(^ — непрерывная, монотонная, выпуклая, кусочно-

линейная функция с конечным числом точек излома. 
Mf{t)= sup(logp | /7 | + j t) ( t6 [ - -о, logpr]). 

JQZ+ 

2) Точка t0Q[— oo, logpr] называется критической (для функ­
ции / ) , если существуют такие ]\ф]ъ что 

logp|/y t | + toji = logPl/y,| + <oy2=-M/({cdot}<o). 
Критические точки и только они являются точками излома 
функции Mj(t). 

3) Если t принадлежит интервалу линейности функции 
Mj(t), то 

l ogp l / ^ l—M/W v"eG, | « | = ^ , 
Card{peF(r)|/(p)=0, | Р | < р - Н ^ 2 . 

(Нули считаются с кратностями). 
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4) Если t0 —критическая точка функции / , то 
Card {рб-Г (г)| У (р) = 0, |p | = p'°}=max{y0eZ+|logp|/;J + /0y0 — 

=M /(/0)}-mm {/06Z+| \ogp\fh\ + tJQ=M/(tu)}, 
log, sup |/(M)|—ywy(t0). 

= nU \u\=p 
2.2. Докажем два неравенства, необходимые в дальнейшем, 

Пусть /евг({0}), aeT(r). mv 
Предложение . Имеют место неравенства: УивТ(г) 

Wf'Kr-'W/Wr 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть uGT(Г). Тогда 

< | | / | | , | и - a 1-r--, (2.2.1) 

(2.2.2) 

л - i 

/ (« ) -2 \l{7)fmam'J Yu-a)j 

< 

/=.v \rn=j 

=i"--~i' 2 2(7)/«.--ffl"y («---V" 
< | и — a |J sup (г-/-- < sup | / m | г"2'/) < 

< | u-a\' sup (Г.---.Г--' | | / | |r)«ll/llr | и - а |*гл 

что доказывает неравенство (2.2.1). Теперь проверим (2.2.2): 
|| / ' ||..== sup | уд, | г-7'"1 < / - • sup | a, | ̂ {le}/-11 / |r, 

i>\ j>i 
что и требовалось доказать. 

§ 3. Локальные аналитические функции 
3.1. Пусть aczC — компактное множество, г > 0 - веществен­

ное число. Можно выбрать покрытие множества а кругами 
а с Я £)..(r)*\ так что будут выполнены следующие условия: 

1) Vie! Di{r)={tibC\\u.-al\<r}:a&o; 
2) /-минимальное возможное. 

В силу компактности а I — конечное множество. Пусть 
def 

* Д означает непересекающееся объединение. 
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Пусть Вг(о) — линейное пространство функций f:D(r)-+C, 
удовлетворяющих следующим двум условиям: 

со 

1) иеО,(г)-->/(а) = 2 / ' Л а - д - ) ' -
J " О 

2) Vie/ \fi]\rJ'-+Q при у {to} оо. 
Положим, V/65r (a) 

11/11,- sup \fij\rK 

(это согласуется с обозначениями п. 2.1 для случая, когда. 
0 = {О}). 

В силу п. 2.1, 11/Цг не зависит от произвола в выборе afia 
Vig/. j5r (а), снабженное нормой |] • \\п является банаховым про­
странством (изоморфным .© Вт ({0})). 

3.2. ЕСЛИ 0 < г - < г , то вложение Вг (о}<-*В-, (ст), индуциро­
ванное ограничением области определения функций, очевидно, 
непрерывно. 

def 

3.3. Определение . L (а) = lim Br (а) называется простраи-
- > 
->о 

ством локально аналитических функций с носителем а. 

§ 4. Распределения с компактным носителем 
def 

4.1. Определение . L*(o) = (L (а))* называется пространст­
вом распределений с носителем 0. 

Для канонического спаривания между распределениями 
с носителем а и локально аналитическими функциями с носите­
лем о используется следующее обозначение: 

V^I* (ff), / б 1 (а) ([х, / ) = (̂  (и), / (и))-jx (/). 
4.2. Если [xgL* (а), то ц|в (-., — непрерывный функционал, 

и мы обозначим его норму через ]|| {mu} |||r. Очевидно, если 
0 < Г 1 < Г , ТО 

|11М1к.>||И|1,- (4-2.1) 
4.3. Введем следующее обозначение: 

v r > 0 , tel, JeZ+, aeC %(r,t,j;u) = {y о, если uUDt{r). 
Очевидно, %(r, i, j ; -)eBr{a). 

4.4. Предложение. Слабая топология в L* (а) может 
•быть задана системой окрестностей нуля следующего вида: 

U(r,8) = {txeL*(a)||||[i|||r<e} (/-,8>0). 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как V r > 0 Br(a)—сепарабель-
ное банахово пространство, то, очевидно, слабая топология 
JL*(a) определяется счетной системой окрестностей нуля, т. е. 
удовлетворяет первой аксиоме счетности. Тем же свойством об­
ладает и топология, задаваемая системой окрестностей U(r, e) 
( г , в>0 ) . 

Пусть feBr(a). Если ц,е •£/(/-, е), то | ({mu}, f) | {le}e||f||..; поэтому 
вторая топология сильнее первой, 

В силу сделанного выше замечания, достаточно доказать, 
что слабо сходящаяся к нулю последовательность ^6L*(CT) 
.(/6Z+) V r > 0 сходится к нулю по норме ||| • |||. Согласно не­
равенству (4.2.1), последний факт можно проверять при сле­
дующем дополнительном ограничении: 'ЛГбС такое, что |Г|--= г. 

Построим отображение y.L* (о)->С (i±Z+) — B, при котором 
/g/ 

^^{(ц(и), х(г, i, j \ K))r-;bg/,./gz+). В силу компактности а 
Яг1<г такое, что Vjg/ sup | # - - a . | < r i < r . Поэтому 

«g.O.(r}pa 
1И«). %(r, i, j - и )Г- - )Н(>(в ) , X(ru i, У: ti)r~J)\<\\\p\\\rt(ri/r)' 
и, значит, определение у корректно. 

Пусть теперь задан элемент В*, т. е. ограничен­
ная последовательность {fij}vQijQz+)- Положим / (« ) -= 
= 2 ftjX(n>t,J\ti)r-J. Очевидно, || %(ru U J\ 0l|/4 = /V, 

ig/./gZ... 
и поэтому fQ.Br, (сг). Заметим, что имеет место равенство: 

W * (о) (и, / ) = < {/i,bg/.,;gZ+;, w > • (4.4.1) 
Используем теперь условие (^z, /){to}0 при / - > » . Из фор­

мулы (4.4.1) вытекает, что последовательность уц{ слабо схо­
дится к нулю в пространстве C(liZ^). Но это пространство, 'в' 
очевидно, изоморфно С(Z+), и мы можем применить теорему 1.П. 
Поэтому 

sup |(ц,(в), х(г. U j\u))\г"'-*0 (4.4.2) 
<g/,;'gZ+ 

при /-> оо. Но выражение в левой части (4.4.2) есть Щц/Ш-. 
Предложение доказано. 

§ 5. Интеграл Шнирельмана 

5.1. Предположим, что поле С алгебраически замкнуто. 
5.2. Пусть вещественные числа ru r удовлетворяют неравен­

ствам 0</"i{le}r. 
Рассмотрим кольцо Ka{rh r) ={w6C|/-i{le} |«—a| {le}r}, a&C. 

Пусть ГбС таково, что n{le}]r|{le}r. Параметры а, Г задают 
«контур интегрирования». 
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Пусть / : Ка{г\, г)-*С — некоторая функция. 
5.3. Определение (интеграла Шнирельмана). 

\f(a)du^Um'~ 2 Ял + Гч) (5.3.1) 
Г,а л--1"» 1-™=] 

в случае, если последний предел существует. Штрих в правой 
части (5.3.1) означает, что в случае chark = p > 0 дополнительно 
накладывается условие (/re, p) = 1. 

5.4. Предложение . Пусть /(«•)--= 2 fj(u~a)J> 
J — ОО 

j / | г-1 {to} 0 при /{to} с», \/.\ г1-'->0 при /{to} — оо и ri < | Г | < г. 
Тогда 

j/(«)dw = /0. (5.4.1) 
Г,а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По формуле (5.3.1) 

\ /(и) d^- l im' / ; - 2 ( Г ч) '= /о+ »ш' 2 fjTJ-

Сумма в последней формуле стремится к нулю из-за наложен­
ных условий, что и требовалось доказать. 

5.5. Следствие . Имеют место формулы: 
и-а А.. Я ПРИ | г - л | < | Г 

11=7 аи==\0 при | 2 - а | > | Г 
Г, о 
1 (5.5.1) 

v -. 1 Г и—a J /0 при | z— a I < | Г |, , - r m 
v « > l j 7 F = i F r f M = l 0 n p n U — a | > | r | , (5-5-2^ 

Г,а 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п>\. В случае \z — а | < | Г | 

( со • \П 

-=(«-«)-" и+ 2/У(И-АУ)-

и требуемое утверждение следует из формулы (5.4,1). 
В случае \z — а | > | Г | , имеем: 

{и - г)-* — (- 1)" [ 2 (2 - a)'J'1 (" - flV ) • \/—о / 
и опять достаточно применить формулу (5.4.1). 

со 

5.6. Следствие . Пусть а£С, /(и) = 2 /у(« —л)-» 
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fj | г-' {to} 0 при j {to} oo, IГ I < г. Тогда 
Г f{a)(u-a) . f/(g), если | 2 - - а ? К | Г | , g -.... 
J — ц „ - rf"^{ 0, если | г - а | > | Г | . (й,ьл> 

Г,а 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Второе утверждение непосредственна 

следует из (5.4.1). Докажем первое утверждение. 
jj f(u)(u~a)da= yi*)Zf<*){a-a)du+f(z) (5.6.2> 

Г,a Г,a 

согласно (5,5.1). Интеграл в правой части (5.6.2) равен нулю, 
f (и\ f(g\ „ 

так как •- к '••-_ к •< задается сходящимся рядом 1еилора к 
можно применить предложение 5.4. Следствие доказано. 

5.7. Предложение. Пусть / — рациональная функция 
над полем С, причем у / отсутствуют полюса, удовлетворяю­
щие условию |р—• а,|=—|Г|. Тогда 

J f(u)(tt—a)du= 2 tesf(u). 
Г,а |р-а|<|Г| Й=Р 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложим f на простейшие дроби и 
применим формулы (5.4.1), (5.5.1), (5.5.2). Предложение до­
казано. 

§ 6. Основная теорема об описании распределений 
с компактным носителем 

Следующие два определения играют важную роль в настоя­
щей работе. 

6.1. Преобразование Коши. Пусть а с С—-компактное мно­
жество и \х&* (в) (см. П. 4.1). Преобразованием Коши распре­
деления ц называется функция Ц:а-+С* 

Ф:г.-(ц (и),-—г) (£60)*. (6.1.1> 

Обозначение: ф = .̂"{mu}. 
6.2. Преобразование Щ. Пусть задана аналитическая по 

Краснеру [36] функция ф:сг-»С, ф(оо) — 0, обладающая тем; 
свойством, что Vr > 0 ф f—— равномерно приближается рацио­
нальными функциями с полюсами в D(r) (т. е. представляет собой 
аналитический элемент на квазисвязном множестве D (г)-
в смысле Краснера [36]). Пространство всех таких функций 
обозначим //-(и); в нем вводится топология равномерной схо­
димости на D(r) Vr>0. 

Пусть /вВг(а), /, at, Dt{r) Vig/ выбраны согласно п. 3.1.. 
Зафиксируем ГбС такое, что Vjg/ 

* Черта здесь и ниже обозначает дополнение к Р^С).. 
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sup | a — а , | < | Г | < г . (6.2.1) 
«go, (г) pa 

Выбор Г возможен, так как по определению Dt(r) 
sup | и - а , [ < г (компактность Di(r)(]a) и в силу п. 5. 1. 

"•e^ona 
(область значений j • | всюду плотна в R+). 

Определение. Введем функционал $ф:Вг(и)->С по фор­
муле 

^ : / ^ 2 J (2--*«)Ф(2)/(*)сГ.г (/6-5r((j)). (6.2.2) 
•6 / г 'а( 

6.3. Замечание. Пространство Я0(сг) содержит все ана­
литические в разумном смысле функции, обращающиеся в нуль 
на бесконечности. Если поле С не максимально ПОЛНО [41], ТО 
существуют и другие аналитические по Краснеру функции на о. 
Однако они обладают рядом «патологических» свойств (см. [41]). 

6.4. Теор_ема. 1) Ж отображает L* (а) в Н0(а). 
2) Vcpg#0(a) §ф определено корректно и продолжается до 

распределения с носителем а. 
3) С№ и Ш—-взаимно обратные топологические изоморфизмы 

L*(a)^tf0(a). 
Оставшаяся часть параграфа посвящена доказательству 

теоремы 6.4, 
6.5. Лемма. Пусть ^GL* (a) —распределение с компактным 

носителем. Тогда ЗС\к£Нй (ст). Гомоморфизм Ж-.L* (о)-*-Н0(о) 
непрерывен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим, во-первых, что Ж\х|------j — 
аналитический элемент. Пусть r - < r ; выберем I', ak', Dk{rx) 
Vkg/' аналогично пункту 3.1. (г1 вместо г). 

Согласно определению 6.1, 
Ф (2) = X» (z) =-= (|х (a), - l j ) == 2 (l- («). X (ri. k, 0; и) -JL.-) == 

= | H ^ ) [ ( ^ M ; « ) — — - - ) , ; 
В последней сумме берутся значения ^ на элементах Вп (а). 
Поскольку z(?D (r), 

•ак')~{и—ак') X (г„ к, 0; а) ' = 2 (z - а*')"-'-1 X (г» к, j ; и), 
/ • = 0 

причем ряд сходится в 5-, (а) равномерно по 2.gD (г). Поэтому 
ф (г) равномерно на множестве D(r) приближается рациональ­
ными функциями . ; ] 
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ф^(~-)= 2 2 (2--e*')--'-1c>(«). х(л.*, У; «))• (6-5.1) 
Ag/' ;=0 

Из формулы (&.5.1) также следует, что Ф(оо)----0. 
Докажем теперь непрерывность CfC. Пусть \if_U (г, s) 

..-см. п. 4А). Тогда в силу (6.5.1) 
supj ф (г) | < supj фЛг(г)|<зир8г1-'г-'-1<бГ1, 

.vgz+ 

что и требовалось доказать. 
6.6. Лемма. Пусть ФбЯ0(сг). Имеют место следующие 

утверждения: 
1) Vf£Br(a) определение (6.2.2) не зависит от выбора 

afcDt(r)r\o и ГбС, удовлетворяющего условию (6.2.1). 
2) Следующая диаграмма коммутативна У/-1<г (горизон­

тальная стрелка —каноническое вложение) 

В » -В, , (б) 

3) Отображение Щ\ Вг(а)-^С непрерывно. 
4) Гомоморфизм <Е: H0(a)-*L*(a) непрерывен. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть Tig/ a('g.D,(r)ncr, Г'бС 

удовлетворяют условию (6.2Л). Предположим, например, что 
имеет место неравенство | Г | < | Г / | . Так как Ф(г) равномерно 
на множестве D (| Г |) приближается рациональными функциями 
ф.л/(2) с полюсами в Ь ( | Г | ) , V/g..5.(a) имеем: 

2 j (z-ai)<?(z)f{z)dz: 
ig.T,c7, 

I i m 2 I (z-al)^fN(z)f\z)dz. (6.6.1) 
• v - > 0 O j g / l i ; a / 

Сумма в правой части (6.6.1), согласно предложению 5.7, рав­
няется 

2 ге8(Фл,(2)/(2)). (6.6.2) 
Рб<->(|Г|) Z = IP 

По тем же соображениям (6.6.2) равняется 

J (z — ai
/)<fN(z)f(z)dz, 

'G7 г'.я'. 
откуда, переходя к пределу при N-+оо, получим требуемое 
утверждение. 
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2) Пусть r i < r , / ' , a/, Dk{rx) Vkg/' выбраны согласно 
п. З.1., Г' удовлетворяет неравенству (6.2.1), в котором г за­
менено на г.., a i — на к. Пользуясь уже доказанным утверж­
дением 1), можно считать, что Г1< |Г |<г (здесь ислользуется 
еще плотность значений | . | ) . Имеем: У/£Вг(а) 

2 1 (г—3j)9(2)/(z)dz.- Hm 2 j" (z-a4)(pN{z) f(z)dz, 
IGIT.a N-*oo QIT,a{ 

где рациональные функции Ф/у(г) с полюсами в .0 ( |Г ' | ) равно­
мерно на D(\T'\) приближают функцию Ф(2). Но, как и вале, 

2 J (г-а .)Ф„ (г) / («) <**---• 2 гез(Ф;У(г)/(2)) = 
i g / Г,а- pgD(|r'|)~=P 

" = 2 1 (2 —а*')Флг(2)/(2)й.'21 

что дает в пределе требуемое соотношение. 
3) Пусть f£Br{o). Тогда 

Отсюда 

|(#Ф,/) |= 2 J (z-a^(z)/(2)d2 

< Г SUP | Ф ( 2 ) | | | / | | Г . 

\r<r sup |Ф(г;)|<оо, 
<б/,|*-в,|-|Г| 

< 

(6.6.3) 

так как Ф6#0(а). 
4) Утверждение следует из неравенства (6.6.3),_ предложения 

4.4 и определения топологии в пространстве Н0(а) (п. 6.2.). 
Лемма доказана. 
6.7. Лемма. ».».-= Id. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть J-6L* (сг), /е.5г(а), I, ОДг), at 

V/g/ и Г выбраны так же, как выле. Пусть Ф = ^ . Тогда, 
согласно определениям 6.1, 6.2, имеем: 

(£ф,/)-2 J (Z-ai)9(2)/(Z)d2 = 

= 2 1 ( 2 - ^ ) ( ^ И , - i - ) f ( z ) d z . (6.7.1) 
ie/г.в! 

Естественно теперь переставить операции применения р и 
интегрирование. Для этого нам нужно следующее утверждение, 
проверяемое ниже. 

Пусть r i < | r | таково, что (см. неравенство (6.2.1)) 
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Vie/ sup \u — al\<rl. (6.7.2) 

Тогда интегральные суммы, стоящие в правой части (5.3.1), 
функции 

Z~-_- i / (2) z—и J Ч ' 

сходятся к \ •^—-f(z)dz в метрике Вг,{о) (по и). 

Из (6.7.1). (6.7.2) получим: 

(•1Ф./)=(|-Ф). 2 \ •^^f(z)dz)=(lx(u)>f(u)), (6.7.3) 

согласно следствию 5.6. При этом в формуле (6.7.3) распреде­
ление применяется к элементу Вг,(о). Таким образом, предло­
жение доказано, осталось произвести проверку сформулирован­
ного утверждения. 

Пусть u£Di(rx). Тогда при |г; —aj —|Г.| 

ТГГ f W'*' (z-ai)-(.u-ai) Я2)*" 

= 2 (и-а,У(г-а1)-а/{г). (6.7Л) 
л-=0 

Если /|ог(о(-г) = 2 , ftj(z — <ijY> \fij\rJ->0 при у->оо, то, 
в силу (6.7.4), 

-£? - / (*) -= 2 («-«.г (* - --о-» 2 Лу (z - ^-
«=о ;-=о 

Если обозначить через Sm m-ую интегральную сумму, стоящую 
в правой части (5.3.1), то 

оо 

5»-7Ег/ю»2(»---1>" 2 fiP-n-
п—0 у=лmod m 

Учитывая следствие 5.6, получаем: 

sup \sM±=SLf(z)-\ ^f{z)dz < 

<supr1
B |r |-« sup | / , , | |Г |Л. (6.7.5) 

«>0 ]>Q ' 
] -sn mod m 

1+n 



Выражение справа в (6.7.5) стремится к нулю при /п->оо. 
Действительно, для больших и можно оценить sup как 

r i " | м "II/ llr <s> а Ддя конечного числа оставшихся значений 
при достаточно больших т 

SUP 1 / ^ Ц Г К е . 
У-=п mod m 

Пусть теперь u.£Ds{rx), se/, $фй Тогда при \z — а.] = |Г | 

со 

/2 = 1 

м отсюда аналогично предыдущему рассуждению Sm^Lf(z)-\ -££•/(*)** sup 

<supr-" | r | n - sup | / i J | | r | - / ->0 , 
/ s - n mod m 

•когда m-y oo. Лемма полностью доказана. 
6.8. Лемма. ##•--= Id. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть фб//0(а). Согласно леммам 

€.5, 6.6, ЗС%У(<Н0(а). Поэтому, в силу принципа аналитического 
.продолжения, справедливого для аналитических в смысле Крас-
нера [36] функций, достаточно проверить равенство 

.7»P(u)=9(u) (6.8.1) 
для и в окрестности бесконечности, 

Пусть а£а и Г выбрано так, что 
sup| 2 — а | < | Г | . 

Пусть \и — а\У\Т\, Тогда, согласно лемме 6.6, 
m{u)= \ (z~a)^(z)7~dz = 

Г, а 

= V (z — а)Ф ( z ) ^ (2 - а)-' (и - <£fi-4z. (6.8.2) 
Г,а ; =0 

Разложим q>(z) в ряд Лорана: 

9{z)^^fj(z-dp. (6.8.3) 

Нулевой член отсутствует, так как с р ( - ) - 0 . 
При доказательстве существования разложения (6.8.3) су-
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щественно используется специальный характер краснеровского 
покрытия а квазисвязными множествами D (г). Известны при­
меры, показывающие, что для общих аналитических по Красне-
py функций разложение вида (6.8.3) может не иметь места 
(см. [41]). 

Используем формулы (6.8.3), (6.8.2) и равномерную сходи­
мость обоих участвующих в них рядов при \г — a| = | Г |. 

оо оо 

оо со 

согласно предложению 5.4 (8J,J, — символ Кронекера). Но послед­
нее выражение есть ср(«), в силу (6.8.3), и, тем самым, равен­
ство (6.8.1) доказано. 

6.9. Теорема 6.4 следует из лемм 6.5—6.8. 
6.10. Д о п о л н е н и е к т е о р е м е 6.Ф. Пусть х— непре­

рывный автоморфизм поля С. Тогда определен естественный 
изоморфизм, обозначаемый той же буквой, 

x:L(o)~>L((Jr).. 
На функцию /eL(o) он действует следующим образом: 

/ т («) = (/(«-"))*• 
Определен также сопряженный изоморфизм пространств 

распределений: 
т :1* (а)->.£*((-•), 

так, что VjxgL* (a), /6L(a) имеет место равенство. 
({mu}-, /*)=->> / ) т - (6-Ю.1) 

Очевидно, что т действует естественным образом из Я0(сг) в 
HQ(aT), а именно: vq>6//0(a) 

фх( г) = (ф( гт-))г . (6.10.2) 

Мы утверждаем, что следующая диаграмма коммутативна 
L* (a)^L* (о^) 

Я0((Т)ЛЛГоИ. 
Действительно, V^QL* (a) 

что и требовалось доказать. 
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Если С—пополнение алгебраического замыкания полного-
дискретно нормированного поля К нулевой характеристики: 
и с совершенным полем вычетов характеристики р>0, мы ска­
жем, что объект (функция, распределение, .. .) определен над 
К, если он не меняется при непрерывных автоморфизмах CjK-
Эта терминология естественна, ввиду теоремы Тейта [151. При­
веденные выше рассуждения показывают, что изоморфизмы Ж, 
<§ переводят друг в друга распределения с компактным носите­
лем aczK и аналитические функции из Н0(а) , определенные 
над К. 

§ 7. Метрические свойства изоморфизмов & и Ж 
7.1. Зафиксировав компактное множество стспС, обозначим 

через d(-) расстояние до ст: 
d (г) = inf | z — и | (.гбо). 

«6° 
7.2. Предложение . Пусть \x£L* (or), y = X\i. Тогда 

V r > 0 |||{mu}]||r = r SUp |ф(2).| . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть d(z)>r. Тогда, согласно п. 6.1,. 

Ф(2)|= ( | -(и).-~т) <IIN 1 < 

(7.2.1) 

1(8Ф,Л|< < 

г—а 
<|||H||rd(2)-1<||IM||rr1, 

что доказывает неравенство 
| | |H| | r>r sup |Ф(г)|. 

Пусть теперь R>r и /бВ.-.(а). Выберем I', а/ , Di(R) 
Vie/' и Г' аналогично п. 6.2. Можно в силу имеющейся свободы 
в выборе Р считать, что г < | Г ' | . Имеем следующую очевид­
ную оценку: 

{sum} j {z-ai')^(z)f(z)dz 
' б 7 ' г ' , а / ' 

< | Г ' | Sup | Ф ( 2 ) | | | / | | Д , 
<.(-)>|Г'| 

откуда (с учетом (7.2.1)) 
||| М||я < | Г ' | вир | Ф ( 2 ) | < | - г sup |Ф(2)|<^|||Н||Г.(7.2.2> 

d(z)>\T'\ Г d(z)>r r 

Поэтому, если мы докажем, что функция -••->|||{mu}|||r непрерывна 
справа, из неравенства (7.2.2) будет следовать предложение^ 
Проверим это утверждение. Аналогично п. 1.5, заметим, что. 
Вг(а)* естественно отождествляется с банаховым пространством 
последовательностей{А.;.}(^/, ygZ+) таких, что sup | htj \ r~J < -» ;. 
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последнее выражение определяет норму в Вг(а)*. Если 
/65.(0), Vie/ 

со 

/ |о , ( - ) (и )= =2/ 'Д"" а ' - )У ' \fu\ri->° при У-> оо. 

то 

( {fcij}(iQr, ygz+)-, / ) = ^ Агу/i; . 

Из этих замечаний следует, что a/gi?.. (<j), f^=0, f(u) — 
— Х(Л г'о. Уо- и), так ЧТО 

| (р ,Л |>(1-8)^ | |111Л1г (7.2.3) 
В силу специального выбора / , /==/ | D ( r ) , где /6-9/?(сг), 
f{tt) = %(R, t0, У0; к), причем 

ll/IU-=ll7ll^ ;°/-^. (7.2.4) 
•Следовательно, согласно (7.2.3), (7.2.4), 

|||HI|r<-Ljf^(l-s)-I-^[^^V-/«(l-e)-^ 
<||||*||к/?/Т---(1-в)-». (7.2.5) 

Из неравенств (4.2.1), (7.2.5) следует сформулированное 
выше утверждение. Предложение доказано. 

§ 8. Специальные распределения 
8.1. Меры Мазура. Пусть ^{а)—банахово пространство 

непрерывных функций f:a-*-C, снабженное естественной нор­
мой .-.. i-i 

l-VII-g—supi/»!. 
fc ago 

Мерой Мазура на компактном множестве ааС называется 
•следующий набор данных: для каждого открыто-замкнутого под­
множества Vca указано (х (V)gC, причем если V— 1LV,-—-ко-

/g/ 
нечное непересекающееся покрытие открыто-замкнутыми мно­
жествами, то 

1̂(Ю = 2 | - ( ^ (8.1.1) 
«б/ 

ДОЛЖНО ВЫПОЛНЯТЬСЯ следующее условие: 
def 

|[n||^--sup|p.(K)|<oo t. (8.1.2) 
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Пространство М(а) мер Мазура на а —банахово пространство 
относительно нормы (8.1.2). 

8.2. Конструкция интеграла по мере Мазура. Пусть 
/&$(а) и \iQM(a). Приблизим / в метрике с& (а) локально постоян­
ными функциями /;.(/б2+). Пусть fj(jeZ+) постоянна на 
открыто-замкнутых подмножествах Vjs (s пробегает конечное 
множество Sj). Положим 

cJef J/ф-Ит 2/у(^)н.(^,). (8.2.1) 

В силу (8.1.1) это определение не зависит от разбиения 
Wilkes])-

Существование предела в правой части (8.2.1) следует 
из (8.1.1) и равномерной сходимости /у {to}/ при y{to}oo. 

Отсюда следует также независимость от аппроксиммирую-
щей последовательности /J(JQZ+). 

Следующее простое предложение дает более инвариантное 
описание мер Мазура. 

8.3. Предложение. Спаривание (\х, / ) -> j fd\x опреде-
а 

ляет сохраняющий' норму изоморфизм Ж (а)*".̂  (ст)*. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из очевидного неравенства 

J /d j i <II/IUHU 

следует, что отображение М (о)-ь-'ё (а)* имеет норму < 1 . Так 
как | %vd\.i~\i(V) (Xy — характеристическая функция открыто-
замкнутого подмножества Vao), это отображение сохраняет 
норму. Если дан непрерывный функционал h^S(a)*, то формула 
\*>(V) = h (Xi/) задает, очевидно, меру Мазура, что доказывает 
сюръективность отображения М(а)^-С@ (а)*. Предложение дока­
зано. 

8.4. Мы скажем, что распределение p-GL* (о) является мерой 
Мазура, если оно есть композиция естественного вложения 
L (a)c-'# (а) и непрерывного функционала на % (а). Иными слова­
ми, мы фиксируем естественное вложение M(a)«->L* (a) и отож­
дествляем /И (а) с его образом при этом вложении. 

8.5. Теорема. Отображение CK-.L* (ст)~>Я0(а) задает со­
храняющий норму изоморфизм М(а) с подпространством 
714(a)— //„ (а) функций Ф, удовлетворяющих условию: 

\\<?\\u = s\ipd(z)\4{z)\<oo. (8.5.1) 

75 



<d(zr\\ii\\M. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу теоремы 6.4, достаточно про­
верить следующие два утверждения: 

1) VneM(a) Ж]хф{а), причем ||Л^||м<||{mu}||M\ 
2) Vcpe/W(o) .£ФеМ(о), причем ||«>Р|и<||Ф||д-
1) Справедливость утверждения устанавливается простой 

оценкой: 

|^мг)1=|Ии))7^)|—К-^-Ф(«)' 
I о 

2) Так как в любое покрытие о открыто-замкнутыми под­
множествами МОЖНО вписать покрытие вида D.(r)na(i6/) при 
некотором г>0, то свойства п. 8.1, характеризующие меру Ма-
зура, достаточно проверять для таких покрытий. Зададим зна­
чение |i(V) на множествах такого вида формулой 

def 

ц(О,(г)По)-(.8*Р(а),х(г,1,0;и)) (Ш), (8.5.2) 
а затем продолжим с помощью свойства (8.1.1). Конечная адди­
тивность на специальных покрытиях {ZD,. (г) П CT}(/g/)- а значит, 
и на всех покрытиях следует из линейности #ф на L(a). Кроме 
того, 

\v-{Dt(r)rio)\ j (z —•ai)^(z)dz 
Г.a, 

<Цф|1я. 

в силу (8.5.1). Следовательно, ц —мера Мазура и | |ц| | / И< 
<11сР|1ж- Осталось доказать, что #ф=р., т. е. У/еВг(а) 

^ Ф , / ) = | / ф . (8.5.3) 
о 

Возьмем Г)<г и выберем / ' , ak', Dk(rx) УШ' аналогично 
п. 3.1 (/-1 вместо г). Тогда 

(№,/)= 2 I (*-a*')4(z)f(z)dz = 
k&' T'.a. k 

= 2 / («*') I* (j5* (П) Л a) + 2 J (z ~ **') Ф0-О(/(2) - f{<h'))dz. 

Но если z£Dk{rx), то, в силу неравенства (2.2.1), 
\f{*)-fM\<\\f\\r\*-a*'\r'l<\\fhnr-i. 

Поэтому вторая сумма оценивается по модулю величиной 
II У \\ м Р / II Si*"1-* 0 при rj{to}0. Первая сумма дает в пределе 
J / ф . Этим доказано равенство (8.5.3). 
а 

8.6. Пусть мы находимся в ситуации, описанной в конце 
п. 6.10, и пусть сгсУГ. Мера Мазура (рассматриваемая как рас-
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пределение) определена над К тогда и ТОЛЬКО тогда, когда 
p{V)(*K для любого открыто — замкнутого подмножества Vacs. 
Действительно, если для любого непрерывного автоморфизма т 
поля С/К цТ=-|д., то, согласно (6.10.1), 

l-OO^G-. Х ^ = (^ XJO — O*, Xv-)---H(^). 
откуда по теореме Тейта \х (V) QK. Обратно, если это условие 
выполнено, то VjfgZ. (ст) 

(1-т. /)=(>. /т")т=(1 /Т"4-У — J /Ф-(и, /), 
откуда следует, что распределение \i определено над К. 

По теореме 8.5 меры Мазура, определенные над К, с ком­
пактным носителем ос.К и только они являются образами функ­
ций Ф(-уЙ(а), определенных над К (см. п. 6.10). 

8.7. и—допустимые меры с носителем с\ Пусть Иг — нату­
ральное число, а с С —компактное множество. Пусть в обозна­
чениях п. 3. 1 

ВГЧ°)™ \/еВг(а) | / ( и ) - 2 2 /<А<Г' *• '̂; 4 
И 

def 
Lft(cr) = 1im5r

ft(a) 
—>-
- • + 0 

--пространства функций, локально являющихся многочленами 
степени меньше h. 

Определение. Линейный функционал [_:£•-(о) {to} С назы­
вается h-допустимой мерой, если выполняется следующее 
условие роста: 

VJ,0<J<h sup]H«), %(r, l, J\ u))\=o(\)rJ->1 (r{to}0). (8.7.1) 
l& 

Заметим, что выполнение условия (8.7.1) не зависит от 
выбора a,6Di(r)ncr Vie/. В самом деле, если Vig/а./бО;(.")Пст, 
то 

Из оценки (8,7.1) и неравенства | a / —a 4 |< r следует нуж­
ное утверждение. 

Продолжим теперь А-допустимую меру н. до распределения 
с носителем а. (обозначаемого той же буквой). 

Пусть /6.8,(0), 
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/(«)-= .2 /<#</•.'-j;»)> 
.g/,/gZ+ 

ViQl I f 1.1 rJ{to}0 при у {to} oo. 
Положим для любого натурального ЛГ 

def Л Л ~ 1 

P (r, ..V, / ; K)l{sum} %А]Х(г, i, У; в). 
.g/ 1-й 

Определение. 
def 

(ц, / ) = Hm (|л (и), P(r,h,/\ и)). (8.7.2) 

8.8. Предложение. Предел в правой части (8.7.2) 
существует, не зависит от произвола в выборе а^Оь (г) П сг 
v/g/, Vr > 0 и определяет распределение с носителем а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г1, г, R— вещественные поло­
жительные числа, причем г/2<г1 </-<./-?. Предположим, что 
/6.5." (а). Для доказательства первых двух утверждений пред­
ложения будем оценивать следующую разность: 

И«) , -°(г, А, / ; »))-({mu}(«). /-(г-, А, / ; в)). (8.8Л) 
Здесь подразумевается выбор / ' , ак'', Dk(rx) VkQl' аналогично 
п. 3.1. Выражение (8.8.1) равняется 

Л - 1 1 

2 2 /<7 2 ( i ) •>*'-«<)'"' •> (и)> X (/"I •*. -; «))-
/•g/ ' y=0 .---О N 

~ 2 2 2 U A' W-atf-'bi (и), %(ruk,s\ и)). 
Ag/' cr=-0 у-=- Ч ' 

Здесь i выбрано так, что ak'eDt(r)ria. Таким образом, раз­
ность (8.8.1) равняется 

~ 2 2 2 fiA i) W-aiY~'0х(«)» X(П, A, s\ и)). (8.8.2) 
ftg/'/=u-=0 X 7 

Согласно оценке (8.7.1) и неравенству | а / — а . |<г , спра­
ведливому Vkg/', получаем для (8.8.2) оценку: 

о(1) sup |/iy|W-"{cdot}2A<o(l)2V^||/||v?- (8.8.3) 
/g/./>* 

когда r1{to}0. Это доказывает первые два утверждения. 
Из этой же оценки, полагая r~TlR, r1 = 2"'"1^(ig2+), полу­

чим, что ||| |л |||- < оо, что и требовалось доказать. 
Зафиксируем теперь одно следствие неравенства (8.8.3). 
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8.9. С л е д с т в и е . Пусть ц —А-допустамая мера. Тогда рав­
номерно по ygZ+ 

sup | ([х(н;), i{r, i, у; a)) |-=-о(1)г-''-Л при г->оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим оценку (8.8.3) (ee левую 
часть) для случая f{u) — %(r, i, J; и), j>-h, R = r и заметим,. 
что P(r, h, / , и) = 0. Если y'</z, такая оценка имеется по 
определению. 

8.10. Т е о р е м а . Преобразования Ж и Ш осуществляют 
взаимнооднозначное соответствие между /..-допустимыми мерами 
с компактным носителем о и элементами ц>&Н0(а), удовлетво­
ряющими условию: |ф (г) |==о (d(z)~h~l) при d(2)->0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р, — /г-допустимая мера и 
d(z) = r. Положим гх = г/2 и пусть / ' , at/, /3Л (r1) Vkg/' такие,. 
как выше. Тогда 

Xp(z)=(n(u), -~ 

-= 2 2 (г - я*')"'"1 •> (")' X (П, k, у; и)). (8.10.1)-

Согласно следствию (8.9), правая часть (8.ЮЛ) оценивается 
величиной 

о (1) sup r~J-1 (^Y~h < о (1) 2*/-*-1, 
ygz+ \ - ' 

что доказывает половину утверждений теоремы. 
Обратно, пусть функция Фб//0(а) удовлетворяет оценке 

ф(г) = о(а((г)"'л"1). Ограничение распределения #ф на подпро­
странство I" (а) задает некоторый линейный функционал, кото­
рый обозначим через р.. Докажем, что ц —/г-допустимая мера-
Действительно, V r > 0 выберем / , «,, Д- (r) Vtg/ и Г согласно 
п. 6.2. 

Тогда vie/, yez+ 
1И«)> l(r, t, у; «))| = |(«№(»), х(г, i, у; «))|-=-

J Ф(2)(.г —a^+'flf/. 
Г,a, 

- = 0 ( Г У - Л ) 

при г->0. Продолжим (х на Ир), согласно предложению 8.8 
(и обозначим полученное распределение той же буквой). Нам 
осталось доказать, что $ф==.[А. Пусть /б-б^сг), R>r. Тогда 

(«*Р, / ) = 2 J {z-~al)^{z)P{r, h, / ; z)dz + 
iQI T,al 
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+ 2 J (*- ai)ф (*) (/ (*) - p (r- h> f > z » d z -
Первая сумма, согласно сделанным выше замечаниям, равняется 
,(\л(и), Р (г, Л, / ; к)) и дает в пределе при г {to} 0 величину (|л,/) 
.(см. (8.7.2)). С другой стороны, согласно, неравенству (2.2.1) 

| | / ( z ) _ P ( r , A, / ; 2)| | r<||/ |Ur*tf-\ 
Поэтому вторая сумма стремится к нулю при r{to}0. Следова­
тельно, %'У — \\., что и требовалось доказать. \ 

8.11. Покажем, что А-допустимая мера \х с компактным 
носителем сс/С тогда и только тогда определена над К, когда 
Vr>0, iel, y'6Z+, 0 < j < A 

(М- (к), х(г, i, /; а))е/Г (8.11.1) 
.(обозначения см. п. 3.1 и конец п. 6.10). Действительно, если | 
.{mu} — f~-i т о j 
<i~(«). х(/". *= h »))—([-•(•»). хТ(г> '. j ; ")) == (и-(-). %(•"• *. j ; «))• ' 
Отсюда по теореме Тейта получаем нужное включение. 

Обратно, если условие (8.11.1) выполнено, то V/6L(cr) 
№, /)--=•>, /•"')*---("•-«0* («). P(r, Л, /*". в)))----

--+0 | 

-=lim (у (а), ЯТ_1 (Г. А, / ; и))Т = 11т (ц(и), P (г. А, / ; й)) — (ц, / ) , , 
г-*0 r-*0 \ 

что означает, что р, определено над К (в приведенной выклад- -
ке использовалась формула для P(r, A, f; и)). 

8.12. Предложение 7.2 позволяет дать другое описание рас­
пределений, рассмотренных в § 8. 

Согласно теореме 8.5, (j,GL*(a) —мера Мазура тогда и толь­
ко тогда, когда | | J jut-.f | \r=\0 (I), а для А-допустимых мер ана­
логичное условие выглядит по теореме 8.10 следующим обра­
зом: | | |(1 | | \r=0(r~h). 

Глава II 
АНАЛИТИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ 

§ 9. Аналитические операторы с компактным спектром 

9.1. Пример оператора с пустым спектром (и неаналитиче­
ской резольвентой). Пусть В — банахово пространство над по­
лем С следующего специального вида: 

-3-={{--B}(/rg2)|V«eZ a,£C, |а,,.| —о(1), п->-со\ 
|a,. | = 0(1), когда n{to}oo}. (9,1.1) 

во 



Норма элемента {a,-}(..gz) задается таким образом: 
||K}(«6z)||-=sup|a„|. 

«gz 
Рассмотрим ограниченный оператор .s^gEnd 5, действующий 

ш правилу 
<-^: W ( « g z ) •"^{are+ib.gZ)-

.9.2. Предложение . Для любого zQC существует 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверим, ЧТО у оператора Л нет 
собственных векторов. В самом деле, если -tfegC, {ап}(п^г)^В 
и не все ап равны нулю, так ЧТО ЭТО собственное значение и 
соответствующий ему собственный вектор оператора J,, то 
v/igZ zan — a„+1 — 0. Но тогда, во-первых, 2----0, во-вторых, 
V/tgZ an = a0zn и, наконец, а0-т--0. Отсюда из условий (9.1.1) 
Получаем при n-s-oo, что | ;z |<L Ho это несовместимо с тем, 
что a„->0 при п-> — оо . 

Пусть теперь 2бС, {̂ }(«gz)6-S.. По теореме Банаха об обрат­
ном операторе (п. 1.6) достаточно найти решение системы урав­
нений zan — а„+1 -= bn (tiQZ), имеющее допустимую асимптотику 
(9,1.1). Рассмотрим два случая. 

1) | 2 | < Ь Пусть ak(k£Z) задаются следующим образом: 
ай = — bn-i — zbk-2 — z2bk-z— (9.1.2) 

TaK как 6ft-->0 при &->— оо, то aft{to}0 при k-v —со. Кроме 
того, sup | aft | < || {&ft}(/,.gz) || < оо и. значит, {a/.}(/.gZ)6-9. Имеем: V«gZ 

/SgZ 

z-e»—a„+t =< — »*„_•. — 226„.2 — z4n^ —. . . ) — 
— (— ->Л — 2<Vl — A - 2 - • • •) — *«. 

т. е. нужное равенство выполнено. 
2) | 2 | > 1 . В этом случае сходится ряд Неймана. Напишем 

явные формулы. Пусть VAgZ 
в* = ^ - ' + М ' г т . . - (9-1.3) 

Очевидно, {a/j}(/.gz)6-S. Кроме того, 
zan — a„+i-={*„+&„+i2:-I-f )— (*в+.,г-- + йя+а2"2 + . . .) = £,., 

что и требовалось. 
9.2. Объясним, в каждом смысле резольвента R^ (z) опера­

тора Л-, построенного в п, 9,1, не является аналитической. Рас­
смотрим функционал hQQB* такой, что < hQ, {a„}(«gz) > = •%. 
Возьмем g0£M следующего вида: ;fo-={6no}.(«gz) (символ Кронекера). 
Тогда по формулам (9.1.2) и (9.1.3) 
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• (h f? (v\o \ — P 6 С Л И • * • < - • < «о. J<s4- \z> So) -{z-1, если | z | > l. 
Таким образом, полученная функция (матричный элемент резоль­
венты) не является аналитической по Краснеру (и ни в каком 
другом разумном смысле). 

9.3. Пусть В — банахово пространство над полем С, 
-^6End5 —линейный оператор. Спектром оператора Л назы­
вается дополнение к множеству тех z^C, ДЛЯ которых суще­
ствует R^ (2)=(2 —,/4)"1€End.8. Везде ниже спектр оператора 
обозначается а^. 

Определение . Оператор зФ называется аналитическим 
оператором с компактным спектром, если выполнены следующие 
два условия: 

1). Множество ff^cG компактно; 
2) УкеВ*, geB функция z {to} {h,. R^ (z) g > принадле­

жит Я0 (a j*). 
9.4. Рассмотрим более общую ситуацию. Пусть 0 < r i < r , 

aQC и TgC таково, что 
г г < | Г | < г , 

Определение. Функция F:Ka(ru r){to}End.5 (см.. п. 5.2) 
называется аналитической операторной функцией, если VheB*v 
g£B функция г {to} (h,F(z)g) разлагается в сходящийся ряд 
Лорана: 

со 

(li,F(z)g) = ^ Fj(z-a)J, 

|E/-|r-'{to}0 при j{to} oo, |/-?. |/-..'{to}0 при j{to} — oo. 
9.5. Определен ие-лемм а. Если F : /Ca(-"i. r)-*-End В — 

аналитическая операторная функция и B = C(J) для некоторого. 
множества /, то операторы 

-5«-5 2-*(e+r-l) m m. 

сильно сходится при m{to} oo ((m, р) = \ в случае, если chark — 
— p > 0) к ограниченному оператору: 

d e f 

F(z)dz = Um'Sm, 
Г", а т-+°э 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть hQB*, g£B. Согласно предло­
жению 5.4, существует lim' < h, Smg ) = Г < h, F (z)g ) dz. 

Но по следствию 1.12,, отсюда следует, что существует lim'S/)E 
Ш-> со 

в сильном смысле. 
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Применяя принцип равномерной ограниченности (п. 1.7), 
получим утверждение леммы. Одновременно мы доказали та­
кое следствие. 

9.6. С л е д с т в и е V/гбВ*, g£B имеет место равенство: 
< h, ( $F(z)dz)g ) == J < A, F(z)g > dz. 

\T,a J T,a 

§ 10. Спектральная теорема 

10.1. Пусть aczC — компактное множество, В— банахово 
пространство над С. Операторноэначным распределением назы­
вается непрерывное С-линейное отображение L(cr)-KEndB. Мы 
позволим себе использовать такое же обозначение как в п. 4.1 
для олераторнозначных распределений. 

10.2. В дальнейшем мы предполагаем, что основное банахо­
во пространство В = С{1) для некоторого множества I. 

10.3. Т е о р е м а . Пусть .у£еЕп<3В —-аналитический оператор 
с компактным спектром. Тогда корректно определено оператор-

def 
нозначное распределение v-^ — ^R^ с носителем а ^: 

<е /Г 'аг 
в обозначениях п. 6.2. 

Справедлива формула обращения: 

*st 0 - 0 = К («)• т -У (z-**>. (10-3-2* 
И1 $4. ~~ гомоморфизм алгебр L (a ̂ ) {to} End В, 

10.4. С л е д с т в и е . VygZ+ имеет место равенство 
Л- /=([х^(и), и'). 

В ы в о д с л е д с т в и я . Пусть выполнены неравенства 
| 2 | > sup | и |, | z | > \\J, \\. 

Пусть r > 0 выбрано так, что | 2 | > r > sup | и |. 

1 °° 
Тогда ряд —— = 2 z-J-4iJ сходится в Вг(а^) (по и). Из 

непрерывности ц^ отсюда следует: 

Mo по формуле (10.3.2) 
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1 °° 

откуда получается нужное утверждение. 
10.5, Лемма. 
-) . а . ^ = = ^ ^ определено корректно, 
2) Отображение \а^ :Ь(а^)->ЕпйВ непрерывно. 
3) Имеет место формула (10.3.2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 0<,rx<r, I, ah Dj(r) Vjg/ и 

ГбС выбраны, как в п. 6.2, а / ' , ак', Dk(rx) ЧШ' и Г'бС вы­
браны аналогичным образом. Нам достаточно проверить равенст­
во вида 

2 J ( 2 - O i ) j ? r f ( 2 ) / ( z ) ^ = 2 j (z-a„')Ra(z)f{z)dz 

V/65 f(a^). 
Но матричные элементы левой и правой части совпадают 

согласно п. 9.3, 9,6 и лемме 6,6. 
2) Докажем, что || R^ (г)|| —0(1), когда \z — ai\ = \Y\. 
Согласно принципу равномерной ограниченности (п. 1.7), 

достаточно проверить, что Vgg.6 \\Rs^,(z)g\\ = 0(l), когда 
\z — а-| = | Г |. Рассмотрим элементы пространства В как функ­
ционалы на В*; из явного вида В следует, что их норма оста­
нется без изменения. Из равенства | { h, R^ (z)g ) |-=0(1) при 
| г — at\ = |Г | v/zgi?* следует по тому же принципу нужное 
утверждение. Но вто последнее равенство выполнено, т. к. 
функция z---><A, Ra(z)g) (zea^) лежит в Нй(о^) (п. 9.3). 
Теперь утверждение получается из очевидной оценки 

№*, ЛЬ 2 I (z-ai)RsL (z)f(z)dz /g/r,«, 
V/6.5r(a^), 

< © ( l ) . r . | | / | 

3) Доказательство состоит в прямом вычислении. Пусть 
Аб-5*, g£B, Тогда, по теореме 6.4, 

(h,R^(z)g) -=#ff<A, - ^ O g M z ) . 
Согласно п. 9.6, последнее выражение равняется 

- < Л, («Я*, •)§ > (*) = -* < .4. О--.*. -)g > (2) = 

= <Л, ((•-.*(«), iz"i)g)' 
откуда следует требуемое утверждение. 
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10.6. Лемма, ц^—гомоморфизм алгебры L (а ̂ ) в End В. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г > 0, / 1 , /2вВг (о^) . 
Мы должны проверить равенство 

(1*^. /l/2)-=(l--rf. / 1 ) ( | - ^ . / 2 ) - (10.6.1) 
Выберем / , ait Di(r) V/g/ и ГбС так, как в п. 6.2. Пусть 

Г'бС также удовлетворяет неравенству (6.2.1), причем 
г > | Г ' | > | Г | . 

Согласно (10.3.1) 
0-.*'/i)0-.*./2)--= 

= 2 2 f \i.z'-^(z~al)Rs,{z')Rs,{z)X 
iqrjqTT'.ajT.at 

Xf^z')f,{z)dzdz'. (10.6.2) 
Но по тождеству Гильберта 

Следовательно, выражение (10.6.2) равняется 

2 2 1 (*'-«у)**<*0/>И-**' J JS=0L^Ldz-

~ 2 2 I (z-ai)Rj4(z)A(z)dz f b'-^MUz'. 
/g/yg/r .o- ГЧЙ/ 

Согласно следствию 5.6, 

Г,а 

когда |2 ' —aj —|r ' | , 

Г ' -я / 

когда | z — a-i | = | Г | (6г/ —символ Кронекера). Поэтому выраже­
ние (10.6.2) равняется 

Таким образом, лемма доказана. 
10.7. Теорема 10.3 следует из доказанных лемм 10.5 и 10.6. 
10.8. Предложение. Пусть ^ — аналитический оператор 

с компактным спектром, действующий в банаховом пространст­
ве В из п. 10.2. Тогда функция R^iz) (2-бсг )̂ равномерно на 
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множестве D(r) приближается рациональными операторными 
функциями вида 

Лг" 

-?^..у(г)--=22^(г-а-)"/» 
гб/ ./=1 

где •&ij*=(\>>st(u),x{r,lJ — U и)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем действовать как при доказа­

тельстве леммы 6,5. Пусть гх<г, причем v i g / sup |и — а-1< 
"б^^ГТ 

<г1 . Тогда если zQD(r), то по формуле (10.3.2) 

= 2 (l-rf И' ^ (г" '• 0; а) т У = 
/g/ 

= 2 (v-* («)• X (г., г, 0; «) - — ^ - - - — - ) . 
'б ' 

со 

Так как ряд %(/-., i, 0; " ) ' ( < г _ а < ) _ . ( а _ а < ) = 2 (g-gi*~ ; X 

Xx(ri> -I У - 1 ; м) сходится в 5Г, ( а ^ ) равномерно по zQD(r), 
из непрерывности ^ получим утверждение предложения. 

§ 11. Аналитические операторы специального вида 

11.1. Пусть ссС-компактное подмножество. Пусть задана 
операторнозначная мера Мазура, т. е. для любого открыто-
замкнутого подмножества Vcrc задан оператор p,(V)6End5 
(Б такое, как в § 10), причем выполнены условия конечной ад­
дитивности (8.1.1) и ограниченности: 

sup| |n(V)||< со. 

Тогда можно для любого /&§ (а) определить J /dfigEnd В. Для 
этого достаточно повторить рассуждения п. 8.2. Можно также 
заметить, что сходимость интегральных сумм вытекает по след­
ствию 1.12 из сходимости интегральных сумм для любого 
матричного элемента ц. Полученный интеграл в силу его кон­
струкции удовлетворяет условию 

v/гея*, geB <Л, f J / r f i i )g>=j ' / r f<A,ng .> . 

, 11.2. Проекторнозначной мерой Мазура с носителем aczC 
назовем такую операторнозначную меру Мазура, которая осу-
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зцествляет -гомоморфизм булевой алгебры открыто-замкну­
тых подмножеств в алгебру Еп&б. 

11.3. Операторы скалярного типа. Следующие два 
условия на аналитический оператор s& с компактным спектром 
эквивалентны: 

1) (А ^ — проекторнозначная мера Мазура, т. е. 

VfeL(a^) ( ^ , / ) = j 7 d ^ . 

2) Выполняется оценка 
У^лЛ^.Н-^-.Ч-О-1). где d(•)—• расстояние до а^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Импликация 1) =* 2) получается при­
менением формулы (10.3.2): 

j ^ ( 2 ) l l = О-^С-)' г —а 
'& 

< 

<d(Z)-l 8цР | | ^ (К) || = 6>(d(z)-»). (11.3.1) 

Чтобы доказать импликацию 2) •=> 1), будем рассуждать, как 
•в п. 8.5. Зададим сначала проекто'рноз'начную меру Мазура [.i 
на множествах вида Ю1 (г) Г\о^ (̂ 67) по формуле 

def 
\х(D., (г)Г\а#) = ([>,& (и), %{r, i, 0; и)). 

Свойство мультипликативности р-^, очевидно, влечет гомо-
морфность (л. Ограниченность |А устанавливается следующей 
•оценкой: 

^(^ (гУПа^ ) ! ! - J (z — Ot)R^(z)dz 
V,a, 

< 

< | Г | sup 11^^(2)11 = 0(1) (11.3.2) 

•в силу условия 2). 
Нам осталось проверить, что VfQUe^) выполняется равен­

ство 
d~.j# ./)---• J/41-

.̂й-
Пусть /еВг(ст^)., и возьмем г .<г . Выберем / ' , a,,, Dk(r^ 
ЧШ' аналогично п. 3.1. Тогда по формуле (10.3.1) 

О*.*. /)= 2 ] (г-^ )^^И/ (2 )^ = 
*6"" Г;,а1 

87 



= 2/(a*')l^(^Wna^)-f 
Ag/' 

+ .2 J 'z-ak')R^(z)(f(z)-f(ak'))dz-. 
ftg/' T',a' 

k 

Но в силу неравенства (2.2.1) Vz£D/,(r{) 
\/(z)^f(ak')\<\\f\\r\z~-alt'\r'i<\\f\\rrlr-K. 

Поэтому вторая сумма не превосходит по модулю-
sup(d(z)||/?ia.:^)j[)||/||rrlr1{to}0 при Г1--.0.. 

Первая сумма дает в пределе J / ф , - что и требовалось 

доказать. 
11.4. Следствие . В условиях теоремы 11.3- имеет место 

равенство: 
, s"P Цц.̂  (И)II- sup (d(z)\\R^{z)\\).. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно сравнить (11.3.1) и 
(11.3.2). 

11.5. Замечание . Существует очевидная аналогия между 
операторами скалярного типа в смысле Данфорда [81 и, в. 
частности, нормальными операторами в гильбертовом прост­
ранстве и операторами, рассмотренными в теореме 11.3. Этим 
объясняется название п. 11.3. 

11.6. /г-Допустимые меры. 
Определение. Линейный оператор {mu} : _л (a) —--End-S" на­

зывается (операторнозначной) А-допустимой мерой, если вы­
полняется условие роста, аналогичное (8.7.1)!: 

V/, 0<y<A, sup |J (ц {и), % (г г К J; и) || = о(1) г'"*- (11.6.1> 

при г->0. 
Аналогично п. 8.7 — 8.8 можно продолжить. А —допустимую» 

меру до операторнозначного распределения по формуле 

0*,/)-11:т(>.(й)г.Р(ггА,/;и)) (/6/. (сг>). (11.6.2) 
г-»0 

11.7. Предложение. Предел в правой части (11.6.2) су­
ществует в смысле сходимости по норме,, не зависит от выбора 
afcDi(г)Пcr ViGA Vr>0 и определяет операторнезначное рас­
пределение .с носителем а. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть г / 2 < r L < r < R . и /бДя(а). 
Аналогично п. 8.8 
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(ц (и), Р (г, А, / ; и))-(^ (и), Р (г.., A, / ; и)) = 

*-1 Ьи-в 2 2 / о . 2 (s ) W-atV-s(p(u), %(ru k, s; u))-

A - l oo 

- 2 2 2 ( i ) /*; W - a^'s 0- (a)> x (/-1, A. s; и))= 
ftg/'.1=0 y = J 

00 ft —1 

= 2 2 2/'y(s)(-»*'---i)y"*0*(--). %(ruk,s;u)) (11.7.1> 
ftg/' jf=-A j = 0 

(см. обозначения п. 8.8). Согласно (11.6.1) и неравенству 
| л*'— a* | < г, получаем для (11.7.1) оценку: 

o(l) sup |/<- |r/-».2»<o(1).2~^-*| |/ | | J? , (11.7.2> 

как только г-->0. Отсюда получается нужное утверждение. 
11.8. Следствие . Пусть \л А-допустимая (операторнознач-

ная) мера. Тогда равномерно по /fjZ+ 

sup||(H.(w), x.(r, t. У; «))||—o(l)-W-* при r{to}0. 
•е-" 

Доказательство проводится как в п. 8.9. 
11.9. Теорема , Пусть h — натуральное число. Следующие 

два условия на аналитический оператор $&• с компактным спект­
ром 'эквивалентны: 

1) р. ̂  — продолжение на L(o^) А-допустимой операторно-
значной меры, как описано в п. 11.6. 

2) Выполняется оценка 
||Я.*(г)Ц-0(d(г)-»--) при d(0){to}O. (11.9Л) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем импликацию 1) =->2)_ Пусть 
г--=-.-/2, / ' , a,/, Dk{rx) Vkg/' такие, как выше. Тогда, соглас­
но (10.3.2), 

- ^ ^ - ( ^ ( и ) » - - ^ ) ' 

= 2 2 (г--**')"-"1 О-.* (и). X(ri. К j ; «))- (П.9.2) 
щг у=о 

если d(z) = r. Согласно следствию .(11.8), выражение (11.9.2) 
оценивается по норме величиной 

о(1) sup rJ-1 (— )J~'1 <d(1)-2»/-*-1, 

что доказывает оценку (11.9.1). 
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Чтобы проверить импликацию 2)=H), сначала докажем, что 
V-s&\Lhte -.— ̂ -допустимая мера. В самом деле, 

1(И^И, x(r, i,'J;u))\ = о(1)./--'-", 

в силу оценки (11.9.1) Vig/, 0<у'</г. 
Пусть теперь R>r, fQ.BR{aa). 
Тогда 

' (1А^'/) = 2 J {z-ai)RS£{z)P(r,h,.f;z)dz-\-

+ 2 j {z~ai)R^\z){f{z)-P{r,h>f-z))dz = 
IQ/Т.сц 

-=(••--.*(«), P(r,h,f;ti)) + 

+ _ J (2-a / ) -^(z)( / (2)~-°( / - , h,f;z))dz. 

Первое выражение стремится по предложению 11.7 к конеч­
ному пределу. Второе выражение, согласно (11.9.1) и неравенству 

| | / И - / - ( г , А,/; г)||<||/ | |Л-г*^-* 
(см. (2.2.1)), стремится к нулю при г-*0. Таким образом, \i^ 
получается описанным выше продолжением /г-допустимой меры 
/а именно, \i^ |Л„ А, что и требовалось доказать. 

§ 12. Функциональное исчисление 

12.1. Введем некоторые обозначения, касающиеся локально-
аналитических функций нескольких переменных. Пусть fie С" — 
компактное подмножество, ai = (ai

1, ..., a^QQ (iQl) выбраны 
так, что Йся-О. (г), где 

'6 ' 
Dt (r) -={(«1, , . . , и„)бС" 11 И1 — а? | < г, . . . , | и„ — л," | < г}, 

def 

причем / минимальное возможное. Пусть D (г)-= я £>; (г). 
Пусть Б, (Q) -- линейное пространство функций /:D(r)-->C, 

удовлетворяющих следующим условиям: 
1) иеЯ,(г)=*/(и).-2/*Ди---/)-; 

2) Vi*6/ l/^lr'- '-^O по фильтру дополнений к конечным 
подмножествам Z+

ra. Здесь, как обычно, 
j = (У'ь • • • • Ув). IJ I = Л + • • • + Ув, 
(к-а/)/=(и1--а/.У'... (и„—«/г)Ч , 
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Введем норму по формуле 
11/11..-= sup \/ч\г\л. 

.8, (Q) —банахово пространство над полем С относительно 
нормы H/II... 

12.2. Определение . L (Я) = \ЫВГ (fit) называется про-

странством локально-аналитических функций с носителем Q. 
12.3. B том случае, когда Q = cr1x • • • Хо-сС", 

.er(Q) = 5r(ffi)®...®.Sr(aB) и £(Q)=L(a1)®. . .®L(a,,). 

12.4. Пусть .5̂ 1, . . . , -ŝ „ — набор попарно коммутирующих 
между собой аналитических операторов с компактным спектром, 
действующих в пространстве B — C(J). (У —некоторое мно­
жество). Согласно § 10 существуют канонические непрерывные 
гомоморфизмы (алгебр) 

Vs4-:-L (-.*,)-• End .8, . . . , KJfa:L(oJta)-+End В. 
Так как операторнозначные распределения р. ^. , . . . . ц ^ полу" 
чаются интегрированием резольвент соответствующих операто­
ров, значения их будут также между собой коммутировать. 

Поэтому определен гомоморфизм 
1^ , rf„:i(-rfl)®-®t(-J<,)^End5 

или, что то же самое, 
l-rf, ^ „ : I (0^, X • •' XcT^-^End В. 

Мы оставим прежнее обозначение для действия p. ̂  ,,.MtSg ". 
def def 

(ll^„ *„• /) = ( .^-^1 > . . . , .^п(ИЬ . • • . « « ) . / • > ! . • . • > ^«) = 

= = ^ , .*„(/) (/f---(<-rf1x...x-- r fe)). 
Определение (функции от набора коммутирующих опе­

раторов). 

/(.#!,..., ^«А^,,..-,^,.. /) (/eL^.x.^xor^,,)). 
12.5. Предложение. Пусть /6-5r(crrflX . • . X-•_:„) и ГбС 

выбрано таким образом, что Vig/—-71Х • . •, ХЛ», i = (^....- -л) 
sup | и - а . - | < | Г | < / - . (12.5.1) 

--• ":"е0<^)п(о.^1
х-хо,.йг„) 

Тогда имеет место равенство 
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...R^n(zn)f{zb..., z,^dzx...dzn. (12.5.2) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сходимость интеграла в правой 

части (12.5.2) следует из предложения 10.8. Чтобы проверить 
совпадение левой и правой части (12.5.2), заметим, следующее. 
В силу непрерывности ^ , rfn и ограниченности ЦЯ.-*. (гОИ,... 
•••. ll#.s*B(z-)ll ПРИ 1-̂ 1—а-1 |=-|Г I,..., |2Я—а-в | . - |Г| (i£l) 
можно приблизить / ( 2 1 , . . , , zn) конечной суммой %(r, i, j ; z), 
и тогда достаточно доказать (12.5,2) для этой конечной суммы. 

- . . , ({г-ъУ, когда z£Di(r), \ 

* (Г ' U J>ZH 0, когда zWt(r), i e / ' j e Z - j 
Ho, так как р,^., ^„ = !-t.̂ 1®-••®l-i.at„> справедливо равен­

ство 
(y,sti,...,sta(tti"'->и-)' x( r« -' j ; " ! • • • • . "« ) )= 

-=-П (Hj-t, (и), x(r, t„ Л; и)). 

Точно так же 
2 I ••• [(Zi-ai4...(zn~ai")R^i(z1).. 
1£ГТ,а) Г.а'1 

=П 2 1 (*-«i,)-w*)(*----.)'.d*. 
Сомножители этих двух произведений совпадают в силу (10.3.1), 
что и требовалось доказать. 

Следующая теорема дает «грубое» описание функциональ­
ного исчисления. 

12.6. Теорема . Пусть s£u..., $& — попарно коммутирую­
щие аналитические операторы с компактным спектром в бана­
ховом пространстве B = C(J), f&(os4i X ••• X o ^ J . Тогда: 

-) / (-^l- • • • i -5-t»i) — аналитический оператор с компактным 
спектром; 

2) q / (^ , л*я)-/(°.-/.'---» а.яг„)'> 
3) Vrtf{°sti'~-><**JJin*L....*n'№~<il*1 ^„(«l.---. «»)» 

(z —/(а, , . . . , и,,))-1); 
4) Уе&(/(оа1,...,о^я))(рца1 . - * „ ) - е ) - ^ . .*„. ео/)." 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала утверждения 2) и 
3). Пусть гб/Чсг^,,..., tfrfn). Тогда функция (ии.. ., «„)>-• 
••* (г — / (и!,..., и,;))'1 принадлежит L (а ̂  X •. • X а ̂ п). Поэто­
му оператор (ц^, ^ . ,(«1, . . . , и„), г — /(щ,..., un))^=z — 
— f(s&u.. •, s&n) обратим. Кроме того, обратным к нему являет­
ся оператор (^, ^ я (»!,..., ип), (z~f(ub..., an))~l). Это 
доказывает утверждения 2) и 3): 

Из утверждения 2) и сходимости ряда Неймана в окрестно­
сти любой точки <У1(&и...,&п) следует компактность спектра 

Пусть Ае-8*. g&B, 2 6 / ( 0 ^ , . . . , о^й), 
Фд.Пз)--- <А, #/(.*, ^„)(2)g> = 

= <А, О-.*, ^ „ ( « I . - - - и»). ( « - / ( « г . - - - . ^ ) H g > = 

-=^<А, / > ^ . #£)(г), (12.6.1) 
ГДе /^.^а.-.-.^^-Р—пР^6-16™6 с носителем / ( a r f l > . •., а^ в) , 
действующее по формуле 

(./>,*• .*„. «)--=0-J*,......j*n' eo/MezHfia^,..., a^n)). 

По теореме 6.4 Фй.вбЯоС/"^.^,.-• •. в,*»))-
Рассмотрим компактное множество -f( îi11...,..-^.j)- Обозначения 

I, ah Di(r) Vig/, D (r) (см. п. 3.1) будут относиться к этому 
множеству. Очевидно, / ( а ^ , , . . . , a^^\D (г) компактно. 

Аналогично предыдущему, выберем / ' , a/, EV (г0 Vi'g/', 
причем г1 столь мало, что ряд Неймана для резольвенты схо-
дится при \г — ar\<r Yl'£l'. Тогда Фл,г(г) тоже, очевидно, 
представляется рядом Тейлора, сходящимся в этом круге. Так как 

<•*. /^^ ^„g> = 2 д ( г - - • 0 ; -*)<*• /*i-.*. ^>)g> + 

+ 1д(>1. *', 0; и)</г, f^^ ^n{u)g) . 

имеется разложение вида 
cPA,Hz) = _ > i ( * ) + S*-5''-*»- (12.6.2) 

где 
ф|ея0(о((г)п-з/(Л ^я)) vie/, 
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Пусть Vi'ql' 

(Pi'(-e)-=.2<p 'v(«-ai')" ; 

при |г —- a;-1> |Г| , где Г выбрано так, что Vi'g/'^ 
SUp | И — йг- | < | Г | < Г ] . 

Тогда V/ > 1 Е силу предложения 5.4 
9. v = j {z-avy4f{z)dz=^0, 

так как ф*< (£) в силу сделанных выше замечаний и формулы 
(12.6.2) есть сумма ряда Тейлора. 

Поэтому Фл,геЯ0(а/(чЯг1 ^п)) и, следовательно, утвержде­
ние 1) доказано. Утверждение 4) следует из формулы (12.6.1) и 
теоремы 6.4. Теорема доказана. 

12.7. Совместный спектр. Пусть .$$., . . . , stn — се­
мейство коммутирующих между собой аналитических операто­
ров с компактным спектром, действующих в банаховом прост­
ранстве B = C(J). Пусть -й —алгебра функций от s&u ...,s&„: 

Шв=^г ^ Л Л ( 0 ^ Х " - - Х а ^ „ ) ) -
Пусть (я, ttn)eo^i X - • • X о^п. 

Предложение . Следующие три условия эквивалентны: 
1) [ux—-&lt . . . , и„ — -5̂ я)—-собственный идеал St. 
2) Для любой окрестности (ии ...,ип) найдется функция 

/QL(as^i X •• • Хв&п), отличная от нуля только в этой окрест­
ности, такая, что f (s&x s£n)=£0. 

3) Для любой окрестности У^{щ и„) проектор 
%v№ ^«) по­

д с к а з а т ельст во. Пусть (iix — s4-x,...,un — s^n) = %, 
т. е. существуют такие операторы Ех, . . . , Еп{М, что 

ЕЛ* —5*1)+...+.£„ («„---.^„)=1. (12.7.1) 
Пусть г > 0 и %v(zu . . . . zn) — характеристическая функция 

множества V = {(zu ..., zn)eC" \\z1 — щ\<г, .. .,\ z„ — un\ <r} = 
=V'iX ••• XVn. 

Тогда, согласно предложению 12.5, проектор 
P = lv№i &п) = 

= J . . . § (zi — Ui)...(zn — un)fiJti(zl)...Rsta(z„)dzl...dzn'= 
r.ir, Г,«„ 
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— j" (zi — ttiiR^zJdZ!... 
T.Ui ' • 

. . . j (zn~un)R^a{zn)dza = Pt...Pn. (12.7.2) 
T,un 

Из формул (12.7.1), (12.7.2), получаем: 
n 

^ = 2 Е,(и,-&,)Р,.РХ. • A - • -P-. (12.7.3) 

где крышка означает, что соответствующий сомножитель про­
пускается. Заметим, что (и,.- •-*,) Л---(!•-j^C2)- (us — z)%v^ (z)). 
Отсюда по теореме 12.6 

max | к | < г . 
"&(»»-sts)Ps 

Так как о» , ...,op c{0, 1}, ap , ..., a F —ограниченные MHO-
жества, при достаточно малых г из равенства (12.7.3) следует, 
что <УР = 0, откуда Я = 0. Значит, и ДЛЯ любой функции 
f&(<Ja1X-..'Xost„). равной нулю вне V, f (&и . . . > .^,.)-=0. 

Обратно, пусть проектор %v{£^ъ ..., «s#,.) = 0 (что эквива­
лентно р а в е н с т в у / ^ , .. ., .^и)----0 V/gZ, (a^ ] cr^J , рав­

ной нулю вне V). 
Пусть Vs, l < s < n , 

f ,r\ ЛтГ-Т"' если z^y--' 
[ 0, если zJcV s-

Тогда, очевидно, fs(^-s) (n--.-^-)-=l - P - v s , К К я , 
Умножим первое равенство на 1, второе-на Ри третье-

на РгР2 и т. д-, последнее-на Р^.-.Р,^. Сложив почленно,. 
получим: 

/ 1 ( ^ l ) ( " l - ^ l ) + - D l / 2 ( ^ 2 ) ( " 2 - ^ 2 ) + . . . 

. . . + Л . . . и » № ( « » - ^ = 1 - - э 1 - Л - = 1 - ^ 1 , 
откуда (иг — зФъ.. .,и,.-s&n) — 3f. Предложение доказано. 

12.8. Определение . Совместным спектром набора опе­
раторов s&u.. .,.-#„ называется подмножество а ^ . Х •. • Хо^,, , 
выделяемое условиями предложения пЛ2.7. Обозначим его 
°J$I s4-n 

12.9. Согласно п. 12.7, 12.8, гомоморфизм H^j,.. . , ^„ : 

Lia^X ...Xo-^re)->End5 можно провести через I (ст^, ^ J 
так, что будет коммутативной следующая диаграмма (верти­
кальная стрелка —ограничение функций): 
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I 
- • < • • • • * . • > ' 

Мы сохраним обозначение ц^, ^ л для гомоморфизма 
- i(or^,,...,^„)^Ei-di5, полученного таким способом. 

12.10. Теорема, Пусть ^ 1 , . . . , ^ „ — коммутирующие ана­
литические операторы с компактным спектром в пространстве 
B^C(J). Пусть F = ( / 1 1 . . „ / B ) e ( l ( ^ i ^в))». тогда: 
• ^ / r ( a r j * i . . . . ,r f„) -=o r^(rf J . *„) ; 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сперва m=l, E — /6L X 
x( a^, . . . j#„)- ПУСТЬ ^/(а^ ^ J . Тогда существует опе­

ратор 
% ^ i •*»)(--) = .>.*.. ^„ (« 1 , . . . ,и„ ) , (2 ; — / ( и 1 , . . . , к л ) ) - 1 ) , 

и поэтому гбод^ ^ ^ Значит, a y ^ , ^n)Cif(o 
Если 1/-открыто-замкнутая окрестность точки 

•a,6f(as0-i...$tn) такая, что соответствующий проектор 
%v (/ И-i '• • • , Х ) ) - 0 , то по теореме 12.6 {%v°f){sfiu..., .^„) = 0. 
Но тогда /"• (и) 6a_^ ^ , что противоречит построению. 
•Утверждение 2) непосредственно следует из теоремы 12..6. 

Пусть теперь т>\. Пусть 1<Ц ( a / l ( ^ . , . . . , ^ n ) X •• • 
• • •Х 0 / ^ .* - .*„))• Доджем, что 

(^U.,...,rf„)> 0 = ( ^ . .*,»• / о / ?)- (12.10.1) 
В самом деле, / можно приблизить элементом 

1(аАЫг rf.,))®'.-®--^/-,^. ^,г)) и воспользоваться тем 
•фактом, что 

^, „̂ = ̂ Л--®^,г-
^ ( ^ , , . . . , ^ „ ) = ! - 1 / . { ^ , ^Л)®"-®^/-,(д...1*....^л)-

Тем самым (12.10.1) сводится к теореме 12,6 (утверждение 4)). 
Поскольку правая часть (12.10.1) зависит только от поведе­

ния I в любой окрестности F (а^, ^п), согласно предложе­
нию 12.9 заключаем, что аР{#и,ш ' . '^ j 'cf (a^. rfJ. 

Обратно, как и в случае яг=1, если V-открыто-замкнутая 
окрестность точки aSF(a^i ^ J , такая, что %v(F(<s&u... 
...,^„)) — 0, то 

0^%v(F(Mu...:an)) = (%voF) №,...,&„), 
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откуда следует., что F"l{u).c:-aau ^п; противоречие. Теорема 
доказана. 

12.11-. В этом пункте мы рассмотрим случай, когда •s.-i,... 
. . .,.5#regEndВ~аналитические операторы скалярного типа. 

В этом случае распределение №&...& с носителем 
о^, ^а является проекторнозиачной мерой Мазура, ибо 
•1-^ . , . . . , -^ , . = ^ . ® - - - ® F W ПоЭтомУ ^ ^ ( ^ . . . . . . . ^ - б а н а -
хову пространству непрерывных функций а^ ... sf. {to}C--имеет 
-смысл следующее определение. 

12.12. Определение , f (&и ..., s&n)L j /Ф^. , . . . , .^ . , -
12.13. Пусть £ФЪ-...,s£n — набор коммутирующих аналити­

ческих операторов скалярного типа. Тогда: 
1) V/e^.-*-.,,....,^,.) / ( ^ i , ...,•-*„)— анатитический опера­

тор скалярного типа. 
2) 

vF=-{/1,...,/„)e(K((.-rfl. . ^ Г г ^ ^ , ^ ^ - ^ F ^ . ^ , , . . . , ^ -
3 ) ff.p(.i#i-,...,.^n)==/:,(aj#i-,...,^n)* 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть zg/О* .#.,,...,.-£„)• Тогда суще­
ствует 

= } -frrirf/*.J'.Sii!i,..{cdot},^-(")-
^°^i - sin) 

Отсюда следуют два факта. Во-первых, резольвента 
Яц#г •*«)•» аполитична вне / ( а ^ . ^ > Отсюда, дословно 
повторяя рассуждение п 12.6 с использованием ряда Неймана, 
получим, что / ( ^ i , .. .,stn) — аналитический оператор с ком­
пактным спектром. Во-вторых, соответствующее распределение 
по теореме 6.4 совпадает с /„.ц^, &п, т.е. является проек-
торнозначной мерой Мазура. Значит, оператор f (s&u.. .,s&H) — 
скалярного типа, что доказывает утверждение 1). 

Пусть теперь l&{Of,(^1,...,^n)x ••• X%,(,*,,...,.*„))• 
Докажем формулу аналогичную (12.10.1): 

->*** . . . . . *»>-9 -G^ ^UF)- 02-13-1) 
Действительно, поскольку 

,-4 .-Ч 

И 
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являются проекторнозначными мерами Мазура, (12.13.1) доста--
ТОЧНО проверить для локально-постоянной функции I. Этот слу­
чай в силу линейности и только что написанных разложений 
сводится к случаю /и—1, где справедливость (12.13,1) была уже 
установлена выше. 

Из равенства (12,13.1), как и выше, следует, что 
F (Р&»..., j*Jz.F iPstu-.strd* и Д а л е е Устанавливается равен­
ство дословным повторением рассуждений п. 12.10. Теоремаг 
доказана. 

Глава III 
ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 

§ 13. Вполне непрерывные операторы в смысле Серра 

13.1. Везде на протяжении этой главы основное банахово-
пространство В имеет стандартный вид: B = C(J) для некото­
рого множества /. Дополнительно выберем некоторое линейное-
упорядочение множества /, обозначаемое знаком «:$•» («>») . 

Напомним основные результаты теории Серра [42l вполне-
непрерывных операторов в пространстве В. 

13.2. О п р е д е л е н и е . Оператор 7"GEnd.6 называется впол-' 
не непрерывным (в смысле Серра), если он есть предел па-
норме операторов 

TfiEndB (i6Z+), Tlg^(hug)gi, 
/=o 

где Ai6B*, g£B (0<i<t), gGB. 
13.3. Пусть {tit,/}(/;,JQJ) — матрица оператора Т в стандарт­

ном базисе {e;j(/g/) пространства В, 
Имеют место следующие утверждения, доказанные .Сер--

ром [42]. 
• 1) Г —вполне непрерывный оператор, если и только если.. 

sup | tj * |-{to} 0 по отношению к фильтру дополнений к конечным-
'V 
подмножествам в J. 

def 

2) Существует lim det (1 - Т, \ыт) = det (1 -- Т). 
/-"-СО 

Этот предел не зависит от .выбора последовательности; 
{Ti}{igz+)-

3) det (l-~zT) ,.(определитель Фредгольма оператора Т) — 
целая функция переменной zQC, Т. е. 
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d e t ( 1 - z r ) = l + _ ( - 1 ) m c m z m (13.3.1) 

и ряд в правой части (13.3.1) сходится VzgC 
ПО определению, t r r . ^ ^ . Оказывается, ttT — j^tjj. 

4) Для любого конечного подмножества ScJ и любой 
перестановки ст множества S пусть ts,a = 11 tau)J-

Пусть, далее, cs — £s0ts,a, где s,- —четность перестановки 

а. Тогда Ут> 1 

ст= 2 с.-. (13.3.2) 
.S(~y.CardS--.7i 

Выражение в правой части (13.3.2) имеет смысл ввиду свой­
ства 1). 

Сделаем еще одно замечание. Рассмотрим т-ую внешнюю 
•' ' ' def 

степень пространства В А.тВ=^В®т IF, -где подпространство F 
порождается элементами gi®.. .®gm

 vgi, • . . , gm£B, из которых 
какие-то два равны между собой. 

В пространстве А.тВ имеется канонический базис, состоящий' 
из элементов ej,A---AeJm, где Л, . . . , /„.6-Л Л < . . • <Jm — 
произвольный упорядоченный набор. Тем самым АтВ~>С (A.nf), 
где Л.'"/ —множество упорядоченных наборов длины т из эле­
ментов множества / . Имеется каноническое отображение 
End В {to} End АтВ, при котором <s&>->-Ams&(s&£EndB). В частности, 
на пространстве,Л'"б действует оператор Л'"Г. Этот оператор 
вполне непрерывен, и равенство (13.3.2) означает, что 

c m - t r (A '« r ) . (13.3.3) 
5) УзФ^ЕЫВ «я^.Г и T-sf- — вполне непрерывные операторы 

и det(l — {̂cdot}r) = d e t ( l - r . ^ ) . .'.;.i 
6) Для любых двух вполне непр-ерлвн-гх операторов в смысле 

Серра 7, и Т2 det ( 1 - r x ) d e t (I— r 2 ) - d a t (1— Л — Г- + Г1Г-). 
7) «Теорема Рисса-Шаудера». Оператор 1—z0T 'обратим..} 

если и только если det(l—20f){ne}0. Пусть z0 — нульлорядка п>}, 
целой функции det(1—zT). Тогда го"1 — собственное значение 
алгебраической кратности п оператора Т (т. е. «-—размер­
ность соответствующего корневого •подпространства). Имеет 
место разложение В==Кег(1—z07')n©Im(l—zGT)n\ причем 
1—z0T осуществляет изоморфизм на себя пространства 
I m ( l — 2 0 Г ) . . • ••:.. ... - . ••• i 

8) «Теория Фредгольма». Имеет место равенство: ., ••;.••: п 
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tet(l-zT)(\-zT)-i = l + %(-\rXm(T)z'" (13.3.4) 
/и-=1 

для любого гвС, z~ltor. Ряд в правой части (13.3.4) сходится 
по норме V^gC, Rm(r)6End В. Сделаем одно дополнительное 
замечание, касающееся коэффициентов /?т(Т) в (13.3.4). На 
основании этой формулы, а также (13.3.3) 

Я*(Т) = П(.\*Т)-Ят..,1(Т).Т ( m > l ) , (13.3.5) 
причем можно считать R0(r)=-L 

Пусть Q6End В — произвольный вполне непрерывный оператор. 
Рассмотрим отображение Лот(7\ Q):Bn->kmB, определенное 

по формуле: 
т 

Лт(Т, Q):(gi, • •., g j ~ . 2 ТЁ\/\- • • f\Tgt-\f\Qgi/\Tgu\/\-./\Tgm, 

Л'" (Т, Q) —полилинейная знакопеременная форма. В самом деле. 
если Ш{фц, 1 < i j , z'2<m, такие, что gi, = gi2, то 

А,„(Л QKgb • • •, g,„) — Т&Л • • • AQ?,i,A• • • A7g,„+ 

так как второй член получается из первого транспозицией. 
Так как АтВ решает очевидную универсальную задачу, 
Л т (7 , Q) можно спустить до оператора в пространстве АтВ. 
Будем его обозначать тем же символом. Очевидно, Л т (7 , Q)б 
EndB - - вполне непрерывный оператор. 

13.4. П р е д л о ж е н и е . Для любого вполне непрерывного 
Q£End5 имеет место равенство 

-г (Rm (Г)• Q) = tr ЛИ+1 (Г, Q) (m6Z+). 
З а м е ч а н и е . Приводимое ниже доказательство можно 

значительно упростить, если charC=0 (см. [7]). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем вести индукцию по т. Для 

т — 0 утверждение сводится к тавтологии trQ = trQ. Пусть т> 
>0. B силу (13.3.5) и по предположению индукции достаточно 
проверить, что 

trA,„+1(r,Q) = t r ( A ' » r ) - t r Q - t r A m ( r , r Q ) . (13.4.1 
Пусть{qk,]){k,j)£j — матрица оператора Q в базисе {e}}u^j) 

Пусть для любого упорядоченного набора S6Am+1/, 
S « { j i . ••. . / f f l ti} и 

i-=I a 
. . . t a U hJ , (13.4.2) 

Где cr пробегает перестановки множества S. Тогда по свой­
ству следа 
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хгЛ,н+1(Т, Q) = 2 -k- (13-4-3) 

Аналогичным образом 

trAm(r,rQ)== ^ ^ ' ' (13-4-4) 
.S'6Am/ 

где 
m 

ds,z=2l .2.1.2.1 8o'ta'(-/.')J.'- • • 
i = l a' ftgy 

'••^'(с1)./;>(/;).А--^(л+1)^;+1-',^(4)--го
;(13-4-5) 

а' пробегает все перестановки упорядоченного набора S —• 
— {/Y> • • •) У-/}. 

Во-первых, заметим, что к в (13.4,5) может пробегать 
J\{j\, • • •. У)_-,. У.+i- •• ••> Jm'}- Теперь заметим, что члены 
в сумме (13.4.2), для которых a(Ji)=^jj, сократится с членами 
в сумме (13.4.5), для которых k=fij't. В самом деле, так как 
keJ\S', можно положить ^упорядочение множества Sf[j{k}. 
Перестановке а' поставим в соответствие перестановку а 
набора S, для которой а(;/) = к, a{k) — a'{ji') и 

с (.Л') — о' (у / ) , . . . , а (У;_.) = а ' (/;_,), 

"( /^- - - • - • ' ( j i+ l ) ' • • •' oUm^O'Um')-
Сформулированное утверждение следует из того простого 

факта, что б-=-е->. (Если домножить а на транспозицию к 
и а' (У/)» т 0 получится перестановка, тождественная на А и 
совпадающая с о' на S'). 

Оставшиеся числа в сумме дадут 

2 2.2 в.---.̂ ,*. (13-4.6) 

Действительно, те члены (13.4.6), для которых kdS, единст­
венным образом происходят из (13.4.5), (13.4.4), а те, для ко­
торых /еб5, — из (13.4.2), (13.4.3). Предложение доказано. 

§ 14. Возмущения аналитических операторов 
с компактным спектром 

14.1. Мы покажем, что класс аналитических операторов с 
компактным спектром стабилен относительно прибавления 
вполне непрерывных операторов. В частности, вполне непре­
рывные операторы в смысле Серра являются аналитическими 
с компактным спектром. 

101 



14.2. Определение. z0QC называется нормальной точкой 
оператора -i^gEndB, если либо •ZoG'-V» либо B = W©N, где W 
и Л.—инвариантные относительно s& замкнутые подпространст­
ва, dimA^<co, (г — Щп N = Щ при достаточно"большом «6Z+ 
(Zsi—Щ обратим на W. 

Очевидно, нормальные точки спектра изолированы. Введем 
теперь простейшую классификацию точек спектра. 

14.3- Определение. Дискретным спектром оператора 
•s&^EndB (обозначение сг^-) называется множество нормальных 
точек а^, Дополнение o^Xcr'S- называется существенным 
спектром (обозначение: ffc^). 

Определим функцию кратности v^:o^->Z+ по формуле: 

[алгебраической кратности z (т. e. dimcN) при б̂о-?!.-
^ ( ^ j o , если zQe^. 
, 14.4. Пусть J^gEnd В — аналитический оператор с компакт­
ным спектром, T^EndВ— вполне непрерывный оператор. 
. Определитель возмущения s£-{-T/s& задается формулой: 

Ь#+г,&(г)~<1е1(1-Т1?^(г))(г&^). (14.4.1) 
14.5. Теорема. 
1) .5^+ Т—аналитический оператор с компактным спектром. 
2) Существенный спектр не меняется при возмущении: 

ess ess 

3) A^+r/.^6l + Ho(o^)- __ 
4) Д^+7./>йг —мероморфная функция в сг^„ 
5) Справедливо равенство: 

o r d - W r / . * •»--- vst+r (z)~v*t И ( г - а ^ ) -
...14.6. Доказательство теоремы 14.5 занимает оставшуюся 

часть параграфа. Докажем сначала утверждение 3). 
Согласно (13.3.1), (13.3.3), (14.4.1), VzeoT^ 

Д ^ + г / ^ ( 2 ) = 1 + 2 ( - 1 ) ^ г ( Л ' « ( Т ^ ( 2 ) ) ) . (14.6.1) 

•Мы докажем следующие два утверждения: а) все члены в 
•правой части (14.6.1) принадлежат Н0(а^); 6) ряд сходится в 

а) Пусть /п>\. Зафиксируем произвольное г >0. 
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Так как при гф (г) \\R^(z)\\<Cu где С- — некоторая 
.константа, оператор Am(TR^ (z)) можно по норме пространст­
ва End(.V«5) приблизить оператором Am(T'R^ (2)), где Г — 
оператор конечного ранга. Но' Ат(Т'Д^ (z)) = AmT'-AmR & (z). 
Так как АпТ' — тоже оператор конечного ранга, то 
rir (Л'" (T'R ^ (z))) — конечная сумма матричных элементов опера­
тора AmR^ (z). Докажем, что Vhe(\mB*), _g£.\mB функция 
•z^(h, A"lR^(z)g) принадлежит Н0(а^). Очевидно, можно 
•считать g = g1/\.. ./\g,n- По предложению 10.8 R^iz) на мно­
жестве D(r) равномерно приближается операторными функциями 

^^,л , ( 2 )=„2^ ( 2 - а ^ 
Поэтому функция (A, A'"Rs^(z)g) равномерно приближает­

ся функциями .< К AmjR^wV (z)g > =. < h, R^tN {z)gx/\ . .. 
. . . /\R ^ N(z)gm ) , т. е. рациональными функциями, равными 
иулю в бесконечности. " 

б) В силу того, что Am{TRs^(z)) = AmT-AmRs4(z) и нера­
венства trQ<| |Q|[ , справедливого для любого вполне непре­
рывного оператора QQEnUB, достаточно проверить, что 

YR>0 ||Л'иГ||/^"г->0 при m-^oo. 
.Пусть Уу'б/ /"у(Л— sup|i/,/.|. Как уже отмечалось, г;(Т)->0 

kQJ 
по отношению к фильтру дополнений к конечным подмножест­
вам J. Упорядочив по убыванию эти числа, получим сходящую­
ся к нулю последовательность г*1) (Г) >/•<-> (Г) > . . . . 

Матрица оператора А'пТ в конечном базисе СОСТОИТ из ми-
-норов матрицы Т. Очевидно, такой минор оценивается по мо­
дулю гС) (Г)... rlm) (T). Отсюда следует сформулированное 
выше утверждение. 

14.7. Лемма. Матричные элементы операторной функции 
.-g(S#.{to}End5, задаваемой рядом 

со 

2 ( - - г # « (-"я-*(*)). '(14-7Л) 
•принадлежит пространству Я0(а>й-). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы докажем а) утверждение леммы 
.для каждого члена ряда (14.7.1) и б) сходимость ряда (14.7.1) 
то норме, равномерную no z£D (г). 

а) ПО формулам (13.3.4), (13.3.1), (13.3.3) Vm>\ 
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т 
R,n (TR^ (z)) = 2 ( - 1 Г ' tr(A1 (TR^ (z))WR^ (.г))-"-', 

def 

где tr(AP(TR^(z))) = l. Как мы уже доказали в п. 14.6, функ­
ция tr (/V (TR^ (г))) бЯ0(о,^") {1> 1). Поэтому достаточно про­
верить, ЧТО < А, ( Г ^ (2))"-'g > eHoKi). we Q< i</» — !, 
Ag.fi*, g6-S. Ho ЭТО следует из предложения 10,8, 

б) Рассмотрим функционал на банаховом пространстве впол­
не непрерывных операторов, действующих в В-. 

Q^tr(Rm(TR^(z)hQ) (ze^).. 
Норма его равняется \\Rm{TR^(z))\\. Согласно, предложе­

нию 13,4, достаточно оценить норму такого функционала:: 
Q^irAm+l(TR^(z),Q), 

По формулам (13.4.2), (13.4.3) 
| - rA„. + 1 (77^( .2) ,Q) |< 

</•(» (TRa (г)).... ./•('»' (TR^ (z)y\\ Q\\ (14.7.2) 
(см. конец п. 14.6),. Пусть z&D{r). Тогда для некоторой кон­
станты С,>0 \\R^(z)\\<Ct. Поэтому V/e/ rs{TR^(z))< 
<С1г;(т').. Следовательно, 

г<» (ТГи (z)).....r<*> (rR^(z))<C/>rjt{T).:..,r,jn (14.73) 
где / j , . . . , у,„g/—попарно не равные элементы. Таким образом,, 
из (14.7.2), (14.7.3) следует неравенство 

|| Rm (TR^ (z)) \\ < C^rw (Г).... ./•<-> (Г) (гвЩР)). 
Так как г'"'-1 (Т)->0 при /ге~>оо, этим установлена равномер­

ная (по z£D(r)) сходимость ряда (14.7.1). Лемма доказана. 
14.8. Лемма. Пусть асС—-компактное подмножество,. 

ФбЯ-(в). Тогда Vr>0 все нули ф, кроме конечного числа, при­
надлежат £>(г). Если о' = a IJ {нули функции Ф}, то Ф_1р1 + 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г > 0 таково,, что яГбС* 
| Г | = г. Выберем I, ah Dt(r) VjgT, согласно п. 3.1. 

Пусть Н{Г) — алгебра функций т]):Р(г)->С, равномерно на 
множестве D (г) приближаемых рациональными функциями с по­
люсами в D(r). Элементы Н{г) (и только, они) представляются 
сходящимися при z£D (г) рядами 

Ч> (*)--" .2 bP(z-adrJ,-'Vie/ j îy|{to}0,, y;{to}oo„ (14.8Л) 
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Действительно, пусть ip6H и ipn (n6Z+) — рациональные 
функции с полюсами в D (г), аппроксимирующие •$. Из разло­
жения на простейшие дроби видно, что при z£D (r) 

%.(2)= 2 *i.wr;(« —-**)"у- v-6/ |%;-nj{to}0 при /{to}oo. 

Но v ^ / , J, n6Z+ %;.„-=Г--/ j %(z)(z — a1ydz, и поэтому 

sup lipita — %,-m|-^0- когда те, «->оо (m, n,eZJ. 
<g/,/gZ+ 

def 

Следовательно, если v ig/ , ygZ+ i^—1im ^i;.„, то Vig/ 
|ip<;|{to}0 при ./{to} со и, кроме того, 

^(;z)=lim%(z)---- 2 ^ ^ ( г - й . ) ' ' -
"-'-<*' i g / , y g z + 

Обратное утверждение очевидно. 
Я 1 0 является алгеброй Тейта [19]. Действительно, гомомор­

физм C{..}(.g/){to}F/(''), при котором ti{to}Г (z — a;)-1 сюръективен 
в силу приведенного выше рассуждения.* 

Согласно результатам Тейта, Н(г — нетерова алгебра. Кроме: 
того, поле вычетов любого максимального идеала есть С (так 
как С алгебраически замкнуто; см. [19], теорема 4.5). Отсюда 
следует, что 8рестЯ ( г ) можно отождествить с D(r). Действи­
тельно, если mgSpecm//^, то образ Y(z — a1)~l в поле вычетов 
го принадлежит О Vtg/. 

Перейдем теперь к доказательству первого утверждения 
леммы. Пусть cpgl.+ H0(a), и пусть Ф(а) = 0, а&Р (г). Тогда 

г—а, 
функция ф(2)——-—, г д е 'об.» выбрано произвольно, тоже при­
надлежит 1+Я0(а). Действительно, если /?>0 и ф„ (/г6—+) — 
рациональные функции с полюсами в D (R), равномерно при­
ближающие ф на D (R), то последовательность функций 

z—а, г—а,-
(ф„(z) — ф„ (а))——-- равномерно приближает ф (z)—-------„ Это 
достаточно проверить в окрестности а, где все следует из 
результатов § 2. 

Рассматривая образ ф в Н(г) и отщепляя множители, как 
выше, получим возрастающую последовательность главных 
идеалов 

* Напомним (см. [19]), что С (Ммс/) -- / 2 cjiJ\cj->-Q по фильтру 

дополнений к конечным подмножествам Z,]. 
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г-( Ф ( г ) ) 9 ( ф > ) - — ^ . . . . 

Так как Н{г) — нетерова алгебра, в D (г) лежит конечное нулей. 
Пусть о'—aU (нули функции, ф}. Из уже доказанного 

утверждения леммы следует, что а'— компактное подмноже­
ство С. Рассмотрим ограничение ф на Д (г)' (штрих означает! 
ЧТО это обозначите относится к а'). В силу сказанного выше-
ф не принадлежит ни одному максимальному идеалу алгебры 
Н{г) и, следовательно, обратимо. Из определения Н(г) , 
устремляя г к нулю, получим второе утверждение леммы. 

14.9. Докажем утверждение 1) теоремы 14.5. Пусть 

Согласно п. 14.6 и лемме 14.8, сг' —-компактное множество 
Кроме того, по леммам 14.7, 14.8 и предложению 10.8, матрич­
ные элементы операторной функции a' {to} End В 

А~^+гш(^ %* (*) (- + 2 < - -)wj?™ Г** (*))) 

принадлежат Я0(<7~). Но эта функция, согласно (14.4.1), (13.3.4) 
и утверждению 7) п. 13.3, равняется R^+T(z). 

Тот факт, что на самом деле матричные элементы R^+T (~) 
принадлежат Н0(а^+Т) (а^+гсо' ), следует отсюда формально 
повторением рассуждений п. 12.6. Тем самым утверждение 1) 
доказано. 

14.10. Лемма. Пусть zuQC — нормальная точка оператора 
«£••-, тогда z0 — нормальная точка оператора зФ-\-Т. 

Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда z0Qa^' 
Прибавив, если нужно, константу к •&, мы будем считать, что 
•г0----0. Если zfca^ т, то утверждение леммы выполняется; 
поэтому пусть z0Qa^+T, Пусть г > 0 достаточно мало; выберем / , 
йу, Dt(r) V--6/ согласно п. ЗЛ (эти обозначения относятся к мно­
жеству о^+т), Пусть Г&С такое, как в п. 6.2. Можно считать, 
что z0 = ale, где i£l. 

Рассмотрим проектор P = %(r, i0, 0; s&-\-T)= j (г-— a.jX 

X-R^.+T(z)dz. Так как при достаточно малом rj(z—aio)X 
V,aL 

X Rtf (z) dz = 0 (206cT~.),' -имеет место следующее: равенство: 
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Р — J (Z - fl,.) (7?rf (2) - R ^ (2)) dz = 

= J (z-ala) RM {z)TR^ (z) dz. (14.10.1) 

Но из предложения 10.8 следует, что интеграл (14.10.1) схо­
дится равномерно по норме ЕпеШ. Так как под знаком интегра­
ла стоит вполне непрерывный оператор (см. п. 13.3, утвержде­
ние 5)), проектор Р вполне непрерывен. Согласно утвержде­
нию 7) п. 13.3 dimc1mP = dimcKer(l—~.P) <oo. Отсюда следует, 
что 2о — нормальная точка оператора зФЛ-Т. Действительно 
если гх<г, V, ah', Dh(r{) Yk&I' выбраны аналогично п. 3.1, то 
согласно функциональному исчислению 

\m%(r,-i0, 0; ^ + Т) = , ® Imx(r l t k, 0; st + T).(H.\0.2) 

Так как все проекторы в правой части (14.10.2) отличны от нуля 
(предложение п. 12.7), Card{a/ | ak'QDi0(r)} остается ограничен­
ным, когда r1{to}0. Следовательно, z0 — изолированная точка; 
значит, при достаточно малом г o^+T)P\\mP—{z0}. Отсюда 
оператор zn —••& — Т будет нильпотентньш на lm.P, TaK как 
г0£О(\-Р)(^+ту мы получили требуемое разложение. 

Пусть теперь z0dau,*c. Обозначим через Р проектор на корне-
вое подпространство N (см. п. 14.2). Тогда zSa{\-P)s^ ^ + ^ 
является возмущением оператора (1 — Р)М-, и мы пришли к уже 
рассмотренному случаю. Лемма доказана. 

14.11. Утверждение 2) теоремы 14.5 следует из леммы 14.10, 
так как оператор •& можно считать возмущением опера­
тора s&-\-T. 

14.12. Окончание доказательства теоремы 14.5. Мы должны 
проверить утверждения 4) и 5). Пусть 20бае^, т. е. za является 
нормальной точкой оператора si- (и, значит, оператора .5$ + Г ) . 
Так же, как в п. 14.10, можно считать, что г0ф0. 

Пусть Р-—-проектор на корневое подпространство оператора 
•я£ + 7\ соответствующее z0 (Я-=0, если z0& ̂ +т), и пусть Р2 
определяется аналогичным образом по отношению к S&. Со­
гласно утверждению 6) п. 13.3, 

А&+т/<& (z)=A.-£+r/(i-p.)(.s.{+.-) {z) X 

X A(i-Pl)(^+7-)/(i-P,) st {z)- A(I-P2) JU st (z) (14.12.1) 
VZ, 0 < | - - Z 0 | < 8 . 

Так как при достаточно малом s г^о^+тПс^, B(-e тРи сомно­
жителя определены и.отличны от нуля (утверждение 7) п. 13.3). 
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Точно также, поскольку г06о(1--р1)(.---<+г)ГКГ(1-р-).яг. из утвержде­
ния 7) п. 13.3 следует, что 

Но 
^ n - . 0

! ) ^ / ^ ( 2 ) ^ d e t ( 1 - ^ 2 ^ ^ ( ^ ) ) = d e t ( 1 + - ^ ^ ( ^ P 2 ) = 
• Ч & М „^{cdot}» 

= flH —~) - — 2 (14.12.2) 

так как оператор (zQ — Щ нильпотентен на \гаР%. 
Аналогично 

•--.яг+-Г/(1-.р.)(̂ +7') (г) — А(1_р1)(дг+г)/(^+/) (2) = 

_i*—*-. (14.12.3) 
/,йЯ-Г(г») 

Формулы (Ш2.1), (14.12.2), (14.12.3) и сделанное выше за 
мечание доказывают утверждения 4) и 5). Теорема доказана. 

§ 15. Относительная кратность возмущения. 
Формула следов 

15.1. Сделаем предварительно следующее замечание. Пусть 
авС— компактное множество. Тогда оператор •--—, действующий 
на рациональные функции, продолжается до непрерывного 
оператора в пространстве С-\-Н0(а). В самом деле, если 
ФеЯ^, то, согласно (2.2.2), 

sup_|9'(2:)|<r-1 sup_|<P(,2)|. (15.1.1) 

1 5.2. Предложение , Пусть ф-gl -|- Н0 (о), а' = a [J {нули 
функции ф}. Тогда распределение р = ^(Ф//ф) с носителем а' 
является мерой Мазура со значениями в ZcG (т. е. в Z, Z„ 
или Z/„Z).* 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г> 0 — произвольное веще­
ственное число. Выберем / , аи Dt(r) Vig/ согласно п. 3.1 (эти 
обозначения относятся к множеству а'), а также ГбС, удовлет­
воряющее неравенству (6.2.1). Так как (p-^HWtt (см. доказа­
тельство леммы 14.8), то |ф| ограничен снизу ненулевой кон­
стантой на D (| Г |). Так как оператор •—• непрерывно действует 

* Обозначено пополнение образа Z в С через 2. 
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на H(.ri> (см. неравенство (15.1.1), функция Ф'/Ф приближается 
равномерно на D (| Г |) функциями ф„'/фп, где ф„ —частичная 
сумма ряда (14.8.1) для функции ф. Но 

Ф/ (2)/Ф„ (z) = 2 ord Ф„ (р) ̂ -L, 
р 

а все нули (и полюса) функции фл при достаточно большом /г 
принадлежат £>(|Г|). Поэтому |ф' (г)/ф (г) | < | Г |->, когда 
.гбО(|Г|). Следовательно, по теореме 8.5 jx — мера Мазура. 

vie/([1(a), %(r, i, 0; «)) = J (z-a,)^dz = 
Г , а . 

— lim С (z -a . ) ^ - - -^dz — 1im ^ °-dcMp) (15.2.1) 

в силу следствия 5.5. Но в правой части (15.2.1) стоит образ 
целого рационального числа в С. Отсюда следует предложение. 

15.3. З а м е ч а н и е . Три случая, перечисленные в конце 
предложения 15.2, соответствуют: 1) charC = 0, С индуцирует 
дискретную топологию в ZcC; 2) char С - 0 , С индуцирует 
р-адическую топологию в Z; 3) char С = р > 0 . 

15.4. О п р е д е л е н и е . Пусть s&Q End В — аналитический 
оператор с компактным спектром, TQ End В — вполне непрерыв­
ный оператор. Относительной кратностью возмущения «-# + 77 «я.*-
называется распределение 

def 

VЛ+ТI S& ̂  % ( Д S&+TI бФ/Л Si- +77 J&) 
с носителем а^ +T{jo^ (по теореме 14.5 нули А^+т/^ принад­
лежат о^+т)- В силу предложения 15.2, \х^ +т/^ — мера Мазу­
ра со значениями в ZcC. 

15.5. Георема. Пусть /ЪЦа^+Г[]оа). Тогда f (&+Т)— 
— /{Щ — вполне непрерывный оператор и справедлива «форму­
ла следов» (см. [8, 9, 10]: 

1r(f(̂  + n-/W)-j/^+r/^ 
Если .~*-|-Ги £&• — операторы скалярного типа, то / может 
пробегать в формулировке теоремы ё(а^+т1)а^). Вне любой 
окрестности V множества сте^ Vse+r/stf- совпадает с 
2 ( v ^ + r ( 2 ) — ^ И ) 6 * ' гд-е б —дельта-функция Дирака. 
zQv 

15.6. Лемма. Справедливо равенство 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно утверждениям а), б) п. 14. 
и формуле (14.6.1) У^бо -

оо 

Д ^ + г у ^ ( - * ) - . 2 ( - - ) * - 5 - - г ( Л ' " ( 7 ' ^ (*)))• <15-6Л> 
Но по предложению 10.8 и определению Ат (п. 13.3) 

~4?km(TR^(.z))~--km{TR^{z),TR2^(z)) (m>\), (15.6.2) 
причем производная понимается в смысле сходимости по норме 
EndA'"E. Поэтому Vzeo,^ (из (15.6.1), (15.6.2) следует: 

Ь'х+т, *(*) = % (~l)mtr(A,„+1(r^ (z), TR^(z))). (15.6.3) 

Согласно предложению 13.4, правая часть (15.6.3) равна 
со 

2 (- -)"< tr (Rm (TR* (z))-TR^ {г)) -=-

-='-Г ( ( J ? / - -)И/?« ( ^ И ] - ^ (2)' (15~6-4) 
в силу сходимости внутренней суммы по норме (утверждение S 
п. 13.3). Согласно (13.3.4), выражение (15.6.4) равняется 

A^-t-r/^ (z) tr ((1 - 7 7 ? ^ (z))^TR^ (z)), 
как только г(<а^+ТЦа^. Но согласно утверждению 6) п. 13.3 

tr ((l~TR^(z))~iTR^(z)^tt ((z-st)R^+T(z)TR^(z)) = 
^r(R^+T{z)TR^(z))^tr(R^+T(z)-R^(z)y 

Лемма доказана. 
15.7. Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 15.5. Пусть 

/£Вг(а^+тЦо&)> и выберем I, a,, D-S\r) V/67, Г£С, как выше. 
(эти обозначения относятся к множеству о^+т Ucr^)- Тогда 

- 2 J (z-ai)(R^+T(z)-R^(z))f(z)dz^ 

= 2 l(z-ai)R^+r(z)TR^(z)f(z)dz. (15.7.1) 

Так как интеграл сходится по норме End В (предложение 10.8) 
и подынтегральное выражение-вполне непрерывный оператор, 
f {&t--\-T)—/(•&) — тоже вполне непрерывный оператор. Отсюда 
ПО 



также с учетом леммы 15.6 и определения 15.4 следует «фор­
мула следов». 

Если операторы -Ĵ  + Т и -5$— скалярного типа в смысле 
п. 11.3, то достаточно в метрике % (в&+т \J о&) приблизить / 
элементом L ( a ^ + r Uc-'.j-j) (например, локально-постоянной анали­
тической функцией). 

Наконец, последнее утверждение теоремы следует из разло­
жения (14.12.1) и формул (14.12-2), (14.12.3). Теорема дока­
зана. 

15.8. П р и м е р . Пусть TGEnd В — вполне непрерывный опе­
ратор. Тогда 

И-г/о— 2 ^г(2:)(бг —б0). (15.8.1> 
г6{°! 

В самом деле, пусть VgO — открыто-замкнутое подмножест­
во от. Тогда по «формуле следов» 

рт/0 (V) = tr (%v (T) - 1) = - ^ v r И . 
zEv 

Вместе с последним утверждением теоремы 15.5 это доказывает 
формулу (15,8.1). 

§ 16. Конструкция возмущения, 
связанного с ^-функцией Кубота-Леопольдта 

16.1. В этом параграфе С*=*СР — поле Тейта. Пусть с > 0 — 
нечетное целое число, (c,p) = 1. Пусть для любого натурально­
го m и а = 1 , . . . , p ' " — 1 , ( а , / 7 ) - = 1 , 5 Г - = С ( 4 " ° ) , Card Л" 0 = 

| са 
~\lPm 

часть). 

с - 1 (квадратные скобки обозначают целую. 

Определим банахово пространство В формулой 
-- В(т)_ 

*->а /л=1 a - ~ l , ( « , p ) = l \ / л=1 •-=! , {а,р)—1 

Р - 1 (т) 

Введем целые числа /•<,'"> и s (.'"••, где т и а пробегают ука­
занные выше множества: 

/ - ( " • ) = 

а 

S("M = 

""'I' с~1 
2 >0 , 

й- -,m-l я ] I ся "| 

а пт-1 I А 1 | Д-* 1 

~<о, 
—=—>0, 

а, се с - 1 <о. 
l i t 



Пусть операторы -я̂  + Т, .s^EndE действуют на прямом 
•слагаемом В{

а
т) умножением на г „"К s{

a
m), соответственно. 

16.?. Т е о р е м а , s&-\-T и ^ — аналитические операторы 
•скалярного типа. Относительная кратность возмущения \х^+Т/^ 
сосредоточена на Zp*. p-адическое преобразование Меллина — 
Мазура меры \1^+т/& совпадает с ^-функцией Куботы— Лео-
•польдта (см. [32, 34, 37, 43]): 

£ С , Р Ы = J" Xdl-^-HV^ VxeHomco„t(Zp*, С / ) . 
z* 

р 

16.3. С л е д с т в и е . £.,- = ir(Х(& + Т) -~_%{Щ vxe 
•eHomCont(Zp*, Ср*). (Мы считаем, что x(x) = 0 v x e z / ) . 

16.4. З а м е ч а н и е , Относительно £-,р известно, что Уц>1 
и любого примитивного характера Дирихле t^modpw (wQZJ 
•справедлива формула 

5-.Р ({-^Хо"1 (•*) ̂ - "« — (Хо-НО с1-" —с)(1 -Xo(p)p'^)L (1 - я , хо). 
где, как обычно, 

со 

£ (~- Хо) = 2 Хо («) "I"- (Re s > 1) 

— L-ряд с характером Дирихле %0 (имеется аналитическое про­
должение на С, если %0Ф\, и на С\{1}, если Хо—-)-

16.5. Д о к а з а т е л ь ст во т е о р е м ы 16.2. Из определе­
ния операторов s&-\-T и s& следует, что их спектр состоит 
из множества Z,,*, к которому добавляется {0}, если рф2. 
Если 2бст-я-+г( — о - 3 , то R^+T(z) действует на -б.-,"0 умноже­
нием на (z — г С"))"1 (соответственно, 7? ^ (г) — умножением на 
(г —sW)"1. По теореме 11.3 ^ + Г и -ii —операторы скаляр­
ного типа. Точка 0, в том случае, когда р^=2,—-нормальная 

Г CCL " С 1 

точка, причем у^+т(0) = ч^ф). Действительно, — —- = 
= " ( [ ( j £ F " ] " T - ) ' e c f f l a = 1 ' . . . , / ? - 1 . Поэтому р^+т/* 
по теореме 15.5 сосредоточена на 1р*. Пусть x6Homcont(Zp*, С,,*). 
По «формуле следов» 

t r ( x ( ^ + r ) - x ( ^ ) ) = J x ^ ^ + r / ^ - (16-5Л) 
Ъ 

Но левая часть (16.5.1) равняется 
оо р">—1 

2 2 d imcSr (x(r<m>)_x(.-<«>)) = 
-1 a=i 

(<-.р)---
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оо р1П — \ 

- " • - I 

m-s-oo a _ j \L / ' J -- / % 
(a,P)-=l z/> 

где мера Мазура p.,, вводится по формуле (см., например, [34]): 
Ma+(p'%)) = [ — ]—'-=-. 

Tai< как преобразование Меллина--Мазура однозначно опре­
деляет меру, получаем: И'.яЯ-г/̂ — Н<с, откуда с учетом извест­
ного интегрального представления £<-,,, (х) следует теорема. 
Из (16.5.1) получается также следствие 16.3. 
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