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Дискретная математика 
том 12 ВЫПУСК 3 * 2000 

УДК 519.1 

ПОЛИНОМЫ Тушара и их приложения 

© 2000 г. О. В. Кузьмин, О. В. Леонова 

Рассматриваемые в статье полиномы являются одним из обобщений поли­
номов Белла и введены Тушаром в связи с изучением некоторых циклических 
подстановок. Для полиномов Тушара получены дифференциально-разностные 
уравнения и рекуррентные соотношения, а также обобщения некоторых из­
вестных ранее свойств полиномов, их перечислительные интерпретации и ве­
роятностные приложения, в частности, при описании одноканальной системы 
массового обслуживания. 

1. Введение 
Понятие полинома разбиений, полинома от нескольких переменных, определяемого 
с помощью суммы по различным разбиениям значений его индекса, введено Беллом 
в [1]. Один из таких полиномов, связанный с производными от композиции функций, 
в книге [2] назван полиномом Белла. Ряд свойств коэффициентов n-го полинома 
Белла, так называемых частичных полиномов Белла Ап ^, и сопряженных с ними 
полиномов Платонова ВПук приведен в статье [3]. 

Ту шар (см. [4]) в связи с изучением некоторых циклических подстановок ввел 
ряд обобщений полиномов Белла. Для одного из таких обобщений Tn,fc, названно­
го полиномами Тушара, в [5] получены экспоненциальные производящие функции 
и рекуррентные соотношения. В [6] рассматриваются свойства некоторых частных 
случаев полиномов ТПук и вновь введенных полиномов Тушара СПук- Полученные 
формулы использованы при нахождении некоторых вероятностей в задаче о слу­
чайных блужданиях. 

В данной статье продолжается начатое авторами в [7] изучение полиномов Ту­
шара, при этом получены обобщения некоторых из приведенных в [3] свойств по­
линомов АПук, перечислительные интерпретации и вероятностные приложения. Во 
втором разделе приводятся необходимые определения и свойства. В третьем разде­
ле для полиномов ТПук получены дифференциально-разностные уравнения и рекур­
рентные соотношения, которые позволяют по фиксированной г-й строке матрицы, 
составленной из этих полиномов, восстановить все ее начальные строки. Рассмат­
ривается ряд частных случаев. В четвертом разделе статьи получено новое соот­
ношение для полиномов СПук- Известные и новые перечислительные интерпретации 
изучаемых полиномов Тушара обсуждаются в пятой части. В последней части при­
водится пример приложения полиномов Тушара при описании одноканальной сис­
темы массового обслуживания. 
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2. Основные понятия и вспомогательные 
результаты 

Полиномы Тушара Тп>^ = Тп^ (х, у) для п, к ^ 1, /с ^ п, имеют вид 

г-<*»>-Е*,....»£....г., G f • • • (5Г ( Г • • • (5Г с) 
(см. [5]), где # = (хь #2, • • • )> У = (Уь 2/2, • • •) ~~ формальные переменные, а суммиро­
вание ведется по всем таким наборам (fci,... , fcn; r i , . . . , r n ) целых неотрицательных 
чисел, что 

п п 

] Г fci = fc, ] Р l(fci + Г4) = П. 
i = l г=1 

Дополнительно полагают То,о(х,у) = 1. 
Из (1) следует, что 

Тп,о(х,у) = Уп(у), 

где Уп(у) = V n (yi , . . . , уп) — хорошо известные полиномы Белла (см., например, [2]) 
и 

здесь Ап^к{х) — А(п,к;х\,... ,хп-ь+\) ~ частичные полиномы Белла (см., напри­
мер, [8]). Известна производящая функция 

n=fc 

где 

x{t) = Y.XiJv У^ = 22У^' 
Полиномы Тушара и Белла связаны соотношением 

ХХ*(х,У) = £ (")вдъ-*м- (2) 
fc=0 j = 0 

3. Рекуррентные соотношения для 
полиномов Тушара 

Выведем несколько рекуррентных соотношений для полиномов Тушара Тп^(х,у). 
Пусть, по-прежнему, х = ( х ь х 2 , . . . ) и у = (уь уг» • • •) ~ формальные перемен­

ные. Введем обозначение 

«2 = x2d/dxi + х3д/дх2 + . . . + у2д/дух + у$д/ду2 + . . . 

Для композиции операторов «2 и д/dxi, а также «2 и д/ду* имеют место следующие 
утверждения. 
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Лемма 1. Для каждого г ^ 2 справедливо соотношение 

dxi dxi dxi-i 

и, кроме того, 

дх\ дх\' 

Доказательство. Несложными преобразованиями левой части равенства (3) полу­
чаем его правую часть: 

дх 

~ ~ , v'^dxidxi+^dyidyj + дх^! +х'дх{дхг-г +Vi 

~ jr{ V^dxjdxi + midyjdyi) + дхы ~ дх{
 + дхы ' 

Подобным же образом можно убедиться и в справедливости соотношения (4). 
Лемма доказана. 

Отметим, что в частном случае у* = 0 соотношения (3) и (4) получены в [3]. 
Аналогично может быть доказана следующая лемма. 

Лемма 2. Для каждого г ^ 2 справедливо соотношение 

±<2=<2°+° (5) 
дуг дуг % _ i 

и, кроме того, 

дух дух 
Теорема 1. Полиномы Тушара удовлетворяют системе дифференциально-разност­
ных уравнений 

Tnk(x, у) = xiTn-u-iix, у) + yiTn-1%k(x, у) + -ЖГ„-1,1ь(ж, у), (7) 

где п,к^\,п^ k — \. 

Доказательство. Известно (см. [5]), что 

тп,*(*,у) = £ (")А*(*)УП-ЛУ)- (8) 

Используя известное соотношение для биномиальных коэффициентов, последнее ра­
венство перепишем в виде 

ТпМ^У) = £ (nZ])A*WY»-iM + £ (n~i ̂ AiMYn-M- (9) 
j=fc v l ' j=k v 3 ' 
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Рассмотрим первую сумму в правой части (9). Учитывая соотношение 

(х) = xiAn%k-i(x) + @Ап,к(х) 

(см. [2]), где 
@ = х2д/дх1 + хзд/дх2 + . . . , 

находим, что 

£ ("I J W ^ - ' M = Е ("I |)0Mj-i.k-i(*) + ̂ -1,*(*))У„-ЛУ) 

,7=Ac 

+ SE("_JWI.*(*)WV) 
j=k ^ ' 

n—1 • __ i \ 

]L (*• I V i W i n - i - j l y ) 
i=fc-i \ •> / 

j=k 

Из последнего равенства и соотношения (8) получаем, что 

J2 U I J)AJ,k{x)Yn-j(y) = *iTn-i ,*-i(s ,y) + ^Tn_ l j f c(x,y). (10) 

Рассмотрим вторую сумму в правой части (9). Учитывая соотношение 

Yn+i(v) = (vi + &)Yn(y) 

(см. [2]), где 
9 = У2д/дУ1 + у3д/ду2 + ..., 

получаем, что 

Е (п 7 J W(*)(»i + ̂ )^-i-i(y)=yi Е (п т х Wxjyn-i- iM 
i=kK j ' j=k \ •/ / 

+^Е(п71)^*(х)Уп-1->(у) 

= yi E ( n j )^.*(Х)*П-1-ЛУ) 
n - 1 

j=fc V J / 
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Из последнего равенства и соотношения (8) находим, что 

]Г Г Т ljAjik(x)Yn4(y) = yiTn-hk(x,y) + <?Tn-hk(x,y). (11) 

Подставив соотношения (10) и (11) в (9) и учитывая, что «2 = @ + &, получим 
соотношение (7). Теорема доказана. 

Отметим, что в частном случае yi = 0, «S = Ф соотношение (7) для частичных 
полиномов Белла приводится в [2]. 

Для полиномов Тпк(х, у) имеют место следующие утверждения. 

Теорема 2. Для п ^ 1 справедливы соотношения 

дх -Тпк{х,у) = (Лтп-^-^у), (12) 

где к, i ^ l , f c + i < n + l . 

Доказательство. Доказательство проведем индукцией по п отдельно для г — 1 и 
i ^ 2 . 

Докажем соотношение (12) при г — 1. Для всех п = А : ^ 1 и п = 2, к = 1 оно 
справедливо, поскольку 

Тпп(х, у) = х?, Т2\(х, у) = 2xi2/i + х2, Тю(х, у) = уг. 

Пусть равенство (12) при г = 1 выполняется для всех п < тп, где тп — целое число, 
га ^ 3. От обеих частей соотношения (7), полагая в нем п = тп, берем частные 
производные по х\. Тогда 

—Ттк(х,у) = — (ziTm_ijfc_i)(x,2/) 

+ -^(yiTm-hk)(x,y) + —(£Tm-hk(x,y)). 

Согласно формуле (4) и предположению индукции из последнего соотношения по­
лучим, что 

—Ттк(х,у) = Trn-iyk-i{x,y) + xi—Tm-^k-i{x,y) 

+ 2/1 ̂ - Т т - и ( ж , у) + J2—Tm_i,ik(x, у) 

= Tm«i, fc_i(x,y) -f xi(m - l)Tm_2,fc-2(:r,2/) 

+ 1/1 (ГП - l )Tm_ 2 , fc- l (x, y) + ^ ( ( m - l ) T m _ 2 , * - l ( x , У) 

= Tm_i,A;-i(x,2/) -f (Ш - l)(xiTm_2 ,A;-2(^J/) 
+ 2/iTm_2,*-i(x, 2/) + «STm_2,fc-i(^ 2/)) 

= Tm_i, f c-i(z, 2/) + (m - l)Tw_i, fc_i(x, y) 
= mTm_i,fc_i(x,2/), 
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что и дает соотношение (12) при г — 1, п = тп. 
Докажем соотношение (12) при 2 < г ^ n — fc + 1. Для г = 2, п = 2, fc = 1 оно 

проверяется непосредственно, поскольку 

T2i (х,у) = 2xi2/i +х2,Тоо(я;,2/) = 1. 

Пусть равенство (12) при 2^г^п — к-\-1 справедливо для всех п < тп (а, следо­
вательно, и для г < га), т > 3. Взяв от обеих частей соотношения (7) при п — тп 
частные производные п о х г , 2 ^ г ^ т — 1 , получим, что 

—Тшк{х,у) = —(ziTm_i ffc_i(a;,y)) 

+ д^(У1Гт-1,/ь(*,у)) + —(^T m _ i , f c (x ,y ) ) . 

Из последнего соотношения согласно равенствам (3), (7) (при г — 2) и формуле (12) 
уже доказанной для г = 1 по предположению индукции 

— Г т Ц ж , у) = xi —Tm_i,jfc_i(x, у) + j/i ^—Tm_i,fc 

+ £—Tm-itkfa У) + ^ - " Т ^ ( ж ' 2/) 

= жЛ jTm-<-iffc_2(s,2/) + 2/if jrm_i-i,fc-i(a:,y) 

4- .2 Г * ~ jTm-i-itk-i(x,y) + Г * ~ jTm- i . f c - i ^y ) 

= f ^ J(^iTm_i-.i,fc_2(a;,y) + j/iTm_i_itfc_i(a;,j/) 

+ «STm_i_i,fc_i(x,y)) + \™_г jTm-. i ifc_i(a;,y) 

/га — 1 \ _ , . / m — 1 \ _ , 
= I i )Tm_ i iA:_i(x,y) + I ) T m _ a _ i ( x , y ) 

= I . JTm_iifc-i(x,y). 

Сопоставление первого и последнего звеньев полученной цепочки равенств дает со­
отношение (12) для 2 ^ г ^ п — к, п — тп. 

Убедимся в справедливости равенства (12) при г = га. Пусть равенство (12) 
справедливо при г = п = га — 1. Взяв от обеих частей соотношения (7) при п = тп 
частные производные по х т , получим равенство 

д д 
-Ттк(х,у) = -—(xiTm_i,*_i(a; ,y)) OXJJI CfXfi 

+ -—(yiTm-i,k(x,y)) + 7r—(&rm-ltk(x,y)). oxm ctxm 

Поскольку, согласно формуле (1), д/дхтТтк(х,у) ф 0 лишь при fc = 1 и, кроме 
того, д/дхтТш-1^{х, у) = О, предыдущее соотношение примет вид 

Tmi(x,y) = j — (J2Tm_i,i(x,y)). 
dxm ' дх 

3 Дискретная математика, т. 12 №3 



66 О. В. Кузьмин О. В. Леонова 

Отсюда, согласно равенству (3) и предположению индукции, находим, что 

3 
дх, 

-Тт-1Л(х,у) 
г \ОХт J OXm-i 

что приводит к равенству 

д 
Тт\(х,у) =Т0 ,о(х,у), 

дх„ 

то есть соотношению (12) при г = п = га. Теорема доказана. 

Отметим, что в случае у г = О из формулы (12) получаем соотношение для час­
тичных полиномов Белла, приведенное, например, в [9]. 

Также методом математической индукции с использованием формулы (7) и со­
отношений (5) и (6) может быть доказана следующая теорема. 

Теорема 3. Для п ^ 1 справедливы соотношения 

—Тпк{х,у) = I . JTn_<ffc(a;,y), 

где к ^ 0, г ^ 1, к + г ^ п. 

В [6] рассматривается следующий частный случай полиномов Тушара: 

Т1к(х,у) = Тп,к(хт
г,... , < ; у ; , . . . ,г/;), 

где ж£ = (fc - l)\xk,yt. = (к — 1)\ук, к = 1 , . . . ,п. Очевидно, что для полиномов 
Т£к{х,у) справедливы все утверждения теорем 1-3. 

4. Рекуррентные соотношения для полиномов 
Широко известные цикловые индикаторы симметрической группы имеют следую­
щий вид 

«=«' «-1щЬ(т)''-(^' 
(см., например, [2]), где t = (*i,.. . , t n ) — формальные переменные, а суммирование 
ведется по всем таким наборам (fci,... fcn) целых неотрицательных чисел, что 

fci + 2&2 + • • • + пкп = п. 

Дополнительно полагают, что Со = 1. 
Цикловые индикаторы связаны с полиномами Белла соотношениями 

Cn(t) = Yn(tu *2,2!t3, • • • , (п - 1)ЙП) (13) 

(см.,*например, [2]). 
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В [6] при помощи соотношения 

СпАх1У) = Сп ,*(ж1,.. . ; i / i , . . . ) = ( Аск(х)Сп-к(у), (14) 

где O ^ f c ^ n , n ^ 1, введены полиномы Тушара Сп,А;(х, у). Просуммируем по к обе 
части равенства (14): 

£ <?».*(*, у) = £ (?W*)Cn-*(y). 
*=о fc=o w 

Далее, перейдя по формуле (13) к полиномам Белла, получим, что 

п 
^СПук(х,у) 
fc=0 

=: £ {к)Ук(х1,х2,2\х31... , ( fc - l)bfc)rn_fc(?/i,2/2,2!2/3,... , (n - к - 1)\уп-к)-

Сопоставляя полученное выражение с формулой (2), находим, что полиномы Туша­
ра Т£к(х,у) и Сп%к(х,у) связаны соотношением 

п п 
£Cn,fc(x,i/) = £Гп,*(х*,у*), 
fc=0 fc=0 

гдех* = ( г - 1 ) ! х ь у* = (г - 1)!уь г = 1 , . . . ,n. 

Теорема 4. Полиномы Сп^(х,у) удовлетворяют рекуррентному соотношению 

k-l n-k 
Cn+i,fc(a:,y) = ^ ( п ) ^ + 1 С п _ а _ ^ 1 ( а ; , у ) 4- £(n) iyi+iC n -» ,*(s ,y)- (15) 

i=0 i=0 

Доказательство. В книге [2] приводится рекуррентная формула для цикловых ин­
дикаторов симметрических групп 

п 

cn+i(t) = £(п)л+1сп_^). (16) 
i=0 

Полагая в формуле (16) ti = х*, n = к — 1, получаем, что 

fc-i 

г=0 

Подставляя последнее соотношение в (14), находим, что 

/ _i_ I \ к—1 
Cn+i.fcO^y) = f )Cn-k-i(y)^2{k - l)tX i+iCfc-i+i(x) 

1 h~l 

y^(n)iXi+iCn-i,k-i-i(x, у) 
к n 

г=0 

3* 
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или 

к ^ 
п 4- 1 *—f 

г=0 

Аналогично из формулы (16) при U = yi, п = п — к получаем равенство 

п — к 
Сп-к+г(у) = ^(п ~ fc)i2/i+iCn-fc-i(2/). 

г=0 
Подставляя данное соотношение в (14), находим, что 

/ 1 \ п — к 
Сп+иь(ж,2/) = ( _ )Ck(x)^2(n-k)iyi+iCn-k-i(y) 

= ——л г 5Z(w)tJ/t+iCn-i,jfe(^,2/). 
п + 1 — /с *—' 

г=0 Отсюда следует, что 

'• ——Cn+i,fc(ar, у) = У^(п)г2/г+1Сп_г,А:(а:, ?/). (18) 
п -f- 1 ~ ^ 

1 , Tl-fc 
п + 1 - к 

г=0 

Суммируя соответственно правые и левые части равенств (17) и (18), получим 
соотношение (15). Теорема доказана. 

5. Перечислительные интерпретации 
Обсудим некоторые перечислительные интерпретации изучаемых комбинаторных 
объектов. 

Для полиномов Ту шара ТП)^(х, у) известна следующая перечислительная интер­
претация (см. [5]). Число Tnk{x,y) равно числу перестановок п элементов, скажем, 
i i i , . . . ,wn, в которых точно к циклов обладают свойством А, а все остальные — 
свойством В, где x j5 1 ^ j ^ п, есть число циклических перестановок с циклом 
длины j , которые обладают свойством А, а г/j, I ^ j ^ п, есть число циклических 
перестановок с циклом длины j , которые обладают свойством В, при условии, что 
каждый цикл длины j определяет одно из чисел Xj или t/j. 

В [6] приводится один специальный случай указанной комбинаторной интерпре­
тации. 

Пусть свойство А задано следующим образом: элементы щг,... , щ. цикла длины 
j , 1 ^ j < п, появляются так, что г\ < г 2 < ••• < ij, а свойство В состоит в 
том, что элементы г ^ , . . . ,гг^ цикла длины j , 1 ^ j < п, появляются на любых 
местах, исключая те, которые соответствуют свойству А. Тогда х3•, = 1, 1 ^ j " ^ п, и 
т/j = (j - 1)! — 1, 1 ^ j ^ n, и число перестановок из п элементов, в которых точно к 
циклов, обладающих свойством А, равно 

rn f c( l , l , . . . ;0,0, l , . . . , (j- l)!- l , . . . ) = E(n)* £ (-VJ(k+
k
J)s(n-i,k+j), 

i=0 j=0 ^ ' 



Полиномы Ту шара и их приложения 69 

где 5(п, к) — числа Стирлинга второго рода. 
Можно предложить следующую перечислительную интерпретацию полиномов 

Тушара Тп,к(х, у). Рассмотрим все разбиения n-множества Nn на непустые блоки, 
среди которых к блоков обладают свойством А, а остальные — свойством В. Вес 
блока, состоящего из j элементов, обладающих свойством А, считаем равным Xj, вес 
элемента со свойством В — равным yj, а вес всего разбиения — равным произведению 
весов его блоков. Тогда ТПук(х,у) есть сумма весов всех разбиений Nn на непустые 
блоки, среди которых к блоков обладают свойством А, а остальные — свойством В. 

Из приведенных интерпретаций при yj = О получаем известные интерпретации 
частичных полиномов Белла АПук(х) (см., например, [10, 11] и [3]). 

Полиномам Т* к(х, у) можно дать следующую перечислительную интерпретацию. 
Число Т* к(х, у) равно сумме весов всех подстановок степени п, где к циклов облада­
ют свойством А, а все остальные — свойством В, при условии, что вес цикла длины 
j , который обладает свойством А равен Xj — (j — 1)\XJ, вес цикла со свойством В 
равен у^ = (j — l)!t/j, а вес подстановки равен произведению весов составляющих ее 
циклов. 

Из полученной интерпретации при 2 /^=0 получаем перечислительную интерп­
ретацию полиномов Сп(х), а при х* = 1 и у* = 0 — интерпретацию чисел Стирлинга 
1 рода s(n,k) (см., например, [2]). 

6„ Применения 
Рассмотрим однокачальную систему массового обслуживания с ожиданием (см., на­
пример, [12]). Пусть £о = 0, £ь $2,.. . — моменты поступлений требований и vi, V2,... 
— времена их обслуживания. Тогда ип — tn — £n_i, п ^ 1, представляют собой ин­
тервалы между поступлениями требований в систему. Положим 

(к = Vk-i ~ик, к^ 1, 

и 
So = 0, Sn = Ci + C2 + • • • + С», п > 1. 

Будем считать, что £*, к ^ 1, — взаимно независимые одинаково распределенные 
случайные величины и 

F(x) = Р{Сг < х}, -оо < х < оо, 1 ^ г < п. 

Последовательность {5 п ,п ^ 0} представляет собой случайное блуждание, соответ­
ствующее функции распределения F(x). Для него определим две последовательнос­
ти случайных величин {Nk, к ^ 0} и {Nk, к ^ 0}, полагая 

N0 = О, ATi = min{n > 0: Sn ^ 0}, Nk = min{n > Nk-X: Sn ^ SRk J , к ^ 2; 

ЛГ0 = 0, Ni =min{n : 5 n > 0}, Nk = min{n: Sn > SV fc-i}, к ^ 2. 

Случайная величина TV*, называется fc-м верхним лестничным моментом, а Бмк — 
соответственно к-й лестничной высотой. Аналогично, Nk и 5#fc — нижние к-е лест­
ничные момент и высота. Пары случайных величин (Nk,SNk) и (Nk,Sft ) назовем 
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соответственно fc-й верхней и к-и нижней лестничной точкой случайного блужда­
ния Sn. Для удобства положим Ni = N, Ni = N. Совместное распределение первой 
верхней лестничной точки (N, SN) МОЖНО записать в виде 

fn(x) = P{N = n,SN^x} 
= P { S i < 0 , S 2 < 0 , . . . , S n _ i < 0 , 0 < S „ < s } . 

Аналогично совместное распределение первой нижней лестничной точки может быть 
записано в виде 

дп(х) = P{N = n, S$ ^x} 
= P{Si > 0, S2 > 0 , . . . , 5n_i > 0, SN ^ х < 0}. 

Найдем данные вероятности, используя полиномы Ту шара. Пусть Nn — число пер­
вых положительных частичных сумм S&, 1 ^ к ^ п. Известно, (см., например, [13]), 
что 

P{Nn = п} = P{i/i*(S^) Ч- •.. + urS(SUr) = п}, 
где i / i , . . . ,vr — случайные величины, характеризующие длину непересекающихся 
циклов перестановки, выбранной случайным образом среди перестановок п объек­
тов, причем i/i + . ^ + i / ^ n , ^ ^ ^ + . . . + CkUr и 

если SUr > 0, «-ft если Svr ^ 0. 

Отсюда следует, что мы ищем число перестановок, в которых все циклы обладают 
свойством А, состоящим в том, что сумма случайных величин, которые составля­
ют цикл, положительна. Ту шар [4] доказал, что число перестановок п элементов, в 
которых все циклы обладают свойством А выражается через 

Ап
 == * п \ а \ > • • • •> а

п)» 
где а*к = (к — 1)! а^, 1 < к ^ п, так что 

9к(х) = —Yn(a\,... ,a*) = —Cfc(ai,... ,afc). 

Аналогично показывается, что 

fn-k{x) = -:—--7TjCn_fc(l - a b . . . , 1 - an_fc), 

где afc = Р{5^ > 0}. Теперь можно найти вероятность того, что в очереди будет 
находиться к — 1 требование: 

Pfc(n) = P{iVn = A:} = P { 5 i > 0 , 5 2 > 0 , . . . , 5 f c > 0 , 5 f c + i < 0 , 5 f c + 2 ^ 0 , . . . , 5 n ^ 0 } . 

С учетом формулы (14) получаем искомую вероятность 

рк(п) = -TC'n.fcfal,... , a n , l - a b . . . ,1 - a n ) . 
n! 

Из последнего соотношения с учетом (15) находим, что 
/к-1 п-к \ 

П + 1 \ г = 0 i=0 / 

где ак = P{5fc > 0}. 
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