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§ 1. В В Е Д Е Н И Е 

Как известно, общая задача математического программиро­
вания заключается в максимизации 

/(X) (1-1) 
при условиях 

g ( X ) < 0 , (1.2) 
X6D. (1.3) 

Здесь X = (хх, . . . , хп), / -— скалярная функция, g (X) — 
— {g\(X)> • . .i gm (X)), D — некоторая область пространства Rn 

{чаще всего в качестве D берется неотрицательный ортант). 
Среди задач (1.1) — (1.3) можно выделить класс регуляр­

ных задач, т. е. задач, в которых выполняются следующие 
условия. 

1) Для каждой точки XGC (область G определяется усло­
виями (1.2), (1.3)) можно определить некоторым образом поня­
тие непустой окрестности Gx, состоящей из точек, принадле­
жащих G. 

2) Можно указать достаточно легко проверяемые необхо­
димые и достаточные условия локальной оптимальности. На 
основе этих условий локальный оптимум целевой функ­
ции (1-1) на множестве G может быть найден при помощи 
некоторого конечного (или бесконечного сходящегося) про­
цесса. 
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3) Локальный оптимум целевой функции совпадает с гло­
бальным. 

К регулярным задачам относятся, например, задачи выпук­
лого программирования (функция f — вогнута, функции gi — 
выпуклы) и, в частности, задачи линейного программирования 
(функция f и функции gi линейны, D есть неотрицательный 
ортант). В решении регулярных (прежде всего линейных, а 
также выпуклых) задач математического программирования 
достигнуты значительные успехи. При решении же нерегуляр­
ных задач возникают большие трудности, 

К задачам, не являющимся регулярными, относятся, в 
частности, так называемые многоэкстремальные задачи, т. е. 
задачи, в которых глобальный экстремум может не совпадать 
с локальным (многоэкстремальным задачам уделено много 
места в обзоре Д. Б. Юдина {69, 70]). 

Другим обширным классом нерегулярных задач, привле­
кающим к себе в .последние годы все большее внимание, яв­
ляется, класс дискретных задач, в которых множество D не 
является связным (например, множество D может быть ко­
нечным или счетным, либо декартовым произведением конеч­
ного или счетного множества на континуальное). 

Разработки в этом направлении, начатые меньше 15 лет 
тому назад, к настоящему времени продвинуты настолько 
далеко, что сейчас мы уже вправе говорить о самостоятельном 
разделе математического (оптимального) программирова­
ния •— дискретном программировании. 

В литературе употребляются также термины «целочислен­
ное программирование» и реже «комбинаторное программиро­
вание». Однако термин «дискретное программирование» пред­
ставляется наиболее полно отражающим существо вопроса,. 
хотя здесь и возникает некоторая опасность смешения этой 
дисциплины, скажем, с дискретным анализом. Впрочем, эта 
опасность является скорее кажущейся (сейчас уже никто не 
путает программирование с линейным программированием). 

В терминах дискретного программирования формулируют­
ся многие важные задачи экономики, управления, планирова­
ния, военного дела, биологии и т. п. Кроме того, к задачам 
дискретного программирования удается свести ряд экстремаль­
ных комбинаторных задач. Однако при решении задач дис­
кретного программирования возникает ряд существенных и 
специфических затруднений. Эти затруднения носят не только 
технический, но и принципиальный характер. Дело в том, что 
в отличие от ставших уже почти классическими регулярных 
задач математического программирования, область допусти­
мых решений в дискретных задачах является невыпуклой и 
несвязной. Эта область определяется условиями двух типов — 
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«регулярными» условиями (1.2) и «дискретными» (или час­
тично «дискретными») условиями (1.3). Условия дискретно­
сти (ИЛИ частичной дискретности), как правило, отделены от 
других условий и, кроме того, отсепарированы по отдельным 
.-переменным, так что их можно записать следующим образом 

xfiDj, / = 1 пх. (1.4) 
Здесь «J < и, а каждое D} — либо конечное множество, 

содержащее не менее двух элементов, либо счетное множество. 
Если пх — п, то естественно говорить о полностью диск­

ретной задаче, если же п1 < я, то задачу можно назвать ча­
стично дискретной. 

В простейшем случае, когда п\~п и все D, — конечные 
множества, задача дискретного программирования представ­
ляет собой задачу нахождения условного экстремума на ко­
нечном множестве. 

Невыпуклость и несвязность области допустимых решений 
делают невозможным применение к дискретным задачам обыч­
ных приемов «регулярного» математического программирова­
ния (продвижение из одной вершины многогранника в дру­
гую, перемещение по градиенту в окрестности данной точки 
и т. п.). Идея -перебора для задач с конечным множеством до­
пустимых решений также оказывается .практически неприме­
нимой, так как количество точек (x i , . . . , x„), удовлетворяю­
щих условию (1.4) (при ni = n), равно 

п 

H\D]\>2>\ 

(IDjI — количество элементов, содержащихся в множестве D,) 
и с увеличением количества переменных объем вычислитель­
ной работы растет весьма быстро. Поэтому для решения за­
дач дискретного программирования требуется создание совер­
шенно новых, специализированных методов. 

В настоящей статье дается обзор моделей дискретного ма­
тематического программирования и основных численных ме­
тодов. Приводятся также сведения о машинном решении дис­
кретных задач. Обзор написан по материалам литературы за 
1958—1966 гг. Мы не упоминаем здесь о ряде, по-видимо'му, 
интересных работ, опубликованных в ведомственных зарубеж­
ных сборниках, фирменных отчетах и т. п., поскольку подобные 
издания практически недоступны для советского читателя. 

Нами принят следующий порядок изложения: § 2 посвящен 
моделям задач дискретного программирования, В § 3 дан 
•обзор основных идей дискретного программирования и класси-
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фикация методов; упомянуты основные работы по методам ре­
шения задач дискретного программирования. В § 4—6 более 
подробно разобраны основные идеи, лежащие в основе мето­
дов дискретного программирования; § 4 посвящен методам 
отсечения, § 5 — комбинаторным методам и § 6 —• методам 
случайного поиска и другим приближенным методам. Сведе­
ния о вычислительном опыте и реализации алгорифмов на 
ЭВМ приведены в § 7. B § 8 перечислены обзорные статьи, 
посвященные дискретному программированию, и монографии, 
в которых дискретному программированию отведены отдель­
ные главы. 

§ 2. МОДЕЛИ ЗАДАЧ ДИСКРЕТНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Изучение дискретных моделей оптимального программиро­
вания началось с анализа так называемых целочисленных за­
дач линейного программирования (см., например, обзор Дан­
цига [105]), т. е. задач линейного программирования, в кото­
рых на переменные наложено дополнительное требование 
целочисленное™. Иными словами, целочисленная задача ли 
нейного программирования заключается в максимизации 

схх{+ ... +спхп (2.У, 
при условиях 

flux! + . . . + ainxn — bj 
(2.2) 

ат lxi + . • • + 0,mllXn = Ьт 

x 1 > 0 , . . . , x n > 0 , (2.3) 
xj — целое, число для всех jGJ. (2.4) 

Здесь /CR = {1, .. ., п). Если J=R (т. е. требование 
целочислеш-юсти наложено на все переменные), то задачу на­
зывают полностью целочисленной; если же J Ф R, она назы­
вается частично целочисленной. 

Приведем несколько целочисленных линейных моделей. 
Задачи с неделимыми объектами. Эти задачи представляют 

собой наиболее .естественно возникающий тип моделей цело­
численного линейного программирования. В этих задачах пере­
менные хх, ..., хп обозначают количества физически недели­
мых ресурсов или видов продукции (станков, самолетов, 
деталей и т. п.). 

В качестве примера,приведем простейший вариант задачи 
с неделимостями, широко известный под названием задачи о 
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ранце. Имеется п объектов весом аг, ...,ап. Ценность каж­
дого объекта составляет с-, . . . , сп. Требуется загрузить ранец, 
вместимости А набором грузов с максимальной суммарной. 
ценностью. Если ввести переменные xv...,xn, имеющие сле­
дующий смысл 

J1 , если /-й объект подлежит загрузке, , п - , 
i 10 в противном случае, (,~" ' 

то задача о ранце сведется к максимизации 
с1х1 + ...+ спхп (2.6> 

при условиях 
x , = | 0 , / = 1, . . . , n , (2.7) 

а,хх + .. . + апхп < А. (2.8) 
Задачи с фиксированными доплатами. В этих задачах тре­

буется минимизировать функцию 
с1(х1)+ ... + сп(хп), (2.9) 

где 
/ \ [ 0 е с л и XI — 0 , ,,--, ,lVv с, (х,) = \ . . ' ' (2.10) J к >' \ CjXj+dj, если х / > 0 у ' 

при линейных ограничениях на ее переменные. Такого рода 
задачи могут быть сформулированы как частично целочислен­
ные задачи линейного программирования. 

Из задач этого типа более подробно рассматривалась в 
литературе транспортная задача с фиксированными доплата­
ми (СМ. работы И. В. Гирсанова и Б. T. Поляка [7], А. А. Кор-
бута [27], А. А. Корбута и В. В, Малинникова |30, 31|„ 
Л. Е. Каменецкого и А. А. Корбута [231, А. А. Корбута,. 
Л. Е. Каменецкого и Б. М. Вайсбурда |29|, Р. А. Поляка 
[46], Балинского ]77|, Куна и Баумоля [174], Шпильберга [207]). 

Задачи линейного программирования на неклассических 
областях. Сведение к целочисленным или частично целочислен­
ным задачам линейного программирования позволяет рассмат­
ривать задачи нахождения экстремумов линейных функций на 
невыпуклых или несвязных областях, задаваемых, ПОМИМО 
обычных линейных ограничений, дополнительными альтерна­
тивными условиями типа «либо—либо» или логическими ус­
ловиями типа «если F(X)>0, то G(X)<0» (здесь F и б — ли­
нейные формы), С постановками такого рода задач можно оз­
накомиться в монографии Данцига [10], в обзорной статье 
А. А- Корбута [28] и в монографии Е. Г. Гольштейна и 
Д. Б. Юдина [8]; общая задача линейного программирования 
с дополнительными логическими условиями рассматривалась 
Радо [198, 199]. 
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Задачи линейного программирования с ограничением на 
общее ЧИСЛО ненулевых переменных. В обычных задачах ли­
нейного программирования (без требования целочисленности) 
иногда может накладываться дополнительное требование, за­
ключающееся в том, что в окончательном решении отличными 
от нуля ДОЛЖНЫ быть не более k переменных. Такие задачи и 
различные их варианты могут быть сведены к частично цело­
численным задачам линейного программирования (см. статью 
Динкельбаха и Стеффенса [110] и обзор A. A. Корбута [28])'. 

Из сказанного можно усмотреть, что целочисленными мо­
делями линейного программирования охватывается широкий 
круг задач, могущих в той или иной мере выходить за рамки 
линейного программирования и примыкающих скорее к зада­
чам комбинаторного типа. И действительно, анализ некоторых 
экстремальных комбинаторных задач с использованием аппа­
рата линейного программирования послужил одним из первых 
толчков к развитию целочисленного программирования. 

К этому классу относятся задачи, в которых требуется най­
ти экстремум целочисленной линейной функции, заданной на 
конечном множестве элементов, либо же сами элементы этого 
конечного множества, обладающие указанным экстремальным 
СВОЙСТВОМ. Для ТОГО, чтобы «погрузить» подобную задачу в 
задачу линейного программирования, обычно интерпретируют 
элементы конечного множества как целочисленные точки ев­
клидова пространства и ищут экстремум линейной функции на 
выпуклой оболочке этих точек или на более широком выпук­
лом многограннике. Решение получившейся задачи линейного 
программирования будет иметь «обратную» комбинаторную 
интерпретацию только в случае своей целочисленности. Одна­
ко в рассмотренных первоначально задачах требование це­
лочисленности не вносило никакой дополнительной специфики, 
ибо большинство этих задач сводится к задачам типа транс­
портной. Последние же, как отметил еще Данциг, при цело­
численных исходных данных всегда обладают целочисленным 
решением. Из такого рода задач отметим, задачу о выборе 
системы различных представителей или теорему Дилворта о 
частично упорядоченных множествах, рассмотренные с точки 
зрения линейного программирования в сборнике [33]. 

Близкими к этим задачам являются разнообразные задачи 
о потоках в транспортных сетях. Изящное изложение теории 
транспортных потоков дано в книге Гейла [6]; см. также кни­
гу Форда и Фулкерсона [58] и обзорную статью Фулкерсо-
на [120]. 

Отмеченное выше свойство целочисленности решений 
транспортной задачи связано со специфической структурой ее 
матрицы ограничений- В связи с этим возникает проблема ха-
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растеризации класса задач линейного программирования, име­
ющих целочисленные решения при целых исходных данных. 
Эта проблема была исследована Гофманом и Краскалом [91. 
Их результат сводится к следующему: для того чтобы задача 
линейного программирования с ограничениями 

AX<b, 0<X<d 
(матрица А, векторы b и d целочисленны) имела только цело­
численные базисные решения при любых векторах Ъ и d 
(и фиксированной матрице А), необходимо и достаточно, что­
бы любой из миноров матрицы А был равен нулю или ± 1 . 

Тем самым класс задач, обладающих указанным свойством 
(их естественно назвать «унимодулярными» задачами), ока­
зывается весьма узким. Поэтому для решения задач, не явля­
ющихся унимодулярными, необходимо создание совершенно 
новых методов. О них будет идти речь в следующем параграфе. 

Следует упомянуть еще о двух важных в прикладном от­
ношении комбинаторных задачах, также СВОДЯЩИХСЯ К моде­
лям целочисленного линейного программирования. Это задача 
о бродячем торговце (задача коммивояжера) и общая задача 
теории расписаний. При всем самостоятельном интересе, кото­
рый представляют эти задачи, они все же лежат в стороне от 
предмета настоящего обзора (соответствующие целочисленные 
линейные модели приведены в монографии Е. Г. Гольштеина 
и Д. Б. Юдина [8] и в обзоре A. А. Кор бута [28]). Ряд обзо­
ров по теории расписаний опубликован В. В. Шкурбой [65, 
66,67,68]. 

Значительное внимание уделяется последнее время так на­
зываемым задачам о покрытии (см. обзор Белинского [78]). 
Простейшая задача о покрытии — это задача о построении ми­
нимального подмножества множества ребер графа, содержа­
щего все вершины графа. Более общей является следующая 
задача. 

Минимизировать 

при условиях 

2 0jXj (2-11) 

2 аиХ]> 1, i = 1, . . .,те, (2.12) 
/•-=•1 

^ = 0 или 1, / = 1 л. (2.13) 

Здесь Cj > 0, / = 1 , . . . , п, аи = 0 или 1. 
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Задачи подобного типа возникают в дискретном анализе и 
при синтезе логических сетей. Упомянем работу Б. К. Короб-
кова [321, устанавливающую связь между монотонными функ­
циями алгебры логики и задачей целочисленного линейного 
программирования, работу T. Л. Майстровой [35], в которой 
дана целочисленная линейная модель для задачи минимиза­
ции нормальных форм булевых функций, а также работы, по­
священные оптимальному синтезу логических сетей: Брейе-
ра [93], Карпа и др. авторов [167]. Задачу типа (2.11) —(2.13) 
рассматривал также Нельсон [193]. Задачам оптимального ко­
дирования посвящены работы Карпа [166] и Мак-Класки [189]. 

Из других комбинаторных задач, поддающихся трактовке с 
помощью целочисленного линейного программирования, на­
зовем задачу об ортогональных латинских квадратах и задачу 
о четырех красках. Эти вопросы освещены в монографии Дан­
цига [ЮГ 

Задачу линейного программирования с дополнительным 
требованием дискретности всех или некоторых переменных рас­
сматривали Дальтон [100] и Дальтон и Ллевелин [101L 

Наконец, следует отметить, что в терминах дискретного' 
(в основном — целочисленного линейного) программирования 
сформулировано много прикладных задач: задача размещения-
производства (см., например, работу Л. Е. Минца и 
Ю. Ю. Финкельштеина [37]), задача оптимизации комплекса 
технических средств доставки грузов речным транспортом 
(Б. A. Атлас, С. С. Гдалевич [1]), задача оптимизации систе­
мы телемеханики для комплексов с сосредоточенными объек­
тами (Г. А. Каплан [24]), задача оптимальной расстановки 
рыболовецких судов по районам промысла (M.. П. Москаленко, 
Н. С. Кощеева [41]), некоторые задачи оптимального проекти­
рования (И. Б. Моцкус [42]), задача оптимизации избыточ­
ности (А. Л. Райкин [48]), задача распределения сверхурочных 
часов при проектировании сезонных предприятий (В. И. Шем-
бель [64]), задача оптимального извлечения информации из 
параллельных систем памяти (Дэй [108]), сельскохозяйствен­
ные задачи (Эдварде [112]), задача минимизации количества 
судов для обеспечения заданного плана перевозок (д'Эзопо,. 
Лефковиц [114]), задача оптимального определения границ 
избирательных округов (Гесс и др. [155]), задача оптимально­
го распределения машинной памяти (Келли [169]), задача 
минимизации порожнего пробега автомашин, выполняющих 
заданный план перевозок (Креко [172]), задача синхронизации 
сигналов уличного движения (Литтл [184]). Этот список мож­
но было бы продолжить. 
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§ 3. ПОДХОДЫ К ЗАДАЧАМ ДИСКРЕТНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Теория дискретного математического программирования на 
сегодняшний день СОСТОИТ В основном в теории численных ме­
тодов решения дискретных задач. Давая их общую характе­
ристику, можно прежде всего выделить три группы методов, 
принципиально отличающихся по подходу к проблеме. 

Для методов первой группы характерна прежде всего «ре­
гуляризация» задачи, достигаемая .погружением ее ИСХОДНОЙ 
области допустимых решений (1.2), (1.3) в объемлющую ee 
выпуклую область (иными словами, временным отбрасыва­
нием условий дискретности (1.3)). К получившейся регуляр­
ной задаче затем применяются стандартные методы оптими­
зации. Если получившееся в результате решение уже удовле­
творяет требуемым условиям дискретности — задача решена-
Если же это не так, то требуется дальнейший переход к цело­
численному решению- Следует иметь ввиду, что этот .переход 
не может, вообще говоря, быть достигнут простым округле­
нием компонент полученного нецелочисленного решения; дей­
ствительно, МОЖНО построить простые примеры задач целочис-
слениого линейного программирования, в которых любые ва­
рианты округления нецелочисленного оптимального решения 
не только не дают целочисленного оптимума, но, более того, 
выводят за пределы исходной допустимой области. 

Таким образом, указанный переход и составляет самую 
сущность методов этой группы. Впервые идея такого перехо­
да была указана в работе Данцига, Фулкерсона и Джонсона 
[107] (см. также работу тех же авторов [106]) применительно 
к задаче о бродячем торговце; позднее аналогичная идея ис­
пользовалась для другой конкретной задачи Марковичем и 
Манном [187], Для общей целочисленной задачи линейного 
программирования соответствующая идея была высказана 
Данцигом [103]. Она заключается в следующем. Если в резуль­
тате .первого шага (решение задачи без учета требования' 
целочисленности) получено нецелочисленное решение, то к 
ограничениям ИСХОДНОЙ задачи добавляется новое линейное 
ограничение, обладающее двумя свойствами: 

1) полученное иецелочисленное решение ему не удовле­
творяет; 

2) искомое целочисленное решение ему заведомо удовле­
творяет. 

Затем решается полученная расширенная задача, в случае 
необходимости добавляется еще одно ограничение и т. д. Про­
цесс повторяется до получения решения, обладающего нуж­
ными свойствами целочисленности. Таким образом, решение 
полностью ИЛИ частично целочисленной задачи линейного про-
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граммироваиия сводится к решению некоторой последователь­
ности обычных задач линейного программирования. 

Геометрически добавление каждого такого линейного огра­
ничения отвечает проведению гиперплоскости, отсекающей от 
многогранника решений «регуляризированной» задачи опти­
мальную точку с дробными координатами, но не затрагиваю­
щей ни одной из целочисленных точек этого многогранника. 
Поэтому методы, опирающиеся на эту идею, получили в лите­
ратуре название «методов отсекающих плоскостей», или «ме­
тодов отсечения». 

Идея отсечения естественным образом приводит к двум 
проблемам: 

1. нахождение универсального правила формирования до­
полнительных ограничений; 

2. доказательство конечности соответствующего процесса 
отсечения. 

ТОЛЬКО решение этих двух проблем может привести к уни­
версальному и реализуемому в вычислительном отношении 
алгорифму. Впервые это было проделано Гомори в 1958 г. 
(первая публикация алгорифма [139]; ем. также [140, 145, 
146]). Именно с этого момента начинается развитие общих 
методов отсечения. 

В дальнейшем Гомори обобщил идею формирования допол­
нительных ограничений и получил другую форму алгорифма 
для полностью целочисленных задач (первая публикация 
•алгорифма [142]; ем. также [140, 143]). Этот метод особенно 
удобен в вычислительном отношении, ибо он требует лишь 
выполнения действий сложения и вычитания . В литературе 
(см., например, Симоннар [205]) эти методы иногда называ­
ются соответственно «циклическим» и «дискретным» алгориф­
мами Гомори, мы также будем пользоваться этими термина­
ми. Кроме того, Гомори распространил первый из своих алго­
рифмов на частично целочисленные задачи линейного програм­
мирования («смешанный» алгорифм Гомори, см. [141]). Важ­
но отметить, что доказана также конечность этих трех алго­
рифмов *>. 

Нетривиальность проблемы отсечения хорошо иллюстри­
руется на примере следующего приема формирования отсе­
кающих ограничений, предложенного Данцигом [104] для пол­
ностью целочисленной задачи линейного программирования 
вскоре после первой работы Гомори. Этот прием основан на 
следующем простом факте. Если имеется нецелочисленное 

*> Более подробно о конечности алгорифмов Гомори сказано в сле­
дующем параграфе-
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оптимальное решение задачи линейного программирования xi, 
jGB, (В — множество индексов, нумерующих базисные пере­
менные), то все ее целочисленные решения должны удовлет­
ворять неравенству 

2 * у > 1 . (3.1) 

Полученное же решение этому неравенству не удовлетворяет, 
ибо x / = 0 для ;'<|В. Таким образом, соответствующее (3.1) 
уравнение определяет отсекающую плоскость. 

Этот процесс формирования дополнительных ограничений 
существенно проще способа Гомори. Однако конечность алго­
рифма с ограничениями вида (3.1) Данцигу установить не 
удалось. ЭТОТ вопрос был исследован Гомори и Гофманом 
[148]. ОНИ ВЫЯСНИЛИ, ЧТО такой алгорифм не будет конечным 
(или даже вообще не будет сходиться к оптимальному реше­
нию), если нарушены некоторые необходимые условия. Таким 
образом, для весьма широкого класса задач этот упрощенный 
прием оказывается непригодным. 

Развитие методов отсечения в последние годы шло как по 
пути их усовершенствования и детализации, так и по пути их 
распространения на более сложные классы задач. Мартин [188] 
предложил модификацию «циклического» алгорифма Гомори, 
дающую значительное ускорение сходимости (см. обзор Ба-
линского [78]). Ю. Ю. Финкельштейн [54, 55] предложил спе­
циализированный алгорифм для решения задач целочисленно­
го линейного программирования с булевыми переменными; им 
же предложен прием для усиления отсекающих ограничений 
Гомори (см. [56]). В работах Бен-Израэля и Чарнса [87], Гар-
рис [152] и Юнга [219] предложены «прямые» алгорифмы, реа­
лизующие метод отсечения (в них используется прямой симп-
лекс-метод в отличие от алгорифмов Гомори, в которых ис­
пользуется двойственный симплекс-метод). Нельсон [193] 
предложил прямой алгорифм для решения задач типа задачи 
покрытия. В работах Дальтона [100] и Дальтона и Ллевели-
иа [101] «смешанный» алгорифм Гомори обобщается на час­
тично дискретную задачу линейного программирования. Гар-
вер [122] предлагает алгорифм, практически совпадающий с 
«дискретным» алгорифмом Гомори. Гловер [134, 135] предла­
гает некоторые новые реализации метода отсечения. Алгорифм 
для решения некоторых специальных задач с булевыми пере­
менными предложен Хэли [153], однако в общем случае этот 
алгорифм не приводит к оптимальному решению. Хэлди и 
Айзексон [151] предложил реализацию «циклического» метода 
Гомори, дающую ускорение сходимости. Некоторое усовершен­
ствование алгорифма Гомори (применительно к задачам по-
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крытая) дано в работе Джонсона [164]. Келли [170] предло­
жил применить метод отсекающих плоскостей для решения 
задач выпуклого (нецелочисленного) программирования; этот 
метод может быть перенесен на решение задач выпуклого 
целочисленного программирования, что и было проделано Кур-
тийо [98]. Основываясь на «циклическом» алгорифме Гомори, 
Пихлер [197] предложил его обобщение на частично целочис­
ленную задачу линейного программирования. Обобщение «цик­
лического» алгорифма Гомори на частично целочисленную за­
дачу линейного программирования дано также в работе Цим­
мермана [220]. Ван Слайк и Уэтс [206] предложили прием 
«диагонализация» симплекс-таблицы, позволяющий модифи­
цировать «циклический» и «дискретный» алгорифмы Гомори. 
Некоторые предложения по формированию отсекающих плос­
костей в алгорифме Гомори содержатся в работе Сриниваса-
на [208]. Витцгалл [218] перенес идею «дискретного» алгориф­
ма Гомори на полностью целочисленную задачу с линейными 
и «параболическими ограничениями: 

«оо - U (X) — bx (Lx {Xjf - ... - bh (Lk (X)f > 0; 
здесь Ls [X] = asXxx + . .. + asnxn — линейно независимые од­
нородные линейные формы, s = 0, l, . . ., k. Новый подход при 
реализации идеи отсечения предложил А. А. Вотяков 12 *]. 

Интересный вопрос о двойственных оценках для задач це­
лочисленного линейного программирования исследовали Гомо­
ри и Баумоль [147]; это исследование продолжили Алькали и 
Клеворик [71]. Впрочем, пока неясно, имеются ли на этом пути 
какие-либо перспективы для создания эффективных вычисли­
тельных методов. 

Вторая из указанных выше групп методов отличается от 
первой тем, что в ней максимально используется конечность 
проблемы, ее комбинаторный характер. Естественно, что ме­
тоды этой группы по своему характеру довольно разнородны; 
все они в какой-то мере используют идею перебора. Впервые 
метод такого рода был предложен в работе Лэнд и Дойг [180] 
в I960 г. Позднее Литтл и др. авторы [185] использовали 
весьма близкую идею для решения задачи о бродячем торгов­
це; их подход оказался весьма перспективным. Названный 
авторами «методом ветвей и границ», этот алгорифм породил 
ряд вариантов («метод последовательного отделения и оцени­
вания» [901), а главное — привлек внимание к самой идее 
«метода ветвей и границ» и тем самым стимулировал работы 
в этом направлении. 

На близких к работе Литтла и др. авторов идеях основан 
независимо предложенный в 1963 г. Форой и Мальгран-
жем [116] «булев» метод для решения целочисленных задач; 
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изложению и уточнению этого метода посвящены также ра­
боты Ле Гарфа и Мальгранжа (121] и Фора и Мальгран-
жа 1[115]. 

В несколько другом направлении развиваются идеи метода 
•«ветвей и границ» в «аддитивном»- алгорифме Балаша для 
решения целочисленных задач с булевыми переменными [76, 
73] и его модификациях (72, 74, 75]. В заметке Гловера и 
Зайонца [137] изложены некоторые предложения по усовер­
шенствованию алгорифма Балаша и указано на возможность 
его эффективного применения к некоторым специальным зада­
чам, в частности — к задаче раскроя. Гловер [136] предложил 
также усовершенствованный вариант алгорифма Балаша. 
Подход, близкий к подходу Балаша, развит в работах Бертье, 
Роя и Нгиема [90] и Бертье и Роя [89]. Модификацию метода 
Балаша предложил Джеффрион [126]. 

Хотя интенсивное развитие комбинаторных методов для 
решения дискретных задач началось совсем недавно, сейчас в 
этой области имеется уже немало работ. И. Ф. Клебанов [26] 
предложил модификацию «метода ветвей и границ» ДЛЯ реше­
ния задачи оптимального размещения однопродуктового про­
изводства. И. В. Романовский указал способ наивыгоднейшей 
круговой расстановки станков [49]. Бил (83] дал алгорифм типа 
«ветвей и границ» для решения невьихуклой нелинейной зада­
чи специального вида. Алгорифмы для решения задач теории 
расписаний предлагаются в работах Брукса и Уайта [94], Лом-
НИЦКОГО [186], Брауна и Ломницкого [95] и Игнела и Шрей-
га [156]. Некоторое обобщение алгорифма Литтла и др. авто­
ров дано в работе Черни [97]; в частности, им рассматривается 
задача коммивояжера с многократным заходом в начальный 
город. Развитие подхода Лэнд и Дойг дано в работах Дэки-
на [99] и Дрибека [111]. Задачу размещения складов исследо­
вали Эфроимсон и Рэй (113]. Алгорифм для решения задачи 
расстановки оборудования дали Джевитт и Плитер [124]. Ме­
тоды решения квадратичной задачи о назначениях предложили 
Гилмор [128] и Лаулер [182]. Для чисто комбинаторных задач 
методы типа «ветвей и границ» развивали Голомб и Бау-
мерт [138]. Комбинаторный метод для синтеза логических се­
тей предложили Карп и др. авторы [167]. Задача о назначе­
ниях с целевой функцией, зависящей от назначения пар пере­
менных, решалась Лэнд (179]. Литтл [184] развил метод «вет­
вей и границ» применительно к задаче о синхронизации 
сигналов уличного движения. Томпсон [211] предложил алго­
рифм для решения целочисленных задач линейного програм­
мирования, близкий по идее к алгорифму Лэнд и Дойг; суще­
ственным преимуществом алгорифма Томпсона является за­
метное снижение требований к размеру памяти. 
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Задачи, близкие к задачам дискретного программирова­
ния, исследовали Ивэнеску, Розенберг и Рудеану (см. [157, 
158, 160, 161, 162]). Изложение большинства результатов в 
этой области дано в монографии Ивэнеску «Псевдобулево 
программирование и его 'Приложения» [159]. 

Радо [198, 199] предложил комбинаторный алгорифм для 
решения задач линейного программирования с дополнитель­
ными логическими условиями. 

Для решения некоторых комбинаторных задач оптимально­
го планирования В. П. Череиин [60, 61] предложил применить 
разработанный им метод последовательных расчетов. Модифи­
кация метода последовательных расчетов применительно к не­
которым задачам размещения производства дана в работах 
В. П. Черенина и В. Р. Хачатурова [62, 63, 3*]. Для решения 
некоторых задач дискретного программирования может быть 
применен метод динамического программирования. Это отно­
сится, например, к задаче о ранце, упомянутой в § 2( подроб­
ное изложение дано у Е. Г. Гольштейна и Д. Б. Юдина 18]),, 
а также к задаче коммивояжера (см. Беллман [85] и Хелд и 
Карп [154])'-

К ряду задач дискретного программирования могут быть 
применены методы последовательной оптимизации (см. 
статьи В. С. Михалевича [38, 39] и В. С. Михалевича и 
В. В. Шкурбы [40]). Эти методы имеют в значительной мере 
комбинаторный характер. 

К методам второй группы в некоторых отношениях близки 
локальные алгорифмы, исследуемые в дискретном анализе 
(см. работы Ю. И. Журавлева [16, 14, 15]). Идеи локального 
подхода были применены к задачам дискретного программиро­
вания в работах Ю. И. Журавлева и Ю. Ю. Финкельштейна 
[17] и Ю. Ю. Финкельштейна [57]. 

Промежуточное в каком-то смысле положение между первой 
и второй группой методов занимает предложенный Бендерсом 
[86] метод, использующий идею декомпозиции задачи. 

Наконец, вне этих двух групп методов находится предло­
женный недавно Гомори [144] алгорифм для решения некото­
рых целочисленных задач линейного программирования. Даль­
нейшее развитие этих идей, а также новый подход к построе­
нию отсечений даны в [5 *]. 

Третья группа методов — это методы случайного поиска и 
другие приближенные методы. Возникновение приближенных 
методов стимулировалось двумя причинами: 1) существующие 
точные методы пока что недостаточно совершенны, так что 
при решении больших задач возникают значительные трудно­
сти; 2) необходимо решать некоторые оперативные задачи, для 
которых более цепным является быстрое получение приближен-
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кого решения, чем получение точного решения через значи­
тельный промежуток времени. 

Решению дискретных задач с помощью случайного поиска 
допустимого решения с последующей «локальной» оптимиза­
цией посвящена работа Рейтера и Шермана [200] (смысл тер­
мина «локальная оптимизация» для дискретных задач будет 
разъяснен в § 6). О применении случайного поиска с локаль­
ной оптимизацией для решения задач теории расписаний сооб­
щается в обзоре В. В. Шкурбы [65]. Одну задачу теории рас­
писаний решали этим методом Л. И. Фейгин [S3] и Ешке [163]. 

Недавно И. И. Пятецкий-Шапиро, В. A. Волконский,. 
Л. В. Левина и А. Поманский [47] предложили новый алго­
рифм для решения задач целочисленного линейного програм­
мирования с бинарными переменными с помощью случайного 
поиска. 

Применению методов случайного поиска для решения дис­
кретных задач посвящена также работа Пэйджа [19]. 

Некоторые приближенные приемы ДЛЯ решения дискретной 
задачи размещения производства предложены в работах 
И. В. Гирсагюва и Б. Т. Поляка [7], И. 3. Кагановича [21],. 
H. В. Карпеевой и Т. А. Косенко [25]. Приближенным методам 
решения транспортной задачи с фиксированными доплатами 
посвящены работы А. А. Корбута и В. В. Малинникова [30,. 
311, Балинского [771, Куна и Баумоля [174]. Приближенный 
метод решения задачи линейного программирования с буле­
выми переменными, основанный на рассмотрении эквивалент­
ной многоэкстремальной задачи, предложил К. А. Багримов-
ский [1 *]. 

Вопрос о вычислительной эффективности методов дискрет­
ного программирования будет освещен в § 7. 

§ 4. МЕТОДЫ ОТСЕЧЕНИЯ 

Рассмотрим целочисленную задачу линейного программи­
рования: максимизировать 

п 
•Xo—2<-vx/ (4Л> 

/=1 
при условиях 

п 
^аиХ] ==.&„ t = 1, . . .,m, (4.2) 

Xj > 0, / = 1 «, (4.3) 
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Xj — целое для всех 76/. (4.4) 
Здесь J c R - { l , ...,n}. 

Мы начнем с описания первого («циклического») алгориф­
ма Гомори [139, 140, 145, 146]. Поскольку «циклический» ал­
горифм Гомори предназначен для решения полностью цело­
численных задач линейного программирования, мы положим 
J = R. Кроме того, будем считать, что все с,— целые, так 
что целевая функция xo тоже должна быть целочисленной. 

Решим задачу (4.1) — (4.3), т. е. исходную задачу без 
требования целочисленное™ (4.4). Если задача (4.1) —(4.3) не 
имеет решения, то не имеет решения и исходная задача 
(4.1) —(4.4), Если решение задачи (4.1) — (4.3) удовлетворяет 
условию целочисленное™ (4.4), то оно является одновремен­
но и решением исходной задачи (4.1)—(4.4), 

Предположим теперь, ЧТО найденное решение задачи (4.1)— 
(4.3) не удовлетворяет условию целочисленное™. 

Пусть N — множество индексов небазисных переменных, 
соответствующее решению задачи (4.1) — (4.3). Выпишем раз­
вернутую симплекс-таблицу, т. е. выразим все переменные 
Xj, j — 1, .. .,п, и целевую функцию х0 через переменные, 
входящие в множество N: 

*1 = СЦО + 2 aU (~~ Х])' { -= °' - П- (4-5) 
/e-v 

Пусть Xtt — одна из переменных, значение которой в най­
денном решении задачи (4.1) —(4.3) (т. е. число а.-,о) не яв­
ляется целым.. 

Будем обозначать через [а] целую часть и через {а} — 
дробную часть произвольного числа а. Это означает, что 

«=[«] + {«}, (4.6) 
где 

[а] — целое число (4.7) 
и 

0 < { а } < 1 . (4.8) 
Пользуясь этими обозначениями, получаем из (4.5) 

•*/ + 2 \аЛ XJ ~ М = {а«} - 2 {«;;> хз- (4-9) 

Заметим теперь, что левая часть (4.9) должна быть целым 
ЧИСЛОМ и обозначим это целое число через (— zt). Тогда 

2 {аи} Xj = {at0} +zi 
/6--V 
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и при l=ix получаем 
2 ( М . • - - W + -f.- (4.Ю) 
/e-v 

Докажем теперь, что целочисленная переменная z.-, удовлет­
воряет условию z/t > 0 . Допустим, что г,-, < 0. В силу цело­
численное™ г., это означает, что 

г , , < — 1 . (4.11) 
Из (4.11), (4.10) получаем 

%{аи,}х;<0, (4.12) 
/б-V 

что невозможно, в силу (4.3) и (4.8). 
Итак, целочисленная переменная 

г.-, = - {ah0) + 2 -Yaij) (— Xj) (4-13) 

должна удовлетворять условию неотрицательности. Однако в 
найденном решении задачи (4.1)-(4.3) г*, •= •— {я-г.о} < 0, т. е. 
условие неотрицательности г,-, не удовлетворяется. Введение 
целочисленной неотрицательной переменной z». по формуле 
•{4.13) и дает нам дополнительное ограничение Гомори. При­
соединяя это ограничение к оптимальной симплекс-таблице 
задачи (4 .1)- (4.3), мы получаем новую задачу линейного 
программирования, к которой снова применяется тот же 
прием, и т. д. 

Конечность «циклического» алгорифма Гомори может быть 
доказана при следующих условиях: 

1) Множество допустимых решений нецелочисленной зада­
чи (4.2) - (4.3) ограничено. 

2) Строка ix, по которой строится дополнительное ограни­
чение, выбирается по правилу: 

; . = min {t|{fl/o}^0}. (4.14) 
1 = 0 , 1 п 

3) Нецелочисленная задача линейного программирования 
(4.1)-(4.3) (и все последующие вспомогательные задачи ли­
нейного программирования) решается не по критерию максими­
зации х0, а по критерию лексикографической максимизации 
вектора (x0, xi> • • • >•*«)*. 

«Смешанный» алгорифм Гомори [141] является обобщением 
«циклического» алгорифма на частично целочисленную задачу 

*) Лексикографическая максимизация может быть проведена пои по­
мощи лексиграфического двойственного симплекс-метода. 
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линейного программирования, т. е., задачу (4.1)—(4.4), в ко­
торой не все переменные должны быть целыми (/ ф R = 
= {1, . . . , я}). Отличие «смешанного» алгорифма от «цикли­
ческого» состоит только в правиле построения дополнитель­
ных ограничений. Итак, пусть /-^R — {1, . . , , п). 

Введем обозначение 

at>l-\au + bh iENf]J. ( 4 Л 5 > 

Здесь ^—-произвольное целое число. Из (4.5), (4.15) и (4.6) 
получим: 

*i — Ы — 2 Ь^ = {alQ} — 2 a'tjXj. (4.16> 

Обозначим левую часть (4.16) через (•— zL) и заметим, что. 
она должна быть целой, если только iGJ. Итак 

2 аа Xj = {ai0} + z-, (4.17), 
/6-v 

где Zj—целое, если iGJ, 
Предположим теперь (как и при рассмотрении «цикли­

ческого» алгорифма), что 
ifiJ (4.18> 

и что а..1о— нецелое, т. е., что 
0<{f l 4 o}<l . (4.19> 

Тогда zit в формуле (4.17) должно быть целым, причем воз­
можны два случая 

а) г,-, > 0, и следовательно 
2 a'hjXj>{aHo}. (4.20) 

б) -?/1<0, в силу целочислепности zti, имеем zk < — 1, и< 
следовательно 

2 а'к! Xj < {ак0} — 1. (4.21> 

Введем обозначения 
N+={j \jem аи>0), (4.22) 
N~ = {j | /GN; л)., < 0}. (4.23> 

B случае а) получаем 

2 a'llIxJ> 2 fl/./^X^o}. (4.24) 
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В случае б) получаем 

^ a'ijXj < 2 a'tjxj < {а-ио} — 1. (4.25) 

т. е. (с учетом (4.19)) 

, {а;'°}, 2 akix}>{aifi). (4.250 

Заметим теперь, что в обоих случаях верны следующие не­
равенства: 

2 аих}>0 (4.26) 
JQN+ 

ш 
(^°L S а у * ; > 0 . • (4.27) 

\aifi>~i JQN-
В случае а) из (4.24) и (4.27), а в случае б) из (4.25') и (4.26) 
получаем 

2 a i , ^ + - ^ _ ^ 2 -*•. /^ > -*-.о>- (4-28) 

Этому неравенству удовлетворяют все допустимые решения 
•(4.1)—(4.4), но не удовлетворяет решение задачи (4.1)—-(4.3). 
Заметим, что правая часть (4.28) положительна, а все коэф­
фициенты при переменных Xj в левой части—неотрицательны. 
Очевидно, что отсекающее неравенство (4.28) будет тем 
сильнее, чем меньше коэффициенты в левой части (4.28). 
Подбирая соответствующим образом целые числа bj в (4.15), 
получаем окончательно следующее дополнительное ограниче­
ние для «смешанного» алгорифма Гомори: 

2 aliX]>{all0}, (4.29) 

где коэффициенты а". . вычисляются следующим образом: 
iii 

ahj, если a,,/ >0 , /<$/, 
a;,o 

a. . = 
hi 

_~ahh если a,,/< 0, / $ / , 
{a/,/}, если {aid} < {aifi}, /6J, 

(а'Г-i ^a'^ ~~ 1-)' е с л и (Ut^ > {aifi^ № 
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Конечность «смешанного» алгорифма Гомори может быть 
доказана при выполнении тех же условий, что и для «цикли­
ческого» алгорифма, но с добавлением еще одного условия: 

С) = 0 для всех jiJ. (4.31> 
Так как мы предполагаем, что все ci — целые, то из (4.31) 
следует, что целевая функция х0 должна быть целой. Если же 
условие (4.31) не выполнено (т. е. целочисленность целевой 
функции не гарантируется), то, как показал Уайт [217], не га­
рантируется не только конечность алгорифма Гомори, но даже 
и сходимость к решению задачи (4.1) —(4.4). 

Известно, что при решении с помощью симплекс-метода за­
дачи линейного программирования значительных размеров-
можно получить не только неточный, но и грубо ошибочный 
результат за счет накапливающихся ошибок округления. Эта: 
опасность СИЛЬНО возрастает при решении с ПОМОЩЬЮ метода 
отсечения задачи целочисленного линейного программирова­
ния: во-первых, приходится многократно применять симплекс-
метод (увеличивается продолжительность вычислений), во-
вторых, возникает возможность принять целое число за неце­
лое и наоборот (что может привести, например, к ошибкам: 
при вычислении коэффициентов дополнительного ограни­
чения). 

Чтобы устранить эти осложнения, связанные с ошибками 
округления, Гомори предложил «дискретный» алгорифм 1142,. 
143] для решения полностью целочисленной задачи линейного» 
программирования. Для того, чтобы «дискретный» алгорифм 
начал работать, надо уметь построить начальную симплекс-
таблицу, полностью целочисленную и (лексикографически) 
двойственно допустимую (в общем случае это довольно слож­
но, но для некоторых классов задач начальная таблица строит­
ся относительно просто). Если начальная таблица является 
допустимой, то она дает решение задачи (4.1) —(4.4). Если же 
начальная таблица не является допустимой, т. е. среди чисел 
ai0 есть отрицательные, то строится дополнительное ограниче­
ние. Рассмотрим произвольное К>.0. Тогда из (4,5) получаем 

X ~ Т + ZJ Т ( - Xj). (4.32) 
/6-V 

ИЗ (4.32) мы имеем 

х± + 2 Ш *> - Ш = И + 2 [тУ -*Ай (4-33> 
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Заметим, что правая часть (4.33) должна быть целой, сле­
довательно должна быть целой и левая часть (4.33). Допу­
стим теперь, что 

т + 2{¥Ь~{т}<0-. ^ - 3 4 > 
/e-v 

Выпишем очевидные неравенства 

т + 2{т}-*;>0' (4-35> 
ie-v 

-><-{¥}«> 
и получим 

/e-v 
Но (4.36) не может иметь места, так как левая часть (4.33) 
должна быть целой. Значит, неравенство (4.34) не может 
иметь места, т. е. левая (а значит и правая) часть (4.33) 
должна быть неотрицательной: 

г, = 

Допустим теперь, что i — i\ и а. .0<0. Тогда неравенство 
(4.37) является отсекающим, т. е. ему удовлетворяют все до­
пустимые решения задачи (4.1) — (4.4), но не удовлетворяет 
псевдоплан, соответствующий начальной таблице. Выбирая 
строку, соответствующую zi i , в качестве ведущей, подбираем X 
так, чтобы ведущий элемент (выбранный по правилам лекси­
кографического двойственного симплекс-метода) был равен 
— 1 , и проделываем одну итерацию лексикографического 
двойственного симплекс-метода. Снова получаем полностью 
целочисленную и лексикографически двойственно допустимую 
таблицу. Если она не является допустимой, то применяем 
к ней тот же прием и т. д. 

Для того чтобы «дискретный» алгорифм Гомори был ко­
нечным, достаточно, чтобы 

1) множество допустимых решений нецелочисленной зада­
чи (4.2) — (4.3) было ограниченным, 

2) строка i], по которой строится дополнительное ограниче­
ние, выбиралась бы из условия 

£•— min {t|a-o < 0>. (4.38) 
« • = 0 . 1 . . . . , п 
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Мартин [188] предложил модификацию «циклического» 
алгорифма Гомори, дающую существенное ускорение сходи-
мости. В исходной задаче числа Cj, aii, fri предполагаются це­
лыми. Элементы последовательно преобразуемых симплекс-
таблиц записываются без округления (иначе говоря, поскольку 
эти элементы являются рациональными числами, отдельно 
записываются числитель и знаменатель). 

B начале решается нецелочисленная задача (4.1)—(4.3). 
Если полученное решение не удовлетворяет условию цело­
численности (4.4), то выбирается строка iv в которой a,-,o — 
нецелое и записывается условие целочисленности переменной 
л;., (если считать переменные Xj целыми (;G<V)) 

ztt = - {aw.} + 2 - {a/../}(- Xj) целое > 0. (4.39) 

Это — дополнительное ограничение «циклического» алгорифма 
Гомори. В качестве ведущей строки условно выбирается стро­
ка, соответствующая г,-, и по правилам лексикографического 
двойственного симплекс-метода выбирается ведущий столбец 
к. Затем ограничение (4.39) преобразуется в ограничение 

z - - {taifi} + 2 - {tallt}{- Xj)i целое > 0. (4.39') 
Уб-V 

Здесь число t ищется с помощью алгорифма Евклида из усло­
вия 

{tailk}= min {zakk}. (4.40) 
2 = 1 , 2 , . . . 
{г%/е}>° 

B качестве ведущей строки выбирается строка, соответст­
вующая ztt, а в качестве ведущего столбца—.ранее выбран­
ный столбец k, и проделывается одна итерация двойственного 
симплекс-метода. Вновь полученная симплекс-таблица прове­
ряется на целочисленность соответствующего ей (псевдо) пла­
на и если условие целочисленности не выполняется, то к ней 
применяется тот же прием и т. д.— до тех пор, пока (псевдо) 
план, соответствующий очередной симплекс-таблице, не ока­
жется целочисленным. Если эта симплекс-таблица окажется 
допустимой и двойственно-допустимой, то получено решение 
задачи (4.1) —(4.4). Если же это не так, то полученная задача 
линейного программирования решается и получается допу­
стимая и лексикографически двойственно-допустимая СИМП-
лекс-таблица. 

К этой таблице снова применяется та же процедура, что и 
к оптимальной симплекс-таблице задачи (4.1) — (4.3) и т. д. 

Куртийо [98] распространил «дискретный» алгорифм Гомо­
ри на задачи выпуклого целочисленного программирования. 
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Выше мы уже отмечали, что его подход сочетает идеи метода 
отсекающих плоскостей Келли [170] для задач нелинейного 
программирования и метода .Гомори. В случае линейности 
целевой функции и ограничений метод Куртийо переходит в 
метод Гомори. 

Ю. Ю. Финкельштейном [54, 55] была предложена новая 
реализация метода отсечения (названная им В-алгорифмом), 
специально приспособленная для задач целочисленного линей­
ного программирования с булевыми переменными, т. е. для 
задач следующего вида: 
максимизировать 

N 

2 CJXJ (4.41) 

при условиях 
N 

2 dtjXj^bi, i== l, . . „m, (4.42) 

' = I x ; > 0 , / = 1 , . . . , # , (4.43) 
X]<1, / = 1, . . . , « , (4.44) 

Xj — целые, / = 1, .. .,n. (4.45) 
Здесь п < N. 

Построение дополнительных ограничений в -8-алгорифме 
основано на следующем факте. Пусть (Xj, ...,x'n) — лексико­
графический максимум вектора (xv ..., хп) при условиях 
(4.42)—(4.44), причем х'г— первая по номеру нецелочисленная 
компонента. Тогда ограничению 

2 [х, (1 - x;) + (1 - x ;) х'\ + (I - xr) > 1 (4.46) 

удовлетворяют все планы (xv .. .,xN), удовлетворяющие усло­
виям (4.42)—(4.45), но не удовлетворяет ни один из планов, 
доставляющих лексикографический максимум вектору (х{,...,хп). 

§ 5. КОМБИНАТОРНЫЕ МЕТОДЫ 

Методы этой группы в той или иной мере используют ко­
нечность числа допустимых решений дискретной задачи. Разу­
меется, полный перебор всех возможных решений является, 
вообще говоря, нереализуемым, и сущность всех описываемых 
методов состоит в целенаправленном сокращении этого 
перебора. 

Важная и наиболее известная серия методов этой группы 
может быть объединена под названием «методов ветвей и гра-
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ниц». Последнее название было дано в работе Липла и др. 
авторов [185] для метода решения задачи о бродячем торговце. 
Впервые же метод подобного рода был предложен в работе 
Лэнд и Дойг [180] в I960 г. Опишем коротко его идею. 

Рассматривается целочисленная (или частично целочислен­
ная) задача вида (4.1)—(4.4). Как и в методах отсечения, 
процесс начинается с решения соответствующей ей линейной 
задачи (4.1)—.(4.3) (без учета требований целочисленное™). 
Если полученное оптимальное решение Х° = (х°0, x°v .. ., x°) 
этим требованиям не удовлетворяет, то значение целевой 
функции x° = Д° дает верхнюю границу для искомого цело­
численного оптимума, т. е. тах.л;0<Д0. Пусть некоторая 
переменная х., где i0GJ, не получила в решении X0 целочис­
ленного значения. В оптимальном целочисленном решении 
значение х. должно быть либо уменьшено по крайней мере 
до [х°.\, либо увеличено по крайней мере до рс°] + 1. Проще 
всего найти верхнюю х". и нижнюю х\ (целочисленные) гра­
ницы допустимого значения для х. можно, решив две задачи 
линейного программирования, заключающиеся в максимизации 
и минимизации xt при условиях (4.2)—(4.З). Теперь для каж­
дого фиксированного целочисленного значения х. = к в най­
денном отрезке [xi , x° | МОЖНО искать max x0 путем решения 
задачи линейного программирования с ограничениями (4.2)— 
(4.3) и дополнительным ограничением x!~k. Все эти воз­
можности можно суммировать в виде некоторого дерева за 

дач, в котором исходная вершина V0 соответствует решению 
X0 задачи (4.1)—(4.3), а каждая из соединенных с ней ветвью 

вершин V Г ° j соответствует решению задачи линейного програм­

мирования L (1°Л: максимизировать х0 при ограничениях (4.2)—-

(4.3) и дополнительном ограничении х. — k. Каждой из вер­

шин V[Л приписывается граница --('£)•• равная максималь­

ному значению х0, найденному при решении задачи L Г.0 j . Оче­

видно, что Д ( ° j < Д° для всех значений k. 

Если решение X уаЛ задачи L((f4 удовлетворяет условию 

целочисленное™ (4.4) для k = k\ и xoU°) — maxx- [lj< то 
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X. \ft\ является решением исходной задачи (4.1) — (4.4). Если 
лее это не так, то может возникнуть необходимость в даль­
нейшем «разветвлении» дерева из некоторых вершин V ('* ;, 
не удовлетворяющих условию целочисленности (4.4). Пусть, 
например, в вершине V(!°) компонента x, и?) н е удовлет­
воряет условию целочисленности (4.4) (/1-3.7). 

Тогда, аналогично тому, как это делалось раньше, мы 
максимизируем (и минимизируем) x.- при ограничениях (4.2)— 
(4.3) и дополнительном ограничении х. — k' и находим верх­
нюю х"и и нижнюю x't (целочисленные) границы допустимого 
изменения х,. 1 

Совершенно аналогично определяются и вершины V ('° '-Y 
соединяемые ветвями с V[l?)-

В дальнейшем может возникнуть необходимость в новых 
разветвлениях и рассмотрении вершины вида Vf^°'- "" 1,р Y 

соответствующего ей решения X(l0k1"'bP) и границы 
А ( ^ £ ; ; ; '*). Здесь ir<y, r = 0 , 1 , . . .,р, kt- целое (r—0, l,...,p), 
X I fc° ь1 " ' ьр ^ — решение задачи (4.1) — (4.3) при дополнитель-
ных ограничениях 

х. = k , г = 0, 1, . . . , р и А С1° Iх '" * ^ - ^ o f i 0 ! 1 "" 1PV 
'2 г ' « J ) - " \ktk-i.... kp) U\k0k! ... kpJ 

Возможность уменьшения объема вычислений (по сравне­
нию с полным перебором) основывается на следующих сооб­
ражениях: 

1) Невозрастание границ: 

А 0>А&>А(м>- (5Л) 

Это дает возможность разумным образом выбирать верши­
ну, в которой будет произведено очередное «разветвление». 
Естественно в качестве такой вершины выбрать вершину с 
наибольшей границей (из числа вершин, из которых еще не 
производилось разветвление). 

2) ВОЗМОЖНОСТЬ отбрасывания «бесперспективных» вершин 
и проверка оптимальности решения. Это производится следу­
ющим образом. 
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Рассмотрим две вершины 

VI чнгЛр, , vГ0.'1;"'', 
-V1 

Допустим, что: а) X [ , , , удовлетворяет условию це-

лочисленности (4.4), 6)X „ „ '., не удовлетворяет уело 
k0ky...kq 

Mi- •••-, \ . / hli-
вию целочисленности (4.4), в) А , , , >Al .. 

\liQkv..kp] \kQkv..kq] 
Тогда любое допустимое решение задачи (4.1)—-(4.4), 

удовлетворяющее условию: x. — ko\ x(»=k", r—\,...,q, не 
может быть оптимальным решением задачи (4.1)—(4.4). 

Мы не будем более детально описывать метод Лэнд и Дойг. 
Ясно, что в реализации этого метода для ПОЛНОСТЬЮ И частично 
целочисленных (или дискретных) задач линейного програм­
мирования никакой разницы нет. Кроме того, нет надобности 
в специальном доказательстве, его конечности и достижении 
именно оптимального решения. С другой стороны, представ­
ляется, что этот метод целесообразно применять для задач 
с небольшим количеством целочисленных (или дискретных) 
переменных, поскольку объем вычислений и требуемые разме­
ры памяти весьма быстро возрастают с увеличением размера 
задачи. Следует, впрочем, указать, что в упомянутой выше 
работе [211] Томпсон дал алгорифм, основанный на только что 
изложенных соображениях и существенно более экономный в 
отношении требований к памяти. 

По-видимому, наиболее перспективное направление для 
развития идей метода Лэнд и Дойг было указано в упомяну­
той выше работе Литтла и др. авторов [185]—это максималь­
ное использование специфической структуры задачи для по­
строения специализированных правил «разветвления» и вы­
числения границ. 

В алгорифме Лэнд и Дойг используются не только комби­
наторные соображения, но и аппарат линейного программиро­
вания (следует напомнить, что этот аппарат является 
основным рабочим инструментом методов отсечения). В алго­
рифме Литтла и др. авторов комбинаторные соображения со­
четаются в сущности с рассмотрением специальной задачи 
линейного программирования — задачи о назначениях, соот­
ветствующей в некотором смысле рассматриваемой ими задаче 
о бродячем торговце, Таким образом, метод Лэнд и Дойг и ме-
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тод Литтла и др. авторов занимают как бы промежуточное 
положение между методами отсечения и «чисто комбинаторны­
ми» методами, среди которых следует в первую очередь отме­
тить метод Фора и Мальгранжа и метод Балаша. Как метод 
Фора и Мальгранжа, так и метод Балаша были вначале пред­
ложены для решения задач целочисленного линейного програм­
мирования с бинарными (булевыми) переменными, принима­
ющими значения 0 или 1. 

Первым из них был «булев» метод Фора и Мальгранжа, 
изложенный в работе [116]. Рассматривается целочисленная 
задача линейного программирования с булевыми перемен­
ными: 
максимизировать1 

п 

xo = 2 cfy (5.2) 
/=-при условиях 

п 
2 аг.Х/<йг, i--=l,. ..,m, (5.3) 

x—0 ИЛИ 1, /—1 ,...,п. (5.4). 
Здесь с—целые числа, /=1 л. Не нарушая общности, 

можно считать, что все е,.>0 (в противном случае для всех j 
таких, что С/<0, можно было бы сделать замену х] = 1 —х/, 
мы считаем, что такая замена уже сделана). 

Одновременно с каждой из переменных Xj рассматривается 
переменная Xj—\—Xj. С помощью вновь введенных перемен­
ных каждое из ограничений (5.3) переписывается в следую­
щем виде 

И аух,+ Ц а/;(1—х))<&;, 

где 
N*={/ |/—1> 2, . . . ,л ; atJ>0}, JV7={/ I j—l ,2 , . . . ,n ; a y < 0 } , 
или 

2 аих;+ 2 a'ijx'jK.b'i, i—l,...,m. (5.30 
•eN . ! !eN~i 

Здесь 
а'ц =—аи>0, b'i^bi— 2 &ij-

Запись (5.3) в виде (5.3') удобна тем, что все коэффициенты 
аи и а'ц, входящие в (5.3'), неотрицательны. 

Очевидно, что если .У...-С0 для некоторого 1=^1, то задача 
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(5.2)--(5.4) не имеет ни одного допустимого решения. Поэто­
му можно считать, что все 6'г>0.*) 

Сначала некоторым способом ищется допустимое решение 
Х0=(х°, х°,..., х°) задачи (5.2), (5.3'), (5.4). Затем к условиям 
(5.3') добавляется условие x 0 > x o + l и ищется допустимое 
решение X1 новой задачи. Затем к условиям (5.3') добавляет­
ся условие xoS^o-t-l и снова ищется допустимое решение 
X2 вновь полученной задачи и т. д. 

Поскольку условие x0>t может быть переписано в виде 

2 cjx'j < _ cn U (5.3") 
/ = - / - - • • 

то все сводится к нахождению допустимого решения (удов­
летворяющего условиям вида (5.3') и (5.4)). 

Пусть (Xj, .. .,xk) — некоторый набор значений переменных 
х1,...,хк (1 < k < и), удовлетворяющий условию (5.4). Вве­
дем обозначения: 

Nt(xlt...,x,,) = {j\]QNtn{l,...,ky,Xj = \} (5.5) 
и 

NT(xv . . . , х 4 ) = {/| /6N7T.U, . . . , k); x} = 0}. (5.6) 
Назовем набор (xlt...,xk) условно допустимым, если вы­

полняются неравенства 

2 аи+ 2 a'ijKb'i, i = 1, .. .,т. (5.7) 
feNfiti *k) /6w-№ xk) 
Назовем набор (x!, . . . , xk) недопустимым, если (xu . . . , xk, xk+i< • • ч xn) не является допустимым решением (т. е. не 

удовлетворяет условиям (5.3')—(5.4)) ни при каких значениях 
(хк+и • • •, хп)- _ _ 

Ясно, что непосредственная проверка набора (хь...,хк) 
на недопустимость — дело сложное, в то время как проверка 
на условную допустимость очень проста. Основная идея алго­
рифма Фора и Мальгранжа заключается в сокращении направ­
ленного перебора (при поиске допустимого решения) за счет 
выявления недопустимости некоторых наборов (хи . . . ,x f t ) (же­
лательно — при возможно меньшем k) с помощью проверки 

*)Если Ь1, = 0 для некоторого .. = /-, то можно считать, что д:/---0, 
если а- - > 0 и что х',=0 для всех jQN~, Ясно, что этот случай тоже 
можно не рассматривать. 
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некоторых других наборов на условную допустимое ть. При 
этом используются следующие утверждения: 

1) Для того чтобы набор (хх, ...,xk) был недопустимым, 
достаточно, чтобы он не был условно допустимым. 

2) Для того чтобы набор (xv...,xk) был недопустимым, 
необходимо и достаточно, чтобы были недопустимыми два на­
бора (л-1, . . ., xft, 0) и {хь . .., хк> 1). 

Мы не будем давать детального описания «булевого» алго­
рифма Фора и Мальгранжа. Обобщение этого алгорифма на 
общую целочисленную задачу линейного программирования 
дано в работе Ле Гарфа и Мальгранжа [121]. Работа Фора и 
Мальгранжа [115] не содержит существенно новых идей, од­
нако в ней четко формализовано содержание работ [1161 и 
[1211; изложение ясное и лаконичное. 

Другой метод для задач c булевыми переменными (так на­
зываемый «аддитивный алгорифм») был развит Балашем 
(ем. заметку [76] и подробное изложение в [731). Балаш рас­
сматривает следующую задачу: 

минимизировать 

при условиях 
п 

2 auXj >bL, i = l и . (5.9) 

Xj = 0 ИЛИ 1, у— 1,...,«. (5.10) 

Как н при рассмотрении алгорифма Фора и Мальгранжа, 
мы, не ограничивая общности, считаем, что с, > 0, /==1, . . . ,« . 

В начале алгорифма Балаша все переменные полагают рав­
ными нулю. Если (хи .. ., хп) — (0, . . . , 0) является допусти­
мым решением (т. е. удовлетворяет условиям (5.9)), то оче­
видно, что (0, . . . , 0) является искомым оптимальным решением 
задачи (5.8)—(5.10). Если же (0 , . . . , 0 ) не является допусти­
мым решением, то проводится систематический процесс после­
довательного придания некоторым переменным значения 1. 

Для этого проводится анализ ряда вершин возникающего 
дерева вариантов. Произвольной его вершине V(/'1, . . .,}q) со­
ответствует набор (хг, . . . . хп), для которого 

- м . если / - / - . 1<S<£, n 

J |pB противном случае, v 

X , 2 CJXJ (5.8) 
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Вершина называется допустимой, если соответствующий ей 
набор удовлетворяет условиям (5.9). В противном случае она 
называется недопустимой. При разветвлении вершины V(/..,...,/.,) 
возникают вершины вида V(ju ...,]'„, j 9 + l ) . 

Уменьшение объема вычислений (по сравнению с полным 
перебором) достигается следующим образом: 

1) Сформулированы правила, по которым в ряде случаев 
можно определить, что недопустимая вершина V(ju . . . , / -> 
является «бесперспективной», т. е. что все вершины вида 
V (;\, ..., jg, /-+1. • • • > }р) при любых р (д + 1 < р < и) также 
являются недопустимыми. Эти правила близки к аналогичным 
соображениям Фора и Мальгранжа. 

2) Если V(/1; ...,/,-) — допустимая вершина, то можно не 
анализировать все вершины, для которых значение функцио­
нала 

п -

/-=1 -=-1 J г 

3) Если V(j\, . . . , / , ) - некоторая вершина, то значение 
функционала в вершине V(jv ..., jg, .. ., jp) (q + 1 < p < n) 
может только возрасти: 

p ч 

2 c / - > _ c!r при p>q. (5.11> 

Как и в методе Лэнд и Дойг, каждой вершине, в которой 
еще возможно разветвление, приписывается некоторым обра­
зом оценка (граница). 

Если V(jb ..., jq) — допустимая вершина, то оценка равна 
7 

значению функционала 2 с/-- Е с л и же V (/1, . . . , jq) — надо-

пустимая вершина, то оценка векторная и имеет вид (N, С). 
Здесь С — оценка снизу для значения функционала на вер­
шинах вида У(/1. . • .> jp), р > д, a N — оценка «недопусти­
мости» вершины V(/1, ...,jq) (например, максимальная невязка 
в (5.9); если же уже показано, что вершина V(jv . . . , / , ) — 
«бесперспективная», то JV — + оо). 

Если в некоторый момент минимум оценки функционала на 
(уже вычисленных) допустимых вершинах достигается на вер­
шине V(/ i , . . . , jg) и не превосходит минимума оценки функ­
ционала на (уже вычисленных) неразветвленных недопустимых. 
вершинах, то вершина V(/i , . . . , /-) дает искомое решение за­
дачи (5.8) — (5.10). Если же это не так, то производится раз­
ветвление наиболее «перспективной» из недопустимых вершин 
(«перспективность» определяется сравнением оценок (N,C)) . 
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Мы не будем входить в дальнейшие подробности. Балаш 
опубликовал ряд работ, посвященных дальнейшему развитию 
«аддитивного» алгорифма: в [74] дано обобщение на общую 
целочисленную задачу линейного программирования и на це­
лочисленную задачу нелинейного программирования, в [751 
дан улучшенный вариант «аддитивного» алгорифма для бинар­
ных задач, в [76] результаты работы [75] переносятся на ча­
стично целочисленную задачу линейного программирования. 

Комбинаторный подход (так называемый «локальный» 
алгорифм), позволяющий СНИЗИТЬ перебор при решении задач 
целочисленного линейного программирования, был предложен 
в работе Ю. И. Журавлева и Ю. Ю. Финкельштейна [17]. 

Эти идеи были развиты Ю. Ю. Финкельштейном [57] при­
менительно к квазиблочным задачам дискретного программи­
рования с сепарабельной целевой функцией. Рассматривалась 
следующая задача: 
м аксимизировать 

п 

Hfjbj) (5-12) 
/ • - - 1 

при условиях 
<р,(*. . . . ,* . ) = 0 , i = l , . . . , m , (5.13) 

xfiB]^{bJb...,bjQ.}, j = 1,...,п. (5.14) 
Здесь {jn, ..., jLp.} c j f = ( l «). На функции f} и ?, не 

накладывается никаких требований. Предполагается лишь, 
что вычисление каждой из этих функций при заданном значе­
нии аргументов производится достаточно быстро. 

Рассматривается матрица || htj ||. 
П . е с л и Щ / п / „ , } , ( 5 Л 5 ) 

1 \0 в противном случае. 
Предполагается, что матрица ||h,y|| имеет квазиблочную 

структуру. Это означает, что множество индексов 
М — (1, . . . , т) можно разбить на непустые непересекающиеся 
множества Ut, ..., Uu таким образом, что только множества 
Ul и Ui+V l—\,...,k~l, могут зацепляться по \\1ги\\. Два 
множества Ur и Us не зацепляются по ]|h;;||, если 

2 Ai/V S А«Л=--, /=1, . . . ,« . (5.16) 

Обозначим JV, = { 2 hu > \]. Предложен алгорифм, позволяю-
i£U 
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щий найти решение задачи (5.12) — (5.14) не более чем за 
k 

2 ( И ЯП элементарных операций, в то время как объем 
*-! v/e-v.. / 

п 
полного перебора равен 11 qj. Разумеется, при этом возрас-

7=1 
тают требования к объему памяти. 

Трудности, встречающиеся при решении дискретных задач, 
делают особенно актуальными поиски методов решения спе­
циальных задач. Одним из интересных шагов в этом направ­
лении представляются работы В. П. Черенина 160,61], в кото­
рых развивается «метод последовательных расчетов». ИЗЛОЖИМ 
его основную идею. 

В методе последовательных расчетов рассматривается за­
дача минимизации функции р (со), заданной на семействе всех 
подмножеств некоторого конечного множества I. Предпола­
гается, что р удовлетворяет следующему условию (своеобраз­
ный аналог условия выпуклости): 

p(-) + p(T)<P(-U-r) + p(8nT) (5.17) 
для всех о, - с / . Множество а называется точкой глобального 
минимума р (ш) на множестве /, если р (ш) > р (а) для любого 
•«с/. Метод основан на следующей теореме: функция р(-.), 
удовлетворяющая условию (5.17), монотонно убывает вплоть 
до а. и монотонно возрастает после а на любой последова­
тельности подмножеств множества /, обладающих тем свой­
ством, что каждое последующее множество содержит 
предыдущее, отличаясь от него ровно на один элемент. 

Из этой теоремы следует, что если для каких-либо 
«OjCo^c/ вычислены значения /? (о>1) и р(®2), то в случае 
р(ш1)<р(ш2) можно отбросить все 2 m _ | m a l подмножеств—ва­
риантов шЗсо2, в случае p(®i)> р(щ) можно отбросить все 
21 ш ' ' вариантов coCcoj (здесь через | to | обозначено ЧИСЛО эле­
ментов множества и). Указанные условия отбраковки ПОЗВО­
ЛЯЮТ последовательно исключать из рассмотрения большие 
группы вариантов, заведомо не дающих минимума р (со). 

§ 6. МЕТОДЫ СЛУЧАЙНОГО ПОИСКА И ДРУГИЕ 
ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ 

Наиболее распространенной является следующая методика 
применения случайного поиска: 1) Производится случайный 
выбор допустимого решения. 2) Полученное допустимое реше­
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иие улучшается до получения «локального» оптимума (см. ни­
же). Эта процедура повторяется многократно и из всех по­
лученных «локальных» оптимумов выбирается наилучший по 
значению функционала. 

Первый этап (случайный выбор допустимого решения) мо­
жет быть организован достаточно эффективно лишь в том 
случае, когда множество допустимых решений легко обозримо. 
Например, для задачи о бродячем торговце множество допу­
стимых решений — это множество перестановок чисел (1, 
2 , . . . , n). В общем же случае поиск допустимого решения.— 
задача весьма нелегкая. 

Переходим ко второму этапу. Введем понятие окрестности. 
Окрестность Gx определяется для каждого допустимого ре­
шения X и сама тоже состоит из допустимых решений. Един­
ственное (практическое) трабование к понятию окрестности 
состоит в том, что окрестность не должна содержать слишком 
много точек, так что полный перебор всех точек окрестности 
может быть (практически) осуществлен. Например, в задаче 
•о коммивояжере окрестностью Gx перестановки X = (£-,..., in) 
можно назвать все перестановки, которые получаются из 
i,ii,..-,in) транспозицией двух индексов. 

Допустимое решение X назовем «локальным» максимумом, 
•если значение функционала f(X) удовлетворяет условию 

f(X)>maxf(Y). (6.1) 
У&х 

Второй этап решения протекает следующим образом: 1-ый шаг . 
Производится полный перебор всех XGGx' (Х° — допустимое 
решение, полученное на первом этапе). Если Xй является «ло­
кальным» максимумом, то процесс окончен. Если же 

/(Х]) — max f(X)>f(X°), 
X£GX, 

то переходим ко второму шагу. 
k -ый шаг (/г > 2). Производится полный перебор всех 

XGG^fe-i. Если Хк~х является «локальным» максимумом, то 
лроцесс окончен. Если же 

f(X*)= max f(X)>f(X*~1), 
X£Gxk~\ 

•то переходим к (k + 1)-му шагу. 
Выше мы уже упоминали некоторые работы, в которых 

- применялся случайный поиск с локальной оптимизацией. Наи­
более полное описание метода дано у Рейтера и Шермана 
1200J; там же дана реализация метода применительно к задаче 
коммивояжера. 
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Другой метод случайного поиска приближенного решениж 
задачи целочисленного линейного программирования с буле­
выми переменными дан в работе И. И. Пятецкого -- Шапиро». 
В. А. Волконского, Л. В. Левиной и А. Поманского [47]. 

Рассматривается следующая задача: максимизировать 

при условиях 

2 с ,Xj 

2<~7/x/ < bp i = l , . 

x j — 0, или 1, / = 1, 

,/n, 

(6.2> 

(6.3> 

(6.4> 

Все коэффициенты aijy Cj, bt неотрицательны. 
Решение ищется следующим образом: 

а) Фиксируется Ь0 и ищется вектор (xv . . . , хп), удовлетво­
ряющий условиям (6.3), (6.4) и дополнительному условию 

2 с,х, > Ьа (6.5> 

Поиск вектора (xj,,..,^) производится описываемым ниже 
итеративным методом. 
б) Увеличиваем Ь0 и повторяем ту же процедуру. Процесс 
заканчивается, когда система неравенств (6.3) — (6.5) пере­
стает решаться за фиксированное число итераций. 

Центр тяжести данной работы лежит в методе итераций,. 
который применяется следующим образом. Начальный набор. 
{хУ} выбирается произвольно. Пусть на k-ом шаге получен на­
бор {х(&>}. Вычисляем 

Д0 = max bo-Jlcjxf) b0,0 
7=1 

(6.6), 

А; -= max S-v-Jft>--,
ip.. ° (6.7> 

Затем с использованием случайного выбора независимо друг 
от друга меняются компоненты вектора {х^} с одной и той. 
же вероятностью р, равной 

р — min(c, max ДД (6.8> 

(В проводившихся численных экспериментах принималось с == 
92 



= 1/2). При этом получается новый набор {x^+1'}. Когда все 
At обращаются в нуль—итеративный процесс окончен. 

Приближенные методы, не использующие идею случайного 
поиска, строились также для некоторых частных задач. Назо­
вем здесь лишь неоднородную транспортную задачу, уже 
упоминавшуюся выше. Она заключается в минимизации 

т п 
2 2 сц (хи) (6.9) 

яри обычных условиях транспортного типа 
п т 

х1} > 0, 2 хи < aL, 2 хи = bj, (6.10) 
j=i .=1 

:где 
[ 0, хи = 0, 

C ' - ( J C " ) - W t f + dy, хи>0. <6Л1> 
Балинский [77] (см. также обзор А. А. Корбута [28]) указал 
для этой задачи эквивалентную ей целочисленную задачу, 
заключающуюся в минимизации 

т п 

S S M y + ЗД (6.12) 
t=\ /=1 

.при условиях (6.10) и дополнительных условиях 
t/ij=0 или 1, xl} </Vf.yt//y, (6.13) 

,где 
My = min{a;i b}). (6.14) 

Исходя из некоторых легко проверяемых свойств решения за­
дачи (6.12), (6.13), (6.10), Балинский предлагает аппроксими­
ровать исходную задачу обычной транспортной задачей с це­
левой функцией 

т п 

2 2 с},хи, .(6.15) 
,•=11=1 ч 

.где 
4 / - "-/+ 7ft- <6Л6> 

Этот прием легко пояснить и геометрически. 
В работах А. А. Корбута и B. В. Малинникова [30, 31] 

предложен прием, позволяющий улучшить получаемое мето­
дом Балинского приближенное решение. Его идея заключается 
в следующем, В любом базисном плане || х\. |] аппроксими-
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рующей транспортной задачи, как известно, всегда существу­
ет по крайней мере два таких х\., что х\] = М1}. Для соот­
ветствующих пар I, j затраты в исходной и аппроксимирую­
щей задачах совпадают и равны с1}х\. + dtj. Для остальных 
пар затраты в аппроксимирующей задаче оказываются зани­
женными. Поэтому принимается, что искать улучшения плана 
следует путем перераспределений только на тех парах I, /,. 
для которых х\, < M,j, причем значения затрат в соответ­
ствующих клетках следует пересчитать. 

Для этого в качестве первого приближения к решению за­
дачи (6.9)--(6.11) составляется и решается транспортная за­
дача с коэффициентами целевой функции (6.16) (т. е. осуще­
ствляется метод Балинского). В полученном решении отме­
чаются те xjj, для которых х]. — MlJt т. е. x\s == at или хх

ц = 
= Ь} (соответствующие строки I и столбцы / назовем висячи­
ми рядами). Затем висячие ряды вычеркиваются и производит­
ся пересчет чисел at и by. если x)j=--at, вычеркивается стро­
ка i и полагается 6} = bj — х\.; если х\. = bj, вычеркивается 
столбец j и полагается а\ = aL — х\.. Для остальных рядов. 
принимается aj = ah blj = bj. Находятся величины 

MJ. =•= min {aj, b)}, (6.14'> 
вычисляются 

$-°ч + 1$г (б-1б'> 
и снова решается транспортная задача (уже меньшего размера) 
с ИСХОДНЫМИ данными а1., Ь\, с2.. Для оптимального решения 
этой задачи снова повторяется вычеркивание висячих рядов,,. 
пересчет данных и т. д. На каждом цикле этого (разумеется,.. 
конечного) процесса в окончательный план заносятся те х11%. 
которые оказались в ВИСЯЧИХ рядах. 

Деталей проведения этого процесса мы касаться не будем. 
Основная тонкость состоит в том, что он может оказаться не 
монотонным; в связи с этим в алгорифме могут появиться не­
которые несложные ветвления. 

§ 7. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ОПЫТ И РЕАЛИЗАЦИЯ 
АЛГОРИФМОВ НА ЭВМ 

Важнейшей в дискретном программировании является 
проблема численной реализации методов. В настоящее время 
эта область остается почти целиком экспериментальной — 
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многие наблюдавшиеся при машинных экспериментах явления 
до сих пор не получили теоретического объяснения. 

Мы начнем с методов отсечения как исторически первых 
и наиболее освоенных в вычислительном отношении. Речь бу­
дет идти прежде всего о методе Гомори. Сразу же отметим, 
что несмотря на гарантированную его сходимость за конечное 
число шагов, поведение машинных реализаций отличается 
большой «непредсказуемостью»: для значительной части ре­
шавшихся задач оптимальное решение не удавалось получить 
даже после многих тысяч итераций (см., например, Женюи 
[125]), в то время как другие задачи решались за несколько 
десятков итераций. По-видимому, прямой связи с размерами 
задачи здесь нет: неудачи были зафиксированы даже для не­
больших задач (до десятка переменных), а успехи — для срав­
нительно крупных (несколько десятков переменных). Причины 
этого не выяснены; подмечено лишь, что необходимое число 
итераций имеет тенденцию к возрастанию с увеличением чис­
ла переменных, ростом порядка коэффициентов задачи и уве­
личением заполненности ее матрицы. Весьма любопытно при 
этом то, что иногда удавалось существенно сократить число 
необходимых итераций путем простой перестановки уравнений 
и переменных. Далее, отмечены случаи, когда решение не­
большой задачи теории расписаний (3 машины, 6 деталей) 
в форме целочисленной задачи линейного программирования 
потребовало свыше 3000 итераций, что более чем вчетверо 
превышает объем работы по прямому перебору всех б! ва­
риантов. 

Первые машинные эксперименты по методу Гомори отно­
сятся к 1959 г.; Гомори [146] сообщает об успешном решении 
нескольких задач с числом переменных до 15- B статье Гас-
са [123] приводятся сведения о трех программах для машины 
IBM-704, законченных к лету 1960 г. В них использовался 
второй алгорифм метода Гомори; допустимые размеры задач: 
п<100, m + n<200. Мы не будем характеризовать программы, 
созданные за несколько последующих лет, так как существен­
ный прогресс был достигнут лишь после осуществления пред­
ложенной Мартином [188] модификации метода Гомори 
(«ускоренный евклидов алгорифм»). На ее основе была на­
писана программа, позволяющая решать задачи с m<1600, 
/г<2200. Например, задача с m = 80, n = 2400 была решена в 
начале 1965 г. на машине ШМ-7094 за 24 мин. Максимальный 
размер решенных с ее помощью задач был т= 215 , п — 2600. 
Правда, последние данные относятся к довольно специфиче­
ским задачам типа задач о покрытии (заполненность матри­
цы 15%; большинство ненулевых элементов равно единице). 
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Эти задачи потребовали добавления очень малого количества 
отсекающих ограничений (менее 10). 

Наиболее подробно накопленный по методу Гомори вычис­
лительный опыт отражен в обзорной статье Балинского [78], 
а также в работах Сринивасана [2081, Хэлди и Айзексона [151]. 
Некоторые сведения по этому вопросу имеются также в ра­
ботах Балинского и Куондта [79], Била [82], Дэя [108], д'Эзопо 
и Лефковица [114], Миллера, Таккера и Землина [191], Стори 
и Вагнера [209]. 

B работе Бауэра [80] приведена программа «дискретного» 
алгорифма Гомори на языке АЛГОЛ; однако в этой програм­
ме имеются ошибки. Усовершенствованный и исправленный 
вариант этой программы дан Лаигмааком [181]. 

Для методов, отнесенных нами ко второй группе, вычисли­
тельный опыт является неизмеримо более бедным. Во многих 
случаях отсутствуют даже сведения об их программировании 
для ЭВМ. Известно, например, что метод Лэнд и Дойг 
подвергся машинному опробованию только в 1964 т.; данными 
о результатах этого эксперимента мы пока не располагаем. 
Метод «ветвей и границ» Лиггла и др. [185] для решения за­
дачи коммивояжера был опробован на машине 1ВМ-7090; 
среднее по 100 задачам время решения для 30 пунктов соста­
вило около 1 мин; блок-схема программы приведена в [185]. 
Имеются также сведения о достаточной эффективности ма­
шинной реализации метода Фора и Мальгранжа [116]; блок-
схема соответствующей программы приведена в работе 
Ле Гарфа и Мальгранжа [121]. 

Некоторые результаты ручного экспериментального счета 
по методу Балаша охарактеризованы в статьях [73, 4*J. Но 
результатам эксперимента алгоритм оказался эффективным 
для задач с количеством переменных д<30. При дальнейшем 
увеличении п его эффективность быстро уменьшается. 

В статьях В. П. Черенина [601 и B. Р. Хачатурова 13 *] 
имеются сведения о результатах машинного решения некото­
рых задач средних размеров при помощи разработанного им 
«метода последовательных расчетов». 

Результаты машинного эксперимента по решению методом 
случайного поиска с локальной оптимизацией задачи комми­
вояжера (С количеством городов до 57) приведены в работе 
Рейтера и Шермана [200]. 

В статье И. И. Пятецкого-Шапиро, В. А. Волконского, 
Л. В. Левиной и А. Поманского [47] описаны первые результа­
ты машинного эксперимента по разработанному ими методу 
случайного поиска для целочисленных задач линейного про-
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граммирования. Так, в задаче размером 3X17 при истинном 
значении максимума 14,91 приближенное его значение 14,76 
было получено за 166 итераций. 

§ 8. ОБЗОРНЫЕ СТАТЬИ И МОНОГРАФИИ 
1 

Впервые в монографической литературе дискретному про­
граммированию было уделено место в книге Симоннара [205]; 
посвященные этому вопросу главы имеются в монографиях 
Данцига [10], Баумоля [3], Е. Г. Гольштейна и Д. Б. Юди­
на [8], С. И. Зуховицкого и Л. И. Авдеевой [20], Иокша [165], 
Вайда [212]. 

Первая обзорная статья, посвященная целочисленному ли­
нейному программированию, была написана Данцигом [105]. 
ХОТЯ эта статья опубликована в 1960 г., онаисейчас не поте­
ряла своего значения (ее содержание в значительной степени 
повторено в монографии Данцига [10]). Отметим также обзор­
ный доклад Форте [118]. Обзорная статья Ламбера [178] к на­
стоящему времени уже несколько устарела, а обзор Пана-
же [196] полностью перекрывается другими обзорными 
статьями. 

Достаточно подробным является обзор A. А. Корбута [28] 
(библ. 84 назв.) и особенно обзор Балинского [78] (библ. 
104 назв.). Сжатостью и высоким уровнем изложения отли­
чается обзор Била [82] (библ. 27 назв.). В работе 10. И. Вол­
кова и В. И. Хохлюка [5] дано подробное изложение алгориф­
ма Гомори, метода Лэнд и Дойг, а также некоторых вопросов, 
до сих пор вообще не освещавшихся в литературе на русском 
языке (модификация Мартина алгорифма Гомори и «прямой» 
алгорифм Бен-Израэля и Чарнса). 

Обзор Лаулера и Вуда [183] посвящен специально методам 
«ветвей и границ» (библ. 49 назв.) 
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