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Алгебра и анализ 
Том 14 (2002), вып. 5 

ВИРТУАЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ И 
КЛАССИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ ГЕОМЕТРИИ 

© Г. Ю. Панина 

Виртуальный многогранник — это разность Минковского двух выпуклых мно­
гогранников. В статье поставленны и частично решены аналоги классических 
вопросов геометрии для виртуальных многогранников. Изучены свойства вееров, 
смешанных объемов, вопросы жесткости и теорема Минковского. 

Введение 

Виртуальные многогранники удачно обобщают понятие выпуклых мо-
гогранников. Группа виртуальных многогранников порождена полугруппой 
многогранников с операцией сложения по Минковскому. Ее полезно рас­
сматривать как подгруппу (по умножению) алгебры политопов, введенной 
независимо в работах [КР, McMl, Mo]. Изучение последней было черезвы-
чайно плодотворным и привело как к решению некоторых старых проблем 
геометрии (например, задачи об /-векторе многогранников [МсМ2]), так и 
к открытию новых параллелей между геометрией многогранников и геоме­
трией торических многообразий [FS]. 

В терминах виртуальных многогранников автором была сформулирована 
и решена задача о критерии представимости n-мерного многогранника в 
виде суммы Минковского ^-мерных многогранников [Р1]. 

С другой стороны, к этой тематике примыкает изучение разностей Мин­
ковского гладких выпуклых тел [LRR, RR, M-Ml, M-M2]. Один из наиболее 
интересных результатов в этой области — построение контрпримера к из­
вестной старой гипотезе о характеризации сферы [М-М2]. 

Ключевые слова: виртуальные многогранники, веер, теорема Минковского, изгибания, 
жесткость. 

Работа частично поддержана грантом РФФИ №02-01-00908. 
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Структура статьи. В §1 содержатся основные определения и примеры. 
В §2 изучается поведение виртуальных многогранников и многогранных 

функций при вычислении смешанных объемов. Описан оператор <т, сопоста­
вляющий с каждой многогранной функцией F виртуальный многогранник 
(TF, поведение которого совпадает с поведением функции F. 

В §3 изучаются веера виртуальных многогранников. В отличие от вы­
пуклого случая, веер виртуального многогранника может не только быть не­
регулярным, но и содержать невыпуклые и несвязные клетки. В отличие от 
выпуклого случая, виртуальный многогранник не определяется однозначно 
набором нормалей к его гиперплоским граням и значений опорной функции 
на этих нормалях. Теорема 3.2 обсуждает в этой связи, какой набор данных 
задает виртуальный многогранник. Приведен важный пример виртуального 
тетраэдра — многогранника в Ж3 с 4 вершинами и 4 гранями и с равными 
между собой невыпуклыми клетками веера. 

В §4 изучаются вопросы жесткости виртуальных многогранников. Теоре­
ма 4.3 утверждает, что виртуальный многогранник все клетки веера которого 
выпуклы, — жесткий. Эта теорема обобщает результат о жесткости вирту­
альных многогранников из статьи [RR]. При этом существуют нежесткие 
виртуальные многогранники. Известный пример изгибаемой многогранной 
поверхности — „второй изгибаемый октаэдр Брикара" — может быть снаб­
жен структурой виртуального многогранника. 

В §5 изучается теорема Минковского в классической постановке для вир­
туальных многогранников. Утверждение о единственности многогранника с 
заданным набором нормалей гиперплоских граней и заданными значениями 
объемов этих граней оказывается неверным для виртуальных многогранни­
ков. Вопрос существования остается весьма сложной открытой проблемой. 

§1. Виртуальные многогранники. Грани. Проекции 

Зафиксируем вещественное пространство Ж" с началом координат в точке 
О. 

Многогранник всегда предполагается выпуклым, компактным и непустым, 
но возможно вырожденным (таким образом, отрезки и точки тоже считаются 
многогранниками). 

Обозначим через V — V(Mn) множество всех многогранников в К™. 
Множество V, снабженное операцией сложения по Минковскому Ф, обра­

зует коммутативную полугруппу с обычным законом сокращения: К (>о L = 
К со М влечет L = М. Роль единицы полугруппы играет многогранник 
Е = {О}. Следовательно, существует единственная минимальная группа V, 
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содержащая V, которую будем называть группой виртуальных многогранников. 
Ее элементы называются виртуальными многогранниками. 

Группу виртуальных многогранников можно интерпретировать разными 
способами: 

1. Как группу формальных выражений вида /( м L"1 (К, L — выпуклые 
многогранники). 

2. Как группу непрерывных кусочно-линейных (относительно некоторо­
го веера) функций, профакторизованную по подгруппе глобально линейных 
функций. При этом операция м соответствует поточечному суммированию. 
(Вспомним, что опорная функция выпуклого многогранника является непре­
рывной выпуклой и кусочно-линейной относительно веера многогранника 
функцией.) 

3. Как прямой предел групп Пикара торических многообразий. При этом 
операции сю соответствует тензорное произведение линейных расслоений. 
(Подробности и детали — см. [FS].) 

4. И наконец, как подгруппу по умножению алгебры политопов М. 
Последнее требует следующих подробных пояснений. 
Функция F: Жп ->• Ж называется многогранной, если она представима в виде 

F = Y1 щ1к> > где сц е м'Ki € v 
г 

и где 1к, — характеристическая функция многогранника Л',-: 

1, если х 6 Ki, 
I 0 иначе. 

Обозначим через М множество всех многогранных функций. Оно снаб­
жено двумя операциями, задающими кольцевую структуру. Роль сложения 
играет операция поточечного сложения +. Операция умножения порожде­
на операцией с-о и обозначается тем же символом. Более того, кольцо М 
после факторизации по параллельным переносам допускает введение струк­
туры градуированной алгебры [МсМ1]. 

Произведение двух многогранных функций может быть определено со­
гласно дистрибутивному закону: 

F (>э G = ] Р (ц1к, 49 ^2bilL' : = ]C aibilKi$>L., 
г г г J 

но следующая формула удобнее: 
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(F^G)(x) = j F(x-y)G(y)dx(y). 
К" 

(Здесь используется интегрирование по эйлеровой характеристике [V, KPj.) 
Единицей алгебры М служит функция Е = Ц0]• 
Эйлеровой характеристикой многогранной функции F = J2ia^K, называ­

ется число \{F) = Y^i «>•• 
Отождествляя выпуклые многогранники с их характеристическими функ­

циями, получаем естественное включение V С М. Имея это в виду, в даль­
нейшем мы будем писать К вместо 1к-

Все элементы полугруппы V обратимы в алгебре М: 

Теорема 1.1 (об обращении по Минковскому) [КР]. Для всякого многогранни­
ка A GV справедливо равенство 

{-1)*тАЫ(яА)®А = Е, 

где я — центральная симметрия относительно О, Int(sA) — относительная 
внутренность многогранника sA (т. е. внутренность в аффинной оболочке). • 

Следовательно, включение V С М порождает вложение V* в мультипли­
кативную группу алгебры М. 

1.2. Следующие примеры иллюстрируют разнообразие типов виртуальных 
многогранников даже в двумерном случае. 

1. Виртуальный многограниик,обратный к треугольнику, — это открытый 
треугольник (см. теорему 1.1.) 

2. Разность Минковского треугольника и отрезка. 
3. Фигура „звезда" (с любым числом лучей) при правильном задании 

значений многогранной функции становится виртуальным многогранником. 
4. Здесь указаны все типы виртуальных треугольников. Этот пример по­

казывает, что виртуальный многогранник не восстанавливается однозначно 
по множеству своих вершин. 

С другой стороны, далеко не всякая многогранная функция является вир­
туальным многогранником. Необходимые и достаточные условия этого об­
суждаются в предложении 1.12. 

Определение 1.3. Пусть К = £2,. а*/О, где /v, e V. Пусть /,-(£) —- опорная 
плоскость к К{ с внешней нормалью £. Многогранник l<f = А'; П/,-(£) на­
зывается гранью многогранника Ki с нормалью £. Многогранная функция 
А4 = Yli(4^i называется гранью многогранной функции К с нормалью £,. 
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Это определение корректно, поскольку допускает следующую переформу­
лировку. 

Определение 1.4. Грань К{ функции К £ М определяется как предел 

К*[х) = lim / K(t-x)d\{t), 
<-•(*,*,€) 

где 

С(х, е, О = {у е Ж" : \у - х\ < е, е(у - х, г) > (у - х)2 - (у - х, е)2}. 

Теорема 1.5. Пусть К, М G V*. Тогда 

(К <» М)е = К* #> М*. 
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1.6. Перейдем к рассмотрению опорных функций виртуальных многогранни­
ков и многогранных функций. Все эти определения и результаты фактически 
содержатся в [КР]. 

Пусть ЕрШ] — групповая ffi-алгебра. Его элементами являются формальные 
суммы вида Yliadxi] гДе а,-, х,; £ Ж. Умножение в алгебре задано соотноше­
нием 

[х] • [у] = [х + у]. 

С(*£ЛУ 

Рис. 2 

Элементы вида 1 • [х] называются простыми. 
Пусть $п~г с IK" — единичная сфера с центром в точке О. Пусть также 

£ еьт-\ х еж. 
Обозначим через е(£) гиперплоскость с нормалью f, содержащую О, а через 

'r,;t- — параллельный перенос на вектор х£. Для е > 0 введем в рассмотрение 
множество точек 

.*'(£. я, е) = \J Т^(е(в)-
х-е[а;.«+г) 

1.7. Дадим два определения опорной функции. Корректность второго следует 
из их эквивалентности. 

Определение 1.8. Пусть F е М — многогранная функция. Ее опорной функ­
цией называется функция 

НР:$п-1-+ЖЩ, ^ ^ ^ ( i m i f F{x)dX(x))[a}. 
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(Здесь используется интегрирование по эйлеровой характеристике d\ [V, 
KIP].) Заметим, что значение предела равно нулю для почти всех а е Ж. 
Поэтому сумма в правой части является конечной. 

s(w) 

о 
Рис. 3 

Ояределение 1.9. Опорной функцией многогранной функции F = ]Г},. a,Ki, где 
Ki £ V, а,- е Ш, называется функция 

HF: ,S'n-1 -» Ж[М], £ м. ] Г я,- [А,-(03, 

где /*,: — опорная функция многогранника К, в обычном смысле [КР]. 

Предложение 1.10. 
1. F е V* тогда и только тогда, когда элемент HF(£) прост для всех 

2. Многогранная функция. F однозначно восстанавливается по своей опорной 
функции Нр. 

S 
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3. Для любых виртуальных многогранников F\ и F% справедливы равенства 

HFI&F2 — Нр1 • HF-I, #FI+F 2 = HFI + HF2, Нарг = аНрг-

4. Пусть Нк = [h] — опорная функция виртуального многогранника К, 
a G Ж. Тогда 

Нк-г = [-Л], НКа = [ah]. 

Определение 1.11. Проекция Proj, F многогранной функции F е М на аф­
финную плоскость / — это многогранная функция, заданная на / формулой 

?xo-kF{x) = j F(t)dx{t), 
ж * 

где х* — аффинная плоскость дополнительной к / размерности, ортогональ­
ная / и содержащая точку х. 

Предложение 1.12. Для всякой многогранной функции F следующие утвержде­
ния 1-4 эквивалентны. 

1. F — виртуальный многогранник. 
2. Для всякого единичного вектора £ существует единственная опорная ги­

перплоскость.с нормалью £. Дри этом x(F) = 1-
3. Бс<? проекции F — виртуальные многогранники. 
4. Все одномерные проекции F — виртуальные многогранники.- ® 

§2. Объем и смешанный объем виртуальных многогранников 

Смешанный объем однозначно продолжается на множество многогранных 
функций таким образом, что: 

для выпуклых многогранников расширенное понятие совпадает с класси­
ческим; 

смешанный объем линеен по каждому аргументу относительно операции 
+. 

Иначе говоря, корректно следующее определение. 

Определение 2.1. Пусть Pu...,Fn — многогранные функции. Определим их 
смешанный объем формулой 
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^ ь . . . , ^ ) 

Теорема 2.2. Пусть К — виртуальный многогранник, 1. Справедливо равенство 
V(K!...,K) = 'fm„.K(x)dx. 

Эта величина называется объемом виртуального многогранника К. 
2. Справедливо равенство V(K,...,K) = l / n ^ e s ' » - 1 Ьк(£)У(К*,...,К£). • 

Первое утверждение этой теоремы неверно для произвольных многогран­
ных функций, не являющихся виртуальными многогранниками. Так, напри­
мер, если F — ЧК, где К — выпуклый многогранник, то 

V(F, ...,F) = 2nV{K) ф 2V(K) = f Fdx. 

Теорема 2.3. Пусть ft'i,..., K„ — виртуальные многогранники. V(K*n ф • • • со 
К г,") есть однородный многочлен степени п от переменных Ab .. . А„. При 
этом (как и в классическом случае) его коэффициент при Ai...A„ равен 
V(K{ ,Кп). « 

Определение 2.4. Будем говорить, что две многогранные функции F и F' 
ведут себя одинаково при вычислении смешанного объема, если для любых 
Fi, — Fn_i G М справедливо равенство 

V(F, F1,...,Fn.l) = V{F', Fx,..., Fn-i): 

Нам понадобится следующий оператор <т. Мы даем для него два разных 
(но эквивалентных) определения. Их корректность следует из их эквивалент­
ности. 
Определение 2.S. Пусть F £ М — многогранная функция. Обозначим опор­
ную функцию F через Нр — J2iai['*«]• Определим оператор <т: М ->• Т* 
следующим образом: aF — виртуальный многогранник, опорная функция 
которого удовлетворяет условию 

HOF = 2Ja i / , i 



ВИРТУАЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ 161 

Определение 2.6. Пусть F — J^i &»-̂» S -М» »̂" £ ^- Введем отображение 

Предложение 2.7. (свойства а). Пусть К, М € М. Тогда 
1) К — виртуальный многогранник в том и только в том случае, если 

а К = К; 
2) а{К !><)М) = сгК (х) аМ, если х(К) = х(М) = 1; 
3) для любых a, b е Ш. справедливо равенство а-(аК + ЬМ) = (<тЛ')а с*) (стА'/)6; 
4) пусть и — параллельный перенос; тогда виртуальные многогранники а К 

и (т(иК) равны с точностью до параллельного переноса. 

Теорема 2.8. Многогранные функции F и F' ведут себя одинаково при вычи­
слении смешанных объемов тогда и только тогда, когда 

a{F) = *{F'). 

Для всякой многогранной функции F существует единственный виртуальный 
многогранник К, который ведет себя при вычислении смешанных объемов так 
же, как и F. При этом К = <TF. 

Доказательство. Заметим, что смешанный объем линеен не только по от­
ношению к операции +, но также и по отношению к операции й. Иными 
словами, справедливо равенство 

V(Mi м М[,М2,..., Мп) = V(Mi ,М2,..., Мп) + V(M[,M2, ...,Мп). 

Действительно, это утверждение справедливо для выпуклых многогранников, 
а значит, распространяется по линейности на все многогранные функции. 

Следовательно, F и aF ведут себя одинаково для всякой F е М. Для 
завершения доказательства осталось заметить, что два виртуальных много­
гранника ведут себя одинаково тогда и только тогда, когда они совпадают с 
точностью до параллельного переноса. • 

§3. Вееры виртуальных многогранников 

Определим веер виртуального многогранника так же, как и в выпуклом 
случае. 

6 Алгебра и анализ, № 5, 2002 г. 



162 Г. Ю. ПАНИНА 

Определение 3.1. Веером называется конечный набор Е = {Г/;} замкнутых 
сферически многогранных подмножеств единичной сферы ,S'n_1, обладающий 
следующими свойствами: 

l)\JiUi=S»-1; 
2) для любых i, j , U, П Uj G £; 
3) относительные внутренности множеств Г/,- не пересекаются: relint f/, П 

relint Uj = 0 для любых г ф j . 
Эти многогранные множества называются клетками веера. 0-мерные клет­

ки называются вершинами веера. Множество всех вершин веера обозначим 
через Е°. 

В отличии от классического определения мы не требуем ни выпуклости, 
ни даже связности клеток. 

Будем говорить, что веер Е = {Г/,-} — измельчение веера £' = {Uj}, если для 
каждого j найдутся такие f/u,.. .Uik, что Umf/!m = {/'. 

Внешним нормальным веером Е (или просто веером) виртуального мно­
гогранника К G V называется набор сферических многогранных множеств 
{E/v-(i/)}, где v пробегает множество граней К: 

£ — нормальный вектор касательной к К гиперплос-1 
кости такой, что К^ Э v J ' 

Будем говорить, что виртуальный многогранник К подчинен вееру Е, если 
Е — измельчение веера £/<-. 

Для единичного вектора £ и вещественного h обозначим через e(£,/i) ги­
перплоскость, заданную уравнением (ж,£) = h. 

Замечание. Выпуклый многогранник К G V однозначно восстанавливается 
по множеству £° = {£,•} и значениям опорной функции hK(£i) = /i,-. 

Условие согласованности. Пусть {6, • • • i £fc} — множество вершин некоторой 
клетки виртуального многогранника 'К. Тогда гиперплоскости e(£i,fti),..., 
e(£,k,hk) имеют общую точку. 

Будем говорить, что веер Е и функция h : £° -> К удовлетворяют уоло-
б'шо согласованности, если гиперплоскости e(£i, /ii), • • •, е(6г> hk) имеют об­
щую точку для всякой клетки веера. 

Следующая теорема показывает, что виртуальный многогранник неодно­
значно восстанавливается по множеству {£,•} и значениям 1ц. 

Кроме того, клетки веера виртуального многогранника могут быть невы­
пуклыми, несвязными и(или) сложной топологической формы. 

^>) = U 
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Теорема 3.2. Пусть веер Е и функция h : Е° -»• Ж удовлетворяют условию 
согласованности. Тогда существует единственный виртуальный многогранник 
К такой, что 

Ед- подчинен Е и Лл(6) = Л»-

Доказательство. Благодаря условию согласованности, функция Л единствен­
ным образом продолжается до непрерывной кусочно-линейной относительно 
Ед- функции. Это и есть опорная функция искомого виртуального многогран­
ника. • 

3.3. Пример. Рассмотрим пять плоскостей в Ж3, ограничивающих многогран­
ник К (рис. 4). Вершины веера Ед могут служить вершинами другого веера 
S', и новый веер вместе с теми же пятью плоскостями задают виртуальный 
многогранник К'. 

3.4. Пример. Виртуальный тетраэдр в Ж3. Пусть е\,...,е4 — четыре неориен­
тированные плоскости, ограничивающие выпуклый тетраэдр. Сколько вир­
туальных многогранников связано с этим набором плоскостей? Мы можем 
выбрать ориентации плоскостей произвольно (16 возможностей!), а затем 
соединить на сфере концы нормалей отрезками больших кругов так, что­
бы получился веер. Это может быть сделано несколькими способами. Так 
получаются разные виртуальные тетраэдры. Рассмотрим один из них. 

Выберем „правильную" ориентацию плоскостей (нормали смотрят нару­
жу) и соединим их, как показано на рис 4. Сфера оказывается разделенной 
на 4 равные невыпуклые части. 

Заметим, что можно построить еще 2 веера с данными вершинами, от­
личающихся от построенного поворотом сферы, поскольку каждое такое по­
строение фиксирует пару противоположных ребер. 

Виртуальный многогранник, соответствующий этому вееру и плоскостям 
(рис. 5) представляет собой функцию, равную - 1 всюду на тетраэдре, за ис­
ключением двух противоположных ребер. На этих ребрах значения функции 
равны 0. 

§4. Хериссоны, виртуальные многогранники 
и некоторые вопросы жесткости 

Определение 4.1 [RR]. Гомеоморфный сфере многогранный комплекс в Ж3 

называется (дискретным) хериссоном, если его грани можно ориентировать 
(выбором нормали) таким образом, что если при обходе звезды любой вер­
шины А комплекса соединить на единичной сфере концы нормалей крат­
чайшими геодезическими в порядке обхода, то результатом будет граница 
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Рис. 4 

некоторого сферически-выпуклого многогранника А*. Кроме того, мы тре­
буем, чтобы совокупность всех А* задавала бы разбиение сферы. 

Следующее предложение показывает, что хериссоны являются частным 
случаем виртуальных многогранников. 

Предложение 4.2. Пусть Р — произвольный хериссон. Существует виртуаль­
ный многогранник К и такое взаимно-однозначное соответствие между гра-
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Рис. 5 
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нями Pi комплекса Р и гранями К, многогранника К, что 

Pi = supp Ki 

Кроме того, ориентации у Р,- и Ki совпадают. 

Доказательство. Рассмотрим совокупность ориентированных плоскостей {е.;} 
={aff(P,-)}, ориентация которых унаследована от ориентации Р. Рассмотрим 
также веер Е, порожденный набором сферических многогранников А*. Пусть 
К — виртуальный многогранник, соответствующий (согласно теореме 3.2) 
этому вееру и плоскостям. Как легко видеть, его вершины совпадают с вер­
шинами Р. Комбинаторная структура К также совпадает со структурой Р, 
что завершает доказательство. • 

Определение. Виртуальный многогранник К называется изгибаемым, если 
существует такое непрерывное семейство виртуальных многогранников Kt , 
О <^ t <: I, K0 = К (которое называется изгибанием многогранника К) такое, 
что комбинаторная структура Kt совпадает с комбинаторной структурой К, и 
соответствующие грани равны с точностью до движения пространства. При 
этом семейство Kt не должно порождаться движениями пространства. 

Если виртуальный многогранник не изгибаем, то он называется жестким. 

Теорема 4.3. Если все клетки виртуального многогранника выпуклы, то он 
жесткий. 

Следствие. Хериссоны — жесткие. 

Доказательство теоремы. Пусть К — виртуальный многогранник. Предпо­
ложим, что он изгибаем, и Kt — его изгибание. Мы следуем схеме доказа­
тельства жесткости выпуклых многогранников [А]. Рассмотрим граф, обра­
зованный всеми ребрами веера Е многогранника К. Ниже мы припишем 
некоторым ребрам этого графа знак + или — таким образом, что окажемся 
в условии леммы Коши [А]. Отсюда будет следовать жесткость А". 

Пусть А — вершина виртуального многогранника К, а С(К,А) - вирту­
альный конус многогранника К при вершине А. Рассмотрим регуляризацию 
конуса С(К,А). Это выпуклый конус СН(К,А) с вершиной А ш с такими же 
нормалями граней, как и конус С(К,А). 

Каждое изгибание конуса CR(K,A) порождает изгибание С(К,А) и нао­
борот. Далее, если в течение изгибания некоторый двугранный угол конуса 
('{К, А) увеличивается, то соответствующий ему двугранный угол CR(K,A) 
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также увеличивается, и наоборот. Теперь ясно, что, приписав каждому ребру 
знак + или — в соответствии с увеличением или уменьшением соответству­
ющего двугранного угла, мы окажемся в условии леммы Коши. • 

4.4. Пример изгибаемого виртуального многогранника. Интересный пример 
изгибаемого виртуального многогранника может быть получен из второго 
изгибаемого октаэдра Брикара [RR]. 

Первоначально второй октаэдр Брикара — это гомеоморфный сфере сим-
плициальный комплекс в Ж3, построенный следующим образом. Зафиксиру­
ем декартову_систему координат Oxyz и рассмотрим окружность ,5' с центром 

ТГточке О лежащую в плоскости (х,у). Выберем 4 точки A,B,C,D £ S так, 
чтобы \АВ\ = \CD\ (рис. 6). 

Пусть Р — (0,0,1), Q = (0,0,-1). Совокупность треугольников 

В = {ААВР, ABDP, ADCP, AACP, AABQ, ABDQ, ADCQ, A ACQ} 

образует симплициальный комплекс, который называется вторым изгибае­
мым октаэдром Брикара. Комплекс В изгибаем, причем в процессе изгиба­
ния точки А, В, С и D не лежат в одной плоскости. 

На рис. 6 представлен виртуальный многогранник К с $(supp К) — \В\. 
Он изгибаем так же, как и В. Для удобства изображена только его верхняя 
часть; нижняя часть симметрична верхней. Разумеется, веер многогранника 
К имеет невыпуклые клетки. 

§5. Теорема Минковского и виртуальные многогранники 

Напомним формулировку теоремы Минковского. 

Теорема 5.1. 1. Пусть К — многогранник в Шп, пусть {£,•} — множество 
внешних нормалей его граней максимальной размерности и V, — (п— 1)-мерные 
объемы этих граней. Тогда 

£ V& = 0. 
i 

2. Пусть Y2i V& — 0 для некоторого набора векторов {&}, порождающих 
Шп, и некоторого набора положительных вещественных К;. Тогда существу­
ет единственный (с точностью до параллельного переноса) многогранник К 
такой, что £,: — нормали его граней, a Vi — объемы этих граней. 
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К 
Предложение 5.2. 1. Утверждение 1 теоремы 5.1 остается справедливым для 
виртуальных многогранников. 

2. Пусть набор векторов £,• и набор чисел Ц (возможно, некоторые из этих 
чисел отрицательны или равны нулю) таковы, что £],. Vi£,- = 0. В этом случае 
утверждение 2 теоремы 5.1. может быть неверным для виртуальных много­
гранников. Таким образом, утверждение о единственности не сохраняется. 

3. Вопрос существования виртуального многогранника, отвечающего данно­
му набору векторов и чисел, остается открытым. 
Доказательство. Действительно, утверждение 1 справедливо по линейности. 

Пример двух разных виртуальных многогранников в Ж3 с одним и тем 
же набором нормалей граней и одинаковыми площадями граней возника­
ет из примера 3.4. У виртуального тетраэдра есть пара выделенных ребер 
(это ребра, на которых значения функции равны 0). Их можно выбрать тре­
мя разными способами. При этом можно получить 3 разных виртуальных 
многогранника с одинаковыми направлениями нормалей и площадями гра­
ней. • 
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