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Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е УРАВНЕНИЯ 

Я Н В А Р Ь 1980 г., Т О М XVI , № I 

УДК 517.946 

А. И. КОЖАНОВ 

КРАЕВАЯ З А Д А Ч А Д Л Я О Д Н О Г О КЛАССА 
У Р А В Н Е Н И Й ТРЕТЬЕГО П О Р Я Д К А 

Пусть D — ограниченная область на плоскости (х, у) с достаточно 
гладкой границей Г. Рассмотрим в этой области оператор 

LU = ILQU-\-LIU, 

где 

1 = а{х, у) у) _ . + Y ( x , у), 

L 0 U = A ( X , у)ихх-\-С(ху у)иуу-\-а(х, y)ux+b(x> у)иу-\-с{х, у)и, 

Ь{и=А(х, у)ихх+С(ху у)иуу+а(х, у)их+5(х, у)иу+с(х, у)и. 

Коэффициенты операторов /, L 0 , L i д л я простоты предположим беско­
нечно дифференцируемыми в В (вообще говоря, достаточно конечной 
г л а д к о с т и ) , а т а к ж е предположим, что операторы L 0 , L A эллиптико-па-
раболические в Д т. е. д л я любых (х, у) из Д (gi, £ 2) из R2 выполняется 

А(х, у)\\+С(х, уЩ^О, А(х, у)1\+С{х, у ) | | > 0 . 

Всюду д а л е е п— (пх, пу) — вектор внутренней н о р м а л и к Г. Введем 
следующие обозначения : 

Oi={(x, г/)бГ : а(х, у)пх>0}, 

о2={(х, у)вТ : а{х, у)пх<0}, 

сго= {(х, г/)бГ : а{х, у)пх=0}, 

r>(L0) = {(x, у)ЪТ : А(х, y)nl+C(x, у)п\=0}, 

T°(L1) = {(x,y)eV:A(x,y)nl+C(x,y)n^y=0}, 

0 О 1 = = г о ( 1 о ) П « 7 ь a ° 2 = r o ( L o ) n a 2 , 0°о = r ° ( L 0 ) П<т0, 

of={(x, У)£°°г a(x> У)пх+Ь(х, y)ny<0}, 

o21={(*. У)б(7°2: a{x, y)nx+b{x, y)ny<0}, 

T\(L0) = {{x, y)eo°g:a(x, y)nx+b(x, y)n„—Ax(x, y)nx-Cy(x, y)ny^0}, 

r° 2 (L 0 ) = {(x, y)e&>0:a(x, y)nx+b(x, y)nv-Ax(x, y)nx-C,j{x, y)ny<0}, 

r o

3 ( L o ) = o r o \ a « , 

T\(Li) = {(x, у)вв°0:а(х, y)nx+B(x, y)ny-Ax(x> y)nx-Cy{x, y)ny^0}, 
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T°JL[) = {(xt y)£o°Q: a(xy y)nx+B(x, y)ny—Ax(xy у)пх—Су(х, у)пу<0}, 

а « = Г ° ( М П а 0 , Г» (U) = a 0 \ a ° 0 , 

Г ° = Г ° 2 (L 0 ) иГ°3 (Lo) Ur°2 (L i ) иг» ( L 4 ) , 

a 1 =аЛа° , о\ =a 2 \oi!. 

К р а е в а я з а д а ч а . Н а й т и решение уравнения 

Lu=f(xy у), (1) 
у д о в л е т в о р я ю щ е е условиям 

и|(лит 0 = 0, (2) 

а(х, ^ ) " x | a i U a i U a o i U a o i = 0. (3) 

З а м е т и м , что к р а е в а я з а д а ч а (1) — (3) совпадает с первой краевой 
задачей для эллиптико-параболических уравнений при а = 0 , у=1 
(в этом случае Г = с т 0 , условие (2) — о п р е д е л я е м ы е с помощью функции 
Г. Фикера [1] граничные д а н н ы е ) . Д а л е е в класс уравнений вида (1) 
входят гиперболические, гиперболо-параболические уравнения с не­
определенной характеристической формой [ 2 ] , причем к р а е в а я з а д а ч а 
(1) — (3) полностью совпадает с задачей , предложенной в [ 2 ] . Действи­
тельно, если уравнение с неопределенной характеристической формой 

Lu = K(x, t)utt—A(xy t)uxx-\-a(xy t)ux+b(x, t)ut+c(xy t)u = f(x, t) 

(A (x, t) 5>0 представлено в виде 

Lu= I - f y j (—Kut—^)+Auxx—aux—(b~kt--yK—b)ut~ 

— (c—8y)u=fy 

где 7 ^ 0 , 6 > - 0 — некоторые м а л ы е постоянные, то очевидно, что опе­
раторы 

Ьои = —Кщ—8и, 

LiU = Auxx—aux— (b—Ki—yK—6) щ—{с—ду) и 

удовлетворяют условию неотрицательности характеристической формы. 
Наконец , в класс уравнений (1) входят т а к н а з ы в а е м ы е «псевдопа­

раболические», «псевдогиперболические» уравнения , уравнения Аллера , 
альтернативные уравнения Кортевега де Ф р и з а (линейные) , изученные 
в работах [3—5] и других. Действительно , п р е д с т а в л я я уравнения 

Lu = un—K{x, t)uxx—K*(x, t)uxxt+a(x, t)ux+b(xy t)ut+o(x, t)u = f(x, t)9 

Lti = ut—K(x, t)uxx—K*{xy t)uxxt+a(x, t)ux+c(xy t)u=f(x, t) 
в виде 

д 

Lu = -—^ (ut—K*{xy t)uxx)—Liu = f(x, t), 

Lu= (u—K*{x, t)uxx)—Liit=f{x, t). 
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нетрудно заметить , что з а д а ч а (1) — (3) совпадает со смешанной зада­
чей, предложенной в у к а з а н н ы х работах . З а м е т и м т а к ж е , что в класс 
уравнений (1) входят уравнения составного типа вида 

L u = z ( ~ r l r + 7 ) L°u=f(x> у Ь 

где LQ — эллиптико-параболический оператор . 
К р а е в ы е задачи д л я уравнений составного типа изучались , напри­

мер, в [ 6 ] . 
П р е д п о л о ж и м , что область D, функции а, у таковы, что к р а е в а я 

з а д а ч а 
— [ а ( х , У)ц]х+у{х, j / ) < p = l , (4) 

Ф I СТ2 = 0 (5) 

имеет достаточно гладкое решение (условия разрешимости и гладкости 
м о ж н о найти в [7, 8 ] ) . Н и ж е под ф(х, у) подразумевается решение за ­
дачи (4 ) , (5 ) . 

Введем следующие обозначения : 

Р(*> У)=— { (аахА)х+ {аауС)у— (а2а)х— у - ( а 2 Ь ) у + 

+ а2ах-\-ауа+а{а—аф) ^- [а (А—фЛ)]х+ 

+ ^ ( * 2 С У ) У - Y (осуА)х-А-Ау } , 

Q(x> У) = — ~2 {oc2bx+ayb + a(B—ф) — [а(С+аСх—q>C)]y—(ayC)y}9 

г(х, У)=-{ [а(С+аСх-уС)]х+-- (ауС)х-С-уС} , 

т{х9 # ) = — у (ale)х— ~ [а(с—сц>) \ х+ ~ Ахх+ у Суу— 

- у ах— у by+c+ у ( Л Ф ) Х Х + - у ( С Ф ) ? / ? У - у (Оф)х— у - (бф) у +&р. 

Л е м м а 1. Пусть выполнены условия: 
1) a 2 c z r o ( L i ) ; 
2) для всех (*, y )6D , (gi, & ) б / ? 2 

V(*» У) У) ^ — ^ о < 0 , т ( х , т 0 < 0 ; 

3) пу = 0 при (х, y )Ga 2 ; 
4 ) [ a ( / c + c ) + a — Л х ] п х ^ 0 я р а (я, у ) б а 2 ; 
5) a2(anx+bnY)^0 при (х, у) 6 Г* (L 0)иГ° (L i ) . 
Тогда д л я гладких решений задачи (1) — (3) справедливо нера­

венство 

J {а2Аи2

хх + а2Си2

ху+ри2

х+2дихиу+2и^+ J fMxdy. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Умножим уравнение (1) на а(ху у)их-{-
+ Ф ( х , у) и, где ф(х, у)—решение задачи (4 ) , ( 5 ) , и проинтегрируем 
по области D. Получим равенство 

j ( — а2Аи2

хх — a2Cu2

xt )dxdy— J (pu2

x+2quxuy-)r2u2

j)dxdy-\-
D D ' 

+ J a2cu2

xdxdy-\- J mu2dxdy ~ j* a 2w 2 (anx-\-bny)dsJ

r 

D D 2 г 

откуда и следует утверждение леммы. 
Т е о р е м а 1. Если выполнены условия леммы \, то регулярное, 

т. е. имеющее все производные, входящие в уравнение, решение задачи 
(1)—(3) единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы очевидно. Обозначим через Ьг опе­
ратор 

Uu= ( а(х9 у) —^- +у(ху У) ) (sAu+L0u)+LiU 

и рассмотрим д л я него з а д а ч у : найти решение уравнения 

LzU=f(x, у) в D, (6) 
удовлетворяющее условиям 

tt|aiu<j0 = 0 , а(х, y)ux\Ol{jO2 = 0. (7) 

Пусть C L g — класс т р и ж д ы непрерывно дифференцируемых в D функ­
ций, удовлетворяющих условиям (7 ) . Д а л е е обозначим 

Pi(*> У)= — [ (otax)х+(aoty)у— у ( a v ) a + y (ац)х ] + 1 , 

4i (*> У) = - у [ ~ ( a v ) ?у+ (схф) v ] , 

Г 1 ( х , у) = - [ у ( a v ) x - у (оир)х ] + 1 . 
о 

Через Wf, обозначаются пространства Соболева с соответствую­
щей нормой II-IIK- Через Н обозначим з а м ы к а н и е гладких функций, удо­
влетворяющих условиям (2) — (3) , по норме 

D 

Л е м м а 2. Пусть выполнены условия леммы 1 и условия 

Pl(х, у)l\ +2qi(*, у)&b+ri(x,y)%^k(l\ + g | ) , k>О, 
для всех (х, у)£П, ( £ 4 , £ 2 ) б # 2 . Тогда для функций из Сь& справедли­
вы неравенства 
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- (Leu, а и я + ф и ) о ^ * 1 [ е j {tfu^ + aW^+ul+utydxcly+M): 1, (8) 

\\L&u\\-i^k2e\\aux-\-^u\\u (9) 

I M 2

0 ^ s [ e j {a^+a^+ul+ulJdxdy+WuW^ ] , (10) 
D 

где & i > 0 . 
Эта л е м м а д о к а з ы в а е т с я т а к ж е , к а к и лемма 1. Н е р а в е н с т в а (9) 

и (10) получаются из (8) на основании неравенств Ш в а р ц а и Юнга . 
Пусть L* — оператор, формально сопряженный с L 8 . Ч е р е з CL* обо­

значим класс т р и ж д ы непрерывно дифференцируемых в D функций, 
удовлетворяющих сопряженным краевым условиям, построенным по 
оператору L* и условиям (6 ) . Д а л е е предположим, что либо сс = 0, 

Y ^ Y o X ) , либо функции а(х, у), у(х, у) таковы, что к р а е в а я з а д а ч а 

awx+q>w = g, (11) 

w\G[ = 0 (12) 

имеет достаточно гладкое решение для любой функции g(x, у) из CL* 
( з д е с ь ф ( х , у)—решение з а д а ч и (4), (5)). 

Обозначим через В оператор, с тавящий в соответствие функции w 
решение краевой з а д а ч и (11) , (12) , через P*v — о п е р а т о р ' P*v = 
= ~B-I*L*v. 

Е 

Л е м м а 3. Пусть выполнены условия леммы 2. Тогда для любой 
функции v(x, у) из Сь* справедливо неравенство 

\\P\v\U^k% J (aWx+aWy+ul+ul)dxdy, k>0. 
D 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть v£CLp w — решение краевой з а д а ч и 
Bw = v, w\Ol = 0. 

Очевидно, что КУ6СЬ8. Отсюда 

(P*&v, BW)Q = — (L*&V, W)O = — (V9 Lsw)0=—(awx+q>w, LBw)o^ 

^ k [ e j { а 2 ( ш 2 я + ^ ) + 0 У 2 я + Ш 2 ^ ^ + | | и | | ^ J . 
D 

П р и м е н я я неравенство Ш в а р ц а , получим требуемое неравенство . 
О п р е д е л е н и е . Функцию и(х, у) назовем с л а б ы м решением за­

дачи (6 ) , (7 ) , если и(х, y)£L2{D) и д л я всех v(x, у) из C L j ( е ^ О ) 
имеет место тождество 

(и, I * t > ) 0 = ( f , v)Q. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия леммы 2 и все перечислен­
ные выше условия. Тогда для любой функции f из L2{D) существует 
слабое решение задачи (6), (7) при г>0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу л е м м ы 3 существует функция ty(x, у) 
из W1 т а к а я , что 

(/, о ) о = ( * . Р * и ) 0 . 
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Тогда функция и = В~^ будет искомым слабым решением з а д а ч и (6 ) , 
(7 ) . 

С л е д с т в и е 1. Для слабого решения задачи (6), (7) выполняет­
ся неравенство 

i) 

где постоянная М не зависит от и и г. 
Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для лю­

бой функции f из Lz(D) существует слабое решение задачи (1)—(3). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и&(х9 у)—решение задачи (6 ) , (7) 

при 8 > 0 . И з оценок (8) — (10) следует, что из семейства функций 
{иЕ(х9 у)} можно выбрать подпоследовательность , слабо сходящуюся 
в L 2 ( D ) , причем д л я предельной функции будет выполняться равен­
ство 

(и9 L * i > ) o = (/, v)0 

д л я любой функции V И З C L * . 
С л е д с т в и е 2. Слабое решение задачи (1) — (3) принадлежит 

пространству Н. 

С л е д с т в и е 3. Если выполнены условия теоремы 3 и условие 

И А У)+аЦх9 у)с{х9 y)]l\+2q(x9 у)Ыг+г{х9 уЩ^к^+Щ), 
где £ > 0 , (х9 y)£D9 (gi, g 2 )6/? 2 , то слабое решение задачи (1)—(3) 
принадлежит пространству H{]W^ (D). 

Р а с с м о т р и м две конкретные реализации уравнения (1 ) . Пусть D — 
прямоугольник {(х9 t) : 0 < х < 1 , 0 < / < Г < + ° °} - В области D рас­
смотрим уравнение 

Lu = K{x9 t)utt—A(x9 t)uxx—Ki{x9 t)uxxt+a(x9 t)ux+ 

+b(x9 t)ut+c(x9 t)u=f9 (13) 

где Ki(x9 t) ^ 0 , A(x9 t) ^ 0 . П р е д п о л о ж и м , что выполнено условие 

А(х9 t)—Ktt{x9 t)^0. 

Тогда уравнение (13) представляется в виде (1) с операторами 

/= L0u=Ki(x9 t)uxx—K{x9 t)ut—8u ( 6 > 0 ) , 

L1u=[A(x9 t)—Kit(x9 t)]uxx—a(x9 t)ux—[b(x9 t) — 

—Kt{x9 t)—8]ut—c(x9 t)u. 

Если выполнены все условия теоремы 2, то з а д а ч а (13) , (2 ) , (3) имеет 
слабое решение д л я любой функции f(x9 t) из L2(D) и д л я него выпол­
няется неравенство \\и\\н^М9 где постоянная М не зависит от и. 

Регулярность ж е слабого решения (т. е., в частности, существова­
ние всех производных, входящих в уравнение (13) , и их суммируемость 
с некоторыми весами) показывается так ж е , к а к в [ 2 ] ; при этом су­
щественную роль играют условия однородности «входа» и «выхода» : 
либо К(х9 0 ) < 0, К(х9 Г Х О , либо К(х9 0 ) ^ 0 , К{х9 Г) > 0 , либо 
К(х, 0 ) > 0 , К(х9 Т)^.0. Условия на коэффициенты уравнения и пра­
вую часть уравнения легко выписываются . 

Рассмотрим теперь в области D уравнение 

Lu = —K{x9 t)uttt+Ki(x9 t)utt—A(x9 t)uxx+a{x9 t)ux+ 
+b(x9 t)ut+c(x9 t)u = f9 (14) 



92 А. И. КОЖАНОВ 

где К(х9 / ) ^ 0 , А(х9 t)^0. Уравнения вида (14) исследовались 
Ю. А. Д у б и н с к и м [ 9 ] , где д л я них изучалась з а д а ч а , несколько отлич­
ная от предложенной в данной работе . 

П р е д п о л о ж и м , что выполнено одно из условий 

Ki(x,t)+Kt(x,t)^0, Ki(x,T)+Kt(x,T)=Q (15) 
или 

Kt(x, / ) ^ 0 , Kt{x, Г ) = 0 . (16) 

Тогда уравнение (14) представляется в виде (1) следующим о б р а з о м : 

либо / = L0u = K(x9 t)utt—8u ( 6 > 0 ) , 

LIU = — {[KI(X9 t)+Kt(x, t)]utt—A(x9 t)uxx+a(x9 t)ux-\-

+ [b(x9 t)—6]ut+c(x9t)u}9 

д 
либо / = - ^ 7 - , L0u = K{x9 t)uu—Ki(x9 t)ut—&u ( 6 > 0 ) , 

LiU = —Kt(x9 t)utt+A (x, t)uxx—a(x, t)ux—[b(x9 t) — 

—Kit(x9 t)—8]ut—c(x, t)u. 

В соответствии с условиями (15) и (16) меняется постановка з а д а ч и 
д л я уравнения (14) . Регулярность слабых решений з а д а ч (2 ) , (3) д л я 
уравнения (14) можно д о к а з а т ь так ж е , как и д л я уравнения (13) 
(можно т а к ж е д о к а з а т ь с помощью метода Галеркина регулярность 
решений уравнения LQu=f9 а затем получить хорошие априорные 
оценки) . 

В заключение заметим, что случай общего уравнения третьего по­
р я д к а вида 

т 

Lu== ^ ( ak(x) \-у(х) ) LQu+LiU=f(x), 

где x£DczRm

9 L 0 , Li — эллиптико-параболические операторы, рассмат ­
ривается аналогично. 
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