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Выступая в 1900 г. на II Международном конгрессе 
математиков, Давид Гильберт включил в число 23 нере­
шенных математических проблем, исследование которых 
могло, по его мнению, значительно стимулировать даль­
нейшее развитие науки, задачу о разрешимости диофан-
товых уравнений. Она была сформулирована в его до­
кладе [1] следующим образом: 

10. Задача о разрешимости диофантова уравнения 
Пусть задано диофантово уравнение с произвольными 

неизвестными и целыми рациональными числовыми коэф­
фициентами. Указать способ, при помощи которого воз­
можно после конечного числа операций установить, раз­
решимо ли это уравнение в целых рациональных числах. 

w Многочисленные попытки найти требуемый в проблеме 
способ не приводили к успеху. Более того, не удавалось 
найти способа, позволяющего распознавать наличие ре­
шений для диофантовых уравнений даже из некоторых 
довольно узких классов уравнений. 

Безуспешность попыток найти требуемый способ есте­
ственно наводит на мысль о том, что такого способа не 
существует. Возможность сформулировать эту гипотезу 
в виде строгого математического утверждения появилась 
в З С И с годах п о с л е т о г о , к а к б ы л о в ы р а б о т а н о точное 
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понятие алгорифма. Тогда же были найдены и первые 
примеры алгорифмически неразрешимых проблем. 

Первые исследования, имеющие своей целью установ­
ление алгорифмической неразрешимости 10-й проблемы 
Гильберта, появились в начале 50-х годов. Крупнейшим 
достижением в этой области является теорема Мартина 
Дейвиса, Хилэри Патнама и Джулии Робинсон о том, что 
проблема распознавания наличия решений у так называе­
мых показательно-диофантовых уравнений является ал­
горифмически неразрешимой. 

Исследовались различные подходы к установлению 
алгорифмической неразрешимости 10-й проблемы Гиль­
берта. Многие работы связаны с попытками доказать сле­
дующее утверждение: каждый перечислимый *) предикат 
Я (а 1 ? . . ., ап) является диофантовым, т. е. представим 
в виде 3 ^ . . . zk [R(ax, .. ., ап, zx,.. ., zk) = 0] , где R — 
некоторый полином (все рассматриваемые нами полиномы 
имеют лишь целочисленные коэффициенты). Так как 
существуют перечислимые, но неразрешимые предикаты 
(это является одним из классических результатов теории 
алгорифмов), то из справедливости этого утверждения 
непосредственно следует, что 10-я проблема Гильберта 
является алгорифмически неразрешимой. 

Гипотезу о диофантовости перечислимых предикатов 
впервые высказал, по-видимому, Мартин Дейвис. В рабо­
те [2] он вынужден оставить открытым вопрос о справед­
ливости этой гипотезы, однако там получен один род­
ственный результат. А именно, в [2] показано, что каждый 
перечислимый предикат Л (%, . . ., ап) представим в виде 

3.xYy zk [R(a±,.. ., ап, х, у, zv .. ,,zk) = 0 ] , 

где R — полином. 
Используя это представление, Мартин Дейвис, Хи­

лэри Патнам и Джулия Робинсон доказали в [3], что каж­
дый- перечислимый предикат Л (%, . . ., ап) представим 
в виде 

3%. . . zk [Р К , . . . , ап, z±, . . .,zk) == Q (ах,. . ., a n, zx,.. ., zk)}, 

* ) Приведем одно из возможных определений понятия «пере­
числимый предикат»: предикат М (аг, ап) называется перечисли­
мым, если можно указать некоторый алгорифм, который, будучи 
применен к произвольной п-ке чисел, окончит работу в том и только 
в том случае, когда предикат 01 истинен на щщ rtW^ 
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где Р и Q — некоторые функции, построенные при помо­
щи суперпозиции сложения, умножения, возведения 
в степень и конкретных натуральных чисел. 

Этот результат открывает один из многих возможных 
подходов к доказательству гипотезы Дейвиса. А именно, 
согласно этому результату для доказательства диофанто-
вости произвольного перечислимого предиката достаточно 
установить диофантовость трехместного отношения, за­
даваемого формулой 

Вопрос о том, является ли это отношение диофанто-
вым, исследовала Джулия Робинсон в работе [4]. Она 
нашла ряд достаточных условий. В частности, в [4] полу­
чен следующий результат: отношение (1) является дио­
фантовым, если существует диофантово отношение 
3) (и, v), обладающее следующими свойствами: 

Про отношение 3) (и, v), обладающее свойствами (2) 
и (3), говорят, что оно имеет экспоненциальный рост, • 

Вопрос о существовании диофантова отношения, 
имеющего экспоненциальный рост, оказался трудным.! 
Ни одно из многочисленных двупараметрических семейств 
диофантовых уравнений, уже изученных в теории чисел 
(см., например, [5]), не дает непосредственной возможности 
указать такое отношение. Тем не менее, диофантовы отно­
шения, имеющие экспоненциальный рост, существуют. 
Построение примера такого отношения и является основ­
ным техническим результатом диссертации. Этот пример 
завершает доказательство того, что справедлива 

ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА. Каждый перечислимый пре­
дикат является диофантовым. 

Нетрудно показать, что справедливо обратное утвер­
ждение: каждый диофантов предикат является перечис­
лимым. Таким образом, свойство «быть перечислимым 
предикатом», имеющее алгорифмический характер, экви­
валентно свойству «быть диофантовым предикатом», имею­
щему арифметический характер. 

Из основной теоремы (и теоремы о существовании пере-
| щ с л э д о д £ , до церазрешщщх предикатов) следует, что 

(1) 

Yuv [30 (и, v)=4>v<^ и11], 

VkRuv [3) {и, v)&uk<v]. 

(2) 

(3) 
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10-я проблема Гильберта является алгорифмически нераз­
решимой. Более того, если использовать еще один резуль­
тат Хилари Патнама из [6], то можно для некоторого кон­
кретного полинома Т (zx, . . ., zk) показать, что невозмо­
жен алгорифм, позволяющий узнавать по произвольному 
натуральному значению параметра а, разрешимо ли в 
целых (или натуральных) числах уравнение Т (%, . . . 
. . z k ) = а. 

Диссертация состоит из введения и четырех парагра­
фов. В первом параграфе дан краткий обзор результатов, 
полученных Мартином Дейвисом, Хилэри Патнамом и 
Джулией Робинсон, а также приведены некоторые след­
ствия основной теоремы. Приведем здесь лишь одно из 
них: каждый перечислимый предикат Л (%, . . ., ап) пред­
ставим в виде 3% . . . zk [Q (z±, . . ., zh) = Dn (аг, . . an)]f 

где Q и Dn — некоторые полиномы, причем полином Dn 

зависит лишь от числа аргументов предиката Я и D1{x)=x. 
Второй параграф является центральным в диссерта­

ции. В нем приведен пример диофантова отношения, 
имеющего экспоненциальный рост. Этот пример строится 
на основе изучения свойств известной последовательности 
чисел Фибоначчи 0 , 1 , 1 , 2 , 3 , 5 , 8, 13, 21,34, 55, 89,144, 
задаваемой рекуррентным соотношением ф 0 = 0, ф х = 1, 
фь+i = Ф & + Ф & - 1 « Приведем одну из ключевых лемм и 
основную теорему второго параграфа. 

ЛЕММА 10. Каковы бы ни были числа su q, если ф§ | ф а , 
то ф 3 | q. 

ТЕОРЕМА 1. Каковы бы ни были натуральные числа и 
и v, для того чтобы 

необходимо и достаточно, чтобы существовали натураль­
ные числа I, g, h, т, х, у, z такие, что 

Как показали впоследствии Н. К. Косовский [7] и 
М. Дейвис [8], основываясь на идеях, позволивших дать 
диофантово д р е д е т & в д о ш ш дщ%дтщщя (4), мсщцо у к < ш т & 

v = ф 2 . (4) 

и<^1, 
P - l z -
l21 g, 
l\ т — 2, 

g2 — gh — h2 = 1, 

x2 — mxy + У2 = 17 

2h + g \ m — 3, 
2h + g \ x — v. I I x — u, 
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Диофантово представление Отношений 
v = au&w = (Ju, (5) 

где <a u , р и> — и-е (в порядке возрастания) решение 
уравнения Пелля а 2—(а 2 — 1)|32 = 1. Диофантово представ­
ление отношения (5) указал также Г. В. Чудновскийв [9]. 

В третьем параграфе указано диофантово представле­
ние отношения (1). Это представление является более 
простым, чем получающееся в результате непосредствен­
ного применения метода Джулии Робинсон [4] к построен­
ному во втором параграфе примеру диофантова отноше­
ния, имеющего экспоненциальный рост (ср. с [10]). 

Кроме того, в третьем параграфе указан метод, позво­
ляющий находить (минуя основную теорему) диофантовы 
представления для широкого класса последовательно­
стей натуральных чисел, задаваемых линейными рекур­
рентными соотношениями. 

Так как предикат «а — простое число» является пере­
числимым, то, согласно указанному выше следствию 
основной теоремы, можно указать такой полином Q, 
множество всех положительных значений которого есть 
в точности множество всех простых чисел. Конкретный 
пример такого полинома 21 степени от 21 переменной 
построен в четвертом параграфе. 

Основное содержание диссертации отражено в рабо­
те [11]. Введение и первые три параграфа совпадают с ра­
ботой [12], предложенная в четвертом параграфе кон­
струкция полинома, представляющего множество простых 
чисел, является модификацией конструкции, изложенной 
в [13]. Результаты диссертации были доложены в январе 
1970 г. на Ленинградском семинаре по конструктивной 
математике, в июне 1970 г.— на II Скандинавском симпо­
зиуме по логике (см. [14]), в сентябре 1970 г.— на Между­
народном конгрессе математиков в Ницце (см. [15]), 
в октябре 1970 г.— на Всесоюзной конференции «Иссле­
дования по теории чисел», в августе 1971 г.— на IV Меж­
дународном конгрессе по логике, методологии и фило­
софии науки. 
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