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БЕСКОНЕЧНЫЕ АНТАГОНИСТИЧЕСКИЕ ИГРЫ 

Е. Б. Яновская 

Предметом теории игр является изучение конфликтных 
ситуаций. Самым простым, случаем конфликта является ан­
тагонистичность, понимаемая в теории игр как ситуация, в 
которой имеются два участника с прямо противоположными 
интересами. Связь теоретико-игрового понятия антагонистич­
ности с философским и их различие обсуждается в статье 
Н. Н. Воробьева [8]. 

Настоящая статья содержит обзор работ, касающихся 
бесконечных антагонистических игр в нормальной форме, 
т. е. антагонистических игр с бесконечными множествами 
•стратегий игроков, в которых стратегии игроков являются 
элементами некоторых абстрактных множеств. B статье не 
рассматриваются динамические и дифференциальные игры, 
за исключением некоторых игр с выбором момента времени, 
по своему содержанию непосредственно связанных с матери­
алом § 6. Формально антагонистическая игра в нормальной 
форме определяется как тройка 

Г - (А, В, К), 
где А, В —произвольные множества, являющиеся соответст­
венно множествами стратегий игроков I и И, К—вещест­
венная функция, заданная на множестве AX-5 всех ситуа­
ций, называемая функцией выигрыша или ядром игры. 

Существование оптимальных (е-оптимальных) стратегий у 
игроков в антагонистической игре равносильно выполнению 
•следующих равенств: 

max inf K(a, 6) = min sup K{a> b)~v, (l) 
aQA^bfiB .bQB aQA 

(sup inf К (a, &) = inf sup К {a, b) = v). (2) 
agA ftg-B bQBaQA 

Величина v называется значением*) игры. 
") В некоторой литературе на русском языке значение игры называет­

ся также ценой игры (перевод английского термина value). С целью уни­
фикации терминологии в Реферативном журнале «Математика» принят 
термин значение игры. 
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Однако равенства (1) и (2) уже в самых простых случаях 
имеют место далеко не всегда. Доказательство их справед­
ливости требует наложения на множества стратегий А, В 
и функцию К достаточно сильных алгебраических (типа вог­
нутости по а и выпуклости по Ъ) и топологических (мно­
жества А и В ЯВЛЯЮТСЯ топологическими пространствами, 
функция К обладает свойствами типа непрерывности 
условий. 

Поэтому естественно расширить множества стратегий иг­
роков таким образом, чтобы функция выигрыша, определен­
ная уже на новом, расширенном множестве ситуаций, удов­
летворила нужным условиям. Такие множества стратегий. 
должны быть выпуклыми и содержать обычные стратегии. 

Пусть %—некоторая с-алгебра подмножеств множества А,. 
содержащая все одноэлементные подмножества, 33 — а-алгеб-
ра подмножеств множества В, и функция К ограничена и из>-
мерима относительно --алгебры 6, порожденной множествами 
вида MX-V, --M69J, N693. Смешанной стратегией игрока I (II) 
называется вероятностная мера, определенная на к (55). Ес­
ли F— смешанная стратегия игрока I, G —смешанная страте­
гия игрока П, то функция выигрыша К(F, G) в условиях) 
смешанной ситуации (F, О) определяется как интеграл 

K(F, (?)-= J К (a, b)F(da)Q{db). 
АхВ 

В случае, если множество чистых стратегий игрока бес­
конечно (И более чем счетно), то в выборе множества его. 
смешанных стратегий имеется некоторый произвол, зависящий 
от выбора о-алгебры подмножеств множества чистых стра­
тегий игрока, на которой определяется вероятностная мера. 
Изучение различных рандомизаций множеств чистых страте­
гий имеется в работах Вальда [7] и Бирлейна [74]. Например, 
в качестве % (Щ можно рассматривать o-алгебру всех под­
множеств множества А (В), а смешанную стратегию игрока 
I (II) определить как вероятностную меру, состоящую из. 
конечных смесей на A (В). Однако далеко не всегда такое 
определение смешанных стратегий оказывается удовлетво­
рительным и, как будет далее показано, для установления 
существования значения игры требуется рассмотрение более-
богатого множества смешанных стратегий. Очевидно) мно­
жества смешанных стратегий выпуклы, и, если обычные стра­
тегии, называемые чистыми, рассматривать как соответствую­
щие вырожденные меры, содержат множества чистых стра­
тегий игроков. Функция выигрыша в условиях смешанных 
стратегий оказывается линейной по каждой из переменных. 

Смешанным расширением игры Г называется игра 
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Г»---<В,Н- )Л-(6,ч)е е В 1-ч ен>. 
где Е, Н —множества смешанных стратегий игроков l и II, 

-К(5,'")•)---• \K{a,b)i{da)>q{db). 
АХВ 

Если для смешанного расширения Г* справедливо равенство 
(1) или (2), то общая величина их частей также называется 
значением игры Г, а оптимальные (е-оптимальные) страте­
гии игроков в Г* называются оптимальными смешанными 
стратегиями игроков в игре Г. Легко показать, что оптималь­
ные чистые стратегии игроков (если они существуют) явля­
ются и оптимальными смешанными стратегиями игроков. 

Если множества чистых стратегий обоих игроков конечны 
( т стратегий y игрока 1, п стратегий у игрока II), то множе­

ства смешанных стратегий являются соответственно симплек­
сами Sm и Sn. Из теории матричных игр известно, что для 
любой mXn матрицы А 

max min XAY7'= min max XAYT, (3) 

Равенство (З) означает, что в матричной игре каждый игрок 
имеет оптимальные смешанные стратегии. Однако для 
•бесконечных антагонистических игр оптимальные (и даже 
•е-оптимальные) стратегии существуют далеко не всегда. 

Теоремы, устанавливающие справедливость равенств 
(1) или (2) для исходной игры или ее смешанного расшире­
ния, называются теоремами существования (или теоремами 
•о минимаксе). Доказательство теорем существования, т. е. 
выяснение классов игр, для которых существует (или не су­
ществует) значение игры, является одной из основных за­
дач теории бесконечных антагонистических игр. 

Пара оптимальных стратегий каждого из игроков в ан­
тагонистической игре (или совокупность е-оптимальных стра­
тегий для каждого из игроков), а также процесс их нахожде­
ния называется решением игры. 

Следующими проблемами теории антагонистических игр 
являются вопрос о единственности решения игры (если оно 
существует), а также нахождение решений и выяснение их 
•свойств для некоторых классов игр. 

Эти основные вопросы и будут рассматриваться в статье. 
В обзор включены основные работы по теории бесконечных 
•антагонистических игр, прореферированные в РЖМат в 
1953—1971 гг., а также написанные в предыдущие годы. 

Весьма полная классификация бесконечных антагонисти­
ческих игр и обзор методов решения отдельных классов игр 
имеется в монографии Карлина [32]. Поэтому при обсужде-

лши в статье отдельных классов конкретных игр будут вое-
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новном излагаться более поздние результаты, не вошедшие 
в упомянутую монографию. Обзоры теории бесконечных ан­
тагонистических игр имеются в статьях Н. H. Воробьева [9]v 
Джиллиса и Хейбрехтс [91]. 

§ 1. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

В этом параграфе будут рассматриваться теоремы су­
ществования для игр 

Г---- <X, Y, К), 
где К, У— линейные топологические пространства. 

Фон Нейманом . [100] была получена первая теорема су­
ществования для бесконечных антагонистических игр: 
Если X, Y —компактные подмножества евклидовых прост­
ранств, определенная на XXY функция К(х, у) непрерыв­
на по обеим переменным, вогнута по х для каждого у€К,. 
выпукла по у для каждого хбХ, то 

maxmm/C(x> y) = mmmax/C(x, у). (1.1} 
л-gX y£Y y£Y х£Х 

В дальнейшем справедливость равенства (1.1) доказы­
валась многими авторами, ослаблявшими в различных на­
правлениях условия теоремы фон Неймана. 

Функция Л~(х, у) называется квазивогнутой по .х, если 
из равенств 

K(xv у)>Л, /С(х2- У)>х 

следует 
/<"(ax-+ (1 — a)x2, y)>X для всех 0 < а < 1 . • 

Аналогично, функция К (х, у) называется квазивыпуклой 
по у, если из неравенств , 

К(х, yOo , K(x, у2)<+ 
следует 

К(х, f-y- + (l--p)y2)<p. Для всех 0 < р < 1 . 
Никайдо [103, 104] доказал следующую теорему: 

Теорема 1.1. Если X, Y— выпуклые компактные мно­
жества в линейных топологических пространствах, функция 
К(х, у), определенная на XXY, непрерывна по каждой 
из переменных, квазивогнута по x, квазивыпукла по у, то 

maxmin/C(x> у)-—minmaxK"(x, у). 
xQX yQY yQY xgX 

В работе [ЮЗ] при доказательстве применяется теорема 
Брауэра о неподвижной точке; в [104] Никайдо использовал 
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метод, аналогичный методу Брауна—-Неймана решения мат­
ричных игр. 

Следствием этой теоремы является обобщение теоремы 
Билля [114]. Пусть / (x, y)--непрерывная функция, опреде­
ленная на произведении бикомпактных хаусдорфовых прост­
ранств GXH. 

Пусть далее Р и Q —множества вероятностных мер, 
определенных соответственно на борелевских подмножест­
вах G и Н. Тогда 

maxmin\ \/(л:, у) dtd'q = mmmax\ \ / ( x , у) d\dt\ щр ngg Ъ$ nQQ sgp Ъ£ 

(Билль доказал эту теорему лишь для случая G — H — 
= [0, 1]). 

В случае вогнуто-выпуклых функций /С(х, у) Кнезер 
[99], Фань Цзи [56], Берж [70], Хершфелд [94] доказали 
теорему существования при более слабых топологических 
условиях, налагаемых на функцию К(х, у), требуя полу­
непрерывности сверху по х и полунепрерывности снизу по у.. 

В доказательствах .применяется теорема об отделимости 
выпуклых множеств. 

Сайон [50] объединил эти результаты и доказал теорему 
существования для функции, которая является квазивогнутой. 
и полунепрерывной сверху по х, а также квазивылуклой и по­
лунепрерывной снизу по у. Доказательство Сайоиа использует 
теорему Хелли и 'следующее СВОЙСТВО выпуклых множеств: 

Лемма 1.1. Пусть G-, С2, . . . , Ст —выпуклые компакт­
ные множества в Rn. Если для любого i (t = l ,2, ...,m) 

и, кроме того, 
, 0 Q = 0 . 

т • . ' 

то множество U Ct не является выпуклым. 
Доказательство ЭТОЙ леммы использует лемму Шпернера из 
комбинаторной топологии. Берж ]71] получил доказательство 
теоремы Сайона, применяя только общую топологию. Далее, 
Гуйла-Ури [90] доказал лемму 1.1, используя ЛИШЬ простые 
комбинаторные свойства выпуклых множеств. 

В отличие от приведенных теорема существования 
У Вень-цзюня [55] требует от функции К (х, у) выполнения 
условий чисто топологического характера. Пусть К —компакт­
ное сепарабельное пространство, а пространство X линейно 
связно. Отображение К: XX У->Я называется сильно связным 
в X, если 
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1) для любых_a, bGX существует такое непрерывное ото­
бражение h : [а, 6]->Х,что h(a)~a,'h(b) = b, и для произ­
вольных убГ и №R множество h~lK~l (z>ty, где Ку(х) = 
= К(х, у), является связным или пустым. 

2) Для любого конечного числа точек xv .. .,X/fiX и про­
извольного Х6/? множество ЛГг1(г< А)П. ..ПАГт1 (.г<X) связно 
или пусто. 

Теорема 1.2. Если отображение К: XxY->R сильно 
СВЯЗНО в X, а функция К (х, у) непрерывна по каждой из пе­
ременных, то 

inf supKfx, y)==sup inf K(x, у). 
yQY xQX x£XyQY 

Если функция К(х, у) квазивогнута по х и квазивыпукла 
по у, то отображение К:XXY->R оказывается сильно связ­
ным в X. Таким образом, в предположении сепарабельности 
пространства Y теорема У Вень-цзюня охватывает теорему 
Никайдо. 

Дальнейшее ослабление топологических условий, налагае­
мых на функцию выигрыша, было произведено Пеком и Дал-
миджем [46]. Основной полученный ими результат содержит­
ся в следующей теореме: 

Если X, Y—выпуклые подмножества линейных прост­
ранств, X компактно в такой топологии, в которой вогнуто-
выпуклая функция К(х, у) полунепрерывна сверху по х для 
любого убК, то 

sup inf К (х, у) = inf sup/f (x,. у). 
х£Ху£У y£YxQX 

Из этой теоремы вытекает следствие о существовании 
значения игры в смешанных стратегиях. 

Если X— бикомпактное хаусдорфово пространство. Г —лю­
бое множество, К(х, у) непрерывна по х при любом у, то 

sup inf AT (g, У}) = inf sup К (S, т.), 
I ii -i i . 

где !• пробегает семейство вероятностных мер, определенных 
на борелевских подмножествах пространства X, ч\ пробегает 
все конечные смеси -^Зъ-У*.' З ^ * - Ь Ъ>®' Уи^У, а 

k k 

/<(1,у}) = ^Ъ^К(х,ук)с1Цх). 
ft X 

Карлин [97, 98] разработал теорию бесконечных антагонисти­
ческих игр, стратегиями игроков в которых являются сече­
ния замкнутых конусов в банаховых пространствах. Пусть 
R, S — банаховы пространства, R*, S* — сопряженные им, 
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KcR, LcS—замкнутые конусы, обладающие внутренними 
точками и, v соответственно, QcK*, PcL* — также замкну­
тые конусы, Pv={feP\(v, /) = 1}, Qa = {geQ\(u, £r) = l}. А, В-
ограниченные линейные операторы из S* в R. Рассматривает­
ся игра . 

Г = <-°0> Qu, К), 
где 

^ ( / , ^ ) = | ^ F , /ep„,£eQ u , 

и для нее доказывается теорема существования. В частности, 
выбирая подходящим образом пространства стратегий и опе­
раторы А, В, можно получить некоторые теоремы существо­
вания для игр на единичном квадрате. 

Существование ситуаций равновесия (g-равновесия) для 
игр, разыгрываемых на произведении .выпуклых подмножеств 
евклидовых пространств ic вогнуто-выпуклыми полунепрерыв­
ными, соответственно сверху и снизу, функциями выигрыша, 
исследовалось В. Н. Лебедевым и Н. Т. Тынянским [-37, 38, 
54] •сведением к двойственным задачам выпуклого програм­
мирования. Аналогичные вопросы рассматривались Кансадо 
[77] и Форго [87]. Определение ситуаций равновесия для вог­
нуто-выпуклых игр и сопряженных им сводится к решению 
двойственных задач математического программирования. 

Карлия [33] предложил в качестве дальнейшего расшире­
ния множеств стратегий рассматривать в. качестве смешан­
ных стратегий неотрицательные конечно-аддитивные меры. 
Однако для конечно-аддитивных мер не выполняется теоре­
ма Фубини, и возникает проблема определения функции вы­
игрыша при условии выбора игроками конечно-аддитивных 
стратегий. Е. Б. Яновской [67] предложен рекурсивный иод-
ход к этой проблеме. Тем самым оказывается .возможным 
определить конечно-аддитивное расширение игры. Доказано, 
что любая антагонистическая игра Г=<Х, У, К>, где X, Y — 
любые множества, К—ограниченная функция выигрыша, 
имеет значение в конечно-аддитивном расширении. В случае, 
если X, У — топологические пространства, функция К (непре­
рывна на XX У, значение игры Г совпадает со значением ко­
нечно-аддитивного расширения игры. 

§ 2. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 
ДЛЯ УСЛОВНО КОМПАКТНЫХ МНОЖЕСТВ 
СТРАТЕГИИ В ЕСТЕСТВЕННОЙ ТОПОЛОГИИ 

Пусть К(х, у) —ограниченная функция, определенная иа 
произведении двух произвольных множеств X я Y. На. мно­
жествах X и У можно ввести метрики, порожденные функцией 
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К(х, у), следующим образом: 
p (x!, x2)-= sup | К (x-, у) — К (Хг,, у) \, xv x2GX, 

P(yi,y2) = sup|A'(x,y1)---Y(x,y2)| , j/1, у26Г. 
xQX 

Эти метрики называются естественными метриками или мет­
риками Хелли (использованные им в связи с линейными про-
странствами), а топологии, порожденные ими, называются 
естественными топологиями- соответственно в множествах X 
и Y, В общем случае эти топологии псевдометрические, 
Однако переходом к классам эквивалентности псевдометри­
ческий характер этих топологий может быть устранен. 

Естественные метрики на множествах стратегий X и У" 
игроков I и IJ в антагонистической игре с функцией выигрыша 
АГ(Х. у) рассматривались Вальдом [118], 

Пусть S—.множество всех вероятностных мер £, опреде­
ленных на о-алгебре борелевских в естественной топологии 
множеств в X, Аналогично, Н —множество всех вероятност­
ных мер vj на а-алгебре борелевских в естественной тополо­
гии множеств в Y. Пусть 

K(t,r1)=^K(x,y)i-(dx)'q(dy)-
У X 

Вальдом [7] была доказана следующая 
Т е о р е м а 2.1. Если одно из пространств X или Y 

условно компактно в естественной метрике, то 
sup i nf К {%, 7j) = i nf sup К ($,, ri). 

Условная компактность также использовалась Фань Цзи; 
[56], хотя он определял ее иначе, применяя понятие почти 
периодических функций в следующем смысле. 

Ограниченная функция K{p\q), определенная на произве­
дении двух произвольных множеств Р и Q, называется почти 
периодичной слева, если существует такое подмножество 
{Pi,...,p„}c:Pt что для любого р£Р найдется некоторое pit. 
1 < г < д , так, что 

\K(p,q) — K(Pi,q)\<e для всех q£Q. 

Аналогичное определение можно дать для функций, почти 
периодичных справа. Можно доказать, что если функция 
почти периодична слева, то она почти периодична справа, и 
наоборот. Легко видеть, что определение левой почти перио­
дичности функции эквивалентно определению условной 
компактности метрического пространства Р , с естественной 
метрикой. 
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Функция К(х,у), определенная на ХхУ. называется во-
гн утообразной по х (выпуклообразной по у), если для лю­
бых .xj.x.-6AT (у-, y2GK), A€[0,l] (р,6[0,1]), найдется такое 
x06X (y06Y)> что Для всех убУ (xGX) 

Ж (xv у) -Ь (1 - )̂ К (x2, у) < К (x0, у), 
(t-ZC (x> У0+ (1 - |*) К{х, у2)> /С (x, у0). 

Функция /C(x, у) называется вогнуто-выпуклообразной, 
если она вогнутообразна по х и выпуклообразна по у. 

Фань Цзи [56] доказал следующую теорему: 
Т е о р е м а 2.2. Если функция K(p,q) определена на 

произведении двух произвольных множеств PXQ и почти 
периодична (слева), то для ТОГО, чтобы 

supM К (p,q) = int sup К (p,q), 
v п ч р 

необходимо и достаточно, чтобы функция К была вогнуто-
•выпуклообрааной. 

Очевидно, что утверждение достаточности в теореме 2.2 яв­
ляется алгебраическим обобщением теоремы 2.1, так как в 
теореме '2.2 требование линейности функции К(\р, q) заменено 
более слабым условием вогнуто-выпуклоо'бразности. 

Де til 13] и Партасарати i[105, 1061 обобщили теоремы 2.1 
и 2.2, отказавшись от метрических пространств и иопользуя 
понятие условной компактности лишь ,в топологическом 
смысле. 
Рассмотрим подмножества X и У: 
U(x0, а) =-jx | x6X, sup[/C(x, У) — К(х0,у)]<,а,- а>0> x0GX\, 

V(yb, 6) — {у|убГ, sup[/C(x, у0)-К(х, y)\<b, b>0, у0т, 

причем функция К(х, у) не предполагается ограниченной. 
Можно доказать, что подмножества U(.x:, а), а>0,,х6Х, 
образуют базис для топологии в X, аналогично V (у, Ь), 
# > 0 , убУ, образуют базис для топологии в У. Топологии1 

в X и У, для которых подмножества U(х, а) и V(y, b) 
соответственно образуют базис, называются (^-естествен­
ными топологиями. 

Де принадлежат следующие теоремы: 
Т е о р е м а 2.3. Пусть К(х, у)-ограниченная функция, 

определенная на произведении условно компактных в 
(5)-естественной ТОПОЛОГИИ множеств X и У, S (Н) — мно­
жество всех вероятностных мер на а-алгебре в Х(У), 
порожденной открытыми множествами в X(Y). Тогда 

sup inf \ \ К(х, y\db(x)dy)(y) = 
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= inf SUp 5 \К(Х, y)d$(x)d7.(y). 

Теорема 2.4. Пусть K(p, ?)-функция, определен­
ная на произведении двух произвольных множеств Р и Q, 
ограничена снизу для каждого фиксированного рвР и 
вогнуто-выпуклообразна, Р условно компактно в (^-есте­
ственной топологии. Тогда 

sup inf К(р, д)=.inf sup K(p, g). (2 1) 
Рвр1в<1 4QQPQP ' К } 

Следующая теорема является очевидным следствием 
теоремы 2Л. 

Теорема 2.5. Если X условно компактно в (^-есте­
ственной топологии, К(х, у) ограничена по у для каж­
дого х£Х, 

j j> (x , У)Л(д;)^"(у)-=Л/Г(л, y)df)(y)dMx), 
УХ X Y 

TO 

SUp inf J J К (X, у) d% (x) dTj (y) = 
Ща T|£H у x 

= ™im\li<(x,y)di(x)drl{y). 
Партасарати [106] заменил условие вогнуто-выпуклообраз-
ности функции К в теореме 2.4 более слабым условием 
конечной вогнуто-выпуклообразности. Функция К(х, у) на­
зывается конечно вогнуто-выпуклообразной, если для' любых 
конечных множеств AczX, BcY и для любых хи х2еХ, 
уи у2вУ, X, (хб[0, 1] найдутся такие x06X, y0GK, что для 
всех у6.3, xGA 

Ж(хи у) + (\-\)К(х2, y)<K(xQ, у), 

?К(х, уг) + (1-^К(х, у2)>К(х, у0). 
Близкими по идеям к изложенным в этом параграфе ре­

зультатам являются доказанные И. В. Романовским [49] тео­
ремы о минимаксе для игр с неточной передачей инфор­
мации. 

Фенстад [84] доказал, что если пространство стратегий 
одного из игроков условно компактно в естественной топо­
логии, то справедлив «онечно-аддитивный аналог теоремы 
Фубини и существуют оптимальные конечно-аддитивные 
стратегии у обоих игроков. 
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§ 3. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 1 

ДЛЯ ИГР НА ЕДИНИЧНОМ КВАДРАТЕ 

Наиболее простым и достаточно хорошо изученным 
классом бесконечных антагонистических игр является класс, 
в котором множества чистых стратегий игроков представля­
ют собой некоторые континуальные множества, обычно рас­
сматриваемые как сегменты [О, I]. Так как множеством си­
туаций (в чистых стратегиях) в таких играх является квад­
рат, они называются играми на единичном квадрате. В ка­
честве смешанных стратегий игроков в играх на единичном ' 
квадрате рассматриваются лебеговские меры на отрезке 
[О, I] или соответствующие им функции распределения. Фун­
кция выигрыша предполагается ограниченной и измеримой 
по Лебегу по обеим переменным. 

В этом параграфе мы рассмотрим теоремы существова­
ния для игр на единичном квадрате, т. е. условия, налагае­
мые на функцию выигрыша К(х, у) (х, t/glO, ll), при кото­
рых выполняется равенство 

г 1 

supinf \К(х, y)cft(x)dri(y) = 
i и о 6 

1 1 

= inf sup f Г К (x, у) d% (x) d-n (у), (3.1) 
ч l o o 

где !=, TJ—функции распределения на отрезке [0, 1]. 
Если функция К (х, у) непрерывна по обеим переменным, 

то справедливость (3.1) следует, например, из теоремы 
Билля (§ 1), причем sup и inf можно заменить соответст­
венно на max и min. 

Если же функция К (х, у) непрерывна только по одной 
из переменных, например, по х, то равенство (3.1) следует 
из теоремы Пека и Далмидж'а (см, § 1). Этот же резуль­
тат был получен Карлином [33]. 

Что касается функций К (х, у), не являющихся непре­
рывными ни по одной из переменных, то равенство (3.1); 
вообще говоря, не имеет места. Например (Билль [114]), 
для функции К(х, у), равной 

|—-1, х<у^=\, и x==1, уф\, 
/С(л, у) = 0, х = у, 

| 1, у<'-*=-М, и у=--1, JC-J--1, 

мы имеем 
11 

sup inf j f К (x, у) d\ (x) dTj (y) == — 1, 
l 1 0 0 
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1 -

inf sup \ \ К (x, y) d% (x) dt\ (y) = 1. 
•l S о о 

Примеры игр, не обладающих значением, имеются также у 
Вальда [7] и Сайона и Вулфа [51]. 

Однако для некоторых классов разрывных функций 
выигрыша удается доказать справедливость равенства (3.1). 
Весьма общие результаты в этом направлении были получе­
ны Карлином [33] при помощи рассмотрения оператора 

1 i . 

Г-/} —J/C(x,y)uf .(у), 

и изучении различных условий, налагаемых на оператор т\ 
при которых справедливо равенство (3.1). Часть результатов 
Карлина перекрывается теоремой Пека и Далмиджа [46], 
поэтому мы приведем результаты, касающиеся именно раз­
рывных функций выигрыша. 

Пусть Р — множество смешанных стратегий игрока I, со­
стоящее из конечных смесей чистых стратегий, т. е. множе­
ство ступенчатых функций распределения с конечным числом 
скачков. 

Оператор Т называется квазислабо вполне непрерывным, 
если для любой последовательности 7)„6Н существует такая 
подпоследовательность t\n и 7j0GH, что для всех хб[0,1], 
кроме, быть может, конечного их числа 

(6,Г~,Яй)-*(5,Т.0), (3.2) 

где 
1 1 

(t,T>ri)=\dk(x)lK(x,y)d'q(y). 
6 о 

Оператор Т называется плотно слабо сепарабельным, если 
по любому е > 0 найдется такая последовательность {i,,}, 
bfiX, что для любых 16Я и '>)6И существует элемент ... , 
для которого 

\(Ц,Т-п)-<£1ш,Тч)\<*,- (3.3) 
и если из %i удалить конечное число тех %t , для которых 

к 
соотношение (3.2) нарушается, то элемент £, из неравенства 
(3.3) можно выбрать из последовательности {£Л\{-,. }. 

Т е о р е м а 3.1. ЕСЛИ оператор Т квазислабо вполне 
непрерывен и плотно слабо сепарабелен, то 

sup inf (i;, Tri) = inf sup (ij, Тч\), 
i n a l 
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Примером функции'AT (x, у), определенной на единичном 
квадрате и удовлетворяющей условиям теоремы 3.1, являет­
ся следующая: 

\L(x,-y), х>у, 
где функции М и ! непрерывны в областях своего определе­
ния. Условие квазислабо полной непрерывности оператора Т 
в теореме 3.1 можно ослабить, требуя вместо (3.2) выполнения 
лишь одностороннего условия 

( № о ) - ( № Я А ) < е . 

При помощи такого обобщения можно показать, что для 
•функции 

(M(x,y), л:<у, 
/C(x,y) = m * ) . х = у, (ЗА) 

(L'(x,y), x > y , 
где М(х,у), <?(х), L(x,y) непрерывны соответственно в об­
ластях x < y , x = y, х>у, 

min {L(x,x), M(x,x)}<cp(x)<max {L(x,x), M(x,x)} • 
для всех x6 [0,1], (3.5) 

•справедливо равенство (3.1) с заменой sup на max и in! 
.на min. 

Таким образом доказано существование оптимальных 
стратегий в играх с выбором момента времени (см. § 6), 
функции выигрыша которых удовлетворяют условиям 
(3.4) и (3.5). 

Е. Б. Яновская [62, 64] рассматривала игры на единичном 
квадрате с квазииивариантньши функциями выигрыша, причем 
•ограниченность функций выигрыша не предполагалась. 

Функция К(х, у) называется квазиинвариантной ' относи­
тельно семейств Ф и 'ЧГ отображений единичного интервала 
в себя, если для любого е>0 существуют такие <р-ЗФ. tyGW, 
что для всех x,y<3[0,1] 

\К(<?(х),у)-К(х,ПУ))\<*. 
Теорема 3.2. Пусть функция выигрыша К (х, у) удов­

летворяет следующим условиям: 
1. Интегралы 

1 1 

j/C(x1y)dx, J/C(x,y)dy 
о о 

сходятся равномерно соответственно относительно у и х. 
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2. Существуют семейства отображений отрезка [0,1] в 
с е б я \e,=-{cPe}ee[e1.»!j' ^бл^ШббСб.а.]' относительно которых 
функция К(х,у) квазиинвариантна и для которых при всех. 
8', 8"6 [81, 82],' хв [0,1] выполняются неравенства 

\?6Л^)-9Ь..(А\>С\Ь'-Ь"\, 

\Ь'(х)-Ых)\>С\Ь'-ь"\-
3. Интегралы 

\ К(х, y)dy, \)K(x,y)dx 
s . s 

являются непрерывными, функциями соответственно хну 
для любого измеримого множества .S—[0,1]. Тогда для 
функции К(х,у) справедливо равенство (3.1). 

При помощи этой теоремы можно доказать существование 
значения игры для игр с функциями выигрыша следующего-
вида: 

fhi(x, y)ln(.x; — у), х>у, 
Ar(x,y) = jcp(x), л —у, 

lh2(x,y)ln(y — х), х<у, 
K(V чЛ /*(•«. У)-n ( | J - - -a |+ |y- - - | ) . |x — a| + |y — *|-^0>. 

где <р, h, hv ^2— непрерывные функции соответственно на 
множествах 0 < х < 1 , 0 < x , у < 1 , 0 < у < х < 1 , 0 < х < 
< y < h Л- и /г2 монотонно возрастают похи монотонно убы­
вают по у, 0 < а , &<1. Также можно показать справедли­
вость равенства (3.1) для функции вида (3.4), предполагая. 
выполнение условия (3.5) лишь в точках (0,0) и (1,1). 

Партасарати [107] доказал теорему существования для 
функций выигрыша, имеющих лишь конечное число линий 
разрыва на единичном квадрате, при условии что множество' 
смешанных стратегий одного из игроков состоит только из-
абсолютно непрерывных функций распределения. 

§ 4. О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ 
БЕСКОНЕЧНЫХ АНТАГОНИСТИЧЕСКИХ ИГР 

Боненбласт, Карлин и Щепли [4] показали, что множеств©' 
матриц данного размера, определяющих игру с единственным 
решением, является открытым и плотным подмножеством 
пространства всех матриц данного размера с метрикой 
P(A,5)=- sup \cLij — biJ\ (A, В — матрицы размера тХп)-

Для бесконечных игр теоремы единственности были сна-
чала установлены для некоторых специальных классов игр. 
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на единичном квадрате: игры с выбором момента времени, 
колоколообразные игры ([32], гл. 13—15). 

Что касается общих теорем о единственности решения, то 
теорема Боненбласта, Карлина и Шепли не допускает пря­
мого обобщения на бесконечные игры, так как легко можно 
показать, что множество непрерывных функций на единич­
ном квадрате, определяющих игру с единственным решени­
ем, не является открытым в пространстве непрерывных 
функций. 

Однако второе утверждение теоремы Боненбласта, Кар­
лина и Шепли, как показал Карлин [32] (см. также 
Г. Н. Дюбин [29]), справедливо и для игр на единичном квад­
рате. 

Игра называется игрой с конечным спектром, если спектр. 
(т. е. носитель меры) всех оптимальных стратегий игроков 
конечен. 

Пусть С (XX У)—пространство непрерывных функций на 
единичном квадрате (Х,= У=[0, II) .• 

Т е о р е м а 4Л, Множество функций KQC, определяю­
щих игру с единственным решением и конечным спектром,. 
является плотным подмножеством С. 

Г. Н. Дюбину -[291 удалось выяснить структуру множества 
игр на единичном квадрате с единственным решением. Им 
была доказана следующая 

Т е о р е м а 4.2. Множество функций /<б С, для которых 
игра Г - <Х, У, /<•> обладает следующими свойствами: 
1) Г имеет единственное решение, 
2) оптимальные стратегии, т. е. функции распределения не­
прерывны, 
3) спектр оптимальной стратегии -каждого игрока есть нигде-
не плотное совершенное замкнутое множество лебеговой ме­
ры нуль, содержит всюду плотное подмножество типа Gs »-

Теорема 4.2 представляет принципиальный интерес. Она. 
утверждает не только, что «почти все» игры на единичном 
квадрате имеют единственное решение, но и что оптималь­
ные стратегии в них являются сингулярными функциями рас­
пределения. Следовательно, все изученные классы игр с не­
прерывными функциями выигрыша, имеющие достаточно. 
«простые» решения, следует рассматривать как вырожден­
ные, а .пример Гросса [19] игры на единичном -квадрате c 
непрерывной рациональной функцией выигрыша, в которой 
единственной оптимальной стратегией каждого из игроков; 
является распределение Кантора, наоборот, типичен. 

В некотором смысле обратные задачи решались Гейлом,. 
Гликсбергом и Гроссом [14, 18]. В [18] для любой пары функ­
ций распределения на отрезке Ю, 11 построена игра на еди­
ничном квадрате с непрерывной функцией выигрыша, имею-
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:щая эту пару своим единственным решением. В [14] показа­
но, что можно построить полиномиальную функцию выиг­
рыша, так чтобы игра имела заданную пару смешанных 
•стратегий с конечным спектром своим единственным реше­
нием. 

В случае, когда оптимальные стратегии игроков неедин-
ственны, Баком [1] и Хейбрехтс [59] предлагались различные 
критерии выбора единственной «наилучшей» стратегии среди 
.оптимальных: использование возможной ошибки противни­
ка, минимизация дисперсии выигрыша, 

§ 5. ПРИБЛИЖЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

Даже для самого простого класса бесконечных антагони­
стических игр — игр на единичном квадрате — не существует 
общих методов их решения. В §§ б—9 будут указаны клас­
сы игр на единичном квадрате, для которых возможно ана­
литически найти решение.. Во всех остальных случаях един­
ственными до настоящего времени методами решения явля­
ются приближенные, которые, однако, также возможны или 
разумны для применения далеко не всегда. 

Прежде всего заметим, что если пространство стратегий 
игрока X условно компактно (в естественной топологии), то 
для любого е>0 существует конечная е-сеть xv..., x„le£X, 
т. е. для любого х&Х найдется такое хь 1 < t < mE- что 

\К(х,у)~/C(x/.y)|<s для всех у&. 
Так как из условной компактности пространства X в естест­
венной топологии следует условная компактность простран­
ства Y (Вальд [7]), у игрока П.также существует конечная 
• е-сеть у!, . . . , y„e6K для любого е>0. Обозначим через ГЕ 
.матричную . игру размера теХПе с матрицей Ц/^Ц, где 
•K&

lj = K{xl,yl), l < i < m E , 1<./<«8. Тогда, очевидно, опти­
мальные стратегии игроков в игре Ге (точнее, соответствую­
щие им ступенчатые функции распределения) будут е-опти-' 
.мальными стратегиями игроков в исходной игре. Примером 
.применения такого приближения может служить игра, рас­
смотренная Д. А. Георгобиани [16]. Приближение игр на 
единичном квадрате матричными возможно в некоторых конк­

ретных случаях и для игр с разрывной функцией выигрыша. 
Фогель [58] рассмотрел игру типа дуэли с функцией вы­
игрыша 

( + Pf(x)g(y), *<У, 
K(x,y)~f(x)-pg(y)\+0, x = y, (5.1) 

l—•/(•*)£()•). x> .y . 
x,ye[o,i], 
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где функции fug монотонно возрастают и непрерывны спра­
ва, и матричную игру с матрицей выигрышей \\К\м\\, (-.., v = 
— 0,1, ...,пг, где 

Anv —f|A — jfgv 0, t- — v, (5.2) 
I —/ngv. i-~>v, 

/n = /(-*n). gv---g(JCv). 
0 = x 0 < x ! < ... < x v < ... < x m = ' 1 , 

и показал, что 

E-s-0 

где и —значение игры с функцией выигрыша /(, -/")-—значе­
ние матричной игры, определенной в (5.2), если д л я х ^ < х < 
< x v + r \f(xv) — f(x)\<B, \g'(x^-~g(x)\<e, 

Алгоритм решения матричных и бесконечных антагонисти­
ческих игр с непрерывной функцией выигрыша методом слу­
чайного поиска предложен Б. А. Маврицким [39]. 

Обобщение итеративного метода Брауна —Робинсон ре­
шения матричных игр на игры с компактными в естествен­
ной топологии пространствами стратегий игроков принадле­
жит Данскину [21]. 

Пусть К {х, у) —-непрерывная функция, определенная на 
произведении компактных пространств X и У. Последова­
тельности {хп}, {у„} {хпвХ, у„6У, /z = 0, 1,2,...) задаются сле­
дующим образом: х0 произвольно, х„ максимизирует сумму 

\K{x,yk) {п>\), 
/.=0 

yQ произвольно, уп минимизирует сумму 

Ък(х„у) {п>1). 
ft-0 

Данскин доказал, что 

-im-^S-<(•«». У*)-= l i-nl" 2 #(-«*>. УяН0» 
»->оо" ft==0

 п~ут ft=>0 

где га— значение игры Г = < X, У, /< > . 
Игра Г = <Х, Y, К) называется вогнуто-выпуклой, 

если множества стратегий игроков X и У выпук­
лы, а функция К(х, у) вогнута по х для каждого убУ и 
выпукла по у для каждого xQX. 

Условие вогнутости по х и выпуклости' по у функции 
выигрыша гарантирует (в случае справедливости теоремы су­
ществования) наличие у игроков оптимальных чистых стратегий. 
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Методы решения вогнуто-выпуклых игр можно строить,. 
используя теорию двойственности математического програм­
мирования (см. § 1). 

Опишем непрерывный градиентный метод Эрроу—Гурви-
ца [61]. Пусть Г— (X,Y,K), где Х={х6Е»', х>0}, Г = 
-=-{y6E", у>0}. Функция К, дважды непрерывно дифферен­
цируема по х и по у. Градиентный процесс определяется 
системой дифференциальных уравнений 

x/=A-A.n- \i=l,...,m, 

где 
s _ | 0 , x - 0 , Kxt<0, 

l, в остальных случаях, XI 

ъ (0, у,-=0, iCy/>0, 
^ [1, в остальных случаях. 

Теорема 5.1. Если функция К (х, у) строго вогнута 
по х и выпукла по у, то градиентный процесс сходится к 
седловой точке функции К, т. е. к решению игры Г при 
произвольном начальном векторе г°-=(х°, у°)>0. 

М. А. Гении [15] использует метод возможных направле­
ний для решения вогнуто-выпуклых игр, в которых Х== S, 
Y = Sn~ симплексы соответствующей размерности. Им пред­
ложен алгорифм решения линейно-выпуклых игр с функцией 

m 
выигрыша К(х, y)='2iXifi(y), где Д(у) —выпуклые функ 
ции с непрерывными производными. Здесь функция К (х, у) 
аппроксимируется функцией Mfi(x,y), сходящейся к К(х, у) 
при 8{to}0 и строго выпуклой по у. Затем к отысканию опти 
мальных стратегий в игре с функцией выигрыша М&(х, у) 
применяется метод множителей Лагранжа. 

Аналогичные подходы к решению вогнуто-выпуклых игр 
разрабатывались в работах Ауслендера [68], Форго [86],. 
Штефэнеску [112]. 

§ 6. ИГРЫ С ВЫБОРОМ. МОМЕНТА ВРЕМЕНИ 

Играми c выбором момента времени называются бесконеч­
ные антагонистические и-гры, в -которых чистыми стратегиями 
игроков являются моменты времени, в которые они могут 
совершить некоторое действие. Если каждый ив игроков мо­
жет совершить действие один раз, то при надлежащей норми­
ровке пространствами чистых 'стратегий, игроков являются 
сегменты [0,1], а сама игра — игрой на единичном квадрате. 
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Примером игр с выбором момента времени являются дуэ­
ли. В модели дуэльной ситуации каждый . игрок обладает 
возможностью в течение некоторого промежутка времени один 
или несколько раз выстрелить в своего противника, причем 
вероятность попадания со временем возрастает. Поэтому иг­
роки, с одной стороны, стремятся задержать свой выстрел, 
чтобы увеличить вероятность попадания, с другой стороны, не 
задерживать его 'Настолько, чтобы быть убитыми противни­
ком. Подробное изложение теории игр с выбором момента 
•времени имеется в монографии Карлина [32]. 

Математически игра с выбором момента времени (одного 
для каждого игрока) описывается игрой на единичном квад­
рате со следующей функцией выигрыша: 

(L(x, у), 0 < х < у < 1, 
К{х, у)-=?(•*), Х = У> '(6.1) 

[M(x, y ) , , 0 < y < x < l , 

где функции L и М непрерывны, монотонно возрастают по х 
и убывают по у. Для дуэли свойства монотонности функций L 
я М отражают монотонность вероятностей поражения, а раз­
рыв функции выигрыша К(х, у) на диагонали квадрата отра­
жает существенность порядка, в котором игроки производят 
•свои выстрелы. Существование значения игры с функцией 
выигрыша вида (6.1) следует из теоремы Карлина (см. § 1). 

Карлином '[34] было показано, что в игре с выбором мо­
мента времени в предположении дважды непрерывной диф­
ференцируемое™ функций L и М в соответствующих областях 
определения каждый игрок имеет оптимальную стратегию, 
лричем функции распределения, соответствующие им, состоят 
из возможных скачков в 0 и 1 и абсолютно 'непрерывной час­
ти на отрезке![а, 1], 0 < а < 1 . 

Нахождение оптимальных стратегий сводится к решению 
интегральных уравнений. Оптимальные стратегии или единст­
венны, или же отличаются лишь величинами скачков в 0 и 1 
(Карлин [34], Е. Б. Яновская [63], фон Вольфередорф T120]). 

Фон Вольфередорф I[il20l дал классификацию оптималь­
ных стратегий игроков в играх с выбором момента времени 
.без предположения о дифференцируемости функций L и М. 

Случай, когда каждый из игроков может совершать дей­
ствие более одного раза, исследован только для частного слу­
чая дуальных ситуаций. Именно, пусть игрок I имеет возмож­
ность сделать т выстрелов, а игрок II — п выстрелов. Выст­
релы могут производиться на интервале [0,1]. Заданы функ­
ции меткости игроков (т. е. вероятности попадания) соответ-
•ственно P\{t), Pn(t), tQ [0,1], которые предполагаются моно­
тонно возрастающими. Выигрыш каждого игрока равен 1, 
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если он убивает противника, —1, если гибнет сам, и 0 в. 
остальных случаях. 

Если каждый игрок в любой момент времени знает мо­
менты ранее произведенных выстрелов, противника (т. е. «слы­
шит»), то дуэль называется шумной, если же оба игрока не 
знают этого, то — бесшумной. Бесшумная дуэль с нескольки­
ми выстрелами у каждого из игроков подробно исследована 
Рестрепо 1:110] (см. также Карлин 132]). 

Существование значения игры симметричной (P.(/)=-
= P2(t) = t) шумной дуэли доказано Блекуэллом и Гирши-
ком [3]. Ими же предложен метод вычисления оптимальных 
(е-оптимальных) стратегий, основанный на. идеях динамиче­
ского программирования. Общая шумная дуэль с несколь­
кими выстрелами у каждого из игроков решена Фоксом и 
Кимельдорфом [88, 89]: Пусть Gmll(Pv Р2) —шумная дуэль, 
где игрок I (II) имеет т (п) выстрелов и его функция мет­
кости /Mi) (P2(t)), te\0, 1]; Л(0) — А,(0) = 0, /Ml) — 
-=jD

2(l)—1, функции Pj, P2 непрерывные и неубывающие. 
Доказано, что существует значение игры vmn игры G,m, 
удовлетворяющее следующим рекуррентным уравнениям: 

vtj •=- Pi (ttj) + (i - Л (tiА1^_,,/= 
-Р 2 - (^ ) + (1 -Р 2 ад^ ( . ] . _ 1 , (6,2} 
i, у = 1, 2, . . . ; 'оп — Г/ио—1. 

Далее существует такой набор {t^}, удовлетворяющий 
уравнениям (6.2), что, за исключением тривиальных случаев,, 

t ^ m i n (/,_!,,. t-,_,_!). (6.3> 
и оптимальным моментом первого выстрела по крайней мере 
для одного из игроков является tm. 

Можно также рассматривать дуэли, в которых одни из-
игроков имеет информацию о выстрелах противника, а дру­
гой— нет (так называемые- смешанные дуэли). Решение сме­
шанной дуэли с одним выстрелом у каждого игрока имеется 
в книгах Карлииа [321 и Дрешера [64]. Смит [111] решил 
следующую смешанную дуэль. Игрок I имеет 2 выстрела, иг­
рок II—-один выстрел, причем игрок II слышит второй по по­
рядку из двух выстрелов игрока I, а игрок I слышит выстрел 
игрока II. 

§ 7. ИГРЫ, ИМЕЮЩИЕ РЕШЕНИЯ 
С КОНЕЧНЫМ СПЕКТРОМ 

Будет говорить, что игра имеет решение с конечным спект­
ром, если у каждого игрока существует оптимальная страте­
гия (или набор е-оптимальных), состоящая из смеси конечно-
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го 'числа чистых стратегий. Примером таких игр являются ко-
локолообразные игры, обобщенно-выпуклые игры (Карлик 
[321). 

Однако проблема классификации игр, имеющих решение с 
конечным спектром, остается нерешенной. Известны лишь от­
дельные классы игр, в основном, игры на единичном квадра­
те, удовлетворяющих этому условию. 

Г. Н. Дю'бин 128] показал, что игры па единичном квад­
рате с кусочно-монотонной функцией выигрыша в некоторых: 
случаях допускают редукцию таким образом, что решение-
редуцированной игры, получаемой из исходной некоторым су­
жением пространства чистых стратегий, т. е. единичного ин­
тервала, оказывается также и решением исходной игры. 

Например, пусть функция выигрыша имеет вид К(х, у) — 
=f(x—y), где f(u) —произвольная, непрерывная кусочно-ли­
нейная функция на отрезке .[---1,1] с рациональными точками 
излома «1, и2,..., ип.- Оказывается, что у обоих игроков суще­
ствуют оптимальные стратегии, спектр которых содержится в 
множестве 

где М — наименьшее общее кратное знаменателей щ. Таким 
образом, решая матричную игру размера (M +1)X(M+1)> 
можно найти значение первоначальной игры и хотя бы по-
одной оптимальной стратегии каждого игрока. 

В качестве другого примера можно рассмотреть игру Ha 
квадрате с функцией выигрыша 

К(х, у) = 
l ' + j ( . x - y ) , |л : -у |< .5 , х<у, 

l + -i-(y — -О. \х — У\<ь' х>у, (7.1). 

10, |JC—-у|>8. 
B ЭТОЙ игре у обоих игроков существуют оптимальные стра­
тегии, спектр которых содержится в множестве 

fty0{A8}Uftyo{1-A8}, » - [ | . . 

Все оптимальные стратегии игры с функцией выигрыша (7.1). 
были найдены Г. H. Дюбиным [27]. Значение игры v& равно 

1 

-*-•-—{ 

2 1 
я+2' б (п+1)(п+2) ' 
48—1 1 

если &<• 

66 < 8 < 1 -

J 1 - ^ , 8 > Г 
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Оптимальная стратегия игрока II единственна и равна 
в случае .8< 1/2 

0(У) ~ 2 ( П + 1 ) ( л + 2 ) /*в (У) + 2 (л+1)(Я + 2) Л-м (У)-

г д е / а (у)--=1. '^" . Игрок I и.рлеет бесконечное множество 
оптимальных стратегий, в частности, одна из них совпадает 
с оптимальной стратегией игрока П. 

Довольно общие (в смысле формулировок) результаты в 
этом направлении имеются в работе Рагхавана [109] 
(см. также [108]). 

Пусть в игре Т— (X,Y,K ) , X, Г —компактные метри­
ческие пространства, функция выигрыша К(х,у)>0 не­
прерывна на X, С--банахово пространство непрерыв­
ных функций на X, D — замыкание выпуклого конуса в 
Ех, порожденного функциями ha(x)=K (x, a), uQY, E0 —ли­
нейное многообразие D — Dw. E — tvo замыкание. 

Теорема 7.1. Пусть А — положительный оператор 
Е<$->ЕХ, непрерывный на D. Если A изометричен на D и 
конус A(E0) имеет относительную внутреннюю точку в зам­
кнутом линейном многообразии, порожденном этим конусом, 
то игрок И имеет оптимальную стратегию с конечным спек­
тром, 

Условиям этой теоремы удовлетворяют, например, игры 
на единичном квадрате, для которых К(х, у) < (1 — х)К(0, у) + 
+ хК(1,у) для всех x, y6[0, 1]. Оператор А здесь опреде­
ляется как А: /га(х) = д (х,а)-^ga(x)-=(l— x)K(0, а) + 
+ хК(1,а). 

Примером игры на единичном квадрате с разрывной функ­
цией выигрыша • и оптимальными стратегиями с конечным 
спектром является так называемая «стрельба с задержкой» 
(Дрешер [24]). Функция выигрыша' в такой игре равна 

К(х,у) = \г. (7.2) 
v Jl [0, в остальных случаях. v ' 

Здесь множеством стратегий игрока l является интервал 
[0,t]. Пусть п.— — . Значение игры равно v — l . Опти­
мальными стратегиями игроков l и II, например, являются 
следующие 

л—1 

=0 
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o(y) = -i-S^(«+i)(y). n 
i Вообще говоря, оптимальных стратегий у игроков бесконеч­

ное множество, например, если lit — целое число, оптималь­
ной стратегией игрока ll будет и равномерное распределение 
0(у) — у. Н. H. Воробьев [11] нащел все оптимальные стра­
тегии игроков в более общей игре с функцией выигрыша 

. К(х,у) = „ 7.2) 
4 ' [0, в остальных случаях, v ' 

где / , g—непрерывные, неубывающие функции на отрезке 
[0,1], причем /(0) = 0. g ( l ) - l , g(0)< 1. / ( ! ) < 1. 

Набор {xv .. .,хт], 0<х. -<1, i — \,. . .,т, называется 
покрытием для игры Г с функцией выигрыша (7.2), если для 
каждого 0 < у < 1 найдется 1<£<яг такое, что / (x , - )<y< 
<,g(x-). Набор {у1,.. ,, у„} называется укладкой, если не 
существует 1< / , А</г, 1фк, .х6[0,1] таких, что / (x)-С уЯ 
Vk<-S{x)- В [11] показано, что если ДЛЯ игры Г существует 
конечное покрытие, го число элементов минимального по­
крытия равно числу элементов максимальной укладки и 
оптимальными стратегиями игроков I и II являются, например, 
равновероятные выборы элементов соответственно минималь­
ного покрытия и максимальной укладки. 

А. Г. Сухаревым [53] рассматривались игры на единич­
ном квадрате с функцией выигрыша 

(L(x,y) при 0 < x < y < l , 
К(х'У^\М(х,у) при0<у<х<1, 

где L(x,x) = M(x, x), функции L(x, у) и M(x,'y) непрерывно 
дифференцируемы по каждой из переменных в соответствую­
щих замкнутых треугольниках, строго вогнуты по х и строго 
выпуклы по у, функция f(x) = —А—Н—.—^-— конечное чи­
сло раз меняет знак на интервале (О.Ц. Доказано, что все 
оптимальные стратегии игроков в такой игре имеют конеч­
ный спектр, причем для любых оптимальных стратегий игро­
ков F и О в открытом интервале между любыми двумя 
точками спектра F содержится ровно одна точка из спектра 
О и наоборот. • 

§ 8. ИГРЫ НА ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

1. В §§ 5—7 рассматривались игры на единичном квадра­
те. В таких играх множеством всех смешанных стратегий иг­
роков ЯВЛЯЛОСЬ множество функций распределения на единич­
ном интервале. 
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В этом параграфе мы рассмотрим игры, множества чистых: 
стратегий игроков в которых не могут быть отождествлены с 
подмножествами евклидовых пространств, но могут быть по­
гружены в классические функциональные пространства. Ана­
лиз этих игр сложен, так как введение понятия смешанной 
стратегии является проблемой задания меры на функциональ­
ных .пространствах. Поэтому из игр этого класса исследуют­
ся главным образом такие, для нахождения решения которых 
достаточно множества чистых стратегий. 'Большинство реше­
ний предложенных далее игр получено с помощью известной 
леммы Неймана—Пирсона .-[101]. 

Карлином [32] рассматривались тактические дуэли, в ко­
торых предполагался непрерывный режим огня хотя бы у од­
ного игрока в отличие от игр с выбором момента времени (см. 
§ 6), где каждый игрок имеет конечное число моментов для-
совершения некоторого действия. Обзор результатов, содер­
жащихся в монографии Карлина, имеется также в статьеХей-
брехтс 195]. Если игрок имеет ограниченное количество бое­
припасов, которые он может расходовать в некотором интер­
вале! [а, Ь], и плотность огня ограничена (сверху), то его стра­
тегия может быть задана функцией p(t), t Q[[a, £>], подчинен­
ной .следующим ограничениям: 

ь 
0</>(г.)<1, \p(t)dt = a<b — a. (8Л> 

а 

Ограничение а.<,Ь — а означает, что игрок не может в те­
чение всей дуэли вести максимально плотный режим огня. 

2. Рассмотрим в этом пункте некоторые классы игр, в 
которых множеством стратегий игрока l по-прежнему остает­
ся единичный интервал, а стратегиями игрока II являются 
функции, заданные на интервале [0, l] и удовлетворяющие 
ограничениям (8.1). Дуэль снайпера с пулеметчиком, иссле­
дованная Карлином, описывается игрой с функцией выигрыша 

<р (t, p) = exp — J p(u)r(u)du , (8.2). 

где 0 < г ( к ) < 1 , г (и) —возрастающая функция, или в более 
общем случае 

K(t, p) = aa(t)<?(t, p), (8.3> 

где 0 < a ( i ) < 1 — возрастающая функция. В игре с функцией. 
выигрыша (8.3) игрок I имеет оптимальную смешанную стра­
тегию, а игрок II—оптимальную чистую. 

Е. Б. Яновская [65] нашла оптимальные стратегии игроков 
в игре с функцией выигрыша более общей, чем (8.3), а 
именно: 
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K(t, p) = vlt, \ p(u)r(u)du , 

где функция V(i, y) определена на произведении [0,1] X 
X [0, {infty}) и удовлетворяет следующим условиям: 

1) V (t, у) имеет непрерывные частные производные no t 
и по у, 

2) V(t, у) возрастает по t и убывает по у, 
3) д*У£ у)>0 для всех*. и у, 
4) HmV(t, у) = 0 для всех t6[0, 1]. 

1/-KXJ 

Там же была решена игра с функцией выигрыша вида 
K(t,p) = V(t,p(t)) 

при некоторых ограничениях, налагаемых на функцию V. 
Тактическую задачу об обнаружении ПОДВОДНОЙ ЛОДКИ иссле-. 
довал Данскин [78]. Эта задача сводится к решению игры,, 
напоминающей дуэль снайпера с пулеметчиком, но с более 
сложной функцией выигрыша. Именно, чистой стратегией иг­
рока I является выбор t6[0, оо), стратегией игрока II — функ­
ция распределения X{t) на [0, оо), удовлетворяющая Условию. 

то 

§l(t)dX(t) = E, 
о 

-.(О — неотрицательная заданная функция. Функция выигрыша.; 
К (t, X) имеет вид 

со 

t 

где 

Q(t) — exp •§dX(t) 

/(^ — возрастающая функция, 0 < / ( t ) < 1 , ^€[0, со), 0<<о<1. 
З. Пусть теперь стратегиями обоих игроков являются 

соответственно функции -x(-s), y(s), определенные для 
s6[0, {infty}), подчиненные следующим ограничениям: 

0<x(s) , y (s )<l , j х(s)ds = a, )v(s)ds —p. 
. о о 

Если s рассматривать как расстояние между противниками-
то функции х (s), у (s) можно интерпретировать как интен­
сивность стрельбы каждого игрока в зависимости от рас­
стояния между нидои. Такая ситуация называется дуэлью 
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двух пулеметчиков. Пусть заданы функции меткости S(s), 
7](s) соответственно. Решение дуэли двух пулеметчиков 
(в чистых стратегиях) было найдено Данскином и Джилма-
ном [79] (см. также Карлин [32]), если функция выигрыша 
К \х (s), у (s)) определяется как вероятность поражения 
игрока II. 

Аналогичным способом при помощи леммы Неймана —Пир­
сона Е. Б. Яновской [66] найдены оптимальные стратегии 
игроков в дуэли двух пулеметчиков, в которой игрок I выиг­
рывает /1, если он убивает II, теряет В, если гибнет сам, 
и выигрыш равен 0 в остальных случаях. 

Существование значения игры в смешанных стратегиях 
для одного класса игр на пространствах функций доказано 
Флемингом [57]. Если Эс-= {х (/)|г.6Т}-~ множество функций, 
являющихся чистыми стратегиями игрока, то в качестве сме­
шанной стратегии Флеминг рассматривает измеримые по 
м€[0,1] функции x(t,u) — xn(t), где x..€X для всех м€[0,1]. 
Рандомизация множества чистых стратегий игроков состоит 
в следующем: в соответствии с равномерным распределением 
на [0,1] выбирается точка и, и затем игрок выбирает свою 
стратегию хи. 

Решение непрерывной задачи распределения, сводящейся 
к игре с функцией выигрыша 

К (a, d) = J f(x)a (x) d (x) dx, 
о 

где f(x) — неотрицательная строго возрастающая функция, 
а множества стратегий игроков подчинены ограничениям 
0 < a ( x ) < l , 0 < d ( x ) < 1 при 0 < x < l , 

i i 

\ a(x)dx = A, ) d(x)dx = D, 
о 6 

имеется в книге Беллмана, Гликсберга и Гросса [2]. 

§ 9. ДРУГИЕ КЛАССЫ ИГР 

1. Игры с функцией выигрыша, зависящей лишь от 
разности стратегий игроков. Такие игры (на единичном 
квадрате) являются моделью многих тактических задач пре­
следования. Карлином [30,32] подробно изучены колоколообраз-
ные игры с функцией выигрыша /С(х,у) — tp(x—-у), ,где 
ср(и) — частотная функция Пойя, — о о < и < оо, 

В. А, Доманским [23] получены необходимые условия 
существования выравнивающих оптимальных стратегий (т. е. 

таких стратегий F* и G*, что \ К (x,y)dF* (x)z~ 
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= § K(x,y)dG*(y)=v для всех л:,у6[0,1]) в играх с анали­
тическими функциями выигрышей. Предложен метод нахожде 
ния таковых стратегий, использующий преобразования Фурье, 
Б. С. Флейшман и В. Ф. Крапивин [36] (см. также [35]) пред 
ложили регулярный метод решения 
xG(—- оо, оо), у6[0,1] с кусочно-постоянной 
рыша вида 

игр на полосе 
функцией выиг-

К {х, у) •-

а1, х —у< —Ы, 
Ч+ир — (1 + 1)е<Х — у < 
Ч+ь —e<x —У<е, 
a-k+i+j, / e < x — y < ( / + l ) e , 
4+i+s> S-<x—-y, 

l&, i = l , 
/ = l , 

, f e — l , 
, S - 1 , 

в предположении, что оба игрока имеют выравнивающие 
оптимальные стратегии F* и G*. В частности, таким методом 
может быть решена игра, рассмотренная Брауном [6]. 

2. Симметричные игры. Фон Вольферсдорф [120] приво­
дит метод решения игр с функцией выигрыша вида 

\L(x,y), 0 < л г < у < 1 , 
К{х,у) = 0, x = y, 

I— L{y,x), 0 < у < л < 1 , 
где функция L{х, у) непрерывна в области 0<je —у<1> 
строго вогнута по х и строго выпукла по у. Этот метод 
аналогичен методу интегральных уравнений, применяемых 
в играх с выбором моментов времени. 

3. Игра Бореля. В статье [75] Борель сформулировал 
игру,, в которой множества чистых стратегий игроков X— 
— Y—S3 — двумерный симплекс, а функция выигрыша К(х, у) 
определяется как 

К{х, у) == sgn (у1 —Хг) (у2 — х2) (уа — х3), 

где х — {хи х-. хъ), у = (yv у2, Уз). 
Н. Н. Воробьевым [12] предложена следующая интерпре­

тация этой игры: векторы х, y6S3 можно понимать как де-
лежи в кооперативной игре трех лиц, заданной в О —1 реду­
цированной форме. Если дележ x доминирует у, то игрок I) 
выигрывает единицу, если у доминирует х, игрок J проигры­
вает единицу, и в остальных случаях выигрыши игроков 
равны нулю. 

Различные решения этой игры (в смешанных стратегиях. 
получены независимо А. И. Соболевым [52] и Оуэном [45] 
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