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Equation of a Bearing Line With Elliptical Edges.
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Abstract. We consider the Prandtl carrier line equation,

Γ(𝑥)− 𝑝(𝑥)

𝜋

1∫︁
−1

Γ′(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 = 𝑝(𝑥)𝐻0(𝑥), Γ(±1) = 0.

describing the circulation of Γ(𝑥) on a thin wing with chord 𝑝(𝑥) in a uniform incident flow
𝐻0(𝑥) = 1. At present, only one case of an exact solution is known — an elliptical wing,
when 𝑝(𝑥) = 𝑝0

√
1− 𝑥2 . We consider a generalization of this case, when the wing edges remain

elliptical, but the geometry can be quite general, namely

𝑝(𝑥) =
𝛼𝑥+ 𝑏

𝛾𝑥+ 𝑑

√︀
1− 𝑥2 ⩾ 0, −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1.

The equation in this case is reduced to an infinite recurrent system with linear coefficients. It is
solved by some modification of the Laplace method. As a result, an integral representation for
the solution of the system is obtained and, using it, a representation of the solution of equation
itself. The solution is also presented as the Appell hypergeometric function 𝐹1. The limiting cases
𝑏 = 𝛼 ̸= 0 and 𝛼 = 0 are considered separately.

Keywords: Prandtl equation for an asymmetric wing with a chord

Введение

Продолжим изучение уравнения Прандтля

Γ(𝑥)− 𝑝(𝑥)

𝜋

1∫︁
−1

Γ′(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 = 𝑝(𝑥)𝐻0(𝑥) (0.1)

при условии
Γ(±1) = 0, (0.2)

начатое в [1] с точки зрения построения явных (в квадратурах) решений.
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Уравнение (0.1) относится к универсальным уравнениям математической физи-
ки. Оно возникает всегда при рассмотрении тонких оболочек с краем (пластин). Фи-
зический смысл состоит в том, что оболочка или пластина — это объект, когда один
из габаритных параметров “вырождается” и становится много меньше характерных
размеров тела. В этом случае краевые условия, заданные на каждой из поверхно-
стей оболочки можно свести на срединную поверхность, а краевые условия Дирихле
заменить на первый член разложения Тейлора по малому параметру (толщине). Так
возникают приложения к теории крыла, электродинамике, двумерной механике. По-
дробно это описано в [2]. Там же указаны краевые задачи на плоскости, соответству-
ющие уравнению (0.1). Также в [2] отмечено, что интегральный оператор в (0.1) —
это дробный лапласиан, точнее,

− 1

𝜋

1∫︁
−1

Γ′(𝑡)

𝑡− 𝑥
𝑑𝑡 =

√︂
− 𝑑2

𝑑𝑥2
[Γ](𝑥).

Техника, применяемая в [2], позволила получить теорему существования и единствен-
ности решения задачи (0.1), (0.2). Эта техника основана на применении интеграль-
ного преобразования на отрезке 𝒫 [3], введении специальной шкалы пространств и
теореме о повышении гладкости. В частности, доказано, что если

𝑝(𝑥) ⩾ 0,
1− 𝑥2

𝑝(𝑥)
< 𝑀,

1∫︁
−1

(1− 𝑥2)|𝐻0(𝑥)|2 𝑑𝑥 <∞,

то решение существует, единственно и принадлежит весовому пространству
1∫︁

−1

(︂
|Γ(𝑥)|2

1− 𝑥2
+ (1− 𝑥2)

⃒⃒
Γ′(𝑥)

⃒⃒2)︂
𝑑𝑥 <∞,

а краевые условия (0.2) выполнены автоматически.
Рассматриваемый в настоящей статье случай эллиптических кромок:

𝑝(𝑥) =
𝛼𝑥+ 𝑏

𝛾𝑥+ 𝑑

√
1− 𝑥2 ⩾ 0, −1 ⩽ 𝑥 ⩽ 1 (0.3)

значительно проще с теоретической точки зрения и подробно исследован в [4], однако,
построение явных решений для таких кромок, по-видимому, дано впервые.

Для выполнения условия неотрицательности хорды 𝑝 ⩾ 0 достаточно положить

𝑏 ⩾ |𝛼|, 𝑑 ⩾ |𝛾|. (0.4)

что мы и предположим. Набегающий поток, как и в [1], положим однородным:

𝐻0(𝑥) = 1 . (0.5)
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Случай эллиптических кромок для уравнения Прандтля

1. Следуя [4], сделаем тригонометрическую замену переменных:

𝑥 = cos 𝜃, 0 ⩽ 𝜃 ⩽ 𝜋, Γ(𝑥) = 𝜎(𝜃). (1.1)

Отсюда получим:

𝜎(𝜃) (𝛾 cos 𝜃 + 𝑑) +
sin 𝜃 (𝛼 cos 𝜃 + 𝑏)

𝜋

𝜋∫︁
0

𝜎′(𝜙)

cos𝜙− cos 𝜃
𝑑𝜙 =

= sin 𝜃 (𝛾 cos 𝜃 + 𝑑).

(1.2)

Имея в виду условие (0.2), решение будем искать в виде

𝜎(𝜃) =
∞∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘 sin 𝑘𝜃 , (1.3)

что приводит к следующей системе рекуррентных уравнений1:⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑑+ 𝑏)𝜎1 +

𝛾 + 2𝛼

2
𝜎2 = 𝑑 ,

(𝑑+ 2𝑏)𝜎2 +
𝛾 + 3𝛼

2
𝜎3 +

𝛾 + 𝛼

2
𝜎1 =

𝛾

2
,

(1.4)

⎧⎨⎩(𝑑+ 𝑘𝑏)𝜎𝑘 +
𝛾 + (𝑘 + 1)𝛼

2
𝜎𝑘+1 +

𝛾 + (𝑘 − 1)𝛼

2
𝜎𝑘−1 = 0 ,

𝑘 = 3, 4 . . .
(1.5)

2. Общее решение системы (1.4) и (1.5) неединственно и параметризовано
(см. (1.4)) произвольным значением 𝜎1. Однако лишь при одном из них ряд (1.3)
сходится.

Общее решение уравнения (1.5) будем искать в виде

𝜎𝑘 =

𝜈∫︁
𝜇

𝑥𝑘−1𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 , (2.1)

1Мы пользуемся известным равенством [4, 6]:

1

𝜋

𝜋∫︁
0

cos 𝑘𝜙

cos𝜙− cos 𝜃
𝑑𝜙 =

sin 𝑘𝜃

sin 𝜃
, 𝑘 = 0, 1, 2 . . .
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где 𝑓(𝑥) — некоторая неизвестная функция. Пределы 𝜇 и 𝜈 также будут определены
ниже. Подставим интеграл (2.1) в возвратное уравнение (1.5) и, произведя интегри-
рование по частям, получим:

𝜈∫︁
𝜇

𝑥𝑘−2
{︀
(𝛾𝑥2 + 2𝑑𝑥+ 𝛾)𝑓(𝑥)− 𝑥(𝛼𝑥2 + 2𝑏𝑥+ 𝛼)𝑓 ′(𝑥)

}︀
𝑑𝑥 =

= 𝜈𝑘+1(𝛼𝜈2 + 2𝑏𝜈 + 𝛼)𝑓(𝜈)− 𝜇𝑘+1(𝛼𝜇2 + 2𝑏𝜇+ 𝛼)𝑓(𝜇) .

(2.2)

Потребуем теперь обращения в нуль правой части равенства (2.2). Это возможно,
если выполнено одно из трех условий:{︃

𝜇 = 0 ,

𝜈 = 𝑥2 ;

{︃
𝜇 = 0 ,

𝜈 = 𝑥1 ;

{︃
𝜇 = 𝑥2 ,

𝜈 = 𝑥1 ,
(2.3)

где 𝑥1 и 𝑥2 — суть корни квадратного уравнения 𝛼𝑥2 + 2𝑏𝑥+ 𝛼 = 0. Именно,{︃
𝑥1 = −𝑏/𝛼+

√︀
(𝑏/𝛼)2 − 1 ,

𝑥2 = −𝑏/𝛼−
√︀

(𝑏/𝛼)2 − 1 .
(2.4)

Рассмотрим сначала случай 𝑏 > |𝛼| , 𝛼 ̸= 0 . Два предельных случая 𝛼 = 0 и
𝑏 = |𝛼| будут рассмотрены ниже. Поскольку 𝑥1 = 1/𝑥2 , то при рассматриваемых
условиях один из корней больше, а другой меньше по модулю единицы (в зависимости
от знака 𝛼). Пусть для определенности

𝛼 < 0 . (2.5)

В этом случае
0 < 𝑥2 < 1 < 𝑥1 < ∞ . (2.6)

Если 𝛼 > 0, то к условию (2.5) легко прийти, сделав замены⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑘 = (−1)𝑘𝜎𝑘 ,

𝛼1 = −𝛼 ,

𝛾1 = −𝛾 .

В силу (любого) условия (2.3) правая часть в (2.2) равна нулю, а плотность 𝑓(𝑥)
удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению:

𝑓 ′(𝑥)

𝑓(𝑥)
=

𝛾𝑥2 + 2𝑑𝑥+ 𝛾

𝑥(𝛼𝑥2 + 2𝑏𝑥+ 𝛼)
=
𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥− 𝑥2
− 𝐵

𝑥− 𝑥1
,

решением которого является функция

𝑓(𝑥) = 𝐶 |𝑥|𝐴 |𝑥− 𝑥2|𝐵 |𝑥− 𝑥1|−𝐵 ,
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где

𝐴 =
𝛾

𝛼
, 𝐵 =

𝑏𝛾 − 𝑑𝛼

|𝛼|
√
𝑏2 − 𝛼2

.

Ясно, далее, что в силу (2.6) лишь первая пара в (2.3) обеспечит сходимость ря-
да (1.3). Таким образом, решением возвратной системы (1.5) является последователь-
ность:

𝜎𝑘 = 𝐶

𝑥2∫︁
0

𝑥𝑘+𝐴−1(𝑥2 − 𝑥)𝐵(𝑥1 − 𝑥)−𝐵 𝑑𝑥 , (2.9)

где 𝐶 — произвольная постоянная.
Следующим содержательным вопросом является проблема сходимости интеграла

в представлении (2.9).

3. Пусть
𝐴 =

𝛾

𝛼
= −𝑁 + 𝜆 < −1 , (3.1)

где 0 ⩽ 𝜆 < 1 .
В этом случае с учетом неравенств (0.4) и (2.5) имеем 𝐵 > 0 . Следовательно, на

верхнем пределе интеграл сходится. Однако на нижнем пределе первые 𝑁 интегра-
лов (2.9) расходятся. Если 𝑁 = 2 , то 𝜎𝑘 в виде (2.9) удовлетворяет системе (1.5),
начиная с 𝑘 = 3 , что и требуется. Поэтому исследуем вопрос при 𝑁 > 2 . Заметим
для этого, что начиная с 𝑘 = 𝑁 + 1 , интеграл (2.9) существует и удовлетворяет
системе (1.5) тождественно. Таким образом осталось построить первые 𝑁 коэффи-
циентов 𝜎1 , 𝜎2 . . . 𝜎𝑁 . Определению подлежит также произвольная постоянная 𝐶 , с
точностью до которой записано решение (2.9). Записав (2.9) в виде 𝜎𝑘 = 𝐶𝜉𝑘, 𝑘 > 𝑁,

получим для искомых коэффициентов систему линейных алгебраических уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(𝑑+ 𝑏)𝜎1 + (𝛾 + 2𝛼)𝜎2 = 𝑑 ,

(𝑑+ 2𝑏)𝜎2 + (𝛾 + 3𝛼)𝜎3 +
𝛾 + 𝛼

2
𝜎1 =

𝛾

2
,

. . . . . . . . . .

(𝑑+ 𝑘𝑏)𝜎𝑘 +
𝛾 + (𝑘 + 1)𝛼

2
𝜎𝑘+1 +

𝛾 + (𝑘 − 1)𝛼

2
𝜎𝑘−1 = 0 ,

. . . . . . . . . .

(𝑑+𝑁𝑏)𝜎𝑁 + 𝐶

(︂
𝛾 + (𝑁 + 1)𝛼

2
𝜉𝑁+1

)︂
+
𝛾 + (𝑁 − 1)𝛼

2
𝜎𝑁−1 = 0 ,

𝐶
(︁(︀
𝑑+ (𝑁 + 1)𝑏

)︀
𝜉𝑁+1 +

𝛾 + (𝑁 + 2)𝛼

2
𝜉𝑁+2

)︁
+
𝛾 +𝑁𝛼

2
𝜎𝑁 = 0.

(3.2)
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Легко видеть, что система (3.2) разрешима, поскольку для матрицы (в силу усло-
вий (0.4)) выполнено свойство

|𝐴𝑗𝑗| = |𝑑+ 𝑗𝑏| = 𝑑+ 𝑗𝑏 > |𝛾|+ 𝑗|𝛼| > |𝛾 + 𝑗𝛼| =
⃒⃒⃒∑︁
𝑘 ̸=𝑗

𝐴𝑗𝑘

⃒⃒⃒
,

𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1.

Выразив из последнего уравнения неизвестную 𝐶 через 𝜎𝑁 , с учетом очевидного
неравенства 𝜉𝑁+1 > 𝜉𝑁+2, легко придем и для 𝑁 -ой строчки к неравенству

𝑑+𝑁𝑏 > 𝛾 +𝑁𝛼.

Таким образом, матрица системы (3.2) является не только трехдиагональной, но
и диагонально доминирующей, что и доказывает (см., например, [7, гл. XIV, §1,
Теорема 1]) разрешимость системы (3.2).

Если в (3.1) 𝜆 ̸= 0 , то система (3.2) — это система 𝑁 + 1 уравнения с 𝑁 + 1

неизвестными. В противном случае 𝐶 = 0 (что равносильно тому, что 𝜎𝑘 = 0 при
𝑘 > 𝑁 , т. е. ряд (1.3) обрывается) и оставшиеся 𝑁 уравнений определяют первые 𝑁
коэффициентов. Например, при 𝑁 = 2 имеем:

𝜎1 =
𝑏

𝑏+ 𝑑
, 𝜎2 =

𝑑𝛼− 𝑏𝛾

2 (𝑑+ 𝑏)(𝑑+ 2𝑏)
, 𝜎𝑘 = 0 , 𝑘 > 2 .

Соответственно, решение уравнения Прандтля (0.1) имеет вид:

Γ(𝑥) =
√
1− 𝑥2(𝜎1 + 2𝜎2𝑥) ,

а полагая 𝛼 = 𝛾 = 0, получим известную [2] формулу для циркуляции на эллиптичес-
ком крыле (𝑝(𝑥) = 𝑝0

√
1− 𝑥2, здесь 𝑝0 = 𝑏/𝑑):

Γ(𝑥) =
𝑏

𝑏+ 𝑑

√
1− 𝑥2 .

Заметим, что в силу (0.4) 𝑏+ 𝑑 ̸= 0.

4. Вопрос о расходимости интеграла (2.9) на верхнем пределе (𝐵 ⩽ −1) требует
более детального рассмотрения.

Прежде всего, покажем, что
𝐴+𝐵 > 0 . (4.1)

Действительно, полагая в (0.3) 𝑥 = −1 и пользуясь (2.5) имеем последовательно:

0 <
−𝛾 + 𝑑

−𝛼 + 𝑏
=
𝛾

𝛼
+

𝑏𝛾 − 𝑑𝛼

|𝛼|(−𝛼 + 𝑏)
<
𝛾

𝛼
+

𝑏𝛾 − 𝑑𝛼

|𝛼|
√
𝑏2 − 𝛼2

= 𝐴+𝐵 .
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Заметим, далее, что интеграл (2.9) является, фактически, представлением Эй-
лера для гипергеометрической функции [5]. Именно, делая в (2.9) замену 𝑥 = 𝑥2𝑡,
получим:

𝜎𝑘 = 𝐶1 𝑥
𝑘
2

1∫︁
0

𝑡𝑘+𝐴−1(1− 𝑡)𝐵

(1− 𝑥22𝑡)
𝐵

𝑑𝑡 =

= 𝐶2 𝑥
𝑘
2

Γ(𝑘 + 𝐴)Γ(𝐵 + 1)

Γ(𝐴+𝐵 + 𝑘 + 1)
𝐹 (𝐵, 𝐴+ 𝑘; 𝐴+𝐵 + 𝑘 + 1; 𝑥22) =

= 𝐶3 𝑥
𝑘
2

(𝐴)𝑘(1)𝑘
(𝐴+𝐵 + 1)𝑘𝑘!

𝐹 (𝐴+ 𝑘, 𝐵; 𝐴+𝐵 + 𝑘 + 1; 𝑥22) .

(4.2)

В силу неравенств (4.1) и (2.6) последнее представление (4.2) справедливо при любых
значениях параметров 𝐴 и 𝐵. В том числе и в рассмотренных в п.3 случаях 𝐴 < −1

и 𝐴 = −𝑁 . Коэффициенты 𝜎1 , 𝜎2 и 𝐶3 определяются из системы трех линейных
алгебраических уравнений: (1.4) и (1.5) при 𝑘 = 3. Пусть, например, 𝐵 = −1. Тогда
𝜎𝑘 = 𝐶𝑥𝑘2 при 𝑘 = 3, 4 . . . . Решением уравнения (0.1) будет тогда функция:

Γ(𝑥) = 𝜎(𝜙) = (𝜎1 − 𝐶 𝑥2) sin𝜙+ (𝜎2 − 𝐶 𝑥22) sin 2𝜙+ 𝐶
𝑥2 sin𝜙

1− 2𝑥2 cos𝜙+ 𝑥22
,

где 𝜎1 , 𝜎2 , 𝐶 удовлетворяют упомянутой системе:⎛⎜⎝ 𝑑+ 𝑏 1
2
(𝛾 + 2𝛼) 0

1
2
(𝛾 + 𝛼) 𝑑+ 2𝑏 1

2
(𝛾 + 3𝛼)𝑥32

0 1
2
(𝛾 + 2𝛼)

[︀
𝑑+ 3𝑏+ 1

2
(𝛾 + 4𝛼)𝑥2

]︀
𝑥32

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝𝜎1𝜎2
𝐶

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝𝑑𝛾2
0

⎞⎟⎠
Отметим также, что и случай (3.1), и случай 𝐵 ⩽ −1 физически достижимы.

Например, при 𝐵 = −1 хорда 𝑝(𝑥) будет положительна, если

𝛾 =
𝑑𝛼

𝑏
+
𝛼

𝑏

√
𝑏2 − 𝛼2 < 0, 𝑑 > |𝛾|.

В общем случае ряд суммируется [6, т.3, формула (6.7.1.6)] к гипергеометрической
функции Аппеля двух переменных:

𝜎(𝜙) =𝐶 Im𝐹1(𝐴 , 𝐵 , 1 ; 𝐴+𝐵 + 1 ; 𝑥22 , 𝑥2 𝑒
𝑖𝜙)+

+ (𝜎1 − 𝐶𝜇1) sin𝜙+ (𝜎2 − 𝐶𝜇2) sin 2𝜙,
(4.3)

где

𝜇1 =
𝐴

𝐴+𝐵 + 1
𝑥2 𝐹 (𝐴+ 1 , 𝐵 ; 𝐴+𝐵 + 2 ; 𝑥22),

𝜇2 =
𝐴(𝐴+ 1)

(𝐴+𝐵 + 1)(𝐴+𝐵 + 2)
𝑥22 𝐹 (𝐴+ 2 , 𝐵 ; 𝐴+𝐵 + 3 ; 𝑥22).
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В случае сходимости интеграла (2.9) можно дать интегральное представление
решения, что, конечно, более удобно для целей вычислений:

𝜎(𝜙) =𝜎1 sin𝜙+ 𝜎2 sin 2𝜙+

+ 𝐶

𝑥2∫︁
0

𝑥𝐴+3(𝑥2 − 𝑥)𝐵 (sin 3𝜙− 𝑥 sin 2𝜙)

(1− 2𝑥 cos𝜙+ 𝑥2) (𝑥1 − 𝑥)𝐵
𝑑𝑥 .

(4.4)

При расходимости на нижнем пределе можно воспользоваться решением систе-
мы (3.2). Тогда представление решения будет иметь вид:

𝜎(𝜙) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜎𝑘 sin 𝑘𝜙+

+ 𝐶

𝑥2∫︁
0

𝑥𝑁+1+𝐴

(︂
𝑥2 − 𝑥

𝑥1 − 𝑥

)︂𝐵
sin(𝑁 + 1)𝜙− 𝑥 sin𝑁𝜙

1− 2𝑥 cos𝜙+ 𝑥2
𝑑𝑥 .

Интегральное представление гипергеометрической функции [5]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑧) =
Γ(𝑐)

Γ(𝑏)Γ(𝑐− 𝑏)

1∫︁
0

𝑡𝑏−1(1− 𝑡)𝑐−𝑏−1

(1− 𝑡𝑧)𝑎
𝑑𝑡 (4.5)

справедливо лишь при условиях

Re 𝑐 > Re 𝑏 > 0. (4.6)

В иных случаях необходимо переходить к контурному интегрированию на римановой
поверхности подынтегральной в (2.9) функции по замкнутому контуру [5]. Поэтому
прямо представить (4.3) в виде интеграла Эйлера (4.5) при 𝐵 < −1 нельзя. Пока-
жем, однако, что условие (4.1) дает нам возможность "перекинуть"расходимость на
нижний предел. Пользуясь равенством 𝑥2 = 1/𝑥1, запишем представление (2.9) в
виде:

𝜎𝑘 =
𝐶1

𝑘 + 𝐴

𝑥2∫︁
0

(︀
𝑥𝑘+𝐴

)︀′(︂ 𝑥2 − 𝑥

1− 𝑥𝑥2

)︂𝐵

𝑑𝑥. (4.7)

Обозначим

𝑥+ =

⎧⎨⎩𝑥, 𝑥 > 0,

0, 𝑥 < 0.

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2024, 3



69

Тогда интегральное представление (4.7) можно записать:

𝜎𝑘 =
𝐶1

𝑘 + 𝐴

1∫︁
−1

(︀
𝑥𝑘+𝐴
+

)︀′(︂ 𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂𝐵

+

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑦=𝑥2

.

Заметим теперь, что интеграл является сверткой для интегрального преобразования
на конечном отрезке 𝒫 (см. [3]) функций

(1− 𝑥2)
𝑑

𝑑𝑥
𝑥𝑘+𝐴
+ , 𝑥𝐵+.

Если при этом 𝐵 = −𝑚 − 𝜆, 0 ⩽ 𝜆 < 1, то по общему правилу (см. [3], теорема 1.3)
расходимость надо понимать, как

𝜎𝑘 =
𝐶2

𝑘 + 𝐴

(︁
(1− 𝑦2)

𝑑

𝑑𝑦

)︁𝑚 1∫︁
−1

(︀
𝑥𝑘+𝐴
+

)︀′(︂ 𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂−𝜆

+

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑦=𝑥2

.

Здесь нельзя вносить производную под знак интеграла. Однако свертка симметрична
относительно свертываемых функций. Поэтому можно продолжить:

𝜎𝑘 =
𝐶2

𝑘 + 𝐴

(︁
(1− 𝑦2)

𝑑

𝑑𝑦

)︁𝑚 1∫︁
−1

𝑥−𝜆
+ (1− 𝑥2)

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂𝑘+𝐴

+

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑦=𝑥2

=

= (−1)𝑚
𝐶3

𝑘 + 𝐴

1∫︁
−1

𝑥−𝜆
+

(︁
(1− 𝑥2)

𝑑

𝑑𝑥

)︁𝑚+1
(︂
𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂𝑘+𝐴

+

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑦=𝑥2

=

= −𝐶4(−𝑘 − 𝐴+ 1)𝑚

𝑥2∫︁
0

𝑥−𝜆

(︂
𝑥2 − 𝑥

1− 𝑥𝑥2

)︂𝑘+𝐴−𝑚−1

𝑑𝑥.

Так как 𝐴+𝐵 = 𝐴−𝑚−𝜆 > 0, последний интеграл сходится на обоих пределах при
всех 𝑘 > 0. При проведении выкладки мы пользовались равенствами [3]:(︁

(1− 𝑦2)
𝑑

𝑑𝑦

)︁𝑚
𝑓

(︂
𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂
= (−1)𝑚

(︁
(1− 𝑥2)

𝑑

𝑑𝑥

)︁𝑚
𝑓

(︂
𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂
=

= 𝑓 (𝑚)

(︂
𝑦 − 𝑥

1− 𝑥𝑦

)︂
,

и формулой дифференцирования
(︀
𝑧𝜇
)︀(𝑚)

= (−1)𝑚(−𝜇)𝑚𝑧𝜇−𝑚.

Рассмотрим теперь предельные случаи.
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5. Пусть

𝑝(𝑥) =

√
1− 𝑥2

𝛾𝑥+ 𝑑
⩾ 0 , 𝑑 > |𝛾|. (5.1)

В этом случае 𝐴 = 𝐵 = ∞ и формулами (2.9) и (4.2) пользоваться нельзя. Запишем
рекуррентную систему (1.4) и (1.5) для рассматриваемой ситуации (𝛼 = 0 , 𝑏 = 1):

(𝑑+ 1) 𝜎1 +
𝛾

2
𝜎2 = 1 , (5.2)

(𝑑+ 𝑘) 𝜎𝑘 +
𝛾

2
(𝜎𝑘−1 + 𝜎𝑘+1) = 0 , 𝑘 = 2, 3, . . . (5.3)

Для решения системы (5.3) заметим, что "похожему" рекуррентному соотношению
удовлетворяют функции Бесселя 𝐽𝜈(𝑥) и 𝑌𝜈(𝑥) [5]:{︃

𝐽𝜈+1 + 𝐽𝜈−1 = 2𝜈𝑥−1𝐽𝜈 ,

𝑌𝜈+1 + 𝑌𝜈−1 = 2𝜈𝑥−1𝑌𝜈 ,

в терминах которых общее решение (5.3) можно представить следующим образом:

𝜎𝑘 = 𝐶1 (−1)𝑘𝐽𝑘+𝑑(𝛾) + 𝐶2 (−1)𝑘 𝑌𝑘+𝑑(𝛾) .

Очевидно, можно считать 𝛾 > 0. Если это не так, в исходном уравнении (0.1) надо
сделать замену 𝑥 → −𝑥. Покажем, что с ростом порядка при фиксированном по-
ложительном аргументе функция 𝐽𝜈(𝑥) убывает, а 𝑌𝜈(𝑥) неограниченно возрастает.
Первое следует из интегрального представления Пуассона [5, т.2, 7.3.(3)]:

𝐽𝜈(𝑥) =
2√
𝜋

(︁𝑥
2

)︁𝜈 1

Γ(𝜈 + 1
2
)

𝜋
2∫︁

0

cos(𝑥 sin𝜙)(cos𝜙)2𝜈 𝑑𝜙,

откуда имеем очевидную оценку:

|𝐽𝜈(𝑥)| ⩽
2√
𝜋

(︁𝑥
2

)︁𝜈 1

Γ(𝜈 + 1
2
)

𝜋
2∫︁

0

(cos𝜙)2𝜈 𝑑𝜙 ⩽
(︁𝑥
2

)︁𝜈 1

Γ(𝜈 + 1)
·

Для оценки функции Неймана 𝑌𝜈(𝑥) воспользуемся интегральным представлением
Гублера [5, т.2, 7.3.(12)]:

𝑌𝜈(𝑥) =

2√
𝜋

(︀
𝑥
2

)︀𝜈
Γ(𝜈 + 1

2
)

⎛⎝ 1∫︁
0

(1− 𝑡2)𝜈−
1
2 sin(𝑥𝑡) 𝑑𝑡−

∞∫︁
0

𝑒−𝑥𝑡(1 + 𝑡2)𝜈−
1
2 𝑑𝑡

⎞⎠ .
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При больших вещественных 𝜈 имеем:⃒⃒⃒⃒
⃒𝑌𝜈(𝑥)Γ(𝜈 + 1

2
)

2√
𝜋

(︀
𝑥
2

)︀𝜈
⃒⃒⃒⃒
⃒ ⩾

⩾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

∞∫︁
0

𝑒−𝑥𝑡(1 + 𝑡2)𝜈−
1
2 𝑑𝑡+𝑂

(︀
𝜈−1/2

)︀⃒⃒⃒⃒⃒⃒ ⩾
∞∫︁
0

𝑒−𝑥𝑡𝑡2𝜈−1 𝑑𝑡 = 𝑥−2𝜈Γ(2𝜈),

- и поэтому при 𝜈 → ∞
𝑌𝜈(𝑥) ⩾

Γ(𝜈)(︀
𝑥/2
)︀𝜈 .

В последних формулах Γ(𝑧) — это Γ-функция Эйлера (а не циркуляция, как в урав-
нении (0.1)) Из этих оценок вытекает, что решением системы (5.3) является после-
довательность

𝜎𝑘 = 𝐶 (−1)𝑘𝐽𝑘+𝑑(𝛾) 𝑘 ⩾ 2 , (5.4)

Коэффициенты 𝜎1 и 𝐶 найдем из (5.2) и уравнения (5.3) при 𝑘 = 2:⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑑+ 1)𝜎1 +

𝛾

2
𝐽2+𝑑(𝛾)𝐶 = 1,

𝛾

2
𝜎1 +

[︀
(𝑑+ 2)𝐽𝑑+2(𝛾)−

𝛾

2
𝐽𝑑+3(𝛾)

]︀
𝐶 = 0 .

Ряд (1.3) с коэффициентами (5.4) суммируется [4, т.2, формула 5.7.10.1]:

𝜎(𝜙) = 𝜎1 sin𝜙+𝐶 𝐽𝑑+1(𝛾) sin 2𝜙+

+
𝐶

2

𝛾∫︁
0

(︂
𝑑

𝑡
− cos𝜙

)︂
sin
[︀
(𝛾 − 𝑡) sin𝜙

]︀
𝐽𝑑(𝑡) 𝑑𝑡 ,

и интеграл сходится для любого 𝑑 > 0.

6. Рассмотрим теперь случай, когда 𝑏 = −𝛼. Отметим, что здесь кромки уже не
эллиптические, а на одной из них (𝑥 = +1 ) имеется точка возврата. Тем не менее,
разработанная схема проходит. При ее применении следует учитывать предельный
переход:

𝑥1 ↘ 1 , 𝑥2 ↗ 1 , 𝐵 → ∞ .

В подынтегральном выражении в (2.9) возникает неопределенность типа 1∞:

lim
|𝛼|→𝑏

(︂
𝑥2 − 𝑥

𝑥1 − 𝑥

)︂𝐵

= lim
|𝛼|→𝑏

(︂
1 +

𝑥2 − 𝑥1
𝑥1 − 𝑥

)︂𝐵

=

= lim
|𝛼|→𝑏

(︃
1−

2
√︀

(𝑏/𝛼)2 − 1

1− 𝑥

)︃ 𝑑+𝛾

|𝛼|
√

(𝑏/𝛼)2−1

= exp

{︂
−2(𝑑+ 𝛾)

|𝛼|(1− 𝑥)

}︂
.

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (64)’ 2024



72

Таким образом в этом предельном случае имеем решение системы (1.5):

𝜎𝑘 = 𝐶

1∫︁
0

𝑥𝑘+𝐴−1 exp

{︂
−2(𝑑+ 𝛾)

|𝛼|(1− 𝑥)

}︂
𝑑𝑥 . (6.1)

Относительно решения (6.1) справедливы все построения п.3 при 𝐴 = −𝑁 + 𝜆.
Точно также, интегральному представлению (6.1) по аналогии с п.4 можно при-

дать вид гипергеометрической функции (на этот раз, очевидно, вырожденной). Од-
нако, в этом случае эти построения не носят «обязательного» характера, поскольку
нет проблемы сходимости на верхнем пределе.

Заключение

Таким образом, в статье подробно исследован случай эллиптических кромок для
уравнения Прандтля. В работе [4] для этого вида кромок предложен метод численно-
го исследования, основанный на алгоритме Мультоппа. Обычно, этот метод приме-
няют в случае симметричной хорды

(︀
𝑝(𝑥) = 𝑝(−𝑥)

)︀
и тестируют на примере эллип-

тического крыла 𝑝(𝑥) = 𝑝0
√
1− 𝑥2. Явные решения, построенные в настоящей статье,

могут стать важными тестами при проверке численных алгоритмов и в несимметрич-
ном случае. Отметим, что развитой в настоящей работе техникой можно рассмотреть
и симметричное крыло, задав хорду в виде

𝑝(𝑥) =
𝛼𝑥2 + 𝑏

𝛾𝑥2 + 𝑑
·

В этом случае в рекуррентную систему будут входить 𝜎𝑘, 𝜎𝑘−2, 𝜎𝑘+2. Коэффици-
енты по-прежнему будут линейными. Поэтому, полагая индекс 𝑘 четным и нечет-
ным, сведем полученную систему к двум системам типа (1.5) на последователь-
ности 𝑢𝑘 = 𝜎2𝑘, 𝑣𝑘 = 𝜎2𝑘+1. Подчеркнем также, что алгоритм явного решения
для эллиптических кромок 𝑝(𝑥) ∼ 𝑝0(𝑥)

√
1− 𝑥2, 𝑝0(±1) ̸= 0, сводится к дискрет-

ной точно решаемой системе уравнений, тогда как случай параболических кромок
𝑝(𝑥) ∼ 𝑝0(𝑥)(1− 𝑥2), 𝑝0(±1) ̸= 0, (см. работы [1, 3]) сводится к уравнению свертки и
типа свертки для интегрального преобразования 𝒫 на конечном отрезке.
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