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Для исследования теоретико-множественного прин­
ципа свертывания была введена [1] логика без сокраще­
ний L0, секвенциальная формулировка которой получает­
ся из генценовского исчисления секвенций LK класси­
ческой логики удалением правил сокращения одинаковых 
формул. В [2] изучался связанный с этой логикой класс 
так называемых Ь0-алгебр. 1/0-алгебры — это частич­
но упорядоченные алгебраические системы вида А = 
= (А, <^, + , •,*", 0,1) с двуместными операциями (ж, у) *->• 
ь-> х + у и (ж, у) <-+• Х'У, одноместной операцией j n - f 
и константами 0 и 1, являющимися наименьшим и наи­
большим элементами соответственно. По каждой из опе­
раций + и • 1/0-алгебра является частично упорядочен­
ной коммутативной полугруппой с единицей относитель­
но операций + и • (единицей для операции + служит О, 
а для операции • — 1). Кроме того, для любых элемен­
тов х, у, z из-А выполняются неравенства 

х% (х)~ К °» 1 < (ХТ + х-> 
х' (У + Z ) < ( S ; y)+Z. 

Эти алгебры использовались [3] для исследования ло­
гики без сокращений L0. Роль Ь0-алгебр для логики без 
сокращений аналогична роли булевых алгебр в класси­
ческой логике. Отношение порядка в 1/0-алгебрах выра­
жается через операции 

х ^ у ФФ х-у" = 0 44 х~ + У = 1. 
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В силу этого можно дать аксиоматику £0-алгебр, не со­
держащую символа <; (см. [2]). При этом, однако, не­
которые аксиомы (например, аксиома антисимметрично­
сти) будут иметь вид импликаций. Возникает вопрос: 
можно ли эти импликации заменить равенствами? В на­
стоящей заметке дается отрицательный ответ на этот воп­
рос. Доказывается, что квазимногообразие £0-алгебр не 
является многообразием. 

Для исследования пропозициональной ВСК-системы 
Мередита (см. [4]) Имаи и Исеки ввели в [5] ВСК-алгебры 
(см. [6, 7]). Если в данной £0-алгебре А определить опе­
рацию квазивычитания (х, у) •->- х — у равенством 
х — у — х-у~, то множество Л, снабженное структурой, 
состоящей из этой операции и константы 0, будет ВСК-
алгеброй. Вронский в [8] показал, что квазимногообразие 
ВСК-алгебр не является многообразием. Хиггс [9] до­
казал аналогичное утверждение для квазимногообразия 
Jf, состоящего из ВСК-алгебр, удовлетворяющих так 
называемому условию (S). Этот результат Хиггса являет­
ся усилением упомянутого результата Вронского и выте­
кает из нашего результата. 

Класс Ж, рассматривавшийся Хиггсом, можно оха­
рактеризовать также как класс частично упорядоченных 
коммутативных полугрупп с квазивычитанием, опреде­
ляемым эквивалентностью 

а — Ь^х^а^х+Ь, (>(<) 
в которых существует наименьший элемент 0, являющий­
ся полугрупповой единицей. 

Отметим, что полугрупповые алгебраические системы 
с операцией, определяемой эквивалентностью (>fc) , рас­
сматривались многими авторами как в коммутативном, 
так и в некоммутативном случаях (см. библиографию 
[10—12]). По-видимому, впервые системы с операцией, 
определяемой по (>(<), стал рассматривать Т. Сколем 
в 1919 г. (см. [13]). 

Для связи упоминавшихся алгебраических систем с ло­
гикой отметим, что ВСК-алгебры являются алгебраичес­
ким эквивалентом ID-фрагмента (т. е. фрагмента, форму­
лы которого строятся только с помощью импликации) 
интуиционистского пропозиционального исчисления сек­
венций Генцена LJ без правил сокращения, а класс 
Хиггса Ж соответствует (Z), Д)-фрагменту исчисления 
LJ также без правил сокращения. 
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1. Рассмотрим алгебру А* = (А, + , •, ~, 0, 1), но­
ситель которой А состоит из четырех элементов А = 
= {0, а, 6, 1}. Двуместные операции + , • и одноместная 
операция " определены следующим образом: 
х + 0 = 0-\-х = х; если х Ф 0 л у Ф О, то я + i/ = 1. 
хЛ = 1-х = х\ если х Ф 1 и у Ф 1, то z-i/ = 0. 

а" = Ь, Ь~ = а, 0" = 1, Г == 0. 

Если определить 

* < *У^Х-У~ = 0, (1) 

то отношение я с~ 4г/ <н> (# <^ 42/) & (У ^ 4̂ ) будет конгру­
энцией, а фактор-алгебра по этой конгруэнции будет 
1/0-алгеброй (а именно Зх-элементной алгеброй Лукасе-
вича (см. в связи с этим [1]); элементы а и Ъ отождествля­
ются). 

Алгебра 4 4 с порядком <;4, определяемым согласно 
(1), не является £0-алгеброй (так как не выполняется за­
кон антисимметричности для элементов а и Ъ : а-Ь~ = 0 
и Ь-а~ = 0, но а Ф Ь. 

2. Рассмотрим пропозициональный язык с одной про­
позициональной переменной р и связками -К •, ~~1- Фор­
мулы, образуемые с помощью этих связок из буквы р, 
будем обозначать через ф, г|), ^, ос, р, у, б, а последователь­
ности таких формул — через Г, А с индексами. Таким 
образом, формулы описанного языка являются элемен­
тами абсолютно свободной алгебры с одной образующей р 
в сигнатуре + , •, |. 

Будем писать Г ^ А, если последовательность Г полу­
чается из последовательности А некоторой перестановкой 
(другими словами: если Г = фх, ф2, . . ., фп (п ^> 0), то 
А = фг1? фг2, . . ., Фгп, где iu *2,. . ., in — некоторая пе­
рестановка чисел 1,2,. . ., п). 

Секвенцией назовем выражение вида Г ->• А. Рас­
смотрим следующее исчисление секвенций. Аксиомы 
имеют вид 
(Акс 1) Г1э р, Г2 -> Ах, р, А2. 

Правила вывода имеют вид 
( * Г ь ф, •», Г 2 ^ А . , Гх-^Д!, ф Г2-*Ф, А2 
К' ' Г ь ф.я|), Г2-*Д ' ^"^'/ Г —Д ' 
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где Г ^ Г Л и Д ^ Д Ь (ф.ф), A2; 
/ • ч Гь ф-^Дх г|у Г2->Д2 , п Г ->Дь ф, \|з, Д2 . 
^ ' г -»д ' v-^-t-; г - > д ь Ф + Ф, д2

7 

где Г ^ Г Ь (ф + ф), Г2 и A^AiA2; 
/—i v ГхГ 2 ->ф, Д , Г, ф - > Д х Д 2 

I » ' Г Ь П Ф , Г 2 - А ' [ 1) Г - , Д Ь П Ф , Д 2 • 

Стандартным образом доказывается 
ЛЕММА 1. Правила (•->) и (->- + ) обратимы. Пра­

вила перестановки формул слева и справа от стрелки, 
а также правило сечения 

Г1-»А Ь Ф Ф, Г 2->Д 2 
Г Л - Д х Д , 

допустимы, т. е. не расширяют запаса выводимых секвен­
ций. 

Определим отношение эквивалентности ~ на фор­
мулах. 

О п р е д е л е н и е 1. 
ф ~ \|) <Н> |— (ф ~» г|)) & [— (г|) ->- ф). 

Алгебра Линденбаума введенного исчисления являет­
ся Lo-алгеброй (притом свободной Х0-алгеброй с одной 
образующей). Константой 0 служит класс эквивалент­
ности формулы р- \р. Константой 1 — класс [р + 1/?]~. 
Отношение порядка задается эквивалентностью 

[ф]« < . [ * ]« ^ Н (ф->-ф). 
Обозначим эту свободную £0-алгебру через F. 

3. Чтобы получить результат о неаксиоматизируе­
мости класса 1/0-алгебр с помощью тождеств, достаточно 
построить эпиморфизм h:F~>A4: на алгебру А±, не яв­
ляющуюся 1/0-алгеброй. По теореме Биркгофа [10, гл. VI] 
класс 1/0-алгебр не будет многообразием, так как он не 
замкнут относительно эпиморфных образов. 

О п р е д е л е н и е 2. Определим для каждой фор­
мулы ф значение | ф |, являющееся элементом алгебры А±: 

I Р I = а , 
| ф + * | = | ф | + | г Н , 1ф"Ч>1 = 1ф1'Ж, Пф1=1фГ. 

Очевидно, каждый элемент из А4 является значением 
некоторой формулы. 

ТЕОРЕМА. Если ф ~ -ф, то | ф [ = | -ф |. 
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С л е д с т в и е , класс Ь0-алгебр не является Много­
образием. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Искомый эпиморфизм 
h: F-^A^ (см. п. 2) определяется равенством h([(p]~) = 
= 1Ф I-

В оставшихся пунктах дается доказательство этой 
теоремы. 

4. Формулу, у которой отрицание может встретиться 
только у переменной, назовем приведенной. Для каждой 
формулы существует приведенная формула, эквивалент­
ная данной. Эквивалентность здесь понимается в смысле 
определения 1. Эта приведенная формула получается при­
менением эквивалентностеи 

П(Ф + г|))~ ~~]ф -П*» П'(Ф"Ф)^"1Ф+ "!*» 

Так как формула, получаемая из данной применением 
указанных эквивалентностеи, не меняет своего значения 
в алгебре А±, то можно считать, что ф и \|), фигурирующие 
в теореме, являются приведенными формулами. Как 
видно из формулировки правил исчисления секвенций, 
вывод секвенции, составленной из приведенных формул, 
может содержать только такие применения правил (~~| ->) 
и (->"])> в которых формула ф является пропозициональ­
ной переменной р. Поэтому если правила ( | —•) и (—>• ]) 
удалить, а вместо них написать аксиомы 
(Акс2). 1\, р, Г, П Р , Г 2 - ^ А 
(Акс 3). Г -* Аъ р, Л, ~\р, А2, 

то класс выводимых секвенций, составленных из приве­
денных формул, не изменится. В силу этого последнего 
утверждения будем считать, что символ (— из определе­
ния 1 означает выводимость в исчислении с аксиомами 
(Акс 1), (Акс 2), (Акс 3) и правилами (•, - • ) , (->•)» (Н—>), 
(-*- +)• 

5. Предположим, что теорема неверна. Тогда для не­
которых ф и г|) будет 

[— Ф -+ty и \— я|)-> ф, (2) 
1 Ф 1 # 1 * | . (3) 

Так как фактор-алгебра алгебры А± по отношению ~ 4 
является Ь0-алгеброй (см. п. 1), то из ф ~ я|) следует 
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I ф I ~ 41 if) |. Отсюда и из (3) выводим 

I Ф I e {a, &} и | я|) | е {а, 6}. (4) 

Возьмем пару (ф, лр) с минимальным общим числом сим­
волов среди пар (ф, г|э), удовлетворяющих (2) и (3). Будем 
считать, что (ф, гр) обозначает такую минимальную пару. 
Из (4) и условия минимальности пары (ф, ty) следует, что 
Ф и if> не содержат доказуемых или опровержимых 

подформул. (5) 
Формула а называется доказуемой, если секвенция 

->• а с пустой левой частью выводима, и опровержимой, 
если секвенция а -> выводима. 

6. Будем писать а = аг + • . • + ап> если п !> 2 и 
а получается из выражения ах + • • • + ап некоторой 
перестановкой членов с последующей расстановкой ско­
бок. Если, кроме того, каждое at есть либо /?, либо ~~| р, 
либо имеет вид |3-у для некоторых формул |3 и у, то пишем 
а — * ах + . . . + ап. Двойственным образом опреде­
ляются записи а = ах- . . .-ап и а = * ах«. . . -ап. Та­
ким образом, в записях вида а = ах + . . . + ап глав­
ный знак некоторых формул at может быть +• Если же 
над знаком равенства поставлена звездочка, то такого не 
может быть. Из (2) — (5) следует, что 

либо (I) ф = *<р1 + . . . + Фп и г|з = *^г + . . . +я|эт, 
либо (II) ф = * ф Г . . , .ф я и г|> = *i|51. . . . . \ | ) т 

для некоторых п, т, ф{, ^ . Другие случаи невозможны. 
Если бы, например, ф = *фх + . . . + фп> а ^ = £, 
то в силу (2) были бы доказуемы секвенции ц>1 + . . . 
. . . + ф| -> р и фг+i + . . . + фп -> для некоторого J 
или секвенции фх + • • • + Щ ~+ и ф/f+i + • • • + фп -*-
->• р для некоторого &, из которых по правилу (-\—*) вы­
водится секвенция ф - ^ р . По другим правилам эта сек­
венция получиться не может. Следовательно, ф содержала 
бы опровержимую подформулу фг+1 + . . . + фп и л и 

опровержимую подформулу фх + . . . + ф&, что проти­
воречит (5). Остальные невозможные случаи разбираются 
аналогично. 

7. Вывод в исчислении с аксиомами Акс 1, Акс 2, 
Акс 3 и правилами (-\—>-), (-> +)» (—*)> (-^*) назовем 
левым, если за всяким применением правила (->- •) не­
посредственно может применяться любое правило, кроме 
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(И >), т. е. если в выводе нет частей вида 

II III I II '. 

(+-*) у и л и ^ — ^ v • 
Для всякого вывода можно с помощью ряда переста­

новок правила (Н—>) с правилом (->•) построить левый 
вывод той же секвенции. Перестановка осуществляется 
следующим образом. Пусть, например, в выводе имеется 
такая часть: 

г д , , Га->ф, Д2 Г3, Р-»Ч>, Д3 
/ , х 1ь а - Д 1 (->•) Г2Г3р-,(ф.г|))Д2Д3 

*-*"" "*' ГЛГз (а + Р) - (ф.*), ДхДаДз 

Эту часть заменим на следующую: 
г m л /-L х г ь tt-»Ai Г8> fr-»4V As 

/ ч Г 2 - Ф > д 2 (+->) п Г з Л а + Р ) ^ ^ AXA, 
*-*"' Г!Г2Г3, (а + Р)-»(ф.*), Д1Д2Д3 

Аналогичным образом всякий вывод можно перестроить 
в правый вывод, определение которого дается двойствен­
ным образом. 

8. ЛЕММА 2. Пусть формулы у = *Yi + • • • + уп 
и б = *бх + . . . + б т удовлетворяют условию (5) и сгк-
венция у ->• б выводима. Тогда имеет место одна из двух 
альтернатив — (А) и./ш (В). 

(А). Существует разбиение множества {1, 2,. . ., т) на 
попарно не пересекающиеся непустые множества I (i) = 
= Ui\- • -, i%)}l<i<n(m.e. {1, . . . i » } = U i < n * ( 0 « 
/ (s) f~] / (k) = 0 , i Ф k) такие, что для всякого i ^ n 

HYi-2Ui<i>e* (6) 
где 4^P^3Sje2(i) fy обозначена формула, получающаяся какой-
нибудь расстановкой скобок в выражении 6jf + . . . 
• . • + б (i) . 

Jp(i) 
(В). Существуют формулы б', а, р, б" такие, что 

Двойственное утверждение справедливо для формул вида 
у = *7i«. . .-Vn и б = *Si- . . . - б т . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу обратимости пра­
вила (-*- -|-) секвенция у ->• бх,. . ., б т выводима. В силу 



п. 7 она имеет левый вывод. Если последнее правило в этом 
выводе есть (-> •), то получается альтернатива (В). Если 
последнее правило есть (-J- ->), то мы имеем две выводи­
мые секвенции уг + . . . + yp-+8il,. . ., 8iq и ур+1 + 
+ • • • + Уп -*- \ + 1 • • •» бгш для некоторых р, q и неко­
торой перестановки гх, . . ., im чисел 1,. . ., т . Если 
р = 1 и га = 2, то получается альтернатива (А). В про­
тивном случае каждая из указанных секвенций, левая 
часть которых имеет по крайней мере два слагаемых, дол­
жна получаться (так как вывод левый) только по правилу 
(Н—>-)'из секвенций подобного вида. К этим последним 
секвенциям опять применяем приведенное рассуждение. 
В конце концов мы придем к секвенциям вида Yi ~> 

-* Д е т ) S i ' * " •' Yn—> S i ej(n)6i ' ЯВЛЯЮЩИМСЯ ВЫВОДИМЫ­
МИ и из которых с помощью многократного применения 
правила (Н—У) получается секвенция Y~^^i'* • ••> m̂> 
т. е. мы придем к альтернативе (А). 

9. Вернемся к доказательству теоремы. В п. 5 возникли 
условия (2), (3) и условие минимальности. Как отмечено 
в п. 6, имеются две возможности. Рассмотрим возможность 
I, т. е. ф = *фх + . . . + ф„ и я|) = *ip! + . . . + я|)т. 
В силу доказанной леммы появляется четыре возможности: 
(АА) — альтернатива (А) для секвенции ф ->• г|) и эта же 
альтернатива для секвенции г|) ->- ф; (АВ) — альтерна­
тива (А) для ф -> г|? и (В) дляя|) -> ф; (ВА) — (В) для ф -> г|) 
и (А) для г|? -*• ф; (ВВ) — (В) для ф -*- г|) и я|) ->- ф. 

(АА). В этом случае для каждого t ^ n существует 
разбиение (/ (i) \ i ^ п) множества {1,. . ., т) на непу­
стые множества и разбиение (/ (/) | / ^ т) множества 
{1,. . ., п) также на непересекающиеся непустые множе­
ства. Из этого следует, что п ^ т и т ^ п, т. е. п = т, 
и каждое I (i) и J (/) одноэлементно. Из определения опе­
рации Н- в А±, а также из (4) следует, что существует 
i0 <; п такое, что | фг-0 | е {а, Ъ) и | ф̂  | = 0 для i Ф i0. 
Аналогично существует /0 ^ т такое, что | ipj0 | ЕЕ {#, Ъ) 
и | % | = 0 для / ф /0. Из неравенства | ф1о | < 1S jGl ( io ) *j I» 
справедливого в альтернативе (А), одноэлементности мно­
жества / (i0) и равенств | г|);- | = 0 для всех / Ф /0 выте­
кает, что / (i0) = {/0}. Таким образом, |— фг0 ->ij)j0. Ана­
логично-1— я|),о -> ф|о. Кроме того, | Ф̂  J = | Ф | и | •ф;, | = 
= | г|) |. Пара (фг0, i|?j0) содержит меньше символов, чем 
исходная пара (ф, я|)), и удовлетворяет условиям (2) и (3) 
в противоречие с минимальностью пары (ср, ij))f 
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(АВ). Альтернатива (В) для секвенции ф -*- (р о£на-
чает существование формул ф', ос, р, ф" таких, что ф = 
= ф' + а-р + ф" и 

Н-^-^ф' + а (7) 

• " Н - Р + Ф". (8) 
Альтернатива (А) для секвенции <р -> if позволяет ут­
верждать, что существуют формулы г|э', г|/', х такие, что 
Ч> = Ч>' + X + ЧЛ 

|-ф'->Ч>' (9) 

h « - P - x (Ю) 

b < p " - f . (И) 
Используя эти секвенции, напишем следующую цепочку 
выводимых секвенций: 

Л(Ф ' + а).ф + ф")->ф' + «-Р + ф"-^^' + «-Р + ф"-^ 
™ ф ' + Х + ф ' - ^ ф ' + Х + ¥" = 1>, 

где цифры над стрелками указывают секвенцию, исполь­
зуемую при обосновании соответствующих стрелок. Из этой 
цепочки выводимых секвенций и допустимости правила 
сечения (лемма 1) следует 

ф ' + а ~ г | / + х + ф" (12) 
и 

<р' + а —ф' + х + Ф". (13) 
Так как | Ф' +<х.р+ф" | = | ф' | + I «'P 1 + | ф» | = 
= |ф|е {а, Ь}, то 

1ф" | # 1 . (14) 
Из (8) следует | р + ф" I = I Р I + I ф" I = 1. Отсюда 
из (14) вытекает, что либо | ф" | = 0 и | Р | = 1, либо 
| ф" | ЕЕ {а, Ъ). В первом случае | ф | = | ф' + а»р + 
+ Ф" | = | Ф ' | + | а |. | р | + I Ф" I = | Ф' I + I а |. 
Таким образом, значение левой части эквивалентности 
(13) равно | ф |, а значение правой есть | \|) |. Но эквива­
лентность (13) содержит меньше символов, чем исходная 
ф ~ г|), что противоречит условию минимальности из п. 5. 
Во втором случае, т. е. когда | ф" | €Е {а, 6}, из условия 
I ф I = I ф' + а-Р + ф"| S {а, Ъ) следует, что | ф'-| = 0 
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и | а-р | = 0. Из (11) вытекает | q>" | ^ 4 | -ф" |. Это вместе 
с |ф | = |г|/ + % + f | е {а, &} дает |гр" | е { в , 6} и 
I г1'' I = 0, 1x1 = 0. Таким образом, 

|q> 1 = |<р' | и Ц>| = I f I- (15) 
Эквивалентности (12) и (13) содержат меньше символов, 
чем исходная эквивалентность ф î ^ яр, удовлетворяющая 
условию минимальности. Поэтому | ф' + а | = | г|/ + 
+ 1 + ф" I = I ф " I и I ф' + а I = 1Ф" I- Отсюда и из 
(15) следует | ф | = | г|) |, что противоречит (3). 

(ВА). Этот случай рассматривается аналогично пре­
дыдущему. 

(ВВ). Существуют формулы (см. лемму 2) ф', а, |3, 
ф", г|/, у, а, г|/' такие, что ф = ф' + а-|3 + ф" ия|) = г|/ + 
+ у • б + i|)" и секвенции 

ф-^Ф' + Y —̂  ст + 
ф->ф' + а ->Р + ф" 

выводимы. Из этих секвенций вытекает следующая цепоч­
ка доказуемых секвенций: 
Ф ->i|>' + у->г|/ + Y-6 + г|/' — 

= г|5 ->- ф' + а ->- ср' + а*Р + ф" = ф, 
откуда 

Ф ~ г|/ + V, 
i|) ~ ф' 4- а, 

ф' + а — Ф' + Y-
Каждая из этих эквивалентностей содержит меньше сим­
волов, чем исходная эквивалентность ф~г|). Поэтому 
I ф I = I 'Ф' + Y I = I ф' + а I = | "ф |, что противоречит (3). 

Таким образом, предположение о несправедливости 
теоремы приводит к противоречию во всех случаях. Этим 
завершается доказательство теоремы. 

10. Из построенного гомоморфизма h свободной L0-
алгебры F на алгебру Л4 вытекает результат Хиггса. 
Действительно, если определить в алгебрах F и А± опе­
рацию (х, у) ^ х — у равенством х — у = Х'у~, то 
алгебра F будет принадлежать классу Ж, а алгебра J.4 — 
нет. Очевидно, гомоморфизм h будет гомоморфизмом и 
по этой операции. Следовательно, класс Ж не замкнут 
относительно гомоморфных образов. 

11. Класс £0-алгебр можно получить из приведенного 
во введении определения класса Ж наложением условий: 
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сигнатура содержит константу 1, для которой выполнены 
тождества 1 + # = 1 и 1 — (1 — х) = х. Определяя х~ = 
= 1 — х и х*у = (х~ -{- у~)~, мы получаем квазимного­
образие Ь0-алгебр. Действительно, достаточно устано­
вить, что при таком определении для любых х и у имеет 
место ж ^ у f ? 1 ^ ж" + I/ и ж ^ 1. По определению ква­
зивычитания (см. эквивалентность (>(<)) имеем 
1 < а Г + У ^ 1 — ж ~ < 1 / ^ 1 — (1 — я ) < 1 / ^ ж < у . 

В силу этого неравенство х <^ 1 эквивалентно верному 
неравенству 1 ^ х~~ + 1 = 1. 

Заметим, что построенная Хиггсом [9] алгебра, гомо­
морфный образ которой не принадлежит классу Ж, не 
является 1/0-алгеброй. 
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