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ВВЕДЕНИЕ 

1. Настоящая работа представляет собой развитие тех диф­
ференциально-геометрических конструкций, которые использо­
вались при построении комплексных ВКБ-асимптотичсских ре­
шении дифференциальных уравнений «росткового» типа. Эти 
конструкции были связаны с лагранжевим анализом. Речь-
идет о лаграюкевом многообразии с комплексным ростком, 
когда вещественное лаграпжево многообразие снабжается не­
отрицательной функцией D, .называемой диссипацией, и спе­
циальным распределением касательных векторов комплекемфи-
цированного фазового пространства [7], о более удобной для 
вычислений, но более частной конструкции исполиомерного-
лагранжева (изотропного) многообразия Л с комплексным 
ростком в виде распределения на Л подпространств комплекси-
фшшровапного фазового пространства [5] и, наконец, о с-лаг-
рапжевой структуре на гладком многообразии, включающей 
предыдущие конструкции и определяемой набором согласован­
ных в некотором смысле локальных почти лаграпжевых вложе­
ний данного многообразия в комплексифицировагшое фазовое 
пространство [1]. Родственные построения содержатся в рабо­
тах [4, 6]. 

Во время подготовки работы [1] стало ясно, что значитель­
ная часть содержания используемых конструкций не связана с 
лаграмжевым анализом и представляет из себя разработку 
дисснгкптшно-асимптотпческих аналогов понятий обычной диф­
ференциальной геометрии, для которых (профакторизованное) 
кольцо D-асимптотических рядов играет роль кольца гладких 
функций. Тогда же стало ясно, хотя это и не вошло в [1], что 
последовательное проведение этих идеи должно привести к 
модификации самого понятия многообразия: недиффеоморфпые-
многообразия могут быть носителями одной и той же с-лаг-
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ранжевой структуры (см. пример с цилиндром и ЛИСТОМ Мё­
биуса в § 8) • 

СоответстВУюш-ее понятие вводится в § 8 на основе локаль­
ного аппарата, разработанного в §§ 1—7, Под влиянием моно­
графии [2], в которой вводятся асимптотические сечения век-
торных расслоений, мы заменим алгебру D-асимптотических 
элементов (факторалгебру алгебры D-асимптотических рядов) 
на изоморфную ей {§ 4) алгебру D-асимптотических функций. 
D-асимпототическая функция — это класс гладких функций, 
•совпадающих с точностью 0(D°°); весьма частным примером 
являются классы функций, имеющих одно и то же тейлоров­
ское разложение в данной точке. Заметим, что D-асимптотичес-
кая функция не является асимптотической функцией в смысле 
Гийемина и Стернберга. В § 1 рассмотрена алгебраическая схе­
ма, отражающая то общее, что имеется в разных конструкциях, 
которые принято считать асимптотическими. 

Структура асимптотического многообразия определяется 
его квазиатласом, состоящим из согласованных (с точностью 
до 0(D"°)) квазикарт. Квазикарта, грубо говоря, является вло­
жением вещественного многообразия в С", имеющим мнимую 
"часть порядка 0(D1/2). Однако О (D°°) -согласованность квази-
.карт отнюдь не означает совпадения образов вложений: это 
•совпадение происходит лишь с точностью 0(D1 /?). Мы рассмат­
риваем также семейства квазикарт, согласованных лишь с 
точностью 0(DS), и называем соответствующий объект асимп­
тотическим многообразием s-ro приближения. Лагранжево 
многообразие с комплексным ростком из [5] может быть опи-
•сано как- асимптотическое многообразие первого приближения 
•специального вида (п. 3—5, § 12). 

В настоящей работе мало результатов, специфических для 
асимптотической дифференциальной геометрии, скорее мы под­
черкивали аналогию с классической ситуацией, имея в виду 
прежде всего приложения к асимптотической теории диффе­
ренциальных уравнений (ем. следующую статью этого сборни­
ка) . Для того чтобы разработанные конструкции можно было 
приложить к задачам с комплексным гамильтонианом, мы рас-
•сматриваем их эволюционирующие варианты (здесь сущест­
венным является неубывание диссипации со временем, что при­
дает эволюции необратимый характер). Этот материал состав­
ляет § 9. 

С тем же кругом вопросов связаны другие результаты, ко­
торые мы излагаем: существование, единственность и построе­
ние в виде асимптотического ряда решения О-асимптотической 
.задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения 
(§ 10) и h, В-асимптотическая теория возмущений (§ 11). Мы 

.не придали этим результатам геометрического характера, но 
•они используют локальный аппарат §§ 1—7 и § 9. 
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Данная работа не является обзором и поэтому содержит 
полные доказательства, отчасти воспроизводящие материал, 
содержащийся в [7] и [1]. Не будучи профессиональными гео­
метрами, авторы думают, что обнаруженный асимптотический: 
аналог теории многообразий и разработанный при этом аппа­
рат— асимптотические замены переменных и асимптотические 
композиции — может получить интересное развитие или истол­
кование в рамках более широких концепций. 

Мы благодарны коллективу кафедры прикладной математи­
ки Московского института электронного машиностроения за по­
лезные обсуждения. 

2. Общие обозначения и соглашения. 
1) Слово «гладкий» является синонимом выражения «бес-

коиечно-дифференшфусмый». 
2) Оценки вида f--O(g) считаются локально равномерными. 
3) Если а=- (а . , . . . , a,,) —мультииндекс и х =-(xi, •. • • Хп), то 

; e a — x ? , . . . x " ' - , a ! « = a , l . . . a „ ! 
4) Начиная с § 5, при отсутствии специальных оговорок тер­

мин «многообразие» означает «гладкое многообразие без края». 
5) Если х = (xi. . . •, хп) и у ----- ('А,..., уп) —упорядоченные 

наборы из п компонент, то < х, и ) ••"-"••-Jj .*-/'/; н—аписимо от того, 
/ - 1 

верхними или нижними индексами нумеруются компонеиты х и У-
6) При использовании матричных обозначений набор компонент 

с верхними индексами представляется как столбец, а с нижними 
индексами—-как строка (хотя столбцы для типографского удоб­
ства можем записывать в строку). Например, если х = (х\... 
. • • , , х") — координаты на многообразии М, v --•= (v1,..., vn) -= 
—•'Vх лл\- • • • + tt"—— —векторное поле, / - -функция на М, то 

N •' ' Ox N Ox ' •*• о v-i 

д f Если / ••--- ( / • , , . . , / " ) , л- •= (x1,..., xm), то —- обозначает матри-
t)fl 

uy -—-• y которой i — номер строки, а /—номер столбца. 
Мы не всегда будем придерживаться тензорных правил напи­

сания верхних и нижних индексов, 
7) Если /—.функция от векторной переменной x — (x t , . . . , хп) 

и а~-(аи. . .,а„)-— мультшшдекс, то производную (j—) / = 

_... J будем также обозначать символом / v '. дхг^...дх1
п
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8) Параграфы делятся на нумерованные пункты. Ссылка 
типа п. 8.2 означает, что нужно обратиться ко второму пунк­
ту § 8. Теоремам, определениям и т. п. при ссылках присваи­
вается номер пункта, в котором они расположены. 

§ 1. АБСТРАКТНЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЯДЫ 

1.1. Пусть (E„)„gz — фильтрация векторного пространства E, 
т. е. семейство подпространств, удовлетворяющее условию 
(пх<п^{Е,нсЕп)- Напомним, что фильтрация (E„) называется 
исчерпывающей, если U £ и — Е, и отделимой, если П E,,-=0. 

figZ "gZ 
Каждому е из пространства Е с фильтрацией (E,,) сопостав­

ляется число orde = sup {n&I |eGE„}, называемое порядком век­
тора е. Возможен случай, когда порядок е равен + оо или — оо. 
Всегда ordO= + оо. Соотношения e6E„ и o r d e > « равносильны. 
Фильтрация является исчерпывающей тогда и только тогда, 
когда ord е > — оо для любого вектора е, и отделимой тогда и 
ТОЛЬКО тогда, когда ord е < + оо для любого е ф 0. 

О п р е д е л е н и е . Пусть ./ — не более чем счетное множество. 
-Формальную сумму 2 ei семейства векторов из Е назовем асимп-

тоттеским рядом, если для любого N найдется такая конеч­
ная часть К множества индексов ./, что е^Еы при j$K. 

00 

Асимптотичность ряда ^ е1 равносильна соотношению 
j - а 

lira (ord е,)= -f oo. 

Замечание . Это определение допускает обобщение на слу­
чай фильтрации (Ea)flg2[ по произвольному направленному мно­
жеству St; кроме того, можно рассматривать асимптотические 
ряды с множеством индексов произвольной мощности. Нетрудно 
показать, однако, что если 2 е] ~~ асимптотический ряд относи-

тельно фильтрации (Еа)а£% и ./ — бесконечное множество, то су­
ществует такое множество JQcJ, что card У() ••; card 3( и (У<1:Л)=> 
=We;G П Еа\ С асимптотической точки зрения элементы из \~]Еа 

\ аШ I «Rr 
могут быть отброшены. 

Во многих примерах удобно вводить фильтрацию по вполне 
•упорядоченному счетному множеству (St-=N). Эту фильтрацию 
Можно тривиальным образом расширить до (£„)„.•--.> полагая Я„ — 
==E0 при « < 0 . Такое расширение будет "подразумеваться 
в дальнейшем без специальных оговорок. 

1.2. О п р е д е л е н и е . Прямой суммой е'Фс" двух асимпто­
тических относительно ОДНОЙ и той же фильтрации рядов е' — 



"2-7 и e" = 2 ' ? . / на зов (-м асимптотический ряд 2 еу> гДе 

.*(•</' jQS" jQJ'S/J" 
ej = e'j ПРИ ./6-j' и .2; =су при уб./". Прямой разностью этих 

dof 
асимптотических рядов назовем ряд e'Qe" = e'®(~-e"), где 

- г -—"-?,/==.2., (~е})- Если ./'=-= У" = / , то почленной суммой асимпто-
>б-"" 

тических рядов с' и с" назовем ряд 2 <г'•~•"'''(г"•• 
^•g./ 

З а м е ч а н и е . Прямая сумма и разность определяются для 
любых формальных рядов с членами из абелевой группы. 

1.3. О п р е д е л е н и е . Асимптотический ряд е = 2 е У будем 
• б-" 

называть эквивалентным нулю и писать с~0, если для любо­
го Л/ найдется такое конечное множество АГсУ, что 2 •-•..•GE.v 

Два асимптотических ряда с' пе" будем называть эквива­
лентными и писать е'~е", если e ' 0 c " ~ O . Будем говорить, 
что вектор ебЯ имеет асимптотическое разложение е'= 
==2i /, е с л и е•""--'• гДе -• понимается как асимптотический ряд, 

у б./ 
состоящий из одного члена. Асимптотическое разложение с~ 

~ 2 су справедливо, если и только если 
у--,) 

(V.V6Z) (Pi) ((k > i){Rightarrow}ord I с - , _ су > .V). 

Легко видеть, что ~ есть отношение эквивалентности в 
множестве асимптотических относительно фиксированной филь­
трации рядов, причем это отношение эквивалентности согласо­
вано с операциями сложения и почленного сложения. Кроме 
того, почленная сумма двух асимптотических рядов эквивалент­
на их прямой сумме. 

1.4. П р и м е р ы . 1) Пусть (Ф,,),,^ —асимптотическая последо­
вательность функций на М в окрестности точки т0. Это, 
по определению, значит, что ф„ определены на множестве М 
некоторого топологического пространства, не обращаются в нуль 
вблизи точки то, предельной ДЛЯ M, и удовлетворяют соотно­
шениям ф,.„| (т) •==-с; (Ф„ (t))(t{to}tu). Возьмем в качестве Е какое-
нибудь векторное пространство функций на М, содержащее все 
<РП, и зададим на нем фильтрацию (E„)HgN> гД- E,.=-4<2GE | •-;('̂ 0 — 
--O(Ф.,(т))(т{to}т:0)}. Всякая формальная бесконечная линейная 
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комбинация функций Ф,„ т. е. ряд вида 2 с»ф» я в л я е т с я асимпто-

тическим рядом относительно данной фильтрации. Соотношение 
со 

вида / ~ 2 с « ф " называется асимптотическим разложением / 
я - - О 

в смысле Пуанкаре. Частным случаем является асимптотическое 
разложение по степеням большого параметра, когда t,,(t)-—f", 
Т0=-= оо . 

2) Асимптотические разложения по гладкости можно связать, 
например, с фильтрацией {WI)„QZ пространства обобщенных функ­
ций в некоторой области W2

n —соболевское пространство). 
3) /г-асимптотические ряды, введенные в книге [7], — это 

асимптотические ряды, отвечающие следующей фильтрации на 
пространстве всех О-гладких комплексных функций на R", 
зависящих от малого положительного параметра /г: "„ состоит 
из функций, для которых 

V(a, р) \xa[k^}f(x,h)=*O[hl)(/i->0, x6Rm) 
' -S ( . v ) 

Пример А-асимптотического ряда: ^<2 / г hhij(x), где S и 

Uj принадлежат пространству Шварца, причем S — вещественная 
функция. 

4) Пусть М — С°°-гладкое вещественное многообразие, F-— 
векторное расслоение над М, E,,, n&Z, —векторное пространство 
гладких сечений / расслоения F, зависящих от малого положи­
тельного параметра А и удовлетворяющих условию: для любого 
дифференциального оператора L порядка т, действующего из 
C°°(F) в С°°(М), Lf (х, h) = 0(h"-'n) локально равномерно по 
XGM. Семейство (E„) является фильтрацией пространства 

со 

Е= 2d Еп. В дальнейшем соотношение /6E,- будем записывать 

в виде f = 6(hn). Асимптотические ряды, отвечающие данной 
фильтрации, будем называть локально А-асимптотическими рядами. 

00 ,'_ •-
Пример локально А-асимптотического ряда: 2 е " j-'.-y- Г д е 

«у —гладкие сечения расслоения F, S — гладкая вещественная 
функция на М. 

Дальнейшие примеры см. в следующем параграфе. 
1,5. Т е о р е м а (о группировке членов асимптотического 

ряда). Пусть е — ̂ е —асимптотический ряд, У==. у •/. —раз-
-"G-" '6'-



биение J на конечные подмножества, 2 е / = /-'б^> /-"{sum}/'* 
i&i '€'-

Тогда е ~ / . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Зададим натуральное число JV, Пусть 

Л!"—такая конечная часть множества J, что e,6E.v при /•£/(, 
Обозначим: _' ={/6— | JiV\Ki= 0}, •/'=- U Л- Множество У' 

конечно и J'ZDK. Очевидно, что 2 е /—21 •j*' -3 ' -1 и eyGE.v при 

/(ЕУ, /,6ЯЛГ при i«L'. 
1.6. Следствие . Для всякого асимптотического относи­

тельно исчерпывающей фильтрации (_„)„(-к ряда ^ <?;- найдется 
;g/ 

оо 

эквивалентный ему асимптотический ряд вида У̂. en, где е'пв,Еп. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим ej— IJ Й/, где /„ — множество 

J'£Jn 

всех таких индексов /, что ey.6E„\E«+1. В СИЛУ асимптотичности 
ряда 2 еу множество Jп конечно для любого n{in}N. 

1.7. Теорема. Пусть е — ]т.е, — асимптотический ряд, 
'б7 

е^ — ^ /̂ У и для любого ragN существует конечное I (га)с/ 
такое, что (i(t/(ra))i-->(ordei>« и ord/ i ;>ra, V/g/.). Тогда 

clef v 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ViQl (n) J, (n)•—• такое конечное 
подмножество множества 7,, что справедливы соотношения 
otdfu>n при jUJi (n), ord lei— 2 / ^ | > ' - -

Обозначим: 
К(п) = {(1, j)№(n), Уб/,(я)}. 

Тогда 
(1) ord/.y>ra при (г, у) •}./<" (/г), 
(2) ordf 2 e i~ 21 /'/)>"' 

V'G-'co c./)G/f(") / 
ord e^n при t'-I/(n), 
ord/ij>n при (i,j)^K(ti). 

(J) означает, что /—асимптотический ряд, а (2) — что e~j .H 
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1.8. О п р е д е л е н и е - Пусть A(£) —множество всех асимп­
тотических рядов, отвечающих фиксированной фильтрации век­
торного пространства Е. Фактормножество А(Е)/~ обозначим 
символом £as, и его элементы будем называть асимптотичес­
кими элементами. 

£as имеет структуру векторного пространства. В Eas имеется 
подпространство Eas

0, состоящее из асимптотических элементов, 
имеющих одночленного представителя. Подпространство Eas° 
можно отождествить с факторпространством Е/~ (векторы е 
и е' эквивалентны, если е—е'б£п для любого n). Элементы из 
Eas0 будем называть асимптотическими векторами. Если Eas° = 
---Eas, то будем говорить, что пространство £as° асимптотически 
полно. 

З а м е ч а н и е , Если Е— функциональное пространство, бу­
дем вместо термина асимптотический вектор использовать тер­
мин асимптотическая функция. 

1.9. Пусть E — векторное пространство с фильтрацией (E„)' 
Eas —соответствующее пространство асимптотических элементов. 
В E a s введем фильтрацию (Eas,,!) следующим образом: асимпто­
тический элемент принадлежит ЕЛ$,п тогда и только тогда, когда 
у него есть такой представитель J^ efiA (E), что efiEn для 

всех / g / . 
П р е д л о ж е н и е . Фильтрация (Eas,-.) пространства Eaa 

отделима; она является исчерпывающей в случае, когда филь­
трация (Еп) исчерпывающая. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Начнем со второго утверждения. 
Пусть (E„) —- исчерпывающая фильтрация пространства E , 

в) — асимптотический ряд, представляющий е. Тогда 

inf (ord с^) > — со, так как для всех j , кроме конечного числа, 
огд(е,)>0 по определению асимптотического ряда. 

2) Покажем, что' (Ve(3£-s)((orde--= + oo){Rightarrow}(e= 0)). Пусть 
orde—4-со; нам нужно показать, что асимптотический ряд 

2 -V' представляющий е, эквивалентен нулю. По определению 

фильтрации в Eas , для любого 7V6Z найдется такой асимпоти-
со 

ческий ряд 2^ е;ДГ)' представляющий с, что o rde r ' s» Л/, 
1=0 

DO СО 

/= -0 , 1 Имеем: _ Sj~^ еук Следовательно, при фикси-
k 

рованном N найдется такое I, что J^ (-% —-^'jGE-v при / г > / . 
-/=0 

2 
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Это соотношение влечет 2 е$Еы при k>t, что, в силу п ро-
у=-(> 

извольности Л'', и означает, что 2 е . ' ' ~ 0 " — 

1.10. П р е д л о ж е н и е . Пространство (E„b)a- асимптотически 
полно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ee(Eils)as; e порождается неко­

торым асимптотическим рядом 2 ер <-"y6Eas. Выберем для каждого 
оо 

/ такого представителя 2 ejk, e]hQE, асимптотического элемен-
ft--О 

оо 

та е-р что o rde j k >ordе р /г==0, 1, . . . . Рассмотрим ряд 2 efi-
у,/'--О 

Легко проверить, что он является асимптотическим и, следова­
тельно, определяет некоторый элемент /6Eas- Покажем, что 

f~44ei (это и бУДет означать, что е имеет одноэлементного 
у...о 

представителя). Зададим NQZ; нужно убедиться и том, что для 
достаточно большого / 

ord /~2еУ }>N. \ /-о J 
i 

Асимптотический элемент / — 2 е,/ имеет представителем прямую 
разность асимптотических рядов: 

00 СО 

./.ДГ--.0 /-.--О 

/ 
где Л/. = 2 су*. ПРИ достаточно большом I найдется такое Л0> 

у..-и 

что otu(eJk)>N, если / > / или k>k„. Так как 2 ей"= 

= 2 h/.< TO из теоремы о группировке членов асимптотического 
ряда следует, что асимптотический ряд (1.1) эквивалентен ряду 

00 

2 ->о-2 Л/" 
( У > / пли /;>/.'0) Л-.»*о-И 
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все члены которого имеют. порядок > N , откуда и следует, ЧТО 

ord(/-2«,J>tf. 

def 

Следствие. Имеется канонический изоморфизм 
т • V-1 as)as •"*• •-- as. 

Действительно, каждый элемент е пространства (Eas)as — 
~(Eas)"s и м е е т одноэлементного представителя tP(g)6EaS' един­
ственного в силу отделимости фильтрации в Eas. • 

В дальнейшем мы отождествляем (E-S)as с £ „ , 
1.11. О п ределение. Пусть E, E ' — фильтрованные век­

торные пространства (над одним и тем же полем). Асимптоти­
ческим гомоморфизмом (оператором) из Е в Е' будем 
называть гомоморфизм Eas->Eas. 

Пусть -/ — конечное или счетное множество, L— ^ jv '~Ф°Р" 

мальный ряд гомоморфизмов E-s-E', удовлетворяющий следую­
щему условию: для любого асимптотического в Е ряда 

2
def 

ek, эквивалентного нулю, формальный ряд Le = 
= £ Ljeu является асимптотическим рядом в Е', эквивалент-

ным нулю. В этом случае будем говорить, что операторный ряд 
L является асимптотическим (относительно фильтраций в Е и E'). 

Если L-= 2L L/ — асимптотический относительно фильтраций 

в Е и E' операторный ряд, то для любого асимптотического 
в E ряда e = 2deb Ряд ^ е является асимптотическим B E ' . Это 

ftgA" 
легко следует из того, что ряд L(eQe) является асимптотичес­
ким в Е' и эквивалентен нулю. Далее, если асимптотический 
ряд е' эквивалентен асимптотическому ряду е, то Le'QLe — 
=-L (е'0с).~0. Таким образом, отображение L:A (E){to}A (E') 
порождает асимптотический гомоморфизм из E в Е'. 

Если L:E->E—такой гомоморфизм, что соответствующий 
одноэлементный операторный ряд является асимптотическим 
относительно фильтраций в E и E', то мы будем говорить, что 
L согласован с фильтрациями в E и Е'• Гомоморфизм L, согла­
сованный с фильтрациями B E и E', порождает гомоморфизм 

'---as •*- as-•""-'-•' as• 
Например, E:Eas->-E-g будет заведомо согласованным 

с фильтрациями (Ei), (E,) и, следовательно, порождать асимпто­
тический гомоморфизм, если для некоторого n6Z LeQE .-_„, как 
12 



только е£Е,- При выполнении последнего условия мы будем 
говорить, что гомоморфизм L имеет степень <:n. Гомоморфизм 
Z:E->E' степени <п (относительно данных фильтраций в E и 
Е') порождает гомоморфизм Las:E.,s->E'na также степени < л 
(относительно фильтраций, введенных в п. 1.9). 

1.12. Теорема. Пусть (LJ)JQ} — семейство гомоморфизмов 
векторного пространства E с фильтрацией (Еп) в векторное 
пространство Е' с фильтрацией (Еп). Тогда для того чтобы ряд 
L == 2 j-7 определял асимптотический оператор, достаточно, 

чтобу были выполнены следующие два условия: 1) для любого 
ев.Е ряд Lc является асимптотическим; 2) дли любого cQE 
найдется такое т&, что Ь}ЕтаЕ„ для всех j£J. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что L согласован с отно­
шением эквивалентности: (е£А (Е) и e~0)-->(Le~0). Пусть 

е = 2 ск~0. Зададим n{in}Z, и пусть mill таково, что LjEmc:E'n, 

а К" — такая конечная часть множества К, что ^skQEm и 
/. (ч 1С 

eh<z.E,„ при /ell'/v'". Найдется конечное подмножество У" мно­
жества Л удовлетворяющее условию L,e,.eE,, при у'(|:/", keAT". 
Тогда V,.(<E,, при (j,k)UJ"XK" и 

(>,ft)g/"X/f" У(У" \'Ч.Л"" / 

1.13. Умножение асимптотических элементов—пример 
асимптотического гомоморфизма. Пусть Е—-алгебра, 
(Е „),,£•/. — исчерпывающая фильтрация на E, согласованная 
с умножением, т. е. ЕтЕпс:Е„Ш1. Тогда можно определить про­
изведение любых двух асимптотических относительно дайной 
фильтрации рядов е — ̂ е у и с ' - - ^ ^ 

(у,/0(ух/с 

Для того чтобы убедиться в том, что ее' действительно является 
асимптотическим рядом, проверим условия теоремы Г12, рассмат­
ривая е как ряд из операторов ejif^ejf. 

1) Пусть /tfE„. Зададим yVgZ. Так как ряд с —асимптоти­
ческий, то все его члены, кроме конечного числа, принадлежат 
Erv~n- Следовательно, все члены ряда 2 еу/> кроме конечного 

числа, принадлежат EN-
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2) TaK как е — асимптотический ряд, то существует такое-
floGZ, что е^Еп. для любого J&J. Следовательно, для любого 
N62 ejEN^nociEn. 

Рассмотренное произведение в A (E) индуцирует произведе­
ние в Eas, которое наделяется, таким образом, структурой алгеб­
ры. При этом канонический изоморфизм (Eas) as{to}Eas является 
изоморфизмом алгебр. 

1.14. Асимптотические дифференциальные операторы. Пусть 
Fi н F2 — гладкие векторные расслоения над М. В книге [2] 
определены асимптотические дифференциальные операторы из 
Co" (Fi) в Co"(F2), задаваемые рядами вида 

СО 

где А — малый положительный параметр, Lk — дифференциальные' 
операторы из E- в E2. удовлетворяющие условиям: 

1) degL/,<A; 2) (V/) (degLk<k — I для всех k, кроме конеч­
ного числа). 

Покажем, что L определяет гомоморфизм Е{\] ~+E{aS\ где E(i) —• 
фильтрованное пространство тех Ct (/^-значных функций пара­
метра А, которые могут быть членами локально А-асимптотиче-
ского ряда (см. (1.4), пример 4). В силу 1), {—ik)kLkEa)c:E{a). 
В силу 2), Le^A (E{2)) для любого е£Е{1). Поэтому согласно тео­
реме Г12, L действительно определяет асимптотический оператор 
из Я(1) в £(2). 

1.15. Теорема. Пусть L(I) и L<2)— формальные ряды опе­
раторов из фильтрованного пространства E, (E,,) в фильтрован­
ное пространство Е', (Еп), удовлетворяющие условиям 1), 2> 
п. 1.11. Если Lwe~L{2)e для любого eQE, то 1(1> и L<2) опреде­
ляют один и тот же асимптотический гомоморфизм Е->Е'. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим x^=-=L(1)©L(2). Нужно дока­
зать, что если ^Й — О для любого egE, то Re~0 для произ­
вольного асимптотического ряда Й = = ^ ek. Пусть JR==^ Rj. За-

дадим N. Найдутся такие конечные J'cJ и K'czK, что 
RjekeEN при (У, k)$J'XK' (поскольку ^/^е-,—асимптотический 
ряд). Так как Rek~0, то найдется такое конечное . /"е . / , чтс 
{sum} RjekeEN при Ш<' и RjetGPt, при _/&/", kQK. Из перечне. 

ленных свойств множеств / ' , J", К' следует, что 
2 RjefieEN и R&&N при (;, А)€(/' U J") ХК'. Ш 
II(HK' 
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1.16. Предложение . Пусть L-==.^Ly —формальный ряд 
yg/ 

операторов из фильтрованного пространствам, (E„) в фильтро­
ванное пространство E', (Е'п), удовлетворяющий условиям 1), 2) 
п.1.12. Пусть, далее, У.— и У, —разбиение У на конечные под-

/(Hi 

множества, £ Lj — /W,:Е~>Е', М = 2 M/— формальный ряд. 
yg./, / g i 

Тогда /И удовлетворяет условиям 1), 2) п. Г12 и определяет тот 
же асимптотический гомоморфизм E{to}E', что и L. 

Это предложение непосредственно следует из теоремы о груп­
пировке членов асимптотического ряда (п. 1.5). 

§ 2. ПРИМЕР: СТЕПЕННЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ РЯДЫ 

2.1. Определение- Пусть Е — Е{п) — комплексное вектор­
ное пространство бесконечно дифференцируемых функций R"{to} 
{to}C, Et (t = 0, 1,2,-,.) — подпространство пространства Е, со­
стоящее из всех функций /, удовлетворяющих условию /(x) = 
-=0(|л;|()> х-^0. Иначе говоря, /('•£.• тогда и только тогда, когда 
^•>(0)—0 при j<i. Ряды, асимптотические относительно филь­
трации (E.), будем называть квазистепенными, так же как и 
соответствующие асимптотические элементы; асимптотические 
функции, отвечающие данной фильтрации, будем называть 
тейлоровскими. 

lift -.-£., 
Произвольный степенной ряд ^ [(ЯуЯ — J*. щх] является част-

/(fN" 
ным случаем квазистепенного асимптотического ряда. (Здесь х — 
переменная со значениями в R", и щх1 рассматривается как 
функция x^ajX1). Каждая функция / g E разложима и притом-
единственным образом в степенной асимптотический ряд !P[(aj)\, 
который является ее рядом Тейлора. 

2.2. Пусть / — _2 /—-кваз! (степенной асимптотический ряд.. 

Разложим каждый член этого ряда в ряд Тейлора: /у~- J j a]kXk-

По теореме 1.7, / - ~ 2 oy/-x''. Положим 6Л —_2J aJft; для кале-
jluMln" HiJ 

дого AgN" эта сумма имеет лишь конечное число ненулевых 
слагаемых. В силу теоремы 1.5 ряд / эквивалентен степенному 
раду; 

AfiN" 

is. 



Так как степенные ряды с различными коэффициентами не экви­
валентны, то мы построили проекцию п множества квазистепен-
ных асимптотических рядов на подмножество степенных рядов, 
согласованную с отношением эквивалентности. Это позволяет 
отождествить пространство квазистепенных асимптотических 
элементов с пространством формальных степенных рядов, и при 
этом отождествлении я превращается в каноническую проекцию 
A (£)~*-Eas- Отметим, что это отождествление является изомор­
физмом алгебр. 

2.3. Т е о р е м а . Для рассматриваемой фильтрации про­
странство асимптотических функций асимптотически полно, так 
что алгебру формальных степенных рядов можно отождествить 
с алгеброй тейлоровских асимптотических функций. 

Это другая формулировка того факта, что каждый формаль­
ный степенной ряд является рядом Тейлора некоторой функции. 
Более общий факт будет доказан в п. 4.4. 

2.4. Пусть Eas(m, n) = (£(m)as)" —алгебра С"-значных тей­
лоровских асимптотических функций «2-мерного аргумента, 
Eas°(m, п) —подалгебра алгебры Eas(m, n), состоящая из тей­
лоровских асимптотических функций с нулевым свободным чле­
ном в тейлоровском разложении. В этом пункте мы определим 
композицию 

f ° g, f6Fas(m, n), gBEas(k, m). 
Лусть 

/=2а^;' #=2^'-
Квазистепенному ряду 2 ty ( 2 Ь^Л ' г д е 

;6Nm V ,6м\{0} / 
, т i 

I 2 wV-W 2 ЧУУ 
V .б-чМо} / V=1V »6N*\{O} / 

(произведение в алгебре формальных степенных рядов; bl — v-я 
компонента векторов bL), эквивалентен единственный степенной 
ряд 2 c - ^ ' ^ ы полагаем: f°g= 2 С-У'- Определенная таким 

образом композиция тейлоровских асимптотических функций со­
гласована с композицией функций ( / , g)^f°g в случае, когда 
/ — полином или мнимая часть g равна нулю. 

2.5. Имеется канонический изоморфизм T:EZi{tn, ri)-+L(m,ri), 
где 1(«г, п) — векторное пространство семейств вида 

(aj)jeftm, aftC1. 
Обозначим: L°(m, n) = TE°s(m, n); элементы пространства L\tn, n) 
отождествляются с семействами вида (aj)jQNm\{0}i a/бС". Опера-
.ция композиции тейлоровских асимптотических функций индуци-
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рует с помощью изоморфизме! / операцию • над соответствую­
щими семействами коэффициентов Тейлора: 

(77) о (Tg)^T(fog), TfCL(m, n), TgGL°{k, m). 
Если a=(aj)C'L(m, n), b — (bi)i<L°(k, m), то для любого rGN" 

1./КИ 
где .5a

rj(ft)—полином от т-мерных переменных Ьи 1Шк (зави­
сящий от конечного числа этих переменных векторов). 

Для вычисления функций &>ц достаточно ограничиться в ка­
честве области изменения переменной Ь множеством семейств 
векторов из R'". Тогда 

для любых гладких (Ьункций / и g, у которых коэффициенты 
Тейлора ', / ( у ) (0) , yc.N'», | . / | -C | r | , и — г<'>(0), W \ { 0 } , \l\< 
<.\r\, совпадают, соответственно, с а} и bt, причем g(0)—0 
(можно ВЗЯТЬ в качестве / и g полиномы степени | г |). В част­
ности, 

&гъ(Ь) =0 ДЛЯ любого r{in}Nft\{0}, 
(Р\ 1 (/;) — (Ь\ ).. (s-ая компонента вектора blp), 

!Prj(b) не зависит от bt при 11 | > | r | — | j | + l, 
•^-iv (ft)•—(6-).v +члены, зависящие только от 6, с | / | < | г | . 
2.6. Лемма. Пусть g:R*{to}R"!, f :Rm{to}R — бесконечно глад­

кие функции, b (х) = (-{у gu) (x)) а и иу Тогда для любого rgN* 

7 (g (л-))- 2 7T ̂  (* W) / ( Л (ff (*))• 
\j\<\r\ 

Д о к аз а т е л ь е тв о.. Рассмотрим (при фиксированном х) 
функции 

z^f(z)^f(z + g(x)), y-»g(y)^g(y-\-x)-g{x). 
Имеем: 

Ь, № = п g{l) {х) -= -}т g(l) Ф)> / (У) (-? (*)) = / ( Л (°)" 
Используя приведенные в. п. 2.5 формулы для (a-b)r и &Г](Ь) 
при a^ = -7j 7 ( Л (0). <-'.-•=-7Г £?(/) (°)' получаем: 
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2 ^-Д^))/(;Ч.?(*))—(^)-—-^ £ /(i(y)) J/---0 

r! 
c) V 1 ( d.V 

ft}fM + *))\^=7T[£)f(*M)-* 

§ 3. ДИССИПАЦИЯ 

Для того чтобы рассмотреть специальные фильтрации, при­
способленные для построения высокочастотных асимптотических 
решений уравнений, моделирующих процессы с поглощением,. 
мы введем понятие, характеризующее скорость затухания неко­
торой величины при удалении от замкнутого множества Г. Ес­
ли функция осциллирует с частотой порядка т, где т — боль­
шой параметр, и одновременно быстро убывает при удалении 
от Г, то скорость ее убывания можно характеризовать функцией 
вида e~xD, где т — большой положительный параметр, D — неот­
рицательная функция; при этом Г есть множество нулей функ­
ции D. Если В' и D отличаются строго положительным множи­
телем, то e~xD' описывает то же самое затухание. Будем гово­
рить, что D и D' определяют одну.и ту же диссипацию. 

3.1. Дадим точное определение. Пусть М — вещественное 
См-многообразие, Г—-подмножество в М, £Tr — множество таких 
гладких неотрицательных функций / , что 

1) область определения / — окрестность множества Г; 
2) (f (х) — 0)<=>(хвТ). В .̂ "г введем отношение эквивалент­

ности ~ : f~g тогда и только тогда, когда для каждой точки 
ЖобГ найдутся такая ее окрестность U и такие положительные 
числа с1, с2> что c-[g (х) < / {х) < c2g (х) при XQ.U. Если f = ug 
для некоторой непрерывной функции « > 0 , то f ~g. Обратное 
неверно; например, для функций f (x) = e~1lx\ g{x) = 
-=e"iM'!(l + о (.л:)), xQR, выполняется соотношение f~g, но 
функцию — = 1 + 0 (х) нельзя продолжать по непрерывности на 
всю вещественную прямую. Элемент £>g.~Fr/ — будем называть 
диссипацией на М, а множество Г — нуль-множеством диссипа­
ции Э. Обозначаем: Г — N (£>). Множество всех диссипаций £> 
на М с Nip)=V обозначим Dis {M, Г). 

3.2. Пример . Всякое гладкое подмногообразие MQCZM 
определяет стандартным образом на М некоторую диссипацию £> 
с N(&)=MQ, которую мы будем называть квадратичной дис­
сипацией. 
По определению, квадратичная диссипация 5) с N(&)—M0 по­
рождается гладкой неотрицательной функцией D, определенной 
в окрестности многообразия М0 в М и удовлетворяющей усло­
виям: 

a) D(m){ne}0 при тШ0, D U 0 = 0; 
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б) rankd2D(mo) -=clim.<iW—dim,'Vf0 для любого m0GM0 (при 
mQdM0 d2D(m)—корректно определенная квадратичная форма 
на ТМт, так как dD(m) =0) . Такая функция D всегда сущест­
вует: можно ввести на М гладкую риманову метрику и взять в 
качестве D квадрат геодезического расстояния до 7И0. 

Условия а), 6) определяют диссипацию однозначно. Действитель­
но, обозначим dimM=/?., dimM0 =•=•£. Тогда в локальных координатах 
а—(а\ ..., а'г), а— (а1, . . . , а"-"), локально тривиализующих нор­
мальное расслоение над MQ, d'2M(m{)) превращается в положи­
тельно определенную квадратичную форму от нормальных 

д д 
векторов ------ , . . . , г • так что тейлоровское разложение 

аа ,..„ д а ' 1 " ,По 
по степеням а дает 

£>— < А (а) а, а) + о ( | а | 2 ) , 
где А (а) — симметричная матрица с положительными собственными: 
значениями, гладко зависящая от а. Следовательно, локально 
функция D эквивалентна £).: т>-*\а\-. 

3.3. Пусть (М, ®)— многообразие с диссипацией, f — 
функция, определенная в окрестности .¥(£>)- Будем говорить. 
что f имеет оценку 0(5)Г) и писать Г== О (®г), если существуют 
D6® и такая гладкая функция с>0, определенная в некоторой 
окрестности множества N(©), что |f|{le}cSV' вблизи N (%>) (тогда 
для любого D'c<S справедливо аналогичное неравенство с неко-, 
торой функцией с'). 

Пусть Е— векторное расслоение над М, s — его сечение над 
окрестностью N ($>). Будем писать s== О (£>"), если для любого 
гладкого сечения s* сопряженного расслоения Е* имеет место 
оценка <s, s!"> — О (ЗУ). 

Пусть g : N—>M — гладкое отображение. Тогда индуцирован­
ная диссипация -г/*© на N задается, по определению, функцией 
g'"D, Do®. Из этого определения непосредственно следует, что 

g*0{&) = 0((g*®)y. (3.1) 
Если иЬМ — открытое множество, то тождественное вложе­

ние и в М индуцирует диссипацию S|„ — ограничение © на и. 
Это понятие позволяет нам определить локальный вариант 
оценки O(SV'): локальное сечение / имеет в точке m<W(3>) опен­
ку О (£)'), если существует такая окрестность и точки т, что' 
/ = О ((©„)''). Соотношение / = 0(£У) имеет место тогда и толь­
ко тогда, когда оно верно для каждой точки mdN (®)ridom f; 
для случая, когда dom/ не является окрестностью множества 
JV(S) , сформулированное утверждение является определением. 

Рассмотрим теперь ограничение диссипации на окрестность-
ее нуль-множества. Если U — область на многообразии /Л и 
Гсп-У, то имеется естественная биекция |r, :Dis(M, Г)-> 
•{to}Dis(-y, 11); при этом оценки /— 0(®г) и /==0( (S31„)г) эквива­
лентны. Поэтому будем отождествлять S с ®|Г/ в том случае, 
когда U — окрестность множества -¥(£>). Иными словами, при 
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'фиксированном Г имеется прямой спектр множеств Dis(.7, Г) 
(над множеством открытых окрестностей Г в М, упорядоченным 

•отношением ID) и мы рассматриваем диссипации как элементы 
предела 

def 
limDis (t/, r) = Dis (Г). 
—> 

Пусть Г0 — открытое (в индуцированной топологии) подмно­
жество в Г. Имеется естественное отображение ограничения 
^r,r«,:Dis (Г)->Dis (Го) (если D —представитель i-D^Dis (Г), V — 
такая окрестность Г0 на М, что 1/ПГ=Го> то L> |и —предста­
витель .32г,г0£>). Таким образом, над Г определен пучок ростков 
диссипаций. Каждое сечение пучка ростков диссипаций над Г 
определяет диссипацию. Действительно, если ii'=(Ua)u£A — 
локально конечное покрытие Г открытыми в М множествами, 
и согласованное семейство локальных сечений пучка ростков 
диссипаций задается неотрицательными функциями Da, «6A. 
определенными на Ua, то для гладкого разбиения единицы 
(•5a)ag.4> подчиненного и, функция D = 2jeaDa определяет дис-

O.QA 
сипацию £>gDis (Г), реализующую данное глобальное сечение. 

В дальнейшем обозначим: &г,т0® = ®|г„-
3.4. П р е д л о ж е н и е (версия леммы Гординга). Если 

£) — диссипация на многообразии М и функция D является 
представителем ©, то для любого гладкого векторного поля X, 
касающегося дМ, XD = 0(®V2), B частности, если М -— много-
•образие без края, то dD = 0(£>U2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу локальности доказываемого 
утверждения можно считать, что D и X финитны. Пусть gx' — 
фазовый поток, порожденный полем X. Тогда. V^R 

0<D (gl
xx) = D (x) + t (XD)(x) + ~ (XW)(Q(x, t)), 

аде Q(x, г.) —некоторая точка на М. В силу финитности X и D, 
dcf I 

а=-jr sup (А'-£>) (x) < оо . 
- xQM 

'Следовательно, для любого х&М квадратный трехчлен (по 
[переменной t) D (x)-\-t {X D) (х)-\-аР неотрицателен. Неположи-
тельность его дискриминанта дает равенство XD-^2Ya,D. ц 

3.5. Теорема . Пусть © — диссипация на многообразии М, 
/—гладкая функция, X — гладкое векторное поле на М. Тогда 

( / == О <p*)Y*(Xf = О (S^1)). (3.2) 
Более того, если X касается края дМ многообразия М, то 

(f = 0(^))=^Xf = o{^~). (3.3) 
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В частности, последняя оценка имеет место, для многообразия' 
без края. 

Д о к а з а т е л ь с т в о - Гак как утверждение имеет локаль-
ный характер, то все соотношения, которые мы будем выписы­
вать в ходе доказательства, понимаются локально — в доста­
точной близости от фиксированной точки пц^М. 

I. Чтобы доказать соотношение (3.2) для любого гладкого1 

векторного поля X, достаточно убедиться в его справедливости 
для векторных полей, образующих базис в О-модуле гладких 
векторных полей на М. Поэтому можно считать без ограничения 
общности, что X порождает локальный полугрупповой фазовый 
поток gx\ t^O. 

Пусть D — функция, представляющая диссипацию .©, и пусть 
/=-.0(£>й). Так как для некоторой константы с > 0 \f\<:.cD>1'-
то, рассматривая функцию /.:/w. |-^/(g'O("0m) при фиксированном 
/ > 0 , имеем: 

\fl(m)\<c[D{g,
x
D^mr. 

Далее, D(g1£{'")m) = D(m) + tD(m)hi(m), где. А, —гладкая 
функция, так что функция Dt:mt->-D(gt0{r")m) оценивается через 
й: Dt = 0(&). Следовательно, ft==0 (£),L). С помощью формулы 
Тейлора получаем следующее представление для / , : 

/* с»)=2 тг (X'/) м v iD ("W+D w*+l ф< <"•)• (3-4> 
где Ф, —гладкая функция. Выберем N так, чтобы выполнялось 
неравенство N-\~l>\x. Тогда из (3.4) следует, что 

y--.u-

Выбрав jV + 1 различных достаточно малых положительных 
чисел г.-. . . . , t .v. рассмотрим систему линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных у0) ..., yN: 

N 

2(*.)4 = 4V i-0, . . . ,N. 
Определитель этой системы отличен от нуля (это определитель 
Вандермонда), поэтому она имеет единственное решение: 

N 

г-о 
где (tji — некоторые вещественные числа. С другой стороны, 
из определения -ji.. получаем: 
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так что оценка (3.5) дает соотношение (3.2). 
П. Предположив, что X касается дМ, докажем (3.3). Пусть 

gf
x — локальный фазовый поток, порожденный полем X. Выбрав, 

как и выше, представителя D диссипации ©, предположим, что 
/ | < с . О й , где с — положительная константа. Тогда функция 

ft: m>-*/ (g^/°<"')m) удовлетворяет неравенству | / , | < с (DtY' 
где Dt(m) = D{gi^m^:'im). По формуле Тейлора, 

D, (m) = D(m) + tVDjm) (XD) (да) + 
+ tW{m)F(m,tYlT(inj), (3.6) 

где F — гладкая функция. В силу предложения 3.2, XD — 
= 0 (Э1/2), поэтому из (3.6) следует, что £>,-.= О (Ц, а / , = 0 (©^). 

Обратимся снова к формуле Тейлора: 
N . N+\ 

ft(m) = 2{tV D(m))J (XJf)(m)-'rtN+1D(m) 2 %(m, +\ГЩт)), 
y=-o 

где Ф., —гладкая функция. Если выбрать N так, чтобы выпол-
N + \ 

пилось неравенртво —--—>jx, и взять в качестве значении пара­
метра t N-\-\ различных чисел t0> • • • > .-ль то получается 
N + 1 соотношение 

2ЩШ.х'/^0(р^, k = 0,...,N, 
откуда, рассуждая как в конце первой части доказательства, 
получаем, что ]/DXf==0 р"). Ж 

3.6. З а м е ч а н и е . Оценки вида О (ЗУ), вообще говоря, 
не сохраняются при интегрировании. Рассмотрим, например, 
диссипацию © на R, определяемую функцией £>(x) = 

_е-1/л--81П2—_ Рассмотрим функцию / (х) = e °(-с>. Для любого 
г > 0 справедлива оценка / = О (£>•")• Однако для функции F (x) = 

X 

= J / (|) d\ оценка О (Sr) не имеет места ни для какого г > 0. 
о 

Это следует из того, что E(x)-~--0 при x-^O, в то время как 
7V0D)\{O}=£0. 

3.7. Следующее утверждение раскрывает значение оценок 
типа О (S>n) в теории высокочастотных затухающих асимптотик. 

Л е м м а . Пусть 2> — диссипация на М, D6®, f — функция 
.на М, р. — положительное число. Тогда f=-0(2f), если и толь­
ко если найдется такая гладкая функция с : M{to}R, что 
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I e--*ou. f (X) | < c (^) -^д VT > 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко проверить, что при т > 0 

sup (е~х"а^) == рЛг -̂ог—•"• (достигается при a=\ix~l). 
«"XI 

Пусть | / (x) | < с, {х) \D (*)]«-. Тогда 
| e-xmx)f (g) | -ч. с, (x) sup (е--™а-~)---- с (x) *-•-•, 

Л>0 

где с (х) — с! (x) ц'-е |Х. Наоборот, пусть e~xD(x^ \/{x)\ < 
< с (x) т-1-. Тогда 

| / {х) | < с (x) inf (т-»-етП(--))-= с (х) [sup {а^е~«°^)]-1 = 
t > 0 Q>0 

•=c1(x)[D(x)l'-. ^ 

§ 4. ДИССИПАТИВНЫЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СЕЧЕНИЯ 

4.1. Перейдем к построению основ теории асимптотических 
рядов специального вида, связанных с диссипацией. Чтобы 
мотивировать их изучение, рассмотрим один пример постановки 
задачи об асимптотическом решении дифференциального урав­
нения в частных производных. 

Пусть (ptti,xY*&{p,iux), pfiC", tf6C\{0},A:eR". — С°°-функ-
ЦИЯ, голоморфная и однородная 1-й степени по (р, и). Рассмотрим 
нелинейное уравнение первого порядка 

^ ( - й р и,л')==0 (4.1) 
с малым положительным параметром /х. 

Будем считать, что функция и, зависящая от параметра h, 
удовлетворяет уравнению (4.1) с точностью 0(hN), если най­
дутся число /гЦ>0 и С„-фуикция с: R"{to}R+ такие, что 

{0<h-::./i0)^<r(-ih~, и, xj |<c (x) А"). 
Чтобы выделить класс быстроосциллирующих функций с 

затуханием, сделаем замену: 

и. (х, h) = e}rS{x,ll\ (4.2) 
причем будем рассматривать только такие (Ьуикции и, для кото-

del' 
рых функция (A', h)<-*-S (x, h)'--= — ih\nu(x, h) бесконечно диф­
ференцируема на R"\(R, и ImS(A,0)>0 

Если и имеет вид (4.2), то 

def 
где Н (р, х) = & {р, 1, х). 
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Обозначим: 
-~{imS{£,h)-D{x)} 

Z)(x) = lm5(x , 0), ц(х, h) = e~h 

Функция с—гладкая на R"XR+- Пусть и имеет вид (4.2), где 
S удовлетворяет соотношению 

е д # ( — , * ) . - О (А*) (4.3) 

при достаточно малых h локально равномерно по x. Тогда 

\?[-ih %, и, х)\<с(л, К) е"^~\н ( g , х) | = 0 (hN), 

т. е. в этом случае и удовлетворяет уравнению (4.1) с точ­
ностью О (kN). Если, в частности, S не зависит от h, то можно 
утверждать, что (см. лемму 3.7) для того чтобы функция вида 
(4.2) удовлетворяла уравнению (4.1) с точностью О (hN), доста­
точно, чтобы функция х<-*Н I--- (x), x) имела оценку О (55^), где 
©— диссипация, имеющая в качестве представителя функцию 
Im 5. Это обстоятельство побуждает пас рассмотреть филь­
трацию, определяемую оценками вида О (©''). 

4.2. Пусть Е — векторное расслоение над многообразием М 
с диссипацией ©; f и g — локальные гладкие сечения расслое­
ния E, определенные вблизи множества N(S)). Будем говорить, 
что fug ^-эквивалентны, если для любого положительного г 
f—ё — 0(®г); записывать ©-эквивалентность будем формулой 
f—g=-0(©™). Соответствующие классы эквивалентности будем 
называть ^-асимптотическими сечениями расслоения Ь. 

В частности, можно говорить о ©-асимптотических вектор­
ных полях, ©-асимптотических дифференциальных формах и 
т. п. Поскольку ©-эквивалентность сохраняется при дифферен­
цировании и умножении на гладкую функцию, ©-асимптотичес­
кий вариант дифференциального исчисления на многообразиях 
аналогичен обычному. Так, определены операции внешнего диф­
ференцирования ©-асимптотических форм, внутреннего умно­
жения ©-асимптотической формы на ©-асимптотическое вектор­
ное поле и т. д. В то же время в интегральном исчислении име­
ются серьезные различия. Свойства замкнутости и локальной 
точности ©-асимптотических форм не эквивалентны. Это пока­
зывает следующий пример. 

_ i . г [ __!__ 

Пусть D(r) = e г% sin2—-, g(r) = \ e D(~> dg. Функции Dug 

бесконечно дифференцируемы, 

D(r) = 0(r">), D (-!-•) = 0 (n-=l, 2, . . . ) , g'(r) = 0 (S( r ) - ) , . 
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g (/•)=--О (г*), g ( r ) > 0 при r=y--0. На плоскости (x, у) рассмотрим 
1-форму о) = ^(г)йФ. Здесь г, Ф —полярные координаты, 
r=Yx2 + #2» d9 = —-;y~"''/ f •• Легко проверить, что форма со не 

•А "\ If 

имеет особенности в нуле и асимптотически замкнута относи­
тельно диссипации © на R2, определяемой функцией D: da> = 
----СЦ©00). Тем не менее, ы не является ©-асимптотически точ­
ной ни в какой окрестности нуля. Действительно, если бы это 
было не так, то существовала бы такая форма ш1=— О (SD°°), что 
со+ W1— точная в окрестности нуля форма. Отсюда следовало 
бы, что \ (ш 4-а)..)----О для любой окружности S(.:{x = iicos t, 

y=psint, 0<^<2л} с достаточно малым радиусом р. Но так 
как й| = О (©"°), то W1 обращается в нуль на любой окружности 
51/ня, « = 1,2, . . . , откуда следует, что 

Г (со! о , ) - f с о « 2 я ё ( - Ц > 0 . 
•sl/rt-i х\!пя 

Наконец, отметим еще следующее обстоятельство: для данной 
точной ©-асимптотической 1-формы ее первообразная не опре­
деляется однозначно СВОИМ значением и какой-нибудь точке 
множества N(S), даже если /V(S) связно (см. п. 3.(1). 

О п р е д е л е н и е . Если Б— тривиальное расслоение со сло­
ем L, то его ©-асимптотическое сечение будем называть ©-асим­
птотической функцией. 

В дальнейшем мы будем употреблять следующие обороты 
речи: если / — гладкое локальное сечение расслоения Б над М, 
определенное вблизи N(%>), то будем говорить о ©-асимптоти­
ческом сечении /, имея в виду класс сечений, ©-эквивалентных 
/; если сечения f, g,...,h находятся в некотором отношении /R, 
согласованном с отношением ©-эквивалентности, то будем го­
ворить, что ©-асимптотические сечения /, .£.*,..., h находятся в 
отношении R. 

Определим фильтрацию (/?„),• (-N пространства .©-асимптотиче­
ских сечений расслоения Е следующим образом: 

(/eE,,M/=o(©"'2)). 
Ряды, асимптотические относительно этой фильтрации, будем 
называть Ь-асимптоттестши рядами. Пусть / — ©-асимпто­
тическое сечение, £Г — ^ /у — ©-асимптотический ряд. Будем го-

ворить, что &'—£)-асим1Шопшчеекпе разложение / , если ряд 0е 

эквивалентен ©-асимптотическому ряду с единственным членом / ; 
при этом будем использовать обозначение / — ̂  /у . 
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4.3. Примеры. 1) Пусть M=R", © порождается функцией 
..x,-+je|-, F — одномерное тривиальное расслоение. Тогда всякий 
степенной ряд 2 ар!, где а—числа, является ©—аснмптоти-

ческим и разложение / ~ 2 aJx' и м е е т м е с т о Т0ГАа и Т 0 Л Ь К о 

тогда, когда а, — коэффициенты ряда Тейлора функции / . 
2) Пусть M —многообразие без края с диссипацией £>, D££>, 

/ — гладкая функция на 7*М. Обозначим через 2 - М * ' •) ряд 
Тейлора функции / 1 Г * Ж (//(«. •) —однородный полином степе-

Л* 

ни / ) . Тогда ряд 2/Т"—* е с т ь Разло-ке11ие ©-асимптотической 
функции fodD. Это вытекает из предложения 3.4, в силу кото­
рого сечение dD расслоения Т*М имеет оценку 0(©1/5), и из 
формулы Тейлора с остаточным членом: 

ад= 2 -Н(атГФ1(0)-5в+ 2 <м^а' 
|a|<.V |а|-ЛЧ-1 

гдеФабС00, если VeC™Ua(p)~^\(\--tfvW(tp)dt\ 
4 A. Теорема. Пространство ©-асимптотических сечений 

асимптотически полно, т. е. всякий ©-асимптотический ряд яв­
ляется разложением некоторого ©-асимптотического сечения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу следствия 1,6 достаточно pас-го 
смотреть Э-асимптотический ряд вида 2 C'V ГЛе Ф;=-0 {&i/2)-, 

у-..о 
причем в силу локальности ©-асимптотических оценок достаточно 
ограничиться случаем, когда Ф,у —функции, и построить функ­
цию <Р, эквивалентную данному ряду в относительно компактной 
окрестности U заданной точки xo6-V(©). 

Пусть p6C°°(R), 0 < р < 1 , f)(t) = l при \t\<\, |.(0-=-0 при 
СО 

| i . |> l . Будем искать Ф в виде Ф== ^ Фу, где фу (л:).---Ф- (х) X 
XP(i-i;L> (x)),D$£),iLj>\. Для любого дифференциального опера­
тора L степени k при />2А справедлива оценка 

\LVj(x)\<aLcjU(D(x)) 2 {mu}5» *6U. 
где a/, не зависит от /•_ cyft не зависят от выбора \ij. Так как 
D(x)<.\xJl при хбэиррфу, то отсюда следует, что |£ф-(;с)|<:' 
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:aLCj^'!'i)s2 при / > 2 k , x6U. Выберем последовательность 
oo j 

£ clk\x.j 2 сходился для любых т, kgN •([ij) так, чтобы ряд j ^ cjk\\,j 
(например, годится (xy.,—4(maxc;.A + l)'I/-/; действительно, при этом 

/Kj 
I 2m-j\\lj m _l_ ±(:"1_±] 

iimic;7;uy2 j <lIrnc1
/i /4 / 2 ( l+сд.) ' J 2 = 

j --.--oo j - v o o 

~-iffih(1 + Cyft)-*' 7<-y 
•̂  y-+.co 

oo 

"Тогда ряд 2u ^J равномерно сходится на U и то же верно для 
у---и 

рядов, полученных из него применением любого дифференциаль­
ного оператора. Значит, функция Ф бесконечно дифференцируема 
на U. 

Проверим, что Ф—-_2сру на U. Гак как Ф;- совпадает с Фу 
у - о 

вблизи yV(£>), TO достаточно показать, что 
со 

2 Ф,м=ор(лГ/2)(*е.У)-
Имеем при x^U: 

J-m 

У-m 

У •/« у—т 

где зс; — характеристическая функция множества {A.6<-/|{mu}y.D (x)<l}, 
откуда следует неравенство 

со т—] т 

< -D ( x ) ' " / 2 - a , d ^ cyo{mu}yz - a£> (.^)Г. .*-б£Л 
j-~m j = l 
2 ад 

где я.-
-/--'« 

C ; U U ; 

w—У 
2 < 0 0 . 

З а м е ч а н и я . 1) Если ограничиться случаем, рассмотрен­
ным в примере 1) п. 4.3 при n = l, то эта теорема превращает­
ся в известную теорему Бореля о том, что каждый степенной 
ряд является рядом Тейлора некоторой функции. 

2) Из доказанной теоремы следует, что имеется естествен­
ное отождествление ©-асимптотических элементов с ©-асимп­
тотическими сечениями. 

4.5. В скалярном случае, согласно п. 1.13, определено про­
изведение ©-асимптотических рядов, согласованное с соответ­
ствующим отношением эквивалентности. В этом же случае 
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определено произведение функций, согласованное с отношением 
©-эквивалентности. Возникающие при этом факторалгебры ка­
нонически изоморфны. Мы будем их отождествлять и обозна­
чать одним и тем же символом As(©). Пусть ©— диссипация 
на М, / : M'-{to}M — гладкое отображение, ©'-=/*©. Так как в 
этом случае (ф — О (©r)) =-i-- (f*cp = 0(© r)), то гомоморфизм ал­
гебр f* : С°° (М)-^>-С°° (М') согласован c отношениями ©-эквива­
лентности и ©'-эквивалентности. Следовательно, f* порождает 
гомоморфизм факторалгебр As(®){to}As(S/)> который мы будем 
также обозначать /*. 

Аналогично определен гомоморфизм f* : Aas(S))~>Aas(®/) 
алгебры ©-асимптотических форм в алгебру ©'-асимптотичес­
ких форм. 

Пусть и — открытое в JV(©) множество: n=<7fW(©), где 
U — область на М. Обозначим через i тождественное вложение 
U-+M. Тогда определен гомоморфизм i* : As (©){to}As (©,,). ЕСЛИ 
Ф — ©-асимптотическая форма, то £*ф будем называть ограни­
чением ер на ми писать £*ф = фи. Пусть © — диссипация на мно­
гообразии М. Семейство гомоморфизмов ограничения /„,,. : 
: As(...&„) —»-As(S>0), где и, v — открытые в JV(®) множества, vczu, 
определяет пучок ростков ©-асимптотических функций. С по­
мощью гладких локально конечных разбиений единицы на М 
легко убедиться, что каждое сечение ЭТОГО пучка есть ©-асимп­
тотическая функция. 

Назовем локальным Si-асимптотическим оператором такой 
эндоморфизм А векторного пространства As(©), который опре­
деляет эндоморфизм пучка ростков ©-асимптотических функции 
(рассматриваемого как пучок векторных пространств). Иными 
словами, для любого открытого в JV(®) множества и сущест­
вует (очевидно, однозначно определенный) эндоморфизм Аи, 
для которого коммутативна диаграмма 

As (£))-> As (©) 
•*"(©).•"-I AU •l.*,j-/(2>).«' 

As(£>„){to}As(£>„). 
Примером локального ©-асимптотического оператора является 
дифференциальный ^-асимптотический оператор — линейное 
отображение As(©) в себя, определяемое рядом, члены которо­
го — дифференциальные операторы. 

§ 5. ©-АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ЗАМЕНЫ ПЕРЕМЕННЫХ 

Далее предполагается, что при отсутствии специальной ого­
ворки, все рассматриваемые многообразия не имеют края. 

5.1. Пусть М — гладкое вещественное многообразие. R-глад-
кое отображение f :M{to}C, где k^n = dimM, Назовем с-регу-
лярным в точке тп, если оператор cdfm : cTmM-+Ch мономорфен 
(индекс с вверху слева обозначает комплексификацию). Если 
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х — локальные координаты в окрестности точки т, то крите­
рий орегулярности f в точке т состоит в том, что 
rank -з- (т)=п. 

дх v ' • 

Если отображение /:Ж->С" с-регулярно в точке т, то оно 
•определяет базис —- = (------ , . . . , ----1 ) в комплексифициро-

О/ т. \ О] т Оj )tnl 

ванном касательном пространстве сТтМ (посредством соотношений 
——- /1 = Ь'А. Таким образом, с-регулярному отображению 
"f m I 
/:M{to}C отвечает набор $у=1\~7Пгп •••> "Л?") комплексных век­
торных полей (т. е. сечений комплексификации касательного 
расслоения). 

Получим формулу для действия векторного поля '—-,• на по-
- , , ] 

.лином от / , Имеем: d (/1) = 2^т-7£ df*, откуда, в силу едипст-
венности разложения, следует, что -——--=6/. Используя эту фор­

ду^ 
мулу и формулу Лейбница, получаем, что для любого полинома 
SP от п переменных с комплексными коэффициентами 

™ Г ( ^ / ) = ^ ( Л ° / -

Мы видим, что с-регулярный набор комплексных функций 
f1,..-,/" на вещественном многообразии М во многих отноше­
ниях аналогичен системе локальных координат. Например, 
можно раскладывать функцию вещественного аргумента по 
степеням комплексной разности /—f(m0). 

5.2. Т е о р е м а . Пусть M —гладкое вещественное /г-мерное 
многообразие, / :M->C — с-регулярное в точке т 0 отображение. 
Тогда компоненты набора gj = (-jj-^ . . . . —•«) коммутируют и в 
некоторой окрестности и точки т 0 для любой функции .Р<зС°°(а)-
и любого целого неотрицательного N справедлива формула 
Тейлора 

-*(*->в .2 -J [£r)aF]("io){f(m)-f(m0)f + 

+ 2 cta(m)[f(m)-f(vi0T, 

где aa6-[C"(u)]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х—локальные координаты в 

окрестности точки /п-. 
1) Докажем индукцией по N, что в достаточно малой ок­

рестности точки т - справедлива формула 
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|а|<лг |а|=ЛГ+1 
где са—числа, 6-.—гладкие комплексные функции. Имеем: 

/ (m)==/ (m0) + a (w) (x (m) — x (mo)). 

где а —гладкая матричная функция; так как a(w0) — --—-(то) — 
невырожденная матрица, то и в некоторой окрестности точки 
т0 матрица а(т) невырождена, так что в этой окрестности 

х(т)— x(mu)=a(m)~x(f(m) — f{mz)). 
Начальный шаг индукции сделан. 

Теперь предположим, что доказываемая формула верна при 
N = k. Тогда, подставляя в тейлоровские разложения 

Mni)=Mm 0)+<gj( .w). * (т)—*(т 0 )>, 1/1=* + -. 
выражение для х(т) —x(rno), получим требуемую формулу при 
N = k + 1 . 

2) Подставляя в разложение Тейлора функции F 
F("-)"= 2 ±\[d~x)aF](mn)(x(m)~xt("i»))a + 

+ 2 E a (OT)(x(m)-A-(mo)) a 

|с.|--ЛЧ-1 

тейлоровские разложения координатных функций из пункта 1)., 
получаем: 

F (т) = {sum} св ( / М - / (т») f + {sum} a, (от) ( / (т) - f (,щ))а, 
|a|.c.V |a|.-..V-|-l 

где с.-.-— некоторые числа. Применим к последнему равенству 
—-.—-— и положим затем т~-т<$. Получим: (—— - — F ] (/«о) =—= 
<Э/'- -5/ ' \()/'-' ( ) / ' / 
= jlcj, где / = l/j + Ь (1/г — это мультииндекс, А-ая компонента 
которого равна 1, а все остальные нулю). Отсюда сразу видно. 

==0. Таким образом, определен оператор что df" df 
д \ad e f ГТ I д \ак ^ . . . . . 
-у] —11 — А • Применяя его при | a | < , N к полученному 

разложению и полагая т=т^ находим коэффициенты этого 
разложения: 

«..--bll-WV (то)-
5.3. Дальнейшая аналогия между с-регулярными отображе­

ниями и локальными координатами связана с заданием на М 
диссипации S. Если х и у —локальные координаты на М, то 
определен диффеоморфизм а=а(х, у)—х~1° у («замена пере-
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менных»). С диффеоморфизмом cr(x, у) взаимно однозначно-
связан изоморфизм алгебр а* = а* (x, у) : £°°(1>)-->-С°°(«), где 
и — область определения а, а о = а(«) . 

Предположим теперь, что хну определены в окрестности 
нуль-множества диссипации £>, причем х — у==0(£>1/2). Тогда 
•Х|Л'(2)) = -У|ЛГ(3))' так что в этом случае и и -а-—окрестности мно­
жества N (£>) и определено отображение 

o-*:Dis(iV(S)){to}Dis(yV(®)). 

П р е д л о ж е н и е . Пусть © — диссипация, х и г/ — такие-
координаты, определенные в окрестности ее нуль-множества, 
что х—у = 0(£)и2). Пусть а = х~1о у. Тогда <г,:£> = ©. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть функция D — представитель. 
диссипации ®. Так как для т, достаточно близких к N(S>), име­
ет место тейлоровское разложение 

{o*D)(m)=D(o(m)) = D(m)+ (~ (т), у(т)-х (т)) + 
+ < g ("О (У (т )—x (от)), у {т) — х (т) > , 

где g — гладкая матричная функция, то 
a*D = 0(S>). (5.1) 

Аналогично, (a']')~lD — 0(®). Применяя к обеим частям этой 
формулы о* и пользуясь (3.1), получаем, что 

D = 0(o*S>). (5.2) 

Из (5.1) и (5.2) следует доказываемое соотношение. 
С л е д с т в и е . Если выполнены условия доказанного пред­

ложения, то <т* определяет автоморфизм алгебры As(S). 
Автоморфизм алгебры As (£)), индуцированный оператором. 

о* (х, y)'-f^-f°xAoy, будем обозначать a*s(x,y). C ПОМОЩЬЮ 
тейлоровского разложения можно получить другое представление 
°ая (Х'У) — операторный ряд 

2->-*>•(£)"• <5-3> 
Здесь п — размерность многообразия М. В силу теоремы 1.12 
операторный ряд (5.3) определяет ©-асимптотический оператор 
и в том случае, если х, у заменить на такие С"-значные функ­
ции F, G, определенные в окрестности множества N(S>), что 
F—G = 0(&U2) и F является ."-регулярным. Поэтому определим. 
асимптотическую подстановку oW|:(-">G) (интуитивно, G под­
ставляется вместо F) как ©-асимптотический оператор, пред­
ставляемый рядом 

2 л < ° - ^ > в ( ж Г (5-4> 



В дальнейшем нам понадобится следующее обобщение этого 
определения. Пусть / : JV{to},M — гладкое отображение, S) — дисси­
пация на М, F—с-регулярное отображение М-+Сп, где 
п~ dim M, G— такое отображение N{to}Cn, что G—f,F = 
— 0((f*£>) 1/2){cdot} Тогда операторный ряд' 

А. л 

аЫ1 
(5.5) 

определяет оператор oaa*(F, G; f), переводящий ©-асимптотиче-
ские функции в (f*£>) -асимптотические функции. 

5.4. Теорема, Пусть £>—диссипация на n-мерном многооб­
разии, F. G, Н — гладкие Сп-значные функции, определенные 
вблизи N(£>) и отличающиеся друг от друга на 0(S)1/2), причем 
F и G орегулярны на JV(®). Тогда 

a) a" (F, Я)•—эндоморфизм алгебры As (Э); 
b) a:s(F,H) = o:s(0,H)als(F,0); 
c) o:s(Q,F)-(o:s(F,G)y; 
d) если Р —-полином, то a*s(E> H) (P°F) = PoH; 
e) ^-<AF,G^al(F,G)^ 
/ ) если F'uH' определены вблизи N (£>), F — F = 0(£c°), 

G'-G-0(S°°), то aU(F,H) = al(F',Hf). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Достаточно показать, что если 

м, -у— гладкие функции, то 

' 2->-/т(4И"*~-~ 
Л mi ( ' dF$ dFy 

а в этом легко убедиться, применяя формулу Лейбница и груп­
пируя члены в левой части. 

в) Пусть f — гладкая функция. Тогда для любого целого 
неотрицательного N 

I N+l \ 
{f/ — E)«-—^--0\© 2 ) , если |a |>7V, 

dFa 

iH-a)«(lu)\Q-F)bj^=o{sTrl если |a|>7V, |p|>.V. 
Поэтому достаточно доказать, что 
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-J><"-Mir)>-<^=°(^)-
IPK-V 

Оператор RN представим в виде ./?#=-- 2 - ^ ( л / ? ) > гДе а№ — 

некоторые гладкие функции. Применим #.•./ к E", где |а|<2Л*. 
Получим 

Таким образом, 
P<i(a-W 

e5i^"-2s=wi-4^e-p. (5.6) a™ - - - ^ - - ^ (a-fJ)! 
| J<a x 

B*a -V+U 
Мы хотим получить оценку а^ = 0\р 2 ) . Формула (5.6) пока­
зывает, что достаточно убедиться в справедливости оценки 

RNFa=0\£> 2 /, ибо в этом случае требуемая оценка а^Г) 

получается индукцией по | а | (очевидно, что а^—О). С другой 
стороны, для любой гладкой функции g и любого 7V'>.V 

>-R„'g=0[p 2 
N+l\ 

RNg-RH'g=0\£ 
I H±l\ 

Значит, достаточно получить оценку /?.v'/7*=-0 \© 2 ) для како­
го-нибудь Nr>N, напримф, для N' = 2N. (Напомним, что 
|a|<2.V.) Из алгебраического тождества 

В<ар 

где x, у, а, р—n-компонентные, получаем: 

-((#-E) + Ef-==//". 
Аналогично, 

IYK2.V 

Мы видим, что R2NFa = 0 при |a |<2iV. 
c) Следует из Ь). 
d) Следует из а) и очевидной формулы ats{F, H)F ==H. 
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e) Легко видеть, что комплексные векторные поля ЯВЛЯЮТСЯ 
©-асимптотическими операторами (так как для них выполнены 
условия теоремы Г12). 

Согласно d), для любого agN" 
aa*s(F.G)Fw — Ga. 

Следовательно, . 
-^7-a*(F,G)F a —aa"s(F,G)^F a - (5-7> 

Далее, из формулы-—у — 2 J 7,57 7^7 ВИДИ0' ч т 0 э-асимптоти-
ческий оператор dldQJ°d*M(F, 0) — o"M(F, Q)od/dFJ является 
операторным рядом вида 

j-°= 1а«(дТ ' 
«ем" 

где aa-некоторые гладкие функции. Докажем индукцией по 
|а[,,что а-.~-0. Из (5.7) следует, что для любого agN" 

I F a ~ 0 . (5.8) 
Подставляя в (5.8) а = 0, получаем, что au=-0. Подставляя 
a=a0 , получаем: 

a0!uao+ 2^ffVfFW°~0, 
а<« 0 

и предположение, что a-,--0 при | а | < | а0|, влечет соотноше­
ние аа о~0. 

f) Очевидно, что оператор aas*(F, U) не изменится, если за­
менить Н на эквивалентное отображение IV. Остается показать, 
что замена F на F'\ также не изменяет этот оператор. Заметим, 
что если F с-регулярно на -V(©), то F' обладает тем же СВОЙ­
СТВОМ, так как матрица dF'/dF обращается на N (%>) в единич­
ную. Используя в), получаем: 

a"s (F', H)-=a;s(E, H)als (F' E) = a ; (E, H) a'M (E', F>) = 
• =als{F,H).m 

Замечание. Из пункта f) доказанной теоремы следует, 
что в выражении а*а (E, G) можно понимать E, О как ©-асимпто­
тические функции. 

Обозначение: 

«WW- 2 >-*>)-(&)*. 
IC-K-V,: X ' 
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Для любого / 6 A s (©) H E , G, Н, удовлетворяющих условиям; 
теоремы данного пункта, справедливо соотношение 

/ N+l\ 
(а^(0, H)oolN){F, 0)~а[и) (F, tf))/ = 0 (© 2 ]. 

5.5. Рассмотрим асимптотическую подстановку y'as(E\ G)*-
где E, G есть ©-асимптотические функции. Оператор a* (E, О} 
расширяется до эндоморфизма алгебры Ла8 (©) ©-асимптотичес-
ких дифференциальных форм с помощью соотношения 

als(F,G)dFi^dQi. 
Из этой формулы и е) теоремы 5.4 следует, что для'' любой. 
©-асимптотической функции / справедлива формула 

a : s ( E , G ) a / = d ( a ; s ( E , G ) / ) ; 
иными словами, c*s (E, О): Лаз (&)-•>-Л-8 (©) коммутирует с внеш­
ним дифференцированием. Этим свойством расширение эндомор­
физма алгебры As (©) до эндоморфизма алгебры Ла8 (£>) опре­
деляется однозначно. 

Введем теперь аналог оператора а.,., действующего на век­
торные поля,— оператор a' l s(E,(j), действующий . на ©-асимпто­
тические векторные поля: 

a - ( E , G)X = <fai(Q, F)°X°a*ai(F, G). 

Из 5.4 e) следует, что aa s(E, G) —-=-=-—-. '• • 
* ди' dFl 

Оператор cr;ls(E, G) дает возможность явно описать действие 
a a s(E, G) на ©-асимптотическую (комплексную) яг-форму а: 
если Xi, ...,Хт — комплексные ©-асимптотические векторные 
поля, то 

(als(F, G)a) (Xu . . . , #,„)=• а (о»- (E, G) X1, . -. , 0f (E, О) X,,.). 
5.6. Т е о р е м а . Пусть © — диссипация с n-мерной областью-'. 

определения; E, G, И — С"-значные с-регулярыые ©-асимпто-, 
тические функции. Тогда ©-асимптотическая функция K—a"as(F, G)H 
с-регулярна (aas(E, G) действует на С'-зиачную функцию по-, 
компонентно). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть me /V (©). Тогда 
dmK -= dmH + ^ (m)(dniQ — d,„E) = — (те) dmO. 

Остается заметить, что матрица ^т (от) иевырождена. 
5.7. Т е о р е м а . Пусть ©-диссипация с n-мерной областыо-

определения, E, G, Н — С"-значные ©-асимптотические функции,.' 
причем E и О с-регулярны, и пусть AT-a*s(E, (7) Я . Тогда 

3* 35-. 



oI1(F,G)---o: i(// , /Q. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор cr*s(E, О) определяется опе­

раторным рядом ^ ~ШСа\дн)' г д е ^а —некоторые ©-асимпто-

тические функции. Покажем индукцией по | а | , что 
са~(К-Н)*. (5.9) 

1) Начальный шаг. 

agN" <~€N" 

2) Предположим, что (5.9) выполняется для всех таких а, что 
| а | < | а 0 | . Тогда, учитывая, что o*s(E, Q)Ha — Ка°, получаем: 

Са«— Z « ! U""/ -£ а! U->-7 ~" 
agN" a<a„ 

а<а 0 

= К*° — {{К-Н)+И)а> + (К-Н)а° = (К-Н)а\ • 
С л е д с т в и е . Если E, G, Я , Л", L—С"-значные ©-асимпто­

тические функции на n-мерном многообразии, E, К, Н, с-регу-
лярны и a*s(F, G)tf = a*s(/C,L)#, то L = a*s(E, Q)К. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
' als(F, G)K-a;s(FI, a;s(Ee Q)H)K = 

==<s (H- o*.. (K> Q H) *"=- С (K> L) K = L • 
5.8. П р е д л о ж е н и е . Пусть ©— диссипация на n-мерном 

многообразии ЛТ, а —такой диффеоморфизм окрестности JV(©) 
на окрестность -V(©), ЧТО a*© = D И ограничение о на .¥(©) — 
тождественное отображение. Пусть, далее, F и G — такие 
О-значные с-регулярные ©-асимптотические функции, что 
F—G = 0(S>1/2) и a*F=G. Тогда автоморфизм a* алгебры As(©) 
•совпадает с 0as*(F. G)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любой гладкой функции f, опре­
деленной в окрестности N(®), росток функции a*f в произволь­
ной точке mW(S>) однозначно определяется ростком } в этой 
точке. Таким образом, оператор а* : As(©){to}As(S)—локаль­
ный, и достаточно показать, что для любой точки me.N (©) 
найдется такая ее окрестность и в /V(S), что au* = aaa*(Fu, Gu), 
где Fu, G„ есть ©„-асимптотические функции, получаемые из 
F, G применением соответствующего гомоморфизма ограничения 
(ем. п. 4.5). Выберем и так, чтобы в окрестности и на М были 

•определены некоторые локальные координаты х, удовлетворяю-
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щие условию х—F---0(©1/2) (или, что то же самое, x—G-= 
~0(%U2)). Обозначим: у—х- о. Тогда у — локальные коорди­
наты на М, определенные в окрестности множества и, причем 
у—x---0(S>1/2), так как 

y-G--=x~a-E°a = 0((a*©)1/2).= 0(©1/2^ 
Следовательно, o,,il: = a*s(x, </)==-r*s(E„> <7„) в силу теоремы 5.7. Ш 

5.9. Пусть © — диссипация на /i-мерном многообразии. Для 
любого открытого в N (©) множества и обозначим через 2-Г),и 
группу автоморфизмов t алгебры ЛЯ8(©„), имеющих вид 
т==a*s(E, G), где E, О — с-регулярные С-значные ©„-асимптоти­
ческие функции. Пара (E, G) не определяется автоморфизмом х 
однозначно; соответствующий класс эквивалентности пар 
с-регулярных асимптотических функций описан в п. 5.7. 

Оператор tgEgj.u —локальный, так что для любого открытого 
в N (©) множества van определено ограничение т|„б2~-.,,... Таким 
образом, отображение w-̂ S.--,,,- вместе с гомоморфизмом ограни-
чеиия fuv'-t^Av определяет пучок —пучок ростков малых 
^-асимптотических замен переменных. По определению, 
малая ©-асимптотическая замена переменных есть сечение это­
го пучка. Малые ©-асимптотические замены переменных обра­
зуют подгруппу 2.£, группы автоморфизмов алгебры Лав(2>). 

Более общие асимптотические замены переменных определим, 
комбинируя операторы из .£•£ с диффеоморфизмами. Пусть 
©— диссипация на многообразии М, S '— диссипация на мно­
гообразии М', о —такой диффеоморфизм окрестности JV(S') 
на окрестность N(©), что о*©=©'. Пусть ToGSg-,. Тогда 

t - f f*o то (5.10) 

есть изоморфизм алгебр Aas(©)-*Aas(©'). Изоморфизм вида 
(5.10) будем называть ©.©'-асимптотической заменой перемен­
ных. Множество ©.©'-асимптотических замен переменных обо­
значим через 2 (©,©'). 

Асимптотическую замену переменных (5.10) можно предста­
вить и в другой форме, когда а* действует первым: 

x=,t0'oam, то '6%. (6.11) 
Это вытекает из следующего факта: пусть © и ©'—диссипации 
на n-мерных многообразиях, а—такой диффеоморфизм окрест­
ности 7v"(©') на окрестность N (©), что a*© = ©', E, О — 
с-регулярные С-значные ©-асимптотические функции; тогда 
a*< s (F , G)----o*as(a*F, Q*G)°O*. 

Справедливы следующие утверждения: 
1) (гб~ (©,©'))..-•>-(td-=dT), где d — оператор внешнего диф­

ференцирования; 
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2) (тб2 (&,£') )-{Rightarrow}(T~'62(5)', S) ) ; 

3) (те2(©,©') и T'I62 (&',£"))-->(т;/от.б.2 (©,©")). 
Они следуют из (5.10), (5.11). 

5.10. Асимптотическая замена переменных tgS (£>, ЗУ) поро­
ждает биекцшо рт:Л/(£>')-->Л/(£>), определяемую следующим 
юбразом: пусть, согласно (5.10), т —а*от0, тогда Pt-=cr|;v(£>••). 

"Покажем, что это определение корректно. 
Пусть .У (£)) —комплексная алгебра функций па N (Э), гладко 

•продолжимых на окрестность множества 7V (©). Имеется гомо­
морфизм r^ : As (£>)-> #"(£>), который переводит ©-асимптоти­
ческую функцию в ее ограничение на -V (£>) (©-асимптотическая 
функция имеет определенное значение в каждой точке мно­
жества N (Щ. Из коммутативности диаграмм 

As (&)->As (©) 

я 
As (£>)— -As (ЗУ) 

r-D в*=-с1* ЗУ 

.£•(©) • .-*(£>') 

следует коммутативность диаграммы 

As (S)~>As (ЗУ) 

'£> '£>' 

£-(ЗУ;->^(ЗУ), 
а так как rg-, —эпиморфизм, то (3* определяется из последней 
диаграммы однозначно (не зависит от декомпозиции (5,10)), 
Отсюда следует, что и биекция р- определяется однозначно. 

5.П. Рассмотрим диссипации © и ©' с /г-мериыми областями 
•определения. 

Теорема . Пусть z есть с-регулярная Ст-зиачная ©-асимп­
тотическая функция, ограничение которой на /V(©) инъективно, 
z' есть с-регулярная Ст-значная ©'-асимптотическая функция, 
m ^ n . Тогда ©.©'-асимптотическая замена переменных т, удов­
летворяющая условию xz = z', единственна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть T IG2(©,©' ) , Т2 ("•--. (©,©'), T ^ = 
=%2z=z'\. Запишем для п и х2 представления вида (5,10): 

ti = at ° xot, i= 1,2. 
Имеем для любого x£N (%>'): 
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ai (x)&N (2?), z' (x) = {x0iz) (a, (-*)) = z (at (.x:)). 
В силу инъективности z \N^) отсюда следует, что Q\\N(§$) — 
—= °"2|-v(—)). Следовательно, ф=-а2осг-1 — диффеоморфизм окрест­
ности N (©) на. окрестность N (©), обладающий следующими 
свойствами: а) ф*© = ©; б) Ф \мф) — тождественное отображе­
ние. Имеем: 

Ф;,:То2г-г01г. (5.12) 
Нам нужно показать, что г.—12 . Проверку этого утверждения 
можно локализовать: для любой ©-асимптотической функции / 
росток t j / в точке xQN (©') зависит только от ростка / 
в точке P(x), где (3 = aL i-v(ffy)- Поэтому можем предполагать 
(ограничив в случае необходимости диссипации и связанные 
с ними алгебры асимптотических функций), что существует 
такая проекция p:Cm{to}Cra, для которой ©-асимптотическая 
функция F=poz с-регулярна. Тогда можно представить хт 
в виде tQi = ols(F, Gt). При этом в силу (5.12) 

<P*r02F = TQ1F. 
Согласно предложению 5.8, отсюда следует, что Ф*=CT*S (G2, Gi). 
Итак, 

х2 = а\ (a.---)* т2 = a] (о2.—-)' т 0 2 -^Ф :% 2— cr;a*s (G2. Gi)--02 = 
= cr*ia*as(E, G1) = a*1%=f1. 

5.12. Гладкую дифференциальную k-форму о на С^-много-
образии М можно рассматривать как внешнюю форму степени k 
на С°° (М)-модуле F (М) гладких векторных полей на М, так что 
для любых X!, . . . , XfteF(M) определена гладкая функция 
< со, Хх/\ ... /\Xk) —результат подстановки X., . . . , Хк в фор­

му со. Если на М задана диссипация ©, то операция подста­
новки векторных полей в форму согласована c' отношением 
©-асимптотической эквивалентности; если со есть © асимптоти­
ческая k-форма, а X!, . .., Xk есть ©-асимптотические вектор­
ные поля, то выражение < со, Хх/\.. .AX/; > корректно опреде­
лено как ©-асимптотическая функция. 

Пусть х есть ©, ©'-асимптотическая замена переменных. 
Определим оператор х-.Х'^Х, переводящий ©'-асимптотическое 
векторное поле в ©-асимптотическое векторное поле, формулой 
' хоХ=Х'ох. 

(Здесь X и X' рассматриваются как- линейные операторы на 
As (©) и As (©') соответственно.) 

П р е д л о ж е н и е . 
х (со, X-А •. • AXft• > = < *о>, V-iX,A . .. At":1.*, ) . (5.13) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Изоморфизм т : As (3)){to}As(3/) опре­
деляет биекцию |3Т-: N(S')->-N(S) (ем. п. 5.11). При этом t и 
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х согласованы с операциями ограничения на открытые подмно­
жества в iV(2)') и N(£>), связанные биекцией pt. Таким обра­
зом, предложение имеет локальный характер и его достаточно 
доказать в случае, когда алгебра ©-асимптотических форм по­
рождена ^-асимптотическими функциями и дифференциалами 
©-асимптотических функций. Более того, так как х — изомор-

—̂ 
физм алгебр, а т — линейный изоморфизм, то достаточно про­
верить (5.13) в случае k=\, co = df, где f—©-асимптотическая 
функция. Имеем: 

х { df, X > = т (X/) = (тГ-'X) (т/) -
= < d t / , г-ЛГ > = < xdf, х~-*Х >.. • 

§ 6. ft, ©-АСИМПТОТИЧЕСКИЕ КОНСТРУКЦИИ 

6.1. Мотивируя в § 4 рассмотрение фильтрации, связанной с 
диссипацией, мы ограничились случаем, когда функция S в 
(4.2) не зависит от h. Для анализа более общей ситуации да­
дим следующее 

Определение . Пусть М — многообразие с диссипацией©, 
Е — множество всех функций е на Mx(0> °°), имеющих вид 
е(х, h) — h.-kf (х, К), где А—целое неотрицательное число (свре 
для каждой функции е), /6G°°(MXR...). Определим фильтрацию 
(E.,),.(-z н а Е:евЕ,г тогда и ТОЛЬКО тогда, когда коэффициенты 
ej формального разложения в в ряд Лорана по А: е(х, А)—-
-~ . 2 ei (x) h1 удовлетворяют условиям ey==0(©*/z_y). Соотноше­
ние eQE„ будем записывать в виде е = 0^(кп/2). Асимптотичес­
кие ряды (элементы) относительно данной фильтрации будем 
называть А, ^-асимптотическими. h, ©-асимптотический ряд 
{sum} fj будем называть регулярным, если ffcC00 (M X R+)> v/6-7. 

Будем называть ft, ©-асимптотический элемент регулярным, 
если он определяется регулярным А, ©-асимптотическим рядом. 

Примеры. 
1) (VveZ)(/GCra(MXR+) и g(x,h)^hvf(x,h))^(g=0^)). 
2) (VveZ, a6R+) ( / = 0 (©a) и g(x, A)=A"/ (x))--*(g-=Os(A'-+«)). 
6.2. Предложение. Пусть f (x, A) = Ar*g(x, A), 

g6C°°(MXR+), A6N, © — диссипация на M, Dg©- Тогда сле­
дующие соотношения эквивалентны: 

1) / = 0S(A«); 
2) существует c6C°°(MXR+) такое, что 

. е л /(x,A)]<c(;e,A)Aa. (6.1) 
40 



Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Пусть f = 0^(ha). Выберем 
А Г > а + А — 1 . Имеем: 

N 

f (X, k) = 2 hl'kfi (x) + A"+1-*Ф (л . А), (6.2> 
J-o 

где f)(x) = — —y-(x, 0), 96Ceo(.MXR+)- По определению оценки 
G©(ha)> /./— 0(£>a+*"~y). Следовательно, найдутся такие неотри­
цательные С°°-гладкие функции с0, . . . , c # + i на MXR+» что 

•ос.-) | 
е * fj(x)\<cj(x,h)h"+,l-J, j = 0,...,N, 

_£<£> I (6-3> 

е >1 Ф(.х, А)|<Слг+1С*, Л). 
Из (6.2) и (6.3) следует (6.1). 

2) Пусть справедливо соотношение (6.1). Тогда из (6.2) сле­
дует, что 

<c{x,h)ka (6.4> е » 2 Л У '* / / (^) 
у - о 

для некоторого c6G°°(MXR+). Выберем какие-нибудь попарно 
несовпадающие положительные числа А,0, . . . , Ял- и положим 
hs(x) = D(x)'Xs, s = 0, ...,N. Подставляя в (6.4) /z—/z „(я),. 
получаем 

N 

2 [D с*)]-// с*) ^ = ° (ю0£+й)' 5 = ° ' • • • >N-

( 1 Хо А-о .. . .̂ о \ 
т-= 0» то отсюда следует, ч т о 

1 A...V ••W • • • ..W ,' 
D}fj=0(&a+l!) (как линейная комбинация функций, имеющих 
такую оценку), так что / у = О (pa+k~J) при 0 < y ' < . V . Так как 
при J>N a + k - / < a + / e - . V < l , то / , . - 0 (© a + * - - ) - Vy = 
= 0 , 1 , . . . . • 

Замечание. Из доказанного предложения следует, что 
L-s 

условие (4.3), достаточное для того чтобы функция u. = eh удов­
летворяла уравнению (4.1) с точностью 0(hN), можно записать 
в виде 

H*dS = Ob{hN). 
6.3. Каждый ©-асимптотический ряд можно рассматривать 

также как /гДЭ-асимптотаческий ряд. В скалярном случае опре­
делено произведение -^©-асимптотических рядов, согласованное 
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с отношением эквивалентности. Таким, образом, для данной 
диссипации © определена алгебра As,, (©) А,©-асимптотических 
элементов, в которой выделяется подалгебра As(©) ©-асимпто­
тических функций. 

ЕСЛИ и — область в М, то очевидным образом определяется 
гомоморфизм ограничения As,! (©) {to}AsA (© | „); следовательно, 
определен пучок ростков Я,©-асимптотических элементов: Это 
позволяет говорить о локальных операторах в Аз-Д©). Таковым 
является, например, дифференциальный ©-асимптотический 
оператор. 

6.4. Теорема. Пусть © — диссипация на многообразии М, 
S : Af{to}C — такая гладкая функция, что ImSe®; Тогда 

Ls 
1) оператор умножения на е" согласован с фиьтрациями, от­

вечающими А, ©-асимптотическим и локально /г-асимптотическим 
рядам (см. определение локально А-асимптотического ряда 
в п. 1.4, пример 4); 

~$ 
2) порожденный оператором е" гомоморфизм As„(©){to}A's (А), 

где As (ft)—пространство локально h-асимптотических элемен­
тов, не изменится при замене 5 на любую функцию S', отлича­
ющуюся от 5 на О (©.-о). 

Таким образом, для любой ©-асимптотической функции у, 
представитель мнимой части которой является одновременно 
представителем диссипации, определен гомоморфизм 

e*:AsA (©)-•»-As (А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Без ограничения общности можем 

считать, что M = Rn c координатами х. 
1) Первое утверждение теоремы следует из соотношения 

(,|>= О-г, (A4)--KVaeN«) ([h оj)^irS{X)^'(*. А)) = О (А*) (6.5) 
(подразумевается, что оценка О (Av) локально равномерна по х)-
Действительно, если я|з= O-Q (Av), то 

dS . д 
и так как оператор умножения на ••—у и оператор А —; не пони­
жают порядок относительно /г, ©-асимптотической фильтрации, 
то, согласно предложению 6.2, 

> A >(h^ + 4§)V*,h) = 0(Av). 
Соотношение (6.5) означает, что оператор eh имеет степень < 0 
ио отношению к рассматриваемым фильтрациям. 
42 



2) Пусть 5 - S ' = 0 ( ^ M ) . Покажем, что оператор е'г —ел 

имеет порядок — оо по отношению к Л,©-асимптотической и 
локально Л-асимптотической фильтрациям, откуда и будет сле­
довать второе утверждение теоремы. Достаточно убедиться в 
том, что для любой С-*-функции Ф : M{to}R и любого мультиин-
декса а справедлива оценка 

i „ 

*31 ' [е . - ' • ) - - О (/Г), 

которую МОЖНО переписать в виде 

Но 

д 
дх 

dS \« 
дх 

ср. 5 5 ' \а 
' дх дх Ф-0(/Г) . 

«"*4A£+£-YV d x • Ил: 

/г 

1 v 
^ U д dS' 

дх 

= \е 

-S' г 

> • ) 

dS' 

-̂S \« • W 

и так как 
/г •---ох 

dx дх 

/г 

-А 

*-(*.£+£•* 
дх • дх у 

дх ' дх Ф. 

dS \« 
дх J \'" дх 

то достаточно показать, что 
дх 

Ф-О-дДА"), 

е — е =0(h°°) 
(локально равномерно по х). Обозначим 5- = ReS , SJ-—ReS', 
S2 = ImS, S2==ImS'. Пусть для любого натурального N cN — 
такая гладкая неотрицательная функция на М, что 

| S ( x ) - S 4 x ) | < ^ ( x H S s (.*)]"> 
и пусть £) — такая неотрицательная гладкая функция, что 
вблизи Ыф) D (x) = S.,{x)-cN(x)(S2(x))N. Тогда" De® и в до­
статочно малой окрестности нуль-множества диссипации © 

-V-si--) Ts'M 
< 

4-S(-*) 4(Si(-V) + iD(J-)) 
? — e 

+ e 

-.S'(-v) 

О M 
Л 

{St(x)VlD(x)) 
D(x) 

<e 

+ 
]rcN{x)S^)N\ 

—t
F(l,s'l(X)~SAx))+t(S'2{x)-S2(x)+cN(.x)S2!,x)1V) 
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Так как при R e ^ < 0 
1 

\\-ez\ = \z\[eil!dt<\z\, 

то 

l-e
4^<ic,(5;f=ioK) 

T<V •St+HS^-St+c^ 
< 

<- i iS ; -S 1 +i (S2-S 2 +^^) i—] : o(^) -

Таким образом, для некоторого /=0(£> ) 

S(x) rS'(x) 

— е <е '-ф-СЦк"'1) 
D(x) 

"~/Г f (х) 

6.5. Заметим, что нет никаких оснований ожидать, что для 
каждого Л,3)-асимптотического ряда найдется эквивалентный 
ему ряд, СОСТОЯЩИЙ из одного члена. Это связано с тем, что 
каждый член /...©-асимптотического ряда либо не имеет при 
/г->0 особенности, либо, в крайнем случае, имеет особенность 
конечного порядка, аналогичную полосу у аналитической функ­
ции. Порядки же этих «полюсов» не ограничены для совокуп­
ности всех членов ряда, так что асимптотическое «суммирова­
ние» /г.,53-асимптотического ряда представляется возможным, 
лишь если допустить ДЛЯ «суммы» особенности бесконечного 
порядка. Поэтому мы введем понятие ЛДЭ-асимптотической эк­
вивалентности (соответственно, Л,©-асимптотического разложе­
ния) для более широкого класса функций, чем те, которые 
входят в Я,®-асимптотические ряды. 

О п р е д е л е н и е . Пусть (М, £>)—многообразие с диссипа­
цией, (A-, h)^ f (x, h)—-бесконечно гладкая функция на M X 
X (0, ОО). Будем писать f = 0^(ha), если для любого £><32> 
и любого дифференциального оператора L на M найдется такая 
неотрицательная С°°-функция с на MXR+, что 

\е " Lf(x, h) <с(х, h)h 2 , 
где А —порядок оператора L (ср. с предложением 6.2). 

Две функции / и g на MX(0 , со) назовем h, Э-эквивалент­
ными, если /—g=0-T)(h a) для сколь угодно большого а; в этом. 
случае пишем / ~ g -

Будем говорить, что h, ©-асимптотический ряд jj ft 
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является h, ©-асимптотическим разложением функции / , если 
для любого a6R найдется такое конечное множество ./(а)е./ , 
что / - 2 / ; — 0^(Ла) и (У-1У(а))-->(/у-=Ож(А«)). 

6.6. Теорема. Каждый Л, ©-асимптотический ряд является 
Л, ©-асимптотическим разложением некоторой функции. 

Начнем доказательство этой теоремы с приведения h, ©-асимп­
тотического ряда к стандартному виду. Пусть _ , / / есть 

/6-" 
Л, ©-асимптотический ряд. Каждый его член имеет вид /у(.х,А) = 
= k""jgj(x, h), где gj — гладкая функция на M x R + . Разлагая 
gj в ряд Тейлора по Л, получим формальное разложение f} 
в ряд по степеням А: 

оо 

и—О ч 

(здесь знак <-~* означает пока просто сопоставление). Легко ви­
деть, что это формальное разложение определено корректно, 
т. е. не зависит от выбора Щ. 

Убедимся в том, что формулу (6.6) можно понимать как 
/^©-асимптотическое разложение. Действительно, обозначив 

^W=lHT^[(ar)("+,vy^'0)-
так что (6.6) переписывается в виде 

оо 

имеем: 
hnf]n-0^{h% (6.8) 

отсюда следует, что правая часть (6.7) является h, ©-асимпто­
тическим рядом. Из оценки 

fj(x,h)- {sum} h"fln(x) = hN+lfJN(x,h) = Ob(h"+1) 
я — f t 

(/y/v —гладкая функция на MXR+) и (6.8) следует, что ряд 
DO 

2 ^"//"(x) эквивалентен функции fj(x, h). 
я - . — f t . 

Если fj=0^(hN), то в разложении (6.7) все члены имеют 
оценку Ox,(hN)- Это значит, что можно применить теорему 1.7, 
и мы получаем: 
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def 
Здесь fJn=0 при n < —Ay. 

Теперь соберем коэффициенты при hn, т. е. рассмотрим ряд 
^ _ / / г . . Имеем: 

( / ;= 0£ (И) ^ (/,>.= О (!->•-«)). 
Для заданного .V fjn=£0(£)N) лишь для тех / , для которых 
fj^rOx) {hN+n)- Следовательно, {sum}./,-,. есть ©-асимптотический 

ряд. Мы знаем, что найдется функция Ф„, эквивалентная этому 
оо 

©-асимптотическому ряду. Рассмотрим ряд 2 А'гФ,,(;с). Для 
11 — — со 

каждого натурального N найдутся такие Ro(AO и конечное 
множество JQ(n)czJ, ЧТО hnfjn=0^{hH) для всех пар (n, / ) r 
не принадлежащих [ —no(-V), «о(ЛО]ХЛ- Отсюда следует, что 
Ф„ =?--О (£>""""), разве что при |« |<л0(-У). Значит, 

(| п \ > по (N)) =-> (А-ФЛ-Ж) = GS (А^)) 
со 

и {sum} uncMx) является Л, ©-асимптотическим рядом. Общий 

член этого ряда имеет, очевидно, А, ©-асимптотическое разложе­
ние 2k"Ay„(x). Применяя теорему Г7 с учетом того, что при 

/ • 3 - / 
| n | > n o ( N ) справедливы оценки 

А«Ф„ (x) = О э (A"), h»fjn (x) = О ф (А"), 

получаем, что А, ©-асимптотический ряд jj fj (•*•» А) эквивалентен 
' б ' 

со 

ряду {sum} А"Ф,, (x), так что в дальнейшем доказательстве доста-
П- — со 

точно рассматривать лишь А, ©-асимптотические ряды этого 
стандартного вида (степенные по А). 

6.7. Сначала ограничимся случаем регулярного А, ©-асимпто­
тического ряда. 

Л е м м а . Для всякого А, ©-асимптотического ряда вида 

ZJ h"9„ (Х) найдется такая бесконечно гладкая на М X R+ функ-
•1=0 
ЦИЯ / , ЧТО 
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/ С * , й ) ~ 2 №п(х)-
я—О 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме IV 2.5 из [3] найдется функ­
ция /eC°°(MXR+) такая, что Ф„(x)-^f [ ( ж ) " ^1 (Л ' 0)" Д л Я 

этой функции 
.V 

f(x, А ) - 2 n W - A ^ V ^ , A) = 0S)(/ziV+I); 
n—0 

здесь ^еС°°(МхК+) .Ш 
6.8. Продолжим доказательство теоремы 6.6. Осталось до­

казать следующее утверждение: для любого h, ©-асимптоти-
00 

ческого ряда вида 2 h~n(-Vn{x) найдется функция f(x, Л), которая 
имеет этот ряд в качестве h, ©-асимптотического разложения. 

Достаточно доказать локальный вариант сделанного утверж­
дения—вблизи некоторой точки .x.-6-V (£>}. Пусть £>бЭ, ft —функ­
ция, фигурирующая в п. 4.4. Будем искать / в виде суммы ряда 

2 А""Ф„ (x). где Ф„ {х) = Ф„ (х) р (\inD (х)), |i„ — некоторые поло-
«•=0 
жительные числа, на которые мы будем накладывать условия 
по ходу доказательства. 

1) Наложим на (х,, условие, обеспечивающее локально равно 
ОО 

мерную сходимость ряда "£ h~'l4>n(x) на иХ(0> -»)> где и — 
•г--0 

фиксированная компактная окрестность точки .л:0. Заметим, что 
из определения h, ©-асимптотического ряда следует существо­
вание такой последовательности (s,,), .-,.->+ «э при ft-*, со, что 
Ф„ — 0(© "). Иными словами, найдутся такие константы с„, 
что |9,.|<c,p"+ 'v". 

Функция р такова, что |Ф„|<|Ф„| и, кроме того, на носителе 
Ф„ £> (x) <м.-1. Следовательно, для достаточно больших п 

, \h-nVn{x)\<li-"cn\i.-". 

Отсюда видно, что для требуемой локально равномерной сходи­
мости достаточно потребовать выполнения условия 

00 

2 ^"К"<°°• Yh>°- (6-9> 
и—О 

2) Чтобы обеспечить бесконечную гладкость функции f, по­
требуем, чтобы для любого дифференциального оператора L и 
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любого целого неотрицательного k локально равномерно схо­
дился ряд 

2 | ( г М ».(-)• 
п=0 

Аналогично предыдущему пункту (ср. также с доказательством 
теоремы 4.4), это приводит к следующему условию на ц.„ (усили­
вающему (6.9)): 

п+5" 2 % (deg L, k, n) /r"->„ 2 < оо; 
п=0 

Здесь %—некоторая определенная функция, вид которой не 
будет для нас существенным. 

3) Для каждого натурального N пусть n (TV)— такой номер, 
что sn>N при n>n(N) (это значит, что А-?Ф„(1х) = 0--э(АЛГ) 
при n>re(7V)). Посмотрим, какие условия на \л„ достаточно нало­
жить, чтобы для любого дифференциального оператора L поряд-
.ка к было выполнено соотношение 

D(x) n{N)-\ 
= 0\h 

N-

i V - = l , 2 , . . . . 
Прежде всего заметим, что 

_£(£> 
А-"е Л L(%,(x)-<P,(x)) = 0 при D ( x ) < | 

(6.10) 

;а при Z)(x)>-i 
_£(£) i_ 

hne h L(^n{x)-Vn{x))\<consth-ne 2Л=0(А°°). 

(6.11) 

Значит, (6.10) эквивалентно соотношению 
- £ _ ~ / NJL\ 

е * J А^Л»)--01-- 2А -У-1,2 
rt-fltiV) 

Пользуясь тем, что Ф^==0(£)'И~*") и что на supp<P„ DQc)<\i^\ 
получаем при n>n(N) оценку 

_£i£l B+JV_L 
| е * 1% (х) | < const x (и, k) A 2 р%-\ 

Эта оценка приводит к следующему условию на \\п: 
оо 

2 х (n, fe) [С -** < оо, А = 0 , 1 , . . . . (6.12) 
и=0 



4) Объединяя условия (6.10) и (6,12), приходим к вопросу: 
можно ли для заданных положительных функциональных по­
следовательностей (an(t)), (an(t)), где переменная t пробегает 
счетное множество, найти такую последовательность положи­
тельных чисел (e~i), что 

оо 

{sum}a,,(08""(O<°o, у*? 

Положительный ответ на этот вопрос легко получить с по­
мощью диагонального процесса. Без ограничения общности 
можно считать, что / принимает значения ], 2, . . . . Для каж­
дого фиксированного t найдется такая последовательность 
(sn(t)), что 

со 

2моыог,(')<°°. 
Теперь положим 

{.„= mine„(0-

Тогда для любого t 
оо t -о 

2 а» it) к "(0 < 2 в» w <"{п+2 -*- (о [е« (о]»я(|) < - • и 
7/w-l А / ^ 1 / - в » / 

-1 

6.9. Пусть / и g есть С^-функции на MXR+. Э —диссипа­
ция на М. Будем говорить, что / и g h, ©-эквивалентны, если 
для сколь угодио большого v /—-g = Og)(hv). Соответствующие 
классы эквивалентности будем называть (регулярными) 
h, ©-асимптотическими функциями. Скалярные А, ©-асимптоти­
ческие функции образуют алгебру. Из леммы 6.7 следует, что 
эту алгебру МОЖНО отождествить с подалгеброй As£e--(©) регу­
лярных k, ©-асимптотических элементов в алгебре AsA (©). 

Удобно также представлять алгебру As_>,e-~ (S5) как алгебру 
формальных степенных рядов по переменной h с коэффициентами 
из алгебры ©-асимптотических функций. Соответствующий изо-

00 

морфизм устроен следующим образом: ряду 2 ал̂ "> -.лбА-з (©) 
/«.--О 

ставится в соответствие It, ©-асимптотическая функция / , 
со 

имеющая /г, ©-асимптотическое разложение J^ an(x)h", где 
л-=0 

а—представитель ©-асимптотической функции а„. Этот подход 
позволяет расширить любой гомоморфизм A: As (©)->-As (©') до 
гомоморфизма As5,cR(©)-->Asj/K(©'). который мы будем обозна­
чать тем же символом: 
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-A-2a„A"~2(Aa»)/-n-
Например, ©.^'-асимптотическая замена переменных действует 
на Л,©-асимптотические функции, переводя их в Л,3/-асимптоти-
ческие функции. 

§ 7. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ КОМПОЗИЦИЯ 

7.1, Пусть ЗР—некоторая коммутативно-ассоциативная С-ал-
гебра с инволюцией *, снабженная исчерпывающей убывающей 
фильтрацией (F„)ngN> согласованной с умножением и с инволю­
цией (последнее означает, что ^ — #,,). Тогда -~"as также 
является алгеброй с инволюцией. Будем предполагать, что ,^as 
асимптотически полно. Пусть каждой бесконечно гладкой функ­
ции g:Rm-->C сопоставлена т-местная частичная операция в F , 
определенная на' вещественных элементах из ."* (элемент / 6 F 
называется вещественным, если /*==/). Эту операцию будем 
записывать как композицию; 

/=(/1 /J-g-Zes". (7.1) 
Будем предполагать выполненной следующую аксиому Тейлора; 
если #—(иц .. ., ит) и ti = (•."!, . . . , ?•„.) —наборы вещественных 
элементов алгебры У и ord-t)y>1, j = 1, .. ., m, то для любого 
N&i 

ord(g°(tt + v)- 2 v-^{gw°u))>N + \. 

Из аксиомы Тейлора следует справедливость асимптотического 
разложения 

go{u + v)~ 2 ^(g ( a )°«); 
a6N'" 

в частности, для любых двух покомпонентно эквивалентных 
наборов /GF"- и /'65-"т вещественных элементов алгебры 
F разность go /—go f эквивалентна ряду с членами порядка 
оо, т. е. g - f <—-g°f. Таким образом, композиция (7.1) порожда­
ет для каждой С~-функции g ; Rm{to}C /n-местную операцию, 
определенную на вещественных асимптотических векторах 
из F a s : 

/.—(/i.--.i/m)-{to}g-/esv-„ (7.2) 
причем для ЭТИХ операций справедлива аксиома Тейлора. 

В этом параграфе мы покажем, что определение композиции 
(7.2) можно расширить с сохранением аксиомы Тейлора на мно­
жество всех /«.-наборов асимптотических векторов с МНИМОЙ 
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частью положительного порядка. (Мнимая часть 1m z элемента z 
алгебры с инволюцией* определяется как — (z — г*); в дальней-
шем мы пользуемся также понятием вещественной части: Re г — 

7.2. О п р е д е л е н и е . Пусть g:Rm{to}С — бесконечно гладкая 
функция, / — (/.,..., / m )€#ts , ord 1m / y > 1, j = 1 , . . . , т. Тогда 
асимптотическую композицию g°f определяем соотношением 

z°f ~ _*] 4 r <Im />e -e)oRe ̂  <7-3> 
( Im/ и R e / определяются покомпонентно). 

7.3. Лемма. В обозначениях п.7.2: если вещественные асимп­
тотические векторы i>i,..., v>ft таковы, что ord(Vy — R e / ; ) > О , 
у == 1, . . . ,k, то 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из аксиомы Тейлора для асимптоти­
ческой композиции с наборами вещественных асимптотических' 
векторов следует, что 

ff(e,0»~S •(V""^'/)P (g(B+P)-Re/). 
UGN"1 

Далее, 

( / -») я -2 ,.,(a-U)l ('-m/HRe/-»)-*. 
Y<a 

Значит, 

«6Nm ae.N'" 

7<a 
X(g(«+P)oRe/), (7.5) 

(мы перемножили два предыдущих асимптотических разложе­
ния, получив, таким образом, разложение общего члена ряда в-
правой части (7.4), и применили теорему 1.7). В правой части 
(7.5) при фиксированном у просуммируем те группы членов, 
для которых a+(5 = const ( = 7+6); придем к соотношению вида 

Y | i j r j _ l ( g ( a ) ^ ) ~ ^ a v f i ( im /)V(v_Re/)«(g(v+«oRe/),. 
agN"' a6Nm 

66N" 
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где 
«Yd— _ ( — 1 ) а

 v | ( Y + 6—а)1(а—v)!' ^ ^ 
(o|v<«<e) 

Для вычисления коэффициентов ряда в правой части (7.6) заме­
тим, что ays можно получить как коэффициент, возникающий 
при • хуу& в результате приведения подобных членов в выражении 

> А Li xY,yo.-Y+H, 

a6Nm,p6Nm,Y<a 
где х = (Хп ...,хт), У = G/i. •..,(/,„)-переменные из R'". Следо­
вательно, для любого мультииндекса v 

Y,6 a.fl.Y 
Y4-ft-=v Y<a 

o+B=v 
V (-- l ) ' t t -^V- v , \ 1 (х~ц)а!Га __ -vv

 ? 
^ Y!(a-V)!(v-a)l " ~ _ J a! (v—a)! " v ! - ^ - ^ 
a.Y a<.v 

Y « x < v 

Сравнивая коэффициенты при xYy5 в левой и правой частях (7.7) 
(и'учитывая, что ыультииндекс v произволен), получаем: av,-,==0 
при 8-£0, 0 , 0 = — . 

7.4. Предложение. Пусть g:R'"->С — бесконечно гладкая 
функция, / = (/-, . . . , /OT)6^"'S, ord Im / y > 0 (у ...--1 m), 
f=(f i . • • •. У б^п", ord f7 > 0 (у = l, . . . , //г). Тогда 

Н / + Г ) ~ ^ — ^ — - Г . „ ( 7 - 8 > 
agN'" 

Доказательство . По определению 

W-S---?--(b.rf. 
PGN"1 

Поскольку при | а | > я ord [(g(a)o/) f°] > п и ord ( Р - ( Л т / ) " х 
X(g(a+|3)-Re / ) )>«, то по теореме 1.7 

«EN"' ogNOT,r6Nm 

2-b--(ff(v)-Re/), 
где 
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Следовательно, в силу леммы 7.3, правая часть (7.8) есть асимп­
тотическое разложение асимптотического элемента 

£o(Re/-M+iIm/).--go(/ + f). Ш 
Следствие . Асимптотическая композиция, определенная' 

в п. 7.2, удовлетворяет аксиоме Тейлора. 
7.5. Пусть д — дифференцирование алгебры F , согласован­

ное с фильтрацией (в смысле п. 1.11), например, дифференци­
рование некоторой степени I. Тогда определено дифференциро­
вание да„ алгебры F a s . Пусть для бесконечно гладких функций 
g : R"!{to}C и m-наборов / —(fi, ...,/«-.) вещественных элементов 
алгебры F определена композиция (7.1). Будем говорить, что 
для этой композиции и дифференцирования имеет место цепное 
правило, если 

т 

d(gof)^[(d,gW\-dfj 
(здесь dj — оператор дифференцирования функции по /-ому 
аргументу). 

П р е д л о ж е н и е . Если для композиции (7.1) и согласо­
ванного с фильтрацией дифференцирования д имеет место цеп­
ное правило, то оно справедливо также для соответствующей 
асимптотической композиции и дифференцирования das. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Почленное применение das в правой 
части (7.3) дает: 

< ^ ( £ ° Я ~ 2 ---S--1(^.-ra/y).(Im/)'-.(g<a+1ARe/)+ . 
at.NOT 

]<j<m • 

-S--(Im/)«(g ( e +VoRe/).d a eRe/.~ + 2 
\<j<jn 

•2 2 a! (Im/)-4g(e+,-^Re/)•<?„//• 

~2 KWl"^ - • 
7.6. В качестве примера рассмотренной конструкции рас­

смотрим следующий случай. Пусть М—-многообразие с диссипа­
цией 3D. В качестве .У возьмем алгебру комплексных С°°-функций 
на MXR... с обычной инволюцией и фильтрацией &п — 

п 
= { / 6 3 r | / = 0.j3(A2)}, так что &as в данном случае является 
алгеброй As/,06 (S) регулярных /г, ©-асимптотических функций. 
Определена композиция go/, где fetFm, Imj—0, g:Rm->C — 
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•бесконечно гладкая функция. При этом оценка, составляющая 
•содержание аксиомы Тейлора, следует из стандартного пред­
ставления остаточного члена в формуле Тейлора: 

g (а (х, А) + v (х, А))- 2 {V{X
a!l)]a Sw (" (•*• A)) -

tt6N" 
|a|<.V 

= ^ Nx.h)]aGa(x>A), 
|'a|=.V-l-l 

тде Ga6Cc°(MXR+). Таким образом, мы имеем понятие асимпто­
тической композиции гладкой функции g, определенной на R'", 
с регулярной векторной А, ©-асимптотической функцией 
/ = (/1, . . . , / о т ) , мнимая -часть которой имеет оценку О.-.-Д/..1'"). 
Эту асимптотическую композицию мы будем называть Л, £>-асимп-
mom.U4.eeкой и обозначать g о / : в силу следствия из предло­
жения 7.4 для А, ©-асимптотической композиции справедлива 
аксиома Тейлора. 

Алгебра AsAeg (©) имеет подалгебру As (©) ©-асимптотических 
II,'Т) 

функций, причем если / = (/i. . •., /m)6As (©"О. то g о /6As (©). 
В ЭТОМ случае мы будем говорить о ©-асимптотической компо­
зиции и пользоваться обозначением g o / . 

З а м е ч а н и е . Если g —гладкая функция на С'", рассматри­
ваемом как 2т-мерное вещественное многообразие, то для 
любого набора (fi,...,fm) гладких комплекснозначных функ­
ций, определенных на многообразии М с диссипацией © и за­
висящих от малого положительного параметра А, определена 
композиция g-(/i, - . . , /,„); при этом 

(л--/;=Оэ( гм=1'. . . , /»)=-*-

Следовательно, для любого f =(f1, . . . , fm)e(As"K (©))'" определена 
композиция gof. Нетрудно убедиться в том, что в случае, когда 
!1тГ=0зэ(А1/2), .?-f.^g|R„A,„-°r. 

00 

7.7. П р е д л о ж е н и е . Пусть / = _2//г- ' , где /yG(As (©))'" 

есть /^-компонентная А, ©-асимптотическая функция, 1 т / 0 — 
= 0(©1/2), g: Rm {to} С — бесконечно гладкая функция. Тогда 

со 

g*;.®/=2f 2 ТГС?(*,®/О)^П/1./2....ЛАЛ 
\|*|<У / 

где ^—.полиномы, определенные в п. 2.5. 
5 4 

mom.U4.ee


Д о к а з а т е л ь с т в о . Из аксиомы Тейлора следует, ЧТО 
,,, / с е \к 

(
СО \ k СО 

2 fjfi' в виде ^ a*jAy> rfle коэф-
фициенты аАу получаются по формулам умножения формальных 
степенных рядов, и производим в ряду 

2 2 ^ . , * ' . 
эквивалентном g ° f по теореме 1.7, суммирование по k 
при фиксированном / . 

7.8. Теорема. Пусть / — С°°-функция на Rm, z — С"2-значная 
Л, ©-асимптотическая функция (т. е. 26[Asreg (©)]'") с мнимой 
частью, имеющей оценку От)(/г1'2), т —£>, ©'-асимптотическая 
замена переменных. Тогда 

A . D А, ЗУ 
Т ( / o z ) = / о (Т2). (7.9) 

З а м е ч а н и е . Формула (7.9) является обобщением на 
случай трансцендентной функции f соотношения, очевидного 
для полиномов (которое означает, что-г— изоморфизм колец). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . I. Сначала докажем теорему в случае, 
когда z есть Ф-асимптотическая функция. 

1) Прежде всего заметим, что если 3)' = а*& для некоторого 
диффеоморфизма а, то справедлива формула 

35 ЗУ 
а * ( / ° z) = f о (a*z). 

Следовательно, можно ограничиться случаем, когда т — малая 
©-асимптотическая замена переменных. Так как при этом до­
казываемое утверждение имеет локальный характер, то можно 
без ограничения общности предположить, что в окрестности 
N(S>) имеются координаты х и r—<sas*{x,y), где у есть с-регу-
лярная вектор-функция. 

2) Предположим, что мнимая часть г равна нулю. Тогда 
у„©- = [.- 2 и x(f °г) имеет ©-асимптотическое разложение 

С другой стороны, xz — z+w, где и»—- 2 bj(y—x)J, bj= 
. y6N"\{o} 

~1\ \W~:) z"1 и и м е е т м е с т° разложение 
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A(%Z)~%±(fWoz)W*, 

Так как ©-асимптотические разложения можно перемножать, то 

•а>*~( . 2 bj(y — x)Aa; 
-JGN"\{O} 

в правой части этого соотношения использовано очевидное сокра­
щенное обозначение для соответствующего произведения ©-асимп­
тотических рядов (в количестве | а | штук). Применяя теорему 1-7, 
получим 

/ ^ ( « ) ~ _ д - < / ( в 0 - * ) ( 2 bi<n-*)'X-
&пт \;6м'\{о} > 

Группируя здесь члены с одной и той же степенью у — х (их 
конечное число), приходим к разложению 

/ o t z ~ 2 [ ^1\^пФ)(/и)^){у-х)Л, 
rQnn\\i\<\r\ I 

где b=--(-'z)/gN."44{0}» а &Г) — полиномы, определенные в п. Г .5. Так 
как &; = --- I —-J г, то согласно лемме 2.6 

что и доказывает тождество. 
3) Откажемся теперь от предположения о вещественности z. 

Пусть z = zl-{-iZn, где z{ — вещественная часть г. Имеем: 

Оператор т не нарушает оценок вида 0(£)v). Следовательно, им 
можно действовать почленно иа ©-асимптотическое разложение 
(7.10). При этом получаем, с учетом результата, доказанного в 2): 

-i/V 2—S-(--o— 2 ---I—W~A-
а 6м"1 «SN'" 

оо 

Л. Пусть теперь z^J^ZjhJ есть h,- ©-асимптотическая век-
-/=0 

тор-функция (2.,6[As (£>)]".). Применяя предложение 7.7 и резуль­
тат, доказанный в I, получаем: 
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*(/ - *)-2г 2^*(*i.*-....)--4rtU/-
\ |А|</ 

\|*|<7 ' 

§ 8. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ 

8.1. Определение асимптотического многообразия. Назовем; 
k-мерной квазикартой в С™ пару (S.-z), где ©— диссипация на 
k-мерном многообразии, а г — О-значная с-регулярнаа 
©-асимптотическая функция, удовлетворяющая следующим 
условиям: 

а) 2|yv(x>) — топологическое вложение; 
б) мнимая часть г имеет оценку о(© , / 2). 

Напомним, что значения ©-асимптотической функции (одно­
значно) определены лишь в точках множества N(®), Множе­
ство z(N(S>)) будем называть нуль-образом квазикарты (©, г ) . 

Две k-мерные квазикарты (£>, z) и (S3', г ' ) в С" будем назы­
вать согласованными, если для любых mQJV (©) и /re'6N(©') из 
z(m)=z'(m') следует, что для некоторой открытой окрестности 
и точки т в N (£>) и открытой окрестности и' точки /те' в 
7V (£>') существует' такая асимптотическая замена переменных 
t - _ ( ® - " ® « ' ) ' ч т о 2M'==t2:« ( э т а з а м е н а единственна в силу 
теоремы 5.11). 

П р и м е р . Если Д = (йЭ,.г) — й-мерная квазикарта и F, О есть-
с-регулярные С*-значиые ©-асимптотические функции, F — G== 
= 0(£>1/2), то пара Д' = (В, OaS(E, С?)г) является квазикартой; 
назовем Д' перестройкой квазикарты Д. Квазикарта и ее пере­
стройка всегда согласованы и имеют один и тот же нуль-образ. 

Квазиатласом типа (k,.n) назовем не более чем счетное се­
мейство s& согласованных друг с другом ^-мерных квазикарт в 
C", удовлетворяющее условию: нуль-образ каждой квазикарты 
семейства s& открыт в объединении нуль-образов всех квази­
карт из s&. Нуль-образом квазиатласа назовем объединение 
входящих в него квазикарт. Нуль-образ квазиатласа типа 
(k, n) лежит в подпространстве R" пространства С". 

На множестве r{subset}R"{subset}Cn структура /г-мерного асимптотиче­
ского многообразия задается квазиатласом типа (k, n) с нуль-
образом Г. Два квазиатласа с одним и тем же нуль-образом 
считаем эквивалентными, если их объединение является квази­
атласом . 
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Асимптотическое (под)многообразие размерности k в С" 
•есть, по определению, класс эквивалентности квазиатласов ти­
па (k,n)\ нуль-образ квазиатласа будем называть носителем 
соответствующего асимптотического многообразия. 

З а м е ч а н и е . Аналогично структура асимптотического мно­
гообразия вводится на • накрывающем пространстве множества 
в R". 

Пусть на вещественном подмножестве Г в С" задана струк­
тура асимптотического многообразия 5Ш. Тогда на любом откры­
том в Г множестве А определена индуцированная структура 
асимптотического многообразия: квазикарты индуцированной 
структуры имеют вид (Я5и, zu), где (5), г) —квазикарта асимп­
тотического многообразия 9Л, u = z~l(A). Множество А, снаб­
женное индуцированной структурой асимптотического многооб­
разия, будем называть областью на Ш и обозначать 2ft(A). 

8.2. П р и м е р . Рассмотрим цилиндр М\ и лист Мебиуса 
М2, вложенные в пространство С3 с помощью следующих ло­
кально гладких накрытий f}: R2{to}M, (/=1,2): 

/ l (.-l. ^2) = (COS tv Sin tb t 2 ) . 

/2 (̂ u h) = Icos ti> sin tv t2e2 J. 

На М\ и M2 введем диссипации 351 и ©2 соответственно, опреде­
ляемые функцией D(tu t2) = t2

2. Диссипация SDi вместе с рас­
сматриваемым вложением цилиндра Mi в С3 определяет асимп­
тотическое многообразие 9Й1; аналогично, диссипация S5- и вло­
жение листа Мебиуса М2 в С3 определяет асимптотическое 
многообразие Ш12. 

Асимптотические многообразия ~J. и Ш2 совпадают. Действи­
тельно, прежде всего, N(35i) = Л/{£)2) (это окружность S I :Zi = 
= cos / ь 22 = sin ti, 23 = 0). Эй, (/=1,2) получается заданием 
на окружаемости S1 структуры асимптотического многообра­
зия с помощью квазиатласа, состоящего из одной квазикарты 
(3>j, ij), где i, — ©.--асимптотическая функция, индуцированная 
вложением М} в С3. Убедимся в том, что квазикарты (35., и) и 
(Й52, i2) согласованы. Пусть m=(cost°, sint0, 0) — произволь­
ная точка окружности .Si---N(S)i) =N(S52). Если U — достаточно 
малая открытая окрестность точки (t°, 0) в R2, то fi\„ и f2\u— 
локальные координаты на Mi и М2 соответственно. 

Обозначим «i-=5 ln/i(U), u2 = S[[\f2(U) и введем на U дис­
сипацию S5, порожденную функцией D(tu ẑ 2) =t22. Тогда 

(fl\u)"^l)ul=(f2\u)"(^)ut^^. 
Рассмотрим ©-асимптотические функции zx = (fi | и)* {\x)Ul и z2 — 
— (/2 |a)*(l2)u{cdot}.. Они определяются, соответственно, представи­
телями fi\u и / 2 | с / . Пусть отображения E:U-»C2 , G:U{to}C-
задаются формулами 
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F(tuh)^(tx,h), -G(ti, t2).= U, t2e2). 
Эти отображения с-регулярны и их разность имеет оценку 
О (©• ' ). Легко проверить, что ala(F, Q) Zi = z2- Имеем: 

Ы«.-(>21 ^ Г * - = О ! ^ Т < (j7' 0)0(7, | „)* (..)„,. 
Остается заметить, что гомоморфизм 

является асимптотической заменой переменных, так как тг = а*от0, 
где a = /1|yo(/2|y)-i—диффеоморфизм jMU) на / i (U). а 

*=<4(/.I^F' (/il^ro=2(o,w 
8.3. Лемма. Пусть £) — диссипация на /е-мерном многооб­

разии, г : М-*Сп — с-регулярное в точке /n6N(2)) отображение, 
мнимая часть которого имеет оценку 0(®1/2), &{le}n. 

Тогда найдется такое регулярное в точке т отображение 
* : M{to}tf", что x—z=0(®U2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть У, W — комплексные конеч­
номерные векторные пространства, A (X) : V-+W — линейный 
оператор, аналитически зависящий от комплексного параметра 
X. Тогда VA,06C rankA(l)^rankA(.).o) для всех Я., кроме не­
которых изолированных значений. Действительно, выбирая в V 
и W базисы'И отождествляя при этом A (А,) с матрицей, имеем: 
(rank О (Ао) == г) =->-(detAr(.;\,o){ne}0) для некоторого минора г-го 
порядка АГ(Х) матрицы A (А,). Так как det Лг(А,) —аналитиче­
ская функция X, то нули этой функции изолированы. 

Рассмотрим оператор 
AM=dm(Re2+-,Imz) ;crmM{to}Cn, 

линейно зависящий от X. Так как z с-регулярно в точке т, то 
A(i)—dmz инъективен (rankЛ(i) =k). Поэтому найдется такое 
вещественное Хо, что А (Хо) инъективен. 
Тогда можно положить 

х---Re 2+Mm 2. 
8.4. Предло же и и е. Пусть 2U —k-мерное асимптотическое 

многообразие в С ". Тогда в окрестности любой точки носителя 
можно представит ь WI квазикартой (©, z), обладающей следую­
щим свойством: для некоторого k-элементного множества 

ИеГ 

1с{\, , . . , "} z'a = (ZJ)JQ/ вещественно и с-регулярно. 
Д о к а з а т е л ь ство. Пусть (©, z) — некоторая квазикарта 

асимптотического многообразия Ш1, m^N(55) и zf с-регулярно 
в точке т ( / с{1 , . . . , n) —/..-элементное множество). Тогда 
согласно лемме 8.3, найдется такое ©-асимптотическое вещест­
венное отображение x, ЧТО Х— z — О(©1;2) и х" является с-ре-
гулярным в некоторой окрестности и точки т в N(Щ. При 
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этом квазикарта (©,,, z% являющаяся перестройкой квазикарты 
фи,ги) с помощью als(z'u, xQ, обладает требуемым свойством.. 

8.5. П р е д л о ж е н и е . Пусть квазиатлас (©а- 2а.)*(<л задает 
па множестве Г с ^ с О — - R " структуру асимптотического 
многообразия и пусть L:R"-->R" —• линейный изоморфизм. Тогда 
(Sa, L°za)a£A~квазиатлас асимптотического многообразия с но­
сителем LT (L действует в CR" по формуле 

L(x + iy) =Lx + iLy). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Это утверждение следует из того. 

обстоятельства, что для любой £>, ©'-асимптотической замены 
переменных т. и любого изоморфизма L : R"{to}R" операции т н Ь 
на множестве С-значных ©-асимптотических функций коммути­
руют. Щ 

О б о з н а ч е н и е . Если Ш — асимптотическое многообразие 
с квазиатласом (©«, га)а^л, то Ш обозначает асимптотическое 
многообразие с квазиатласом (©а, L°"-a)ag/b 

8.6. с-Касательные пространства. Трансверсальность. Пусть 
SI — асимптотическое многообразие с носителем Г, у-'Г. (SD, z) — 
квазикарта 5Ш, заданная на многообразии М, в которой представ­
лена точка у, т. е. y = z{jn) для некоторого mGJV(£>). Назовем 
с-касательным пространством СТ-$ЭД асимптотического многооб­
разия WI в точке у образ комплексифицированного касательного 
пространства "ТтМ относительно дифференциала z в точке т. 

Это определение не зависит от выбора квазикарты (©, z). 
Действительно, пусть точка у представлена также в определен­
ной на многообразии M квазикарте (О, z) асимптотического 
многообразия Ш: ; — z(m), Переходя при надобности к ограни­
чениям квазикарт, можно считать, что z~a0al^(F, G), где 
E, О есть с-регулярные ©-асимптотические вектор-функции, а 
а0—-такой диффеоморфизм окрестности N (©) на окрестность 
ЛГ (©), что а*©—©, а0(те)~=те. Пусть G = a*G, тогда подпро­
странство z'jT-M порождено векторами v} = z.^. -—• I . Но. 
так как 

то эти же векторы порождают подпространство z/TmM. 
Векторное поле £, по определению, трансверсально Ш, если 

УуеГ |(Y)<ic7\.OT; можно также говорить о трансверсальности 
векторного поля квазикарте. 

Оказывается, что необходимым условием трансверсальности 
вещественного векторного поля | асимптотическому многообра­
зию Зй является его трансверсальность множеству Гс:11" в. 
смысле следующего определения. 
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О п р е д е л е н и е . Пусть X— гладкое вещественное много­
образие, | —векторное поле на X, Г — подмножество в X. Бу­
дем говорить, что I трансверсально Г, если Уу-ЗГ найдется такое 
подмногообразие X-{subset}X, что | трансверсально X- и Х-ПГ — от­
крытая окрестность точки ст на Г. 

3 а м е ч а н и е. В этом определении можно считать без огра­
ничения общности, что Х-, имеет коразмерность 1. 

П р е д л о ж е н и е. Вещественное векторное поле g, транс-
версальное асимптотическому многообразию ЯЛ, трансверсально 
его носителю Г (как множеству в R"). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть вещественное векторное ио­
ле I трансверсально ЗЛ. Фиксировав у£Т, возьмем заданную на 
многообразии М квазикарту (©,2) асимптотического многооб­
разия ЗЛ, на которой точка у представлена: y — z{m). Пусть 
х : M-->-R" — такое регулярное в точке m гладкое отображение, 
что z—х —0(£>1/2) (см. лемму 8.3). Тогда образ достаточно ма­
лой окрестности ТОЧКИ m при отображении х можно взять в ка­
честве многообразия XT в определении трансверсальности | 
множеству Г. 

8.7. Квазиформы на асимптотическом многообразии. 
Пусть многообразие ЗЛ задано квазиатласом {(£>•-, га)}а^л- Тогда 
дифференциальная квазиформа со степени k на ЗЛ задается по 
определению семейством ©„-асимптотических А-форм {и)а}арА. 
удовлетворяющим следующему условию согласования: . для 
вюбых а, а' рЛ и любых открытых множеств и в N (£>,-,) и и' 
л yv(sv) 

(tes((©a)„, (аа-)и.) и (2в0«'-т(2я)в)=-^<в«:---=то«). 
В частности, мы определили квазифункции на асимптотическом 
многообразии как квазиформы нулевой степени. 

Множество Л (9Л) квазиформ на асимптотическом многообра­
зии ЗЛ наделяется структурой комплексной градуированной 

» 
аитмкоммутативпой алгебры: Л(2Я) = © Л/(ЗЛ), где Л-(9Л) — про-

•странство квазиформ степени j (если {(£>а, га)}а^л — квазиатлас 
2Л, то операции умножения на комплексное число, сложения и 
внешнего умножения индуцируются соответствующими опера­
циями в алгебрах Лаа (£>«))• Аналогично, на ЗЛ определено 
внешнее дифференцирование квазиформ </:Л(2Я)->Л(9Л), кото­
рое, как и в случае гладкого многообразия, является антидиф­
ференцированием алгебры А(Щ степени 1 с соотношением 
d°d = 0. 

Определена операция ограничения квазиформ на область 
ш^соэ--.(л), что позволяет говорить о локальных свойствах 
квазиформ (в каждой точке носителя асимптотического много­
образия ЗЛ) и локальности операций над квазиформами (виеш-
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нее умножение и внешнее дифференцирование квазиформ — 
локальные операции). Примеры локальных свойств квазифор-
мы — замкнутость и локальная точность; эти два свойства не­
равносильны (см. п. 4.2). 

8.8. Значение квазиформы в точке. Для ©-асимптотической 
формы со на многообразии М МОЖНО говорить о ее значении 
©(m) в точке meN(©) • и ( т ) есть элемент алгебры А(сТтМ) 
внешних форм на комплексификации касательного простран­
ства ТтМ. Наоборот, для любой внешней формы абА(с~Мт) най­
дется такая ©-асимптотическая форма со, что а = со(/п). 

Пусть со и со' —©-асимптотические формы, тбЕ (©,©')— 
асимптотическая замена переменных, m6N(©). Если в некото­
рой точке m6N(©) co(m)=co'(m), то значения форм, тсо и то/ 
совпадают в точке p t

_1 (т) (р-— биекция, порожденная заменой 
переменных т; см. п. 5.10). Это обстоятельство позволяет для 
любой точки у носителя Г асимптотического многообразия Ш1 
определить следующее отношение эквивалентности в Л(2Л): две 
квазиформы на 501 эквивалентны тогда и только тогда, когда 
представляющие их в квазикарте (©, z) ©-асимптотические фор­
мы совпадают в точке г"1 (у). Соответствующий класс эквива­
лентности будем называть внешней квазиформой на WI в точ­
ке у. 

Множество Л(-Ш;'.') в с е х внешних квазиформ на Ш в точке 
•у снабжается структурой градуированной алгебры, индуциро­
ванной из Л(ЗЛ). 

Будем называть внешнюю квазиформу а<ЗЛ (2>J; v) значением 
квазиформы шбЛ(Ш1) в точке у и писать а (у) = a , если соба. 

Рассмотрим комплексное векторное пространство Л1 (ЗЯ;у) 
внешних 1-квазиформ в точке у (его размерность равна размер­
ности ЕШ). Элементы этого пространства будем называть квази-
ковекторами. С'-значную квазифункцию F на ЯЯ (т, е. набор 
квазифункций (F\,..., F,)) будем называть с-регулярной в 
точке 7бГ. е с л и квазивекторы dF\{y),..., dFt(y) линейно неза­
висимы в случае, когда /<dim!K, и порождают Л1 (3Ji; -у) в слу­
чае l^sdmsk. Для проверки с-регулярности F в точке у до­
статочно убедиться, что ©-асимптотическая функция f, пред­
ставляющая F в квазикарте (©,z), с-регулярна в точке 2 - 1 ("->)• 

8.9. Пусть 2Л — асимптотическое многообразие в С". Любая 
гладкая функция / на Rre индуцирует на 5Ш квазифункцию 
/ IJJ- , описываемую й квазиатласе {(55а, za)} семейством ©-асимп­
тотических функций / c^Za, согласбванных в силу теоремы 7.8. 
Таким образом, определен гомоморфизм /-», кольца A°(R") гладких 
функций на R" в кольцо Л° (-Ш) квазифункций на ЗЯ. Этот гомоморфизм 
однозначно расширяется до гомоморфизма антикоммутативных 
колец с антидифференцированием степени 1 ^ : A (Rn) {to} Л (-W) 
(т. е. для каждой дифференциальной формы на R" определено 
ее «ограничение» на асимптотическое многообразие 24). 
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Гомоморфизм 1-0- локален и «локально сюръективен». Послед­
нее означает, что для любой точки р носителя ЗЭТ найдется 
такая область Q на ЗЮ, носитель которой содержит р, что 
|n:A(R"){to}A(Q) — эпиморфизм. Это следует из того факта, что, 
согласно предложению 8.4, 5Ш локально представляется квази­
картой (Э, z), обладающей тем свойством, что в качестве 
локальных координат в окрестности N (©) можно взять \1, где 
| — фуикция, представляющая z. Таким образом, если Ф — пред­
ставитель произвольной ©-асимптотической функции / , то 

35 <lef -
f=goZ, где g(x) = g(xf), а ё определяется соотношением 
4>—g° ST{cdot} Следовательно, отвечающая f квазифункция f на Q = 
= 5)l(z(jV(®)) имеет вид g\а.. 

8.10. О п р е д е л е н и е . Пусть Ш — асимптотическое много­
образие в С ' с носителем Г, (®,z) — его квазикарта, ©-асимпто­
тическое векторное поле X определяет локальное векторное поле • 
на 2Я с носителем 2(N(©)). Два локальных векторных поля на 
Ш?, имеющие носителем одно и то же открытое в Г подмножество 
и и определяемые, соответственно с помощью ©-асимптотиче­
ского векторного поля X в квазикарте (©.г) и ©'-асимптотиче­
ского векторного поля X' в квазикарте (®' ,г ' ) , считаются 
совпадающими, если для ©.©'-асимптотической замены пере-
менных т, переводящей z в z', Х = хХ'. Поскольку для ©-асимпто­
тического векторного поля определено его ограничение на от­
крытое в jV(©) множество, для любых открытых в Г множеств 
и, v таких, что vczu, определен оператор ограничения, действу­
ющий из пространства локальных векторных полей на Ш с носи­
телем и в пространство локальных векторных полей с носите­
лем v. Таким образом, возникает определенный пучок над 
Г — пучок ростков векторных полей на 33?. Векторное поле на 
Ш1 — сечение пучка ростков векторных полей на Ш1. 

Пусть ^-={(©,, z,)}—квазиатлас Ш. Векторное поле X на 
Ш? определяется в соответствии с данным определением семей­
ством ©(-асимптотических векторных полей X,- таких, что для 
любых открытых соответственно в N(S.) и -V(®,) множеств и, 
v, для которых существует асимптотическая замена переменных 
те~ ((.$.).., (©,)„), переводящая (z,)u в (zj)». справедливо соот­
ношение Xt\u—fXj|» (здесь X,\,t, Xj\v — соответствующие огра­
ничения ©(-асимптотического векторного поля Xt и ©гасимпто-
тического векторного поля Xs). Множество У {Ж) векторных по­
лей на асимптотическом многообразии 5Ш является модулем над 
алгеброй As (£Ш) квазифункций на EW. 

8.11. Определим операцию подстановки векторных полей на 
асимптотическом многообразии в квазиформу. 

О п р е д е л е н и е . Пусть {(©а, za)} — квазиатлас асимптоти­
ческого многообразия Ш?, {ш.-} —семейство ©«-асимптотических' 
й-форм, определяющее квазиформу со на 5Ш, {А\ а}, . . . , {X/,.rtx} — 
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семейства £>.я-аеимптотических векторных полей, определяющие, 
•соответственно, векторные поля Хи ..., Хк на 24. Тогда семейст­
во ©tt-асимптотических функций /<-= < «a, Xi.aA. • .AX . ,a ) 

def 
•определяет квазифункцию / = < со, -X-Л . • .Л-X* > на 501. 

В частности, на Л1 (2Я) X Cf {Щ определена Л° (ЗЯ)-билинейная 
форма 

(и, Х)»{ы,Х)£АЦЩ, 
.относительно которой A0 (SOt)-модули А1(Ш) и .7 (Ей) двойствен­
ны. Иначе говоря, Л°(5И)-модуль У{Ш) векторных полей на Ш1 
изоморфен модулю Л°(-Ш) -линейных функционалов на Л1 (.-Я). 
который в дальнейшем мы отождествляем с модулем векторных 
полей. 

8.12. О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что векторное по­
ле X на R" касается асимптотического многообразия ЕГО в С", 
.если для любой дифференциальной 1-формы со на R" 

H№ = °)=^(<tt'X>b = 0)-
8.13. Векторное поле Х\^ на асимптотическом многообразии 

'5Я, индуцированное полем X в R", касающимся 5Ш, определим 
соотношением 

< -%t. Xb > = < и> X У Ь - ^ е л 1 (R"). (8-1-) 
Это определение корректно: для любого X, касающегося ЭЛ, 
существует одно и только одно , векторное поле Х\^, удовлет­
воряющее (8.1). Так как данное утверждение имеет локальный 
характер, то для того чтобы убедиться в его справедливости, 
можно предположить без ограничения общности, что |-0->:Л (R") {to} 
•{to}A(S0t) — эпиморфизм (см. п. 8.9). Тогда (8.1) определяет квази-

.функцию ( a , Xlgjj.) для любого agA1 (3JI) с помощью формулы 

< а> Xbi > = < ш, X ) |№ , 
где ю£([-£,)--а, и нужно показать только, что результат не за­
висит от выбора со в прообразе квазишормы а, т. е. ( р, X > |-^ = 0 
для любой формы рбА1 (R"), удовлетворяющей условию P|-jj.;--=0, 
а это как раз условие того, что векторное поле X касается 
•асимптотического многообразия 5Ш. 

8.14. Пусть X — векторное поле на R", которое в стандарт-
п 

ных координатах (х1, • . . , x") имеет вид ^.а1 — - . Если (S, z) — 
P i ' дх' 

.квазикарта, локально представляющая А-мерное асимптотическое 
многообразие 5Ш, z1 —-с-регулярная Сй-значная асимптотическая 
•функция, то необходимым и достаточным условием того, что X 
касается 9Л в области, представленной данной квазикартой, 
является соотношение 
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aioz^y.-^'--(aloz). 

При этом векторное поле Х\^ локально представляется ©-асимп­
тотическим полем 

2 <*?-.-£•. 
Более общая форма локального условия касания X и SDl: a°z 

принадлежит As (£>)-модулю n-компонентных ©-асимптотических 
функций, порожденному —-т.....—-—. где а1, . . . , а'—- локаль-

осе ,9ай 
ные координаты в области определения диссипации £>. 

§ 9. ЭВОЛЮЦИОНИРУЮЩИЕ АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ 

9.1. На вещественной прямой рассмотрим конечный или бес­
конечный, открытый, полуоткрытый или замкнутый промежуток 
Т и назовем его точки моментами времени. Пусть М — вещест­
венное О-многообразие (без края). Диссипацию © на МхТ бу­
дем называть эволюционирующей диссипацией на М, если она 
имеет представителя £>, удовлетворяющего условию D ^ O (точ­
ка означает дифференцирование по времени). 

Нуль-множество эволюционирующей диссипации обладает 
следующим свойством: 

(in, /)6.V(®) и Г ВТ и /'{le}/){Rightarrow}((m, O--V(S-))-
(нуль-множество эволюционирующей диссипации не расширяет­
ся со временем). 

Пусть ГсгМхГ — замкнутое подмножество, удовлетворяю­
щее условию 

{{ш, О-Г и ГЬТ и t'{le}0=M(/n, t')dV). (9.1) 
Открытое в индуцированной топологии подмножество uczY на-
зовем правильным, если u = T[\(UxT'), где U — открытое под­
множество в М, а Т' —открытый в Т промежуток. Правильные 
подмножества образуют базу топологии в Г, и пересечение двух 
правильных подмножеств также является правильным. Если 
S — эволюционирующая диссипация на М, для которой Г = 
= N{£>), то для любого правильного подмножества uczT опре­
делено ограничение £>„, которое также является эволюционирую­
щей диссипацией. Итак, определен пучок ростков эволюциони­
рующих диссипаций над Г, и каждое сечение этого пучка яв­
ляется эволюционирующей диссипацией с нуль-множеством Г. 

Каждое сечение /---const прямого произведения МхТ инду­
цирует отображение, которое ставит в соответствие эволюциони­
рующей диссипации 3) ее (мгновенное) значение ©, в момент 
/ — диссипацию на многообразии М. При этом Yt,t&T 
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(t <i*)=HN (Ю,,) С N (©,)). 
Определены также мгновенные значения z* для произвольной 
©-асимптотической функции z; 2! является S<-асимптотической 
функцией, 

Заметим, что эволюционирующая диссипация не опреде­
ляется семейством своих мгновенных значений. Пусть, например, 
Т=[0 ,1 ] . Di[m,t)~t, D2{m,t)=t2, УтШ. Тогда при фиксиро­
ванном t функции D1 и D2 определяют одну и ту же диссипа­
цию на М, но соответствующие эволюционирующие диссипации 
не совпадают. 

Однако постоянное семейство диссипаций {©/}<gr однозначно 
определяет эволюционирующую диссипацию S, которую в этом 
случае будем называть стационарной. Действительно, пусть 
эволюционирующая диссипация £> имеет представителем функцию 
(m,t)^-D (m, t) такую, что £>>0 и все функции Dt:tn^-D(m, t) 
определяют на М одну и ту же диссипацию ©,0, tQeT. Проверим, 
что не зависящая от времени функция D:(m, t)^D(in, to) пред­
ставляет диссипацию £>. 

Пусть К — произвольное компактное подмножество многообра­
зия М, a \t'\ t"]czT~компактный отрезок вещественной прямой. 
Так как функции Dv, Dt-, Dta определяют одну и ту же дис­
сипацию, то для некоторых с', с" у 0 на К выполняются нера­
венства 

D (от, t0)<c'D (от, i% D (от, t") <,c"D (m, Ц. 
Учитывая, что D (от, t')<D (от, £)<£> (от, t"), получаем для 
{m,t)eKX\t',f'}: 

D (от, to) < c'D (от, t), D (от, t) < c"L) (от, to). 
что и означает совпадение Э с диссипацией, представляемой 
функцией D. 

9.2. Пусть © — эволюционирующая диссипация на М, / — 
функция, определенная в окрестности множества N (£)). При рас­
смотрении асимптотической задачи Коши мы будем использовать 
оценки вида 

| / | < с £ > 2 (£> + £>).;-' (9-2) 
где DgS. Однако оценка вида (9.2) может не сохраниться 
при замене D на другой представитель D' той же самой эволю­
ционирующей диссипации, неубывающей по времени. Это связа­
но с тем, что D — D' не влечет D + D ~ D ' + LV, как это видно 
из примера 

1 __j_ 
D{m,t)=*e "<\ D'(m,t) = e - ' ( r + l / t + /»-), meR 

(здесь —обозначает отношение эквивалентности, введенное 
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в п. 3.1). Поэтому мы введем более узкие классы эквивалентности,, 
Для D&& и D'(?P будем писать D~D', если D+b~D'-]

rD'. 
Класс эквивалентности представителей эволюционирующей дис­
сипации .£> по отношению эквивалентности •—• будем называть 
/-диссипацией. Каждая /-диссипация порождает эволюционирую­
щую диссипацию (с помощью дополнительной факторизации). 

Если £>-—/-диссипация, D(ji) и для функции / справедлива,, 
оценка (9.2) с некоторой локально ограниченной функцией с, то 
мы будем писать / = 0 (£'''2). При этом оценки вида (9.2) сохра­
няются при замене D на любой другой представитель данной t-
диссппации. . 

Определение оценки О ф"' ) для сечения векторного расслое­
ния на М-, зависящего от времени, естественным образом сводит­
ся к определению соответствующей оценки для функций. 

Если эволюционирующая диссипация £> порождена /-дисси­
пацией £>, то мы, наряду с обозначениями О (£>-), N (Ю) и т. п., 
будем писать 0(Й-!), N ф) и т. д. 

9.3. П р е д л о ж е и и е. Пусть © — /-диссипация на М с про­
межутком времени Г--=[*о> *il- Тогда _ ^ 

1) ((/ = 6(й')) и (£ — О(©0)^( /£ = О(^"0); 

2) I (/==0(£>')) и [g{m,t)^ijf(m,x)dx\\=>(g^O(pll))\ 

3) если .-—векторное поле на МХТ, касательное при /==/-., 
к М в некоторой окрестности N ф1о), то при s > l для гладкой 
функции / 

•\pf=*C ' (f~dfi*))°*[iif~d[ti' -" 
4) если /—-гладкая функция, то 

( / ^ О (©*))=>(/•-= 6 (S--1)) при s > | . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) Очевидно. 
2) Пусть / — О ф"). Если (//г-', ^') — произвольная точка из 

N ф), то найдутся такая окрестность U точки т' в М и такие 
положительные числа е, с, что на U X [•*<,> •*' + •--] функция/ 
определена и удовлетворяет неравенству | / | < с £ > 2(D-\-D)2 

для некоторого Эф. При этом для m&U, / 0 < / < / ' + e имеем: 

' •_ ' !_ 
:с\ D (т, х) f{D (т, х) + D (т, т))2 dx< 
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<cD{m,t) 2(t-tQf2 М ф ( я г , t) + D ( m , t ) ) d t < 

< с ( / - / о + 1)£>(от, i)'. 
3) Пусть для гладкой функции F, определенной в окрест­

ности N (Щ, символ E-,, Я6&, обозначает функцию 
Fx (tn, t) = F (&УЯйП) (т, t)), 

где {ggl—-локальный фазовый поток, порожденный | . Как мы 
видели при доказательстве теоремы 3.5, 

Вь=0(Щ. (9.3) 
Кроме того, разлагая (D)-. вблизи N ф) по формуле Тейлора: 

ф)ь (т, f) = D (от, t) + W (tn, t)V2 [ ( 0 ) (от, t)]l№ + 
+ VD (от, i) х (от, t, W (от, t)1'2), %eC°°, 

и учитывая, что, согласно предложению 3.4, \D — О (Г)1'2), 
получаем локальную оценку 

ф)%< const (D + D). (9 A) 
Из (9.3) и (9.4) следует, что 

( / = 0 ( Э ' И ( Л = 0(Э')). (9.5) 

Далее рассуждаем как во второй части доказательства теоре­
мы 3.5. 

4) Введем оператор, переводящий гладкую функцию F, оп­
ределенную вблизи N(S), в функцию Fx: 

Fb(m,t)=f(m,t+\D{m,t)). 
При этом снова справедливы оценки (9.3), (9.4), и в данном 
случае они приводят к соотношению (9.5), роль которого ана­
логична роли соотношения (f=0(©|i)){Rightarrow}(/' = D(Stl)) в первой 
части доказательства теоремы 3.5. 

Утверждение 2 доказанного предложения означает, что для 
получения оценки' вида / = 0(iO-), где О — эволюционирующая 
диссипация, порожденная /-диссипацией £), достаточно проверить, 
что /'-•-= О (©/J и f = 0(t)s). Однако обратное неверно; оценка 
/ = 0 (©-), вообще говоря, не влечет / == О'(©-) (это ясно уже 
потому, что одна и та же эволюционирующая диссипация может 
•быть порождена различными /-диссипациями). Поэтому мы будем 
использовать специальное о б о з н а ч е н и е : f — Оф"), если / 
удовлетворяет соотношениям f = 0(£)s), f = 0(t)s). 
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Отметим следующее свойство оценок 0(35"): если .-—-вектор­
ное поле на MX Т. касательное к M при t, достаточно близких 
к to- то при s> 1 

(/ = о(з>Ы-!/—о\& 
Действительно, пусть f = 0 (t>s). Тогда \f = 0\fo 2 

гласно теореме 3.5. Далее, 
со-

dt (!/)==£/+ dt Л f=0[£) 2) + 0[t) * =6[t) 
Мы воспользовались утверждением 4) предложения, доказанного 
в данном пункте, и еще раз теоремой 3.5 с учетом того, что 
векторное поле dr Ь касается М при t = t0. 

9.4. Предложение . Пусть ©„ — диссипация на М, 
7 — [t0, ti\ — промежуток времени, X — векторное поле на R", за­
висящее от времени. С?— неотрицательная функция на R"X7\ 
индекс j принимает значения 1, 2, D , :Mxr->R + , ~ , :МхГ-> 
{to}R'\ tij-.MXT-^R'1. 

Если выполнены соотношения 
Dj(m, t) = G(Zj(m, t), t), 

zj (m, t) = X (Zj (m, t), t)-\~Uj (m, t), 
tt]=.0{D)fi) + 0{b}i2), 

Dj(-,t0)&>0> 
2 i ( - . 4 ) - ? 2 ( ^o ) -=0(S i ' 2 ) , 

то D1'--D2, т. е. функции £)-. и D2 определяют одну и ту же 
/-диссипацию на M. 

Доказательство опирается на результат типа неравенства 
Гронуола. 

Лемма. Пусть y:[t0t t-] {to} R" —абсолютно непрерывная функ­
ция, для которой справедлива оценка 

\il\<c\y\-\-f, 
где с и / — интегрируемые неотрицательные функции. Тогда 

\y{t)\< \y(to)\ + jf(t)dx exp j ' c ( t ) d t ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Обозначим: r(t) = \y(t)\. Так 
как /•(.)< | y(t)\, то r(t)cс {t) r (t)-\-f{t)- Умножая последнее 

( С \ 
неравенство на ехр — J c(s)ds , получаем 

69> 



: --^fr(Oexp[.—J-e?(s)rfs))</(Oexp(—J"c(.s)rf5 

Интегрируя последнее неравенство, получаем оценку функции 
r(t): 

r(0<r(/0)exp j'c(s)ds + j ' / W e x p Jc(s)d5 dt, Ш 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я . Оценим zy — z2. 
Имеем: 

2 i - 2 2 = . 4 (21--22)+И1 —и2> 
где Л—гладкая матричная функция, так что 

| —J — 2 2 | < C|Zi — 2 , - | + |и1 j —1— | |, 
Где с —непрерывная функция. Применяя лемму, получаем: 

| 2i(/n, t) — z2(m, t)\<cl(m, t)(\zi(m, tQ) — z2{mi tQ) | + 

+ j (| щ (от, t)| +1 it2 (m, т)|) dx . 

Так как Uj = 0 (Df) + 0(Dlf), zx (• ,-i0) —г.-(., /0) — G (©Vя). T0-
используя утверждение 2) предложения 9.3 и учитывая монотон­
ность функций D] по переменной t, приходим к оценке 

Zl-z^O(D\l2) + 0(D}f). 
Используя эту оценку, получаем, замечая, что 

D2i,m,t) = Dx{m,t)+ < —- {zY (m, t), t), z2{m, / ) - z . ( m , t) > + 

+ < z2 (m, t) - Zi (m, t), A (m, t) {z2 (m, t) - zx (m, t)) ) , 
где Л— гладкая матричная функция, оценку 

ID.-D.Kc^iDf + Dl^ + ciDf-lD^f 
с некоторой непрерывной функцией с2, откуда легко следует, 
"что 

.D2<c4(D1 + £?1 + D2) • (9.6) 
для некоторой непрерывной функции с4. Снова применяя лемму, 
получаем отсюда, что D2 = 0(D1). В силу равноправия Dx и 
D2 верна также оценка D 2 - О (Di). Оценка ~»2+£>2 — 
= 0(Di-\-Di) следует из (9.6) с учетом того, что уже доказа­
на эквивалентность DL и D2. Аналогично получается, что 
A + A = 0 (D 2 + .D2). fg 

9.5. Пусть ©-эволюционирующая диссипация на n-мерном 
многообразии М и F есть С-значная ©-асимптотическая функ-
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Ция, с-регулярная в каждый момент времени. Тогда набор 
.-^-асимптотических векторных _ полей —с = (-—г, . . •. -—-) одно-

/ dz V dz* значно определен условием -—-. — jpTt ДЛЯ л ю ^ о й ©-асимпто-
Тической функции z и любого момента t. 

nycTb теперь G есть С-значная ©-асимптотическая функция, 
отличающаяся O T F на 0(£>1/2). Тогда мы определяем асимпто­
тическую подстановку aa*s(F, (?) как эндоморфизм алгебры 
•^-асимптотических функций, представляемый рядом (5.4). 

Отметим соотношение ' , 
(a.*, (F, О) z)< = аа*- (F ' , G') г' . (9.7) 

Если f : УИ'-̂ -ТИ т—гладкое отображение, то формула (5.5) 
определяет гомоморфизм <Tas:i:(F> G>/) алгебры ©-асимптотичес­
ких функций в алгебру ©'-асимптотических функций, где S/ — 
эволюционирующая диссипация на М\ индуцированная эволю­
ционирующей диссипацией S c помощью f, (©') ' = /*©'. 

9.6. Утверждения Ь), с), d), е) теоремы 5.4 остаются в силе, 
если ® — эволюционирующая диссипация, a F и G с-регуляр-
ны в каждый момент времени. 

9.7. П р е д л о ж е н и е . Пусть 3) — эволюционирующая дис­
сипация на n-мерном многообразии, F = (Fu ..., Fn),_ G = 
= (Gu...,Gn) суть О-значные ©-асимптотические функции, 
с-регулярные в каждый фиксированный момент времени, мни­
мые части которых имеют оценку 0(£>и2). Тогда 

згО-*. Q)-<(F. O>JF+Z (°1щ)<Л^ а)-
- у - 1 

£<ир'ОАЪж) У-1 v •W 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определений непосредственно сле­

дует, что als(F, G)—os
as(F, О), где F, О —Си+1-значные 

©"-асимптотические функции, получающиеся, соответственно, из 
F, G добавлением компоненты F„+1 — G„+1 = / . Согласно е) тео­
ремы 5.4, 

•dQn+г a s V " ' " ' " a s V " " "' dFn, 

Используя инвариантность первого дифференциала, легко вы­
числить, что 

J*sA dt др.' dQ dt j£j 
dGj д 

dFn+i ~ dt JmJf'MdF}' dUn^~~~d~i~ JJL dtQQf 
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Остается воспользоваться тем, что, по определению, 
д д д д . ., щ 

WTW в37вЭ57при/в1' •-"• " 
9.8. Если © — эволюционирующая диссипация на и-мерном 

многообразии, то асимптотическая подстановка o*aa(F, G) рас­
ширяется до эндоморфизма алгебры Ла8 (©) ©-асимптотических 
дифференциальных форм с помощью соотношений 

о*м (F, G) dF-j = dOj, o'u (F, О)dt= dt. 
Гомоморфизм <J*S(F, G):Aas (©)•-->Лав(©) коммутирует с внешним 
дифференцированием. 

Если О с-регулярно в каждый момент времени, то в рас­
сматриваемой ситуации определен оператор aas(E, О), действую­
щий на ©-асимптотические .векторные поля, причем 

9.9. Теоремы 5.6, 5.7 останутся справедливыми, если в их 
формулировках заменить термин «диссипация» на «эволюцио­
нирующая диссипация», а «с-регулярность» — на «с-регуляр-
ность в каждый момент времени». 

9.10. Справедлив аналог предложения 5.8, если потребовать 
дошшительно выполнение условия a*t — t (имеется в виду та­
кое же редактирование формулировок, как в предыдущем 
пункте). 

9.11. Пусть © — эволюционирующая диссипация на п-мерном 
многообразии М. Для любого правильного подмножества 
ucN (©) обозначим через S£,„ группу автоморфизмов алгебры 
Aas(£>«). имеющих вид ff*s(E, Q), где F, О суть с-регулярные 
в каждый момент времени С'-зиачные ©-асимптотические функ­
ции, разнящиеся на 0{©1/2). Если vcza, v — правильное подмно­
жество в iV(©), то определен гомоморфизм ограничения 
fuv:o'ls(F,Q)>-*ols(Fv,Ov). Семейство {/„„} определяет пучок 
над JV (©), сечения которого образуют некоторую подгруппу 
S|^ группы автоморфизмов алгебры Aas(©).-Элементы группы 2 | J 
будем называть малыми эволюционирующими ^-асимптотичес­
кими заменами переменных (на М). Из (9.7) следует, что каж­
дая малая ©-асимптотическая замена переменных. % порождает 
семейство {-с*} малых ©.-асимптотических замен переменных. 

Пусть ©— эволюционирующая диссипация на М, a ©' — эво­
люционирующая диссипация на М', причем © и ©' отвечает один 
и тот же промежуток времени Т. Тогда ©.©'-асимптотическая 
эволюционирующая замена переменных определяется как ком­
позиция малой эволюционирующей ©-асимптотической замены 
переменных с изоморфизмом о* : Aas(®)^"Aas(©')> индуцирован-
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иым диффеоморфизмом о окрестности .V(©') на окрестность. 
N (S) , удовлетворяющим следующим условиям: 1) o*t~t (по-
слойность); иными словами, при i* = const а превращается в диф­
феоморфизм а* окрестности множества N ((©')<) н а окрестность 
множества jV(©-); 2) o*S=S)'. 

Множество эволюционирующих ©.©'-асимптотических замеш 
переменных обозначим через Sev (©,©')• 

Пусть T6.2ev (©,©') имеет вид 
тг = а*о то, (9.8) 

где т0—малая эволюционирующая S-асимптотическая замена 
переменных. Тогда определено семейство {т(} ©^/-асимптоти­
ческих замен переменных: т'---(а')*- тог, и это семейство не за­
висит от выбора декомпозиции (9.8). 

9.12. Для эволюционирующих диссипаций © и ©' на п-мер-
ном многообразии, отвечающих одному и тому же промежутку 
времени, справедлив аналог теоремы 5.11. 

9.13. О п р е д е л е н и я . Эволюционирующей (в промежутке 
времени Т) квазикартой размерности k в С" назовем пару 
(Ф;г), где ©—эволюционирующая в промежутке времени Г 
диссипация на ^-мерном многообразии, a z—О-зиачная с-ре-
гулярная в каждый момент времени ©-асимптотическая функ­
ция с мнимой частью, имеющей оценку 0(©1/2), удовлетворяю­
щая следующему условию: отображение (m, /)i-> (z(m, t), t) то­
пологически вкладывает JV(©) в R""XE. 

Две эволюционирующие квазикарты (S, z) и (©', г') в От­
будем называть согласованными, если они одинаковой размер­
ности и для любых (m,/)GN(S) и (m',t)eN(S)r) из z(m,t) = 
= z'(m',t) следует, что для некоторых правильных подмножеств; 
w{subset}N(©) и u'czN(S)'), содержащих, соответственно, точки 
(m, t) и (tn',t), zu и zU' связаны ©.©'-асимптотической эволю­
ционирующей заменой переменных: 

« ; . - « • « . те2 е у(эЦ , ©;.). 
Семейство $£•= {(©j, Zj)}jeJ согласованных эволюционирую­

щих А-мерных квазикарт в Сп будем называть эволюционирую­
щим квазиатласом типа {k,n). Нуль-образом эволюционирую­
щего квазиатласа зФ назовем множество , 

Г - U{(2y(ffl, f),t)KOT,t)6^(»y)}. 

Рассмотрим на Г следующее отношение R: (x,t)R(x',l') тогда 
и только тогда, когда x = Zj(m,t) и x' = Zj(m,i') для некоторого' 
/ б / и такого т, что (m, t)6N(©.) и (m,/')GjV(Sj). Отношение 
R порождает отношение эквивалентности; соответствующие-
классы эквивалентности будем называть ^-траекториями. 

Пусть I(у)•—•^-траектория, проходящая через точку убГ. 
Если t 0 = inf t не зависит от у, то будем говорить, что-
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эволюционирующий квазиатлас М- типа (k, n) задает на Г 
структуру ft-мерного эволюционирующего асимптотического 
многообразия в С" с начальным моментом U, если t0>—• —. 
Подразумевается, что эквивалентные эволюционирующие ква-
зиатласы si и si' определяют одно и то же эволюционирую­
щее асимптотическое м'ногоообразие Ш1, если под эквивалент­
ностью М- и si' понимать совпадение их нуль-образов и попар­
ную согласованность эволюционирующих квазикарт, входящих 
в ^ и si-'. При этом множества .^-траекторий и .^'-траекторий 
совпадают, так что общий нуль-образ Г эволюционирующих 
квазиатласов si- и si', который мы называем носителем 2Я, рас­
слаивается на траектории, отвечающие заданию на Г данной 
структуры эволюционирующего асимптотического многооб­
разия. 

9.14. Пусть (£>, г) и (ЗУ, z')-—согласованные эволюционирую­
щие квазикарты, Т и • .Г—соответствующие промежутки вре­
мени. Тогда для любого tQT Г\Т' квазикарты (£),., zl) и (JO/, z'*) 
•согласованы. Действительно, пусть для правильного подмноже­
ства uaN(£>) и правильного подмножества a'cNip') ©B, 
£V-асимптотическая замена переменных г такова, что z'u, = rzu, 
тогда г'^=*т'г^, где a'cN(bt) и и'* с N (©<) — сечения мно­
жеств и я и' соответственно. 

Итак, каждый эволюционирующий квазиатлас ^={(© ; . , Z,J)}JQS 
порождает семейство квазиатласов j,t=[(ptJ, ztyj^j; следо­
вательно, для эволюционирующего асимптотического многооб­
разия 5Ш определено семейство {5№} его мгновенных состояний; 
будем говорить, что асимптотическое многообразие 3)1'.есть со­
стояние 2Л в момент t. Если /D — начальный момент для Ш, то 
~t° будем называть начальным состоянием эволюционирующего 
асимптотического многообразия £й. 

9.15. Справедлив аналог леммы 8.3 для случая, когда © — 
эволюционирующая диссипация; при этом с-регулярность нуж­
но понимать как c-регулярность при фиксированном времени. 
Справедлив аналог предложений 8.4, 8.5 для случая эволюцио­
нирующих асимптотических многообразий. 

9.16. ДЛЯ эволюционирующих асимптотических многообра­
зий определяются понятия квазиформы (в частности, квази-
функции), векторного поля и операция подстановки векторных 
полей в квазиформы, аналогично тому, как это было сделано в 
.§ 8 для асимптотических многообразий. 

Пусть со — гладкая дифференциальная комплексозначная 
форма на RnxR, где второй сомножитель рассматривается как 
ось времени. По аналогии с п. 8.9 вводится понятие ограниче­
ния а на эволюционирующее асимптотическое многообразие Ш 
.в С ; со|2Я — это квазиформа на SO?. 
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Каждая квазифункция / на эволюционирующем асимптоти­
ческом многообразии .Ш определяет семейство квазифункций 
f' на его мгновенных состояниях •.№; именно, если / задается в 
(эволюционирующем) квазиатласе {(®j,zj)} семейством ©-
асимптотических функций /,,, то \* задается семейством ® - г 
асимптотических функций / / . Аналогично, квазиформа а на WI, 
ортогональная полю d/dt, определяет семейство квазиформ а* 
на W. 

§ 10. ©-АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА КОШИ 
ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 

10.1. Постановка задачи. Пусть © — эволюционирующая 
диссипация на Af, Г — соответствующий промежуток времени, 
и—• ©-асимптотическая функция со значениями в О , мнимая 
часть которой имеет оценку 0(®1 Л), f : RmxR-^Rm — гладкая 
функция. Определим операцию подстановки на место первого 
аргумента в /: 

def © л 

f(U, •) = /°И. 
где и — ( т + 1)-компонентная ©-асимптотическая функция, первые 
m компонент которой совпадают с соответствующими компонен­
тами а, а последняя компонента определяется отображением 
(m,t)<-+t, m£M, tQT. Таким образом, если щ — вещественная 
часть, а щ — мнимая часть и, то имеем ©-асимптотическое раз­
ложение: • • • . . . . 

•:.. f(tJ N_V ^ dWf (и Л 
agNm 

В настоящем параграфе мы будем- рассматривать уравнение 
й = / ( и , •) (10.1) 

Напомним, что точка над буквой обозначает дифференцирова­
ние по стандартной координате t на Т. Зафиксировав t0G7, за­
дадим начальное условие: 

й--=Ио. (10.2) 
Мы рассмотрим вопросы о построении решения задачи Коши 
(ЮЛ), (10-2) и его единственности- Далее предполагаем, что 

если эволюционирующая диссипация © не является стационар­
ной, то Т имеет вид .[to ti) . 

10.2. Лемма. Пусть функция z:MXT-+Cm удовлетворяет 
уравнению s — A-z + E, где А—-гладкая матричная функция 
на МхТ, причем F имеет оценку 6 (t>s). Пусть, кроме того, 

def 
z0=^z\t^tl, имеет оценку 0((S,J s) . Тогда z = 0 (©•s). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из уравнения z = Az-\-F в силу лем­
мы 9.4 следует, что при to< t ' , t'QT, 
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I z (m, tO | < ( | z0 (да) | + J | F (от, т) | di j exp N | A (да, x) \ dtj. 

Утверждение леммы вытекает из этой оценки существования 
неубывающего по времени представителя эволюционирующей 
диссипации S> и пункта 2 предложения 9.3. 

10,3. Пусть vo, vu о- , , , . — последовательность векторных 
переменных размерности т. Рассмотрим формальное разложе­
ние по степеням е выражения f(Wo+et»i+ . . . eftw,,+ . . . , t ) : 

/ I 2 е Ч - 1 ~ /о («о, t) + s/ i (-Ob, -i . t) + . . . 

. . . + в*/*(«о» ....г»*, t ) + . . . . 
Это значит, что мы определяем /•. формулой 

fk(Vo, ...,Vk, t) = — [ ( - — ) V ( ^ + 8 ^ + , . • Т 8 Ч ) ] М - (Ю-3) 

Очевидно, что 

/ o ( ^ ) = = / ( f o - 0 , /1(T.0,a1,t) — — ^ - - U 1 (10.4) 

и при &>1 / j , имеет вид: 

/*(*<,, • . . , "* , t) = % j " ' ; ' 4 + tM~o. • - -. «*-i. 0. (Ю-5) 
где Ф-,-полином по переменным 01, . . . , •»,-,_-., коэффициенты кото-
рого выражаются через частные производные — J , по-
рядка | у |. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть и00 и и01 —такие функции на М, что 
1тг% = 0, и01 = 0(©о/2), «oo + «oi6"o-

=o,i....— последовательность функций, i 
ач Коши: 

ЗД*=-/*(а'о. •••.*-•*» •)» 6----0,1, 2, . . . , (10.6) 
яУо|^0==иоо; -11,=/— «о1; шу |<=,—0, / = 2 ,3 , 

со 

Тогда ряд W— ^ да/, является ©-асимптотическим и определяет 
А---.О 

решение задачи Коши (10.1), (10.2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) С помощью леммы 10.2 последова­

тельно получаются оценки 

wh = 0{&k% A = 1,2 (10.7) 
2) Обозначим через Fk(v, 6) отрезок ряда Тейлора функции / : 
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-** (* . 6 ) - - -_ i /<-•• (*) 6- (10.8) 
1Л<* 

(аргумент t у функции / опускаем) и положим 
.5^(8; v0, ..., 0 — Fft(*,o. 8©!+ . . . +8*0*). (10.9) 

По переменной s функция 5-% полиномиальна: 
& 

0>k{E\ V0, . . . , ~Л) = 2^ ( ' °0 . ...» «ft) В'. (10.10) 
и так как 

def 

Rk (e, t)0, . . . , *•/,)-= -.S^ft (e; <o0, . . . , vk) + 
+ / (~J0 + efi + . . . + e*t>ft) = О (e'-+I), 

TO 

ffi-=-/i. i = 0,l, ...,k. (10.11) 
Из определения коэффициентов gi ясно, что они имеют вид 

g-(во, ....-о.*)— . 2 XL- а^оК ' - • •< '< • (10.12) 
а ' ak 

где х„ ,... „ -гладкие функции, и суммирование распростра­
няется на такие наборы мультииндексов ai,...,a f t, что |сьх j-V-
+ 21 сс2 | + • • • + k | ak \ = -• Остаточный член Rk имеет вид: 
Rk (e, v0,..., v„) -=- 2 *-/ fa' 8г,1 + • • • + B^Xe-Di + . . • + ей^)- -----

l/l=ft+i 

= 2 ва, «А(в,«о, «!,. . . , -О-.)-Dfl ...•"-;*, (10.13) 
" l l . . { c d o t } t " j 

|а,|+...+|оА|=*+1 

где во, aA--гладкие функции. 
Из (10.8)- (10.13) следует формула 

л 

/ (-- + 8-»!+ ... +еЧ)==2/i С0-'•••>«*) в'+ 
<-о 

+ 2 " 6<-i аА (в, *<>..... я*) *?-•••<*• (10.14) 
-• ал 

|a1 |+2|a2 | - |- . . .+ft\a f t |=u+l 

где 0с, a -гладкие функции. 
ft 

Обозначим: uk=^i
rwk. Из (10.6) и (10.14) получаем 

ft 

й*-=-2/у(в '-" ,-"да*' •) = /(»*> •) + •"*» (10.15) 
7-0 
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f(u, •)-./(«.*, •) = 0 ^ 2 l 

где 
•"*=-- 2 0a ' aj (1.тао.....--,б)®.?'i ••<*-=-

ft+l<|0iH-..+ft|a-j|<2ft 

=-o(©2J. (10.16) 

Если ©-асимптотическая функция и имеет разложение и —- ^ ВДу, 
/=-

то п 
так что из (10.15), (10.16) следует, что для любого натурально­
го к справедливо соотношение 

и = / ( и , •) + о(ът~). И 
10.4. Предложение. Решение задачи (10.1), (10.2) един­

ственно. _ 
Доказательство . Пусть ии а — два решения задачи, 

v — u — u. Тогда © -̂асимптотическая функция %=/„ равна нулю, и 
«=-/(и , • ) - / ( « , •). (10.17) 

Пусть ^ и щ — вещественные части и и и соответственно; обо­
значим •x)1==Ki — м1. Так как 

/ (« , • ) - / ( » , •)=-/(«„ •)- /("!> •) + 0(©"а) 
и 

/ ( « 1 . •) — / ( « . , • ) = g ' O i , 

где g—матричная ©-асимптотическая функция, то из (10.17) и. 
леммы 10.2 следует, что г11=-0(©1/2), а значит, и -о =-0(10*'-). 

Пусть iV — произвольное натуральное число. Из разложения 
J. I N+\\ 

/(" + *>, • ) - 2 ^г'°а(-5?'•••--:-/)(«. .) + Ol© 2 ) 
|o|</V 

(см. предложение 7.4) следует, что справедливо представление 
/ ( а . •)---/(«. -)+ffe + ^ . 

где g—©-асимптотическая функция, #"•= О (© 2 у. Значит, w 
удовлетворяет линейному неоднородному уравнению 
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-v+n 
и, в силу леммы 10.2, имеет оценку О \& - J. Учитывая произ­
вольность /V, заключаем, что г) —нулевая ©-асимптотическая 
функция. 

10.5. Теперь рассмотрим уравнение (10.1) в случае, когда 
функция / — / i + i /г комплексна. Пусть задана начальная S-o-
асимптотическая функция и-» с мнимой частью, имеющей оценку 
О (Sjf). Пусть также задана некоторая неотрицательная гладкая 
функцая С? на R^X-T. Определим /-диссипацию S с помощью 
представителя D, удовлетворяющего соотношениям 

b(m,t) = Q(u0(m,t),t), D(-,t0)etota, (10.18) 
где м0 —решение уравнения 

щ(т, t) = fl(u0(m, t), t) (10.19): 
с начальным условием 

«-(•, t0)~W' + O(pyt
2). (10.20) 

В п. 9.4 было показано, что условия (10.18) —(10.20) опреде­
ляют t-диссипацию однозначно. 

Мы будем предполагать следующее: 
1) Эволюционирующая диссипация © порождается /-диссипа­

цией £>, определенной с помощью (10.18)--(10.20); 
2) /2(«o-*)-0(£1 / 2)-
10.6. Теорема. В условиях предыдущего пункта задача 

Коши для уравнения (10.1) разрешима на интервале 7 — [/0, Л),. 
на котором разрешима задача (10.19), (10.20); решение данной 
задачи Коши единственно (в классе ©-асимптотических функ­
ций). 

Доказательство этой теоремы и конструкция решения рас­
сматриваемой задачи Коши аналогичны соответствующим рас­
суждениям и построениям п.п. 10.3, 10.4. Требуемые изменения 
связаны с тем, что теперь невозможно взять уравнение для ну­
левого приближения ©-асимптотической функции и в виде w = 
= f(w, t); вместо этого нулевое приближение w0 = u0 опреде­
ляется как решение задачи (10.19), (10.20). Уравнение для 
первой добавки да. к и0 (уравнение в вариациях) должно быть 
теперь подправлено по сравнению с (10.6) добавлением неод­
нородности в правую часть; модифицированное уравнение в 
вариациях имеет вид 

*°1 = Ш ("<" 0--х + -/2(йо» t). (10.21) 
Остальные уравнения цепочки (10.6) остаются без изменения. 

Доказательства оценок гтк=0 (£>'''/2) и того, что Ю-асишто-

тический ряд ^Wj определяет асимптотическое решение урав-
J-0 
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пения (10.1), аналогичны доказательству предложения 10-3-
При этом оценка т^ — О^1 '2) следует из (lp.21) (и оценки для 
W: в начальный момент времени), с учетом того, что /.-(.Ио..-) — 
— 6 (i61/2). 

Для доказательства единственности решения рассматриваемой 
задачи Коши рассмотрим два ее решения и и и и решение и0 
задачи (10.19), (10.20). Обозначая и — щ — b, имеем: 

б = i f 2 («о + б, t) + / - (a, t) - / • (и0, t) =-
= A8 + i / 2 («0, t) + О (©1/2) = А б +- О (£>1/2), 

где А —некоторая матричная ©-асимптотическая функция, откуда 
по лемме ГО.2 получаем: 

6 = 0 (©1/2). 
Аналогично, 

- d e f - ,» 
6 = u-«0-O(£>1 / 2) . 

Поэтому и — и—0(©1/2). Доказательство завершается так же, 
как в п. 10.4. В 

§ И . h, © -АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ ВОЗМУЩЕНИИ 

11.Г Здесь мы рассмотрим две основные задачи теории воз­
мущений для Л, ©-'асимптотических элементов и выделим клас­
сы «возмущений», обеспечивающие возможность решения этих 
задач. 

З а д а ч а 1. Обращение оператора. Пусть и — «малый» эн­
доморфизм векторного пространства As/..(©). Доказать, что 
id—к — изоморфизм и построить (id—%)~1. 

З а д а ч а 2. Решение эволюционного уравнения. Здесь речь 
идет об эволюционирующих h, S-асимптотических элементах. 
Рассматривается задача Коши: 

1Ф |/-/„ - Ф о . 
где Ф — неизвестный эволюционирующий h, £)-асимптотический 
элемент на MX [-о- t\), % — заданный /г, £).•„-асимптотический 
элемент на М, у,— «малая» добавка к оператору d/dt, действую­
щему в векторном пространстве As=v(£>) эволюционирующих 
Л, ©-асимптотических элементов. 

11.2. Перейдем к решению задачи 1. Напишем формально 
ряд теории возмущений: 
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( i d - и ) " 1 = 2 я" (v.°—id). 
л=0 

Пусть « задается операторным рядом к = 2 ч / ' Будем 
СО 

интерпретировать 2 >:" ка-- эндоморфизм векторного простран-
л=0 

ства As-, (iO),'заданный операторным рядом 

2. I:- = 2 у->- где • /= U /". 
У С./ 

—> 
и при / — (/•., . . . , /„) ,:-> обозначает произведение операторов 
>./, . . . гЧп. При этом необходимо еще исследовать, действи-

со 

тельно ли 2 у'п задает асимптотический оператор. Условия, 
фигурирующие в следующем определении, гарантируют это. 

Определение . Пусть £> — диссипация на многообразии М, 
J — не более чем счетное множество индексов, {tyjyg./- — ограни­
ченное снизу семейство целых чисел, {LJ}JQJ— семейство эндо­
морфизмов векторного пространства С°° (Ж). Пусть операторный 
ряд i'. = 2t h jLj задает Л,©-асимптотический оператор (т.е. 

эндоморфизм векторного пространства Asft (£>)) и .его члены 
удовлетворяют следующему условию: для любого jQJ h'lLj не 
понижает порядка и h'JLj повышает порядок, если ty<0. Тогда 
з; будем называть £}-пертурбатором. 

Лемма. Если г. = 2 А'Я,у~©-пертурбатор, ^ -=-= — inf г.̂ , 

J'с J — подмножество индексов у, для которых h'JLj не повы­
шает порядка, m—init,. Тогда для любого s == 0, 1,2, . . . 
существует такая неотрицательная целочисленная функция я, 
неотрицательной целочисленной переменной г, что llm л^ (г) ==• оо 

Г~*-со 

и результат применения произвольного члена операторного 
ряда у.' к функции порядка О (Э^2) имеет оценку О^ \h 2 J. 

При т + 1< 0 заведомо можно положить 
я5(г) —(2ш—-s)+ = max{2mr--s, 0}. (И. 1) 

При i > 0 можно взять 
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гт̂ . (г) =-= —j (/•) -=-— наименьшее целое неотрицательное число луча 

При' яг + £ > 0, i < О годится функция 
(П.2) 

щ(г) при г < — — - Т , 
«-(•")--= п , ^ з ({cdot}---3) 

• 2 г / - 5 п р и г > - - - - - - т . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Каждый член операторного ряда >:л 

имеет вид 

С---(лЧ,).--.(А//-4-
Пусть из набора индексов у,, . . . , / . А штук принадлежат У 
Тогда результат применения С к функции и, не зависящей от h 
имеет вид 

где -и — полином по. переменной /г. Далее, так как при у б / ' 
оператор h'Lj повышает порядок, то при « = О(£>J/2) 

.н-(<--/.)\ 
Сгг-Од-Д/s 2 ). (11.5) 

Так как функция (11.4) заведомо имеет оценку Og)(h'in-lrVl1), 
то из (11.4) и (И-5) следует, что 

s+ns, /Д.") 
Ctt=Ob\h 2 

где 
•".-.А (г) = max{r — k, 2km-\-2(k~r)l — s}. 

Положив 
Jt-(/-) = ття-,й (г), (11.6) 

0<ft<r 
мы докажем, что функция (11.6) определяется формулами (11.1)— 
(11.3), откуда, в частности, будет следовать, что limя, (г) = со . 

Г->оо 
Обозначив yr(k).— r — k, yr,s(Iz) = 2km-\-2(k — r)l—s, рас­

смотрим соответствующие частные случаи. 
1) Пусть т-\-1<0. Тогда обе функции yr(k) и #-,-(£) —не-

возрастающие. Следовательно, nSlii(r) = max{yr(k), yr,s(k)} не 
возрастает по k. Значит, в данном случае 

ns(r) = nS}l- (r) = max{0, 2tnr — s}, 
что совпадает с (11.1). 

2) Пусть wi + i > 0 . Тогда yr(k) убывает, а у-,-(А) возрастает, 
так что 
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-г / , л _ ( Vr{k) При k < . | , 
Пг*1г)-\Уг.*(Ь) при &>£, 

г д е 1°-~2т+ 2/ + 1 ~ Р е ш е н и е Уравнения yr{k)=yr,s{k). 
Рассмотрим следующие подслучаы: 
а) Пусть i<0, г > 2/ + -. Так как в силу целочисленное™ 

'I выполнено неравенство 2/ + 1<0, то £<0. Следовательно-. 
ns{r) = yr,s(0) = 2rl — s, 

что совпадает с (11.3). 
б) Пусть I > 0 или 

S ко, / • < • 21+1 

Тогда | > 0 . Рассмотрим сначала ситуацию, когда | > г - Тогда, 
-МО—УЛО-0' 

что согласуется с (11.2), так как 2mr — s < 0 . 
Предположим, наконец, что .-6[0, г]. Тогда 

min max{yr (x), y„(x)} = yr (l)= чт+21 + Г' 

(здесь х~ вещественная переметши). Учитывая целочислеиность к 
и пользуясь тем, что уг (к) — yr (/e + l)=---l, приходим к заключе-, 
ншо, что в данном случае ns (r) — наименьшее целое число 
на луче [-г Ъпг—s 

2/л + 2/-|-1 
, ОО (СМ. рис.). 

2mr-s 

Я5(г)=т1п(уг(к*), уг,&(кЩ: 
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С л е д с т в и е . Если у. есть ©-пертурбатор, то операторный 
со Л 

ряд R — Фи" определяет /г, ©-асимптотический оператор. (Здесь 
--=о 

А 

и-"-есть r-я степень относительно прямого произведения формаль­
ных рядов.) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Tai< как каждый член операторного 
ряда R не понижает порядка, то R удовлетворяет условию (2) 
теоремы 1.12 (при т = п). Следовательно, достаточно проверить, 
что Rep является .Л,®-асимптотическим рядом для любой 
гладкой функции <р, не зависящей от h. 

ЕСЛИ задано натуральное число N, то в силу доказанной 
леммы найдется такой номер r(N), что все члены ряда >/Ф 
имеют оценку 0^{hNn) для любого r>r ( /V") . Так как ряд 

•-(•V) „ 
RN = Ф у/ задает h, ©-асимптотический оператор, то все члены 

-=-о 
ряда /?л-Ф. кроме конечного числа, имеют оценку 0^{hNI2). 
Следовательно, и все члены ряда RФ, кроме конечного числа, 
имеют такую оценку. Ш 

Т е о р е м а . Пусть у. есть ©-пертурбатор, >: — индуцированный 
им /г, ©-асимптотический оператор. Тогда id — и —изоморфизм 
линейного пространства Asft(©), и обратный к нему задается 

со 

операторным рядом R = _ : « r . 
-=о 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, прежде всего, что соответст­
вие между формальными рядами эндоморфизмов фильтрован­
ного векторного пространства Е и эндоморфизмами пространст­
ва £„ s обладает следующими свойствами: 

а) если операторные ряды L — 2 j - 7 И -M — . 2 j ^ f t з а Д а ю т 

1 б-/ *е* 
асимптотические операторы в £, то их прямое произведение 
LM— ^ LjMtl задает асимптотический оператор; 

б) прямое произведение операторных рядов переходит в ком­
позицию соответствующих асимптотических операторов. Поэтому 
нам достаточно убедиться в том, что операторные ряды RQr.R 
и RQR/. определяют тождественное отображение пространства 

Asu(©). Но , : R = R : = ®r.r. Группируя члены, отличающиеся 

только знаком, что можно сделать по теореме 1.16, получаем, 
что операторный ряд R 0 :R = RQR; определяет тот же 
Л, ©-асимптотический оператор, что и одночленный ряд id. Ш 

П . З . Перейдем к задаче 2. Пусть выбрана .--диссипация ©, 
порождающая эволюционирующую диссипацию ©. 
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Определение . Пусть {^bg/ — семейство эндоморфизмов 
векторного пространства С00 (M X [̂о> ^)) и пусть операторный 
ряд >:-=2 fi'Lj задает эндоморфизм векторного пространства 

As|v(S). Пусть, далее, inf z. ;>--оо и J разбивается на такие 
два подмножества Л, J2, что при /6-71 ty>0 и 

((•J > t}) и (Ф = О (©3/2)))-= (̂̂ Ф = О (рФ'% 
а при ;'6Л 

[[i^->tj) и (Ф-0<О''..))4--уФ^^ 
Тогда я будем называть эволюционным 23-пертурбатором. 

Пусть / — оператор интегрирования по времени: 
t 

/Ф(от, /)=-|Ф(ТО, x)dx, 

так что 

Тогда операторный ряд I л является -Э-пертурбатором, если 
у. —эволюционный Й-пертурбатор (для получения требуемых 
оценок используем предложение 9.3). 

Теорема. Если оператор г, в задаче 2 индуцируется эво--
люционным £>-пертурбатором г., то решение задачи 2 дается 
формулой 

ф~ © (/..)гФо, (11.7) 
/..==.0 

где Ф0 в слагаемом с г = 0 нужно понимать как не зависящий от 
* времени А,£>-асимптотический элемент, порожденный начальным 

©••„-асимптотическим элементом. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Прежде чем доказывать формулу (11.7), 

дадим ее формальный вывод. Будем искать решение рассматри­
ваемой задачи в виде 

Ф = Ф0 + 7Ф; 
тогда для нового неизвестного /г.Э-асимптотического элемента \|з 
получается уравнение 

(id —)./)а|5--=у.Фо 

с начальным условием г|А = 0. Решим это уравнение формально 
по.теории возмущений: 
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• оо со 

$ — ,(id-5;/)-1Kfo — 2(-j)r>-cPo = ':'2 (/>;)"ф-' 
/ • = 0 - - - О 

•откуда для Ф получается следующее формальное выражение: 
СО 

cp=2(j>o'cPo. ' 

импликацией которого является формула (ll.7)- Заметим, что ряд 
со А '. 

© (/>:)" определяет h, ©-асимптотический оператор, так как его 
члены удовлетворяют условиям (1), (2) теоремы 1.12 в силу 
леммы 11.2, 

Проверка того, что h, ©-асимптотический элемент, задавае­
мый разложением (11.7), действительно удовлетворяет ^зада-
•че 2, сводится к констатации того факта, что операторный ряд 

•определяет нулевой h, S-асимптотический оператор. 

§ 12. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ МНОГООБРАЗИЯ 
КОНЕЧНОГО ПРИБЛИЖЕНИЯ. 

МНОГООБРАЗИЕ С КОМПЛЕКСНЫМ РОСТКОМ 

12.1. Для ."=1, 3/2,' 2 , . . . будем говорить что дв'е квазикар-
'ты одной размерности (©, 2) и (Ф', .?') в одном и том же объ­
емлющем пространстве ."-согласованы, если условие ги< ' = xzu 
п. 8.1 выполняются с точностью О (($>')*). 

Заменяя в 'определении асимптотического многообразия 
условие сргласованности квазикарт, входящих в квазиатлас, 
условием их .«-согласованности, получаем объект, который мы 
будем называть асимптотическим многообразием s-ro прибли­
жения, ... 

Для асимптотического многообразия' s-ro приближения 2Д в 
,СП. определен его носитель TczR™. Для, точек убГ определено 
•понятие с-касательного пространства CT-,2JJ, а значит, и понятие 
трансверсальности векторного поля | на R™ к асимптотическо­
му многообразию s-ro приближения 2Я в С™. Далее, определены 
понятия квазиформы на ЗЛ (в частности, квазифункции), век­
торного поля на Ш, определена операция ограничения диффе­
ренциальной формы, заданной в Rn, на 2Я и т. д. Асимптоти­
ческое многообразие s-ro приближения SO? (в том числе и при 
з = оо, т. е. асимптотическое многообразие в смысле'§ 8) порож­
дает асимптотическое многообразие 2Я/ s'-ro приближения для 
1{le}-s'<s. Операция внешнего дифференцирования переводит 
квазиформу на асимптотическом многообразии s-ro приближе-
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ния grt в квазиформу на асимптотическом многообразии 
'(5—1)-го приближения %_! (если s > l ) . 

Понятие эволюционирующего асимптотического многообразия 
s-ro приближения естественно определять, фиксируя в каждой 
эволюционирующей квазикарте .̂ -диссипацию £) и используя в 
условии согласования оценки типа О (£>')• 

12.2. Пусть 5Ш есть m-мерное асимптотическое многообразие 
первого приближения в С". В каждой точке v его носителя Г 
определено с-касателы-юе пространство -TySDt. Если Г —гладкое 
k-мерное- подмногообразие в- R", то совокупность с-касательных 
пространств образует гладкое распределение m-мерных .комп­
лексных плоскостей на Г; обозначим это распределение г---,-.: 

~гш(У)=°тут. (12.1) 
Если (Э, z)—-квазикарта Ш, то отображение -s | -V(Ŝ ) является 

Диффеоморфизмом ^-мерного многообразия N (©) в Г. В частно­
сти, для любого даб-V Ф) касательное пространство Г-(т)Г яв­
ляется образом TmN (£>) относительно z.k (m), так что распреде­
ление (12.1) удовлетворяет следующему условию: 

ГуГсг-яСу), V-/€r. (12.2) 

О п р е д е л е н и е . В соответствии с терминологией КНИГИ 
[5] , будем называть гладкое распределение г комплексных 
/n-мерных плоскостей на /г-мерном многообразии TcrR71 т-мер-
ным комплексным ростком, если любой вектор, касающийся Г 
в точке у, лежит в г (у). 

12.3. Соотношение (12.2) показывает, что в случае, когда 
носитель Г т-мерного асимптотического многообразия первого 
приближения 2Я в Сп является гладким подмногообразием в 
R", с ЗЛ связан вполне определенный m-мериый комплексный 
росток (12.1). 

Наоборот, имеется способ по произвольному /г-мерному мно­
гообразию с m-мерным комплексным ростком (Г, г) в Rn по­
строить асимптотическое многообразие первого приближения 
9Л, для которого г=гЗ#. Опишем этот способ. 

Пусть (ti,. .. ,tm-h)—гладкое локальное сечение расслое­
ния (т—k) -реперов в г, трансзерсальных к Г" ; пусть открытое 
множество VczT — область определения этого локального сече­
ния. На многообразии М-= UX R"1-'1 введем квадратичную дис­
сипацию Э c'N(®) = UX{0} (см. п. 3.2) и определим т-мерную 
квазикарту (S, г) в О с помощью формулы 

•> Если г — распределение комплексных т-мерных плоскостей на й-мер-
ном вещественном многообразии Г, вложенном в вещественное многообразие 
А' размерности ^ т , то трансверсалышм .к Г s-репером в г мы называем 
набор (у,т.,. . . ,т8), где у£Т, а х\,...,%„— векторы из г(у), линейно незави­
симые в факторпространстве г (у)/-Т-Г. Если s=m—к,- то векторы ть . . . 
. . . , Та вместе с -Т-Г порождают г (у). 
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m—k 

z (y, V, . . . , A:'""*) = V + 2 Xhj (y), yeU. (12-3) 

Условия, которым должна удовлетворять ©-асимптотическая 
функция z по определению квазикарты, разумеется, выполнены: 
оценка мнимой части z следует из того, что функция D(y, х) = 
-=|x|2 является представителем квадратичной диссипации ©, 
а значит, x-> = 0(<$1/2); с-регулярность z в точках N(35) следует 
из трансверсальности векторов Tj(y) подмногообразию Г. 

Всевозможные квазикарты вида (12.3) 1-согласованы. Это до 
статочно проверить ДЛЯ двух квизикарт вида (12.3), отвечающих 
одному и тому же U и различным сечениям над U расслоения 
(т — А)-реперов в г, трансверсальных к Г, при этом можно счи­
тать, что в U имеются глобальные координаты а/. Пусть наряду 
с (T1(v), . . .,<z%lk) рассматривается гладко зависящий от yQU 
набор линейно независимых в г(у)1сТуТ комплексных векторов 
(хг(у), .. .>Tm-fe(Y))» лежащих в г (у). Полагая z(y, x) = y + 

m—k 

-{-JjjX'tjiy), найдем такую ©-асимптотическую замену перемен-

НЫХ т , ЧТО 

1=--т.г + 0(©). (12.4) 
Мы будем искать х в виде CT*S(F, О) и пользоваться для про­

верки соотношения (12.4) следующим критерием, специфическим 
для квадратичной диссипации, который легко устанавливается 
с помощью тейлоровского разложения по координатам, ВЫВОДЯ­
ЩИМ из N (Si): 

Если © — квадратичная диссипация, то ©-асимптотические 
функции z и z совпадают с точностью до 0(©) тогда и только 
тогда, когда 

2к(©)—г|лт(£) (12.5) 

и для любого векторного поля | 

sz |.v(j)) = i.z|yv(g_))> (12.6) 
причем в силу (12.5) для векторных полей | , касающихся N (©), 
(12.6) всегда выполнено. 

Обозначим .-.--=o*s(E, О). При этом условие (12.5) выполнено 
автоматически. Итак, достаточно подобрать F' и О так, чтобы 
(12.6) ВЫПОЛНЯЛОСЬ для векторных полей Е-—.-/, у — 1,. . . , tn — k. 
Имеем: 

m 
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откуда 

dz dz 
дх1 дх т+2 

i =0 

? dz 
IF за1 dFl 

дх1 

dz 
dxJ ЛЧ£)) ',+2£r 

1=1 

dxJ 

dGl 

+ 0(Э , / 2), 

dxJ дх1 
x=0 

(12.7> 

Мы должны подобрать F и Q так, чтобы правая часть (12.7)-
равнялась т-. В качестве F, без ограничения общности, можно 
взять координаты на UXRm_ft: 

Fi _ / а ' П Р И - < i < ^ > 
t ~~\xi'h при £ + l < i < w . 

(12.8) 

Далее, из (12.7) видно, что, без ограничения общности, можно. 
взять О аффинным по х; с учетом требования G —F-—0 (ЗУ'2) 
пишем: 

G- = 

а ; + 2 а ^ ПРИ -<£<••%, 

m-k (12.9) 

{sum} bl
s
 кXs при H K k f f l . 

Если взять F и О согласно (12.8), (12.9), то правая часть (12.7) 
примет вид 

к -, k 
,дУ 2-/S.+Z-/ •л 

откуда видно, что нужно взять в качестве a/(Y)» b'j(y) коэффи­
циенты разложения вектора Xj по базису •-----, . . . , - ~ р t i , . . . 
. . . ,T m _ f t в г (у). При этом с-регулярность G вытекает из того, что= 

матрица (blj) неособая, а это обеспечивается требованием транс­
версальности репера (у, хг(у), ..., хтЧ{ (у)) к Г. 

Итак, мы построили по паре (Г, г) асимптотическое многооб­
разие первого приближения 5Ш — 2Я(Г, г). При этом fjsi(y) по. 
построению порождается касательным пространством ГТГ и: 
элементами (т—k) -репера в г, трансверсального Г, т. е. совпа­
дает с г {у). 

12.4. Хотя асимптотическое многообразие не снабжается. 
какой-либо диссипацией, имеет смысл говорить об асимптоти­
ческом многообразии 2Л (произвольного приближения) с квад­
ратичной диссипацией.' 

О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что 2К—асимптотичес­
кое многообразие с квадратичной диссипацией, если его носи-
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таль является гладким подмногообразием и Ш имеет квазиат-
.лас, состоящий из квазикарт с квадратичной диссипацией 
(в этом случае диссипация в любой квазикарте асимптотичес­
кого многообразия квадратична). 

12.5. Т е о р е м а . Каждое m-мерное асимптотическое много­
образие первого приближения SH с квадратичной диссипацией 
имеет вид Т1 (Г, г) (см. п. 12.3).. 

Таким образом, имеется взаимно однозначное соответствие 
между множеством /.-мерных подмногообразий в R" с m-мер-
иьш комплексным ростком и множеством m-мерных асимптоти­
ческих многообразий первого приближения в С" с квадратич­
ной диссипацией и /г-мерным носителем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать, что для каж­
дой достаточно малой квазикарты (S, z) m-мерного асимптоти­
ческого многообразия Ш с квадратичной диссипацией, имеюще­
го /г-мерньш носитель, найдется 1-согласованная с ней квази-
карта вида (S/, г'), где 2>' — квадратичная диссипация на 
z(N(&)) xKm-hczN(®') = z(N(®)), a 

т—к 

ДЛЯ некоторого гладкого сечения (тг, . . . , tm_ft) расслоения 
(m--k)-penepOB в /•да|л,(£)')г трансверсальных к /./(ЗУ). Если 
квазикарта (£>, z) достаточно мала, то диффеоморфизм 
zN,^>):N(^)-^-N (©') можно расширить до некоторого диффео­
морфизма a::M->.V(©')XRm'hi где M — окрестность множества 
N ф)- Без ограничения общности можем считать, что а —тож­
дественное отображение. 

Разлагая z по степеням х, получаем; 
т—к 

~--+2-~'£ дх> + 0(£>). 

дг 
Так что z•' — 2 = 0(Э) , если положить ^/ — — j -

дг 
А--0 

дг Остается заметить, что векторы ------- (у, 0), . . . , дх,пл (Ч> 0) 

вместе с базисными векторами --— (-у, 0), . . . , —— (у, 0) касатель­
ного пространства 7W(£>)Y порождают cTyffl (а-'—координаты на 
М(Щ). Ш 

12.6, Будем говорить, что ЯЛ — эволюционирующее асимпто­
тическое многообразие s-ro приближения со стационарной дис­
сипацией, если эволюционирующее асимптотическое многообра­
зие s-го приближения Ш1 имеет квазиатлас, состоящий из квази­
карт со стационарной диссипацией. 

Мы знаем, что для стационарной эволюционирующей дис­
сипации S) .©-асимптотические функции однозначно определя­
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ютея семейством своих мгновенных значений. Ясно, что анало­
гичное утверждение неверно для эволюционирующих асимпто­
тических многообразий: эволюционирующее асимптотическое 
многообразие iD? со стационарной диссипацией Не определяется 
однозначно своими мгновенными состояниями Ш1. Это связано 
с тем, что семейство 9Л' не дает информации о траекториях на 
носителе Ш, определенных структурой эволюционирующего 
асимптотического многообразия. 

Будем для краткости называть эволюционирующее асимп­
тотическое многообразие (s-ro приближения) со стационарной 
диссипацией, квадратичной при фиксированном времени, эво­
люционирующим асимптотическим многообразием с квадра­
тичной диссипацией. Мы покажем, что эволюционирующее 
асимптотическое многообразие первого приближения с квадра­
тичной диссипацией однозначно определяется своими мгновен­
ными состояниями и траекториями. 

О п р е д е л е н и е . Эволюционирующим комплексным рост­
ком. называется тройка семейств ({Г'}, {г'}, {Ф/,г}> t-З^о, ii). 
t'£[t, ti), где Г' —гладкое подмногообразие в R", Ф/.-у.Г'--»-
-> Т1 ' — диффеоморфизмы (операторы перехода), удовлетворяющие 
условиям 

Ф/,«—id, Фг,гоФм.=-.Ф. |Г 

и гладко зависящие от t, t', a r' — гладко зависящий от вре­
мени t комплексный росток на Г'. 

Пусть 5Ш — эволюционирующее асимптотическое многообра­
зие первого приближения с квадратичной диссипацией. Поста­
вим в соответствии WI эволюционирующий комплексный росток 

где Г ^ —- носитель асимптотического многообразия первого 
приближения 9Я-, а Ф*,г — сдвиг за время от t до V вдоль 
траекторий на носителе 371, порожденных структурой асимпто­
тического многообразия первого приближения. 

Т е о р е м а . Соответствие .ЭД.-.-.йд--. является биекцией мно­
жества всех эволюционирующих асимптотических многообразий 
первого приближения с квадратичной диссипацией на множество 
всех эволюционирующих комплексных ростков. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1) По произвольному эволюциони­
рующему комплексному ростку М = ({Т1}, {г1}, {Ф-v}) построим 
такое эволюционирующее асимптотическое многообразие Ш% 
с квадратичной диссипацией, что Ш = Ж^. Именно, по заданному 
на некотором промежутке Т=-[т0, т,) гладко зависящему от 
времени гладкому сечению х\, . . . , t' k над Ui = %0,tU'1'' 
(UXo — область в Гт°) расслоения (п.— А)-реперов в г', транс-
нереальных к Г- (пг — размерность слоя в г', /е — размерность 
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Г'). строим эволюционирующую в промежутке Т квазикарту 
(£>, г), определенную на многообразии UT-X R!?-*. взяв в ка­
честве Э квадратичную диссипацию на UXo X Rx ~k c -V (®) —-
= Uz° X {0} и ПОЛОЖИВ 

m—k 

z (v. x, г)--=ФТо,. (у) + 2 X-t' (ФТо,, (7)). 

Рассуждая так же, как и в п. 12.3, убеждаемся в 1-согласован­
ности построенных описанным выше способом эволюционирую­
щих квазикарт. 

2) Убеждаемся в том, что отображения -№-•*$!---,-. и 5?.->Ш1^ 
взаимно обратны, рассуждая так же, как при доказательстве 
теоремы 12.5. Именно, взяв эволюционирующую в промежутке 
Т = [t0 ti) квазикарту А -=•(£>, .г) эволюционирующего асимпто­
тического многообразия первого приближения £Ш с квадратичной 
диссипацией, определенную на многообразии N (©) xRm_ft, имеем: 

m—k 

z(m,x,t) = z(m,t)+y.xt1^r(m,0tt) + O{®). 
JTQ дх> 

. С ПОМОЩЬЮ диффеоморфизма а: N (£>) X Я"1'" Х Т -*• 2То (-V ( э)) X 
ХКт"*ХТ» индуцированного диффеоморфизмом .г-« многообра­
зия N {%>) в носитель Шх°, переходим от - Л . к 1-согласованной. 
с ней эволюционирующей квазикарте Л —•(©', г'), где ©' — ста­
ционарная квадратичная диссипация с нуль-многообразием 
zx°(N(&))X0czt°(N {&)XRm-"), и z' имеет вид 

m—k 

г' (y,x, 0 = ФХ<>< ( v ) + 2 ^ ' t ; (<РХо,. (у)), 
У - О 

если Фт0,<— операторы перехода для .Я-,-.-, и т^ (.г (яг, 0, t)) = 
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