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ОБ АЛЬТЕРНАТИВНЫХ И ЛЕЙБНИЦЕВЫХ 
АЛГЕБРАХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

В настоящее время известно большое число работ, посвященных опреде­
лению произведений распределений. Обзор некоторых из них дан в [1] и [2]. 
Во многих случаях (см. [2]— [5]) используются-предположения о согласуемое™ 
произведения с различными аксиомами. Например, требуется ассоциативность, 
согласуемость с различными группами преобразований, лейбницевость. Пред­
ставляется интересным изучить, какие ограничения накладывают наиболее 
употребительные аксиомы на произведение распределений, не налагая кроме 
этих ограничений никаких других условий. ... 

Данная работа преставляет собой продолжение работы [6]. Напомним 
некоторые определения. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть Я—линейное подпространство пространства , 
распределений Л. Шварца ГУ (R). Произведением на Е будем называть функ­
цию р:ЕХЕ-*Е, определяющую на Е структуру мультипликативного груп­
поида (см. [7]), связанную законами дистрибутивности со сложением. 

' В работе [6] были описаны все произведения на Е= span \Ь{к~Х)(х), Рх~п; 
k, ti^N) (здесь и далее span обозначает линейную оболочку, т. е. множество 
конечных линейных комбинаций), удовлетворяющие следующим аксиомам. 

.А1 {локализация). Пусть 2 — открытое множество и з / ? . Е с л и / | е = / ' , 
В \а = S'' / ' • S' — регулярные распределения и р. (/, g) = h, то f'g' = h |B, где 
произведение понимается в обычном смысле. ; 

А2 (однородность). Произведение двух однородных распределений явля­
ется однородным распределением, степень однородности которого является 
суммой степеней однородности слагаемых. 

A3 (ассоциативность). Произведение распределений ассоциативно, т. е. 
V / , g, h^E i * И / , g),-A) = t i( / , (i(g, A)). 

A4 (лейбницевость). Для любых/, g£ E справедлива формула 

Dv(/, g) = HD/, g) + K/. Dg). 
Данная работа посвящена присоединению к полученным в [6] кольцам 

распределений х, s(x) = sgnjc и 1п|л:|. При этом, для того чтобы задача 
имела решение, A3 приходится заменять на 

A3' (альтернативность). Любое подкольцо кольца Е, порожденное двумя 
элементами, удовлетворяет A3. 

Легко видеть, что Е= span {§(k~l) (x), Px~"; k, n£N} порождено распреде­
лениями Ь(х) и Рх~\ т. е. все произведения, описанные в [61, удовлетворяют 
аксиомам А1, А2, A3', А4. 

Далее мы везде будем писать fg вместо р.(/, g) для сокращения записи. 
В §§ 1 и 2 нами будет доказано, что для любого произведения на 
£=span{8(ft~1)(-«), Рх~", хт, ЫЦх), е(х); q, k\ n, m£N), удовлетворяющего 
А1, А2, A3, А4, справедливы формулы 8<"¥m) == 0, Рх-пРх~т = Рх~п-т (п, т = 
= 0, 1, 2,...). Исходя из аксиом, вычислим в § 3 те произведения распределе­
ний из span •{8(*~1) (-*)'. Px~a, xm, e; k, n, m£N}, которые не были вычислены 
в [6]. В § 4 мы вычислим произведения, содержащие ln|jc|. 

1.1. Произведения вида ео(">- Рассмотрим подкольцо Е, порожденное 5 и е. 
Из А1 и А2 следует, что 

е 2 = 1 , (1) s5 = c8, 3s = flf8, ' ' (2) 

где с, d —• некоторые постоянные. Дифференцируя (1) и применяя А4, получим 
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xmiw(x) = x(x:..(xiw)...): 

c--d. (3) 
С другой стороны, из A3 следует 8 = гЧ.— е (е8) = 8е2 = (8s) e, откуда с2 —d2 = 1„ 
Для определенности положим 

c=—d=\ (соответственно = —1). (4) 
Далее из A3 имеем (Se)8 = 8(s8), откуда с учетом (4) получим, что 

82(х) = 0. (5) 
В [6] показано, что в этом случае для любого произведения на Д 

8W(x)8<m>(x) = 0. • •• ' , (6) 
Дифференцируя (2), с учетом (4) и (6) получим • 

6&<Л> (х) = - 8<"> (х) е = 8<я> (х) (соответственно = - 8<я> (х)). (7) 
Непосредственно проверяется, что произведение, определяемое на span {8(п-1)(х), 
s; n^N\ формулами (1), (6), (7), будет удовлетворять аксиомам А1 — А4. 

2.1. Произведения вида хтЪ(п) (х). Рассмотрим подкольца Д, порожденные 
х и 8 й ( 4 А1 и А2 влекут х8 = 0. Дифференцируя это равенство п раз и при­
меняя А4, получим 

хЪМ(х) = '-.пЪ<а^>(х) (я = 1, 2,...).' ' (8) 
Отсюда и из A3 имеем (п, да = 0, 1, 2,...) 

•(_- l)m «L.aO»-'»)^), n >да; 
V ; . ( л - / и ) ! V " (9) 

О, я К т. 
2.2. Произведения вида хт&. Из А1 и А2 следует, что xme = exm и совпа­

дает с поточечным произведением хт и е как локально интегрируемых функций. 
2.3. Произведения вида хтРх~п. Из А1 и А2 Следует, что хРх~1 = \. 

Дифференцируя STO равенство п раз, с применением А4 получим хРх~" = 
= Рх_ л + 1 (га=1, 2,...). Тогда* из A3 имеем '(я, да = 0, 1, 2,...) 

хтЯх-" = х(х...(хЯх-")...) = ( Р ^ ~ Л + т ^ < П ) ; (Ю) 
[х+т "(да > га). 

Из (9) и (10) следует, что произведения вида хт8(л) и хтРх~"" однозначно 
определяются из аксиом А1 и А2, A3, А4 без использования каких-либо дру­
гих предположений. 

2.4. Рх~пРх~т = Рх~п~т. Рассмотрим подкольцо Д порожденное х и Рх~х. 
Из А1 и А2 следует . 

Рх~\Рх-х = Рх~г + dS' (х), . • (И) 
где с? —- некоторая постоянная. Из A3 и (9), (11) имеем 

- " Px-l={xPx-x)Px-l=x{Px-2+ dl') = Px~l -db. : 
Следовательно, d = 0. В этом случае согласно результатам [6] для любого 
произведения на Д удовлетворяющего А1 — А4, имеем Рх~пРх~т = Рх~п~т. 

У т в е р ж д е н и е 1. Не существует произведения на Д удовлетворяю­
щего А1, А2, A3', А4, для которого бы подкольцо, порожденное распределе­
ниями х, ;8 и Рх~1, было ассоциативным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость утверждения показывает пример 
Л. Шварца 18]: 8 = (Рх~хХ)Ь фРх~1 (хЬ) = 0. Заметим, что мы не требовали 
согласуемости с умножением на мультипликаторы. 

3.1. Произведения вида Ъ{п)(х)Рх~т. Рассмотрим подкольцо Д кольца Д, 
порожденное распределениями 8(х) и Рх~1. Все возможные произведения на Д 
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удовлетворяющие А1 — А4, были описаны в [6]. Принимая во внимание (6) 
и (11), получим из результатов [6], что для остальных произведений возможны 
два случая: 

п+т—1 

(а) Рх-~тЬ(-п-1\{х) = Ь^~1^х)Рх-т = (~\)т Y\ —1—Г 5(n+m~I) (JC) 
ft=n 

(л, /я = 1, 2,...), 
I П + т—1 

.(б) Лс-т8<л-1>(л:)=.(-1Г f ] L_8('J+m-1)(x), 5^-I)(x)Px-m = 0 (12) 

• (n, ni'=l, 2,...) 
n+m—1 

(соответственно 8<«-.1i(;c)Pjc-'i, = ( - l ) m П TTT8 ( я + т ~ 1 ) И' , Px-m^-1)(x)=0 
• * • * & + « — 1 

(я, m = l , 2,...)), 
где й — произвольная постоянная =£ О, — 1 , —2,... 

3.2. Произведения вида гРх~п. Рассмотрим подкольцо кольца Е, порож­
денное s и Рх~1. Под произведениями гРх~п и Рх~пе будем понимать некото­
рые регуляризации функций гх~п и х~\ определенные поточечно в R— {0}. 
Из А1 и А2 имеем ' 

Px-h^sPx-1 +cb(x). (13 
Рассмотрим случай (а). Дифференцируя (13) п раз и применяя А4, получим 

рх-п~Ч = вРх~"-1 + {~1)"с Ь^(х) •(« = 0, 1, 2, ...)• 

С другой стороны, из A3 имеем " . 

еРх~2 --Ь' (х) = (Px-tyРх~1 = Рх'1 (гРх~1) = гРх~* — cV (х) + - §' (х), Ь b 
откуда (2/6 — 1)с = 0. Следовательно, либо £,= 2 и с — произвольное число, 
либо с = Ь, а & —произвольное чиСло (ЬфО, — 1 , —2,...). 

В случае (б) из А1 и А2 следует, что 
Px-n~h = zPx-n-1+ спЪ(п){х) (я = 0, 1, 2,...), (14) 

где с„ — некоторые постоянные. Из A3 имеем гРх~^п"щ~г + с„§(п) (х) Рх~т~х — 
= (PJC-"-^) Рх~т~1 = Рх-"-1 (еРх-т-1) = sPx-"-m-2 + c„+m+18("+m+1) (х) (л, т = 
= 0, 1, 2,...), откуда 

я+ог+1 

ИЛИ 
н + т + 1 . ' я ' 

^ ш . ' П (& + *-1)- ' ( -1Г + 1 с я П(* + *^1)- .'(15) 

Общим решением (15) будет v 

c«-(-vn«Y\~v (16) 

где а —некоторая постоянная. Далее из (12), (14J и (16) следует, что 
Рх~п~хь — еРх -" -1 = aPx~*S(x) (я = 0, 1, 2,...). Дифференцируя эти равенства 

М-530 
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с применением А4 и приравнивая подобные, получим уравнение, связывающее 
а и b:a(b — 1) = — 2. Вместе с (14)и (16) это влечет 

л 

рх-п-1в = вРх-"-1 + ( - l)"-'2 Y] — 8(л) (Л). (17) 
ft=0 & + £—1 

3.3. Выводи. Пусть 6 ' — множество всех произведений на span {8(fe-1) (х), 
Рх~п хт, s(x); k, п, m£N}, удовлетворяющих аксиомам Al, А2, A3, А4. Для 
любого произведения из 6' 

Ь<-п\(х)Ъ^(х) = 0, s2 = l, 
sg(") (х) = _ g(») (х) е = &<») (х) (= - 8(л> (А:)), 

Рх~пРх~т = Рх-"-т, ' 
vnYrn „л+т „л , е я 

;tfflS<"> (Л) = (л — т)\ 
О, я<от, 

^ ^ - ^ ( ^ " " ^ « > . « ; 
Um~", я<от(я , от=1, 2,...). 

Результаты перемножения распределений 8(л)(х) и Рх~т, Рх~т и s(x) 
(я, т — 1 = 0 , 1, 2,...) зависят от выбора произведений из 6'. Возможны три 
случая: 

п+т—1 

{а) Рх-тЬ^1){х) = Ь(п-'){х)Рх-щ = {-\)т \ \ - §C+m-') (*), 

Рх-те = еРх-т (я, от=1, 2,...), 
где & —произвольная постоянная (Ь^О, — 1 , —2,...), задание которой опре­
деляет некоторое произведение из б'; 

(б) Рх-тЬ{п^Нх) = Ъ^Чх)Рх'т = ( - IVя 2!_§("+™-1)(х) 

Рх~тг = вРх-"1 + ( ~ 1 Г " ' С - SC"-') (JC) (ОТ, Л = 1, 2,...), (т— 1 ) ! v / v >. . • > /• 

где с — произвольная постоянная, задание которой определяет некоторое про­
изведение из 6', Сужение этих произведений на span {8("-,)(JC), Px~", n£N} 
совпадает с сужением на это же пространство произведения, введенного в [3|; 

п+т—Х 

(в) Лс-т8<л-1)(л:)=(-ДГ' П * _ Ъ(п*т~Х)(х), Ып-1Цх)Рх-т = 0 
b + k-l 

(соответственно V-*^ {x) Px~m = ( - \)т |~|, }'-_#n+m-V(x), 

Px"mS(""l>(x) = 0], . 

та—1 

Рх-тв^&Рх-т + ( - l)m2 f [ —~—-8(m-x)(x) (я, от- 1, 2,...) 
=о 
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> т—1 

(соответственно Рх-тг = гРх~т - ( - 1)ш2 ["] *_ S^"1' (х)) , 

где Ъ — произвольная постоянная (Ь=^\, О, — 1 , —2,...), задание которой 
определяет некоторое произведение из 6'. Выполнение всех аксиом проверя­
ется непосредственно. 

Д о п о л н е н и е 1.0 выборе регуляризации для произведения sPx~l. Регу­
ляризацией произведения еЯх-1 будем называть распределение, сужение кото­
рого на /?—{0} совпадает с произведением s и х~', к§к локально; интегри-j 
руемых в R— {0} функций. Легко видеть, что любые две регуляризации /отли­
чаются только на распределение с носителем в точке. Регуляризация гдля 
гРх~т получается из регуляризации для гРх~1 дифференцированием с приме­
нением А4. Рассмотрим регуляризацию (см. [9], [10])г 

еРх-1 = | X Г 1 = - — lnz + In (—Z) 

Она не согласуется с действием группы преобразований растяжения R па 
поточечное произведение обычных функций. В самом 'деле, — г(х)Рх_1 = 

t 
= P(tx) ls(tx)=fc\tx\ ' = — \х\ Ь(х). Легко видеть, что это рассог­
ласование не может быть скомпенсировано вычитанием распределений (и даже 
гиперфункций) с носителями в нуле, т. е. оно имеет место для всех регуля­
ризации. Следовательно, при замене переменных может произойти переход 
от одной регуляризации к другой. Аналогично обстоит дело с произведением 
8(х)1п|х|. 

4.1. Произведения вида 8(n)(x)ln|x|, е(х)1п|х|. Из А1 и А2:8(х)1п|х| = 
= а8(х), In | х 18 (x) = db (x), где а и d — произвольные постоянные. Дифферен­
цируя эти соотношения п + 1 раз, получим с учетом А4 

п - • • - , 

8("+i)(x)ln|x| = ( a + ^ ^ ) 8 ( ' l + 1 ) ( x ) , , .'./•. (18) 
k=Q • • " . • : ' • • ' • " • . 

I 
Я 

ln |x |8<"+ 1>(x)=Yd+V^WB + 1 ) (x) . (19) 
ft=0 

Из А1 и А2 следует • также, что ln|x|'s«= sln |x | . Дифференцируя последнее 
равенство, получим в случаях (а) и (б) п. 3.3 

сЬ (х) = гРх~1 - Px'h = 2 (In | х 18 (х) - 8 (х) In | x |) = 2 (d - a) 8 (х). (20) 
Следовательно, с = 2 (d — а) и согласно п. 3.3 при Ь=£2 имеем d—a, а при £ = 2 
а и d~ произвольные с = 2{d — а). В случае (в), дифференцируя ln |x | s = 
= е In | х |, получим 

-— 8 (х) = гРх~1 - Ях-'е = 2 (hi | х | 8 (х) - 8 (х) In | х |) = 2 (d - а) 8 (х), 

откуда d = а + 1/(Ь •— 1). Формулы (1.8) и (19) в этом случае примут вид 
п 

'Ь^(х)1п\х\ = \а+^-^-Аъ^{х), (180 
fc=0 

In|х|5(л+1)(х) = (а + 1/(£ - 1)) §("+1)(х) (п = 0, 1, 2,...). (19') 
У т в е р ж д е н и е 2. Не существует произведения на Е, удовлетворяю­

щего А1, А2, A3, А4, для которого бы, подкольцо, порожденное распределе­
ниями х, 8(л)(х), 1п|х| (п = 0,1, 2,...), было ассоциативным. 
2* 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Справедливость утверждения показывает пример: 

аЬ (х) =* 8 (*) In | л |.= f хП~Ч{П} {х) \п\х \] ф. *"~ '—(SW(^)lnUI)-' \ (-l)"-'n! 7 (— l)"-ln\ v w • i/ 

- ( a + Srb) 8 W -
4.2. Произведения вида xmln\x\, Px~nln\x\. Из Al и А2 x m ln |x | совпа­

дает с поточечным произведением хт и 1п|л| как локально интегрируемых 
функций. Из А1 и А2 также следует, что Рх~х \n\x\ = lnl^lP-xT1 + я8(л)« 
Дифференцируя п раз и применяя А4, получим 

Рх-"-хЫ\х\ = Ы\х\Рх-п-х+ {^¥-hb{n\x) (я = 0, 1, 2,.,.). (21) 
• • . . . л ! 

У т в е р ж д е н и е 3. Не существует произведения на Е, удовлетворяю­
щего А1, А2, A3, А4, для которого бы подкольцо, порожденное распределе­
ниями Рх~", Ь(т~1){х), \n\x\ {п, т, = 1 , 2,...), было ассоциативным: 

л—1 , п 

(а + £ ^ ) § ( л ) ( х ) = 8<«>(х)in\хf= ((— 1)ЯГ1<* + * — 2)Р*_"8.(*) ) I n I x I ^ 

п 

Ф (•- о* П ( f + * - ! ) Рх~" (8 (*)ln i х I) -а§(л) (*)• 
Из этого утверждения и A3 с учетом (21) следует 

Рх7п\п\х\ = 1п\х\Рх-п ( я = 1 , 2,...). (22) 
4.3. Выводы. Пусть 6 —множество всех произведений на span {8(*~1)(л:), 

Рх~"хт,е(х), Ы\х\, k, п, т, £N}', удовлетворяющих аксиомам А1, А2, A3, А4. 
Для любого произведения из 6 ' 

§(">(-0 s(m) (*) = (), e 2 = = l j 

г И (х) = - §("> (х) г = §<") (х) ( = - §W (*)), 
Рх~пРх~т = Рх~п~т хпхт• = v"+™ 

л"г = елп, л"1п|л|=1п|л:|хп , ,, 

' ;cm8<">(;c)=JK"-«)I-
I 0, пКт, 

Px-" ln |x | = lnU|Px-B , eln|Jc|.= ln|jc|e (я, да = 0, '1, 2,„.). 
Результаты перемножения распределений §(л)(лг) и Я^~т , РлГ т и е, Ь(п) и 1п|х| 
зависят от выбора произведения из 6. Возможны три случая: 

, - • п+т—1 

(а) рх-тЪ{п-1) (х) = ЗС-" (*) Рх"от = ( - l)m f ] L _ 8(»+*-i) (*), 

Рх~тг = гРлГга, In I х \ 8 (JC) == 8 (х) In | JC | = аЪ (х), 

file:///n/x/
file:///n/x/
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л - 1 

In \х\ 5(я>(л) == 8<w)(ж) In| х | = (а + V -~~] 5(и)(х) (я, т = 1, 2,...), 

где а и 6 — произвольные постоянные (Ь Ф 0, — 1, —2,...), задание которых 
определяет некоторое произведение из 6; 

* • • • , ' • 

(б) Рх-тЬ(п~1)(х)^1(п-1)(х)Рх-т = {-\)^ ^—8^+m-1)(x), 
5(л + от)! 

Р х ^ г *= sPx"""1 + ( ~ 1 У " ~ ' 2 ( Д ~ Ю 8 ( m -° (x), 
(m— 1)! 

8 (x)In | x | = a§ (x), In | x 18 (x) = db (x), 
n 

Ъ^ (x) In |x I = (a + J ] ̂ ) §(n) (*), 
ft=0 

n 

ln|x|8(")(^) = ^ + J ] ^ 8 ( " ) ( x ) («, от = 1, 2,...), 

где and — произвольные постоянные, задание которых определяет некото­
рое произведение из б;1 

п+т-\ . 
(в) Axrnt"-» (Х) _ (_ !)« Т~| 1 8(»+«-1) ( х ) ) 8(«-i) (Х) р Л -т = о 

> + k— 1 
А=я 

я+m—1 (соответственно 8("-l)(jc)Pjc-OT = ( - i r П - ^ ^ ' " - ^ ( х ) , 
fc=n 

. Pjc~m8("-1)(x) = 0], 

ln|x|8<n-l)(x) = (a-f ——W"-')^), 8(x)ln|x| = a8(x), b-rl) 
Я . - . 1 

. 8<я) (x) In UI = (a + j } ^ ) 8<я) (x) (я, /n = 1, 2,...) 

(соответственно 8(я+1) (x) In | x | = (a + - ~ ) S'"""1' (*), In | x | 8 (x) = a8 (x), 
' Л - 1 • : , 

In I x 18<»> (x) = (a + J ] ^ ) 8<л) (x)), ; 

где a и 6 — произвольные постоянные (b=f=\, 0, — 1 , — 2,...), задание кото­
рых определяет некоторое произведение из 6. Выполнение всех аксиом про­
веряется непосредственно. 

Д о п о л н е н и е 2. О произведении гиперфункций. Известно (см.'[11]), 
что для любых наборов чисел ап, Ьп (<г = 0, 1,' 2,...), удовлетворяющих усло­
виям lim Y\ ап Itt! = О- Hm i"/| bn \ n\ = 0, определены гиперфункции J£ a„8(n)(x), 

H-»0O /J-»00 n — Q 

2 ^ " P x " 1 £#(#) , где £(Р) —пространство гиперфункций М. Сато на R. 
• п = 0 . 

Пусть 
£ = span 2 a«s(n) (*).'• 2 hDkPx~\ a (x), In | x |, e (x)l, 



22 ' М. К.- Коршунов 

где а(х) — произвольная целая функция. Ё будет подпространством В(R). По­
лученные выше формулы для произведений распределений позволяют есте-

л 
ственным образом определять произведение гиперфункций из Е формальным 
перемножением соответствующих рядов распределений или ряда на распреде­
ление. Нужно только проверить, что выполняются условия на рост коэффи­
циентов. Например, * 

о о . •• о о . Я — 1 

In | * | Щ ^ ( в \ ( * ) ) = $]«»(« '+ J-L-)8<»>(*)? где limV\JJiti=0. 

При достаточно больших k имеем 0 < 1/(6 + £ )< k, поэтому 
п-\ 

fin 
lim 
И-»оо 

« + £ 1 

Ю> ib + k) 
/ « . = 0. 

Следовательно^ lim " 1 / \ап\п\ 
tt — ca 

а+У—1 
U (6 + + *) 

—0, что и требовалось доказать. 

Остальные случаи рассматриваются аналогично. 
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Поступила 

г. Свердловск 10 IV 1978 
Л : 

А: А. Васильев. Кратная интерполяция и аппроксимация сплайнами произвольного дефекта 

(аннотация^статьи, принятой к печати) ...'..:' 
В данной'заметке рассматриваются полиномиальные сплайны S степени г с фиксирован­

ными узлами tj и с дефектами ?kj ; в узлах tj, / £\: т. Для сплайнов этого класса рассматри­
вается неполная интерполяционная задача с кратными узлами. Установлены необходимые 
и достаточные условия, которые нужно наложить на расположение узлов интерполирования, 
чтобы интерполяционная задача была разрешима при любых правых частях. Далее рассматри­
вается задача равномерного приближения непрерывной функции с ограничениями интерполя­
ционного типа. Сформулировано условие непустоты ограничивающего множества, получено 
необходимое и достаточное условие в альтернансной форме для сплайна наилучшего прибли­
жения.. (Работа поступила в журнал „Математика" 11 I 1979.) 


