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Для каждой точки P скатерти обозначим через ( )f P , ( )g P
и ( )h P  соответственно точки, симметричные ей относительно
одной из двух линий, соединяющих середины противополож-
ных сторон скатерти, второй такой линии и той ее диагонали,
при перегибе через которую видимая площадь пятен стано-
вится равна 1S . Пусть ( )k P  – точка, симметричная точке P
относительно второй диагонали скатерти. Тогда ( )( )h k P  и

( )( )f g P  совпадают с точкой, симметричной точке P относи-

тельно центра скатерти. Поэтому точки ( )k P  и ( )( )( )h f g P
также совпадают.

Предположим, что 1
2

3

S
S < . Тогда площадь множества всех

точек Q, для которых ( )P g Q=  и Q покрыты пятнами, рав-

на ( )1
2

2
3

S
S S− > . Аналогично, площадь множества всех то-

чек Q, для которых Q и ( )R f Q=  покрыты пятнами, равна

( )1
2

2
3

S
S S− > . Тогда площадь множества тех точек Q, для

которых одновременно выполнены оба условия, должна быть

больше чем 
2 2

3 3 3

S S S
S+ − = . Значит, и площадь множества

всех точек P, для которых P и ( ) ( )( )R f Q f g P= =  покры-

ты пятнами, больше чем 
3

S
.

Аналогично, площадь множества всех точек P, для которых P

и ( ) ( )( )( )T h R h f g P= =  покрыты пятнами, больше нуля.

С другой стороны, T =

( )( )( ) ( )h f g P k P= = . Из условия

следует, что площадь множества
тех точек P, для которых P и

( )k P  покрыты пятнами, равна 0 –
противоречие.
Пример расположения пятен, где

1 2

3

S

S
= , показан на рисунке 9. Сто-

роны квадратной скатерти разделе-
ны отмеченными на них точками на 6 равных частей.
5. а) 324.
Пусть k – простое число и

( )2
0 1 2 1 1 0

p
p p p k

n n n k n k n k n n n n−= + + + … + = …

– k-ичное представление числа n. Покажем, что

( ) ( )( ) ( )0 1, 1 1 1pS n k n n n= + + … + . Из этого факта вытекает
ответ в пункте а) и доказательство пункта б).
Скажем, что два многочлена ( )nP t  и ( )nQ t  с целыми коэф-
фициентами сравнимы по модулю k, если сравнимы по моду-
лю k (т.е. дают одинаковый остаток при делении на k) все их
коэффициенты при одинаковых степенях. Обозначать это бу-

дем так: ( ) ( )
( )k

n nP t Q t= . Очевидно, что

1) если ( ) ( )
( )k

n nP t Q t=  и ( ) ( )
( )k

n nT t S t= , то ( ) ( )
( )k

n nP t T t =

( ) ( )
( )k

n nQ t S t= ;

2) если p – простое число, то m
pC  делится на p при любом

1, ,m p= … − 1 и m
lC  не делится на p при любом l < p,

0, ,m l= … .
В дальнейшем k – простое число. Нетрудно показать по ин-
дукции, что для любого m выполнено равенство

( )
( )

1 1
m mkk kt t+ = + .

Теперь докажем основное утверждение индукцией по числу
разрядов в k-ичной записи числа n. Если 0 1n k≤ ≤ − , ут-
верждение очевидно. Пусть оно верно, если n представимо в

виде 2 1
0 1 2 1 , 0 1p

p in n n k n k n k n k−
−= + + + … + ≤ ≤ − .

Рассмотрим число  2 1
0 1 2 1

p p
p pN n n k n k n k n k−

−= + + + … + + =
= p

pn n k+ , 1 1pn k≤ ≤ − . Имеем

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 1

p p p p
n nkN n k n kt t t t t+ = + + = + + =

( )
0

1
p

p

p

n
nj k j

n
j

C t t
=

= +∑ .

Ни один из коэффициентов 
p

j
nC  не делится на k и (в силу

того, что pn k< ) у многочленов ( )1
p nk jt t +  при разных j

нет одинаковых степеней t. Поэтому число коэффициентов
многочлена ( )1 N

t + , которые не делятся на k, равно числу
таких коэффициентов у ( )1 n

t + , умноженному на 1pn + , что
и требовалось.
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ИЗБРАННЫЕ ЗАДАЧИ МОСКОВСКОЙ
ФИЗИЧЕСКОЙ ОЛИМПИАДЫ

ПЕРВЫЙ ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ ТУР

7 класс

1. t = 120 c. 2. 1,125 км.s =
3. Через 1,2 мин или через 6 мин. 4. 38500 кг м .ρ =

8 класс

1. l = 6 км. 2. l = 30 см. 3. m = 400 г, V = 100 мл.
4. Растает не весь лед, уровень воды понизится приблизи-
тельно на 4,6 мм.

9 класс

1. =p 1 м сv  (при малых х приведенный в условии график

приближенно совпадает с прямой  у = 2х), 
20,02 м с .a =

2. A 63 кг,m =  л 2700 кг.m =  3. B 8t =  мин.
4. 12 (после двух последовательных отражений угол между
лучом и вертикалью увеличивается на ϕ2 14= ∞ ).

10 класс

1. 
( )

( )

 µ α + µ α β = ± + µ
 + µ + µ 

2

cos sin
arccos arctg

1

g

a g
, 1 45β ≈ ° ,

2 34β ≈ − °  (сила направлена вниз под углом к горизонту, но

при этом заклинивания бруска не происходит).

2. max 10 смx ≈ . 3. 
( ) ( )

0
в

0 н1

gV
F

gH p p

ρ
=

+ ρ −
.

4. 
( )ρ + λ

= + ≈ °
ρ − ρ
л в

в
в л

10
70 C

27 10

t c
t t . 5. = ≈ 43 мВт

qU
P

t
.

11 класс

1. 0
32

10,6 кДж
7

Q RT= ν ≈  (газ получает тепло на линейном

участке цикла от точки 1 до точки 3, в которой объем состав-

ляет 5 минимальных объемов, а давление – 3 минимальных
давлений).

2. 
2

E v

B
= ; вектор E

ur
 направлен перпендикулярно плоскости

рисунка, вектор B
ur

 лежит в плоскости рисунка и составляет

со скоростью электрона угол 45°  или 135° .
3. 2 1,41n > ≈ .

ВТОРОЙ ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ ТУР

8 класс

1. п 14,5 м с 52,2 км чv = = , l = 100 м.
2. 80%η = . 3. m = 18 г. 4. t = 24 с.

9 класс

1. 3

9M
M m

a g
M m

−
=

+
, 

−
= − = −

+
3

3 3
9m M

M m
a a g

M m
.
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Рис. 12

0,01 рад 0,5ª ∞ . Пока расстояние от стены до зеркальца
мало, размытие краев зайчика, связанное со смещением этих
изображений, также невелико: например, в 20 см от стены
оно составляет примерно 0,01 0,2 м 0,002 м 2 мм◊ = = , и фор-
ма зайчика похожа на форму зеркальца. В данном случае
зайчик был квадратным со стороной d = 5 см, значит, зер-
кальце размером 5 7¥  см располагалось под некоторым уг-
лом к лучу света. От каждой точки зеркальца в сторону сте-
ны идет отраженный конический пучок света с угловой шири-
ной ϕ 0,01ª  рад. На большом расстоянии L от стены диа-
метр ϕD Lª  светового кружка значительно превышает раз-
меры зеркальца, так что область перекрытия этих кружков на
стене становится гораздо больше их смещения d из-за сдвига
оснований этих конусов в пределах зеркальца. Таким обра-
зом, в результате на стене получается зайчик в виде светлого
круга диаметром порядка D, окруженный размытым более
слабо освещенным кольцом шириной, примерно равной d. По

условию, ϕ0,1 0,1d D L< ª , откуда > ≈
ϕ

50 м
0,1

d
L .

2. 1m  – любое (от 1m  зависит только «быстрота» вставания

игрушки), 1
2

1 2

150 г
r

m M
r r

< =
+

.

3. общ
3

4
R R= ; см. рис.10.

10 класс

1. = = 26
1,2 м с

49
a g .

2. ( )1 2
1

arctg tg tg
2

 α = α ± α 
 

 (знак «+» соответствует слу-

чаю, когда стержни скрепляют так, что их более тяжелые ча-
сти оказываются с одной стороны, знак «–» соответствует
противоположному случаю).

3. общ
2

3
R R= ; см. рис.11.

4. max 02v v=  при 0 1v v<  и 2 2
max 0 0 1v v v v= − −  при 0 1v v> ,

где 
2

1
02

q
v

md
=

πε
; см. рис.12.

11 класс

1. 1 2

2
2

arccos
1

R

l

 µ µ α = −
 + µ 

– 
2
2

1
arccos 54,6

1
≈ °

+ µ
.

2. в 1,87 0,02ν ≈ ±  моль,

a 0,97 0,01ν ≈ ±   моль (график
зависимости давления р в сис-
теме от температуры Т состоит
из двух линейных участков

νap RT V=  и (νap = +
)νв RT V+  и располагающе-

гося между ними участка гра-
фика ( )нp p T= , представляю-
щего собой зависимость давле-
ния насыщенных паров воды
от температуры).
3. 1) Х = 31,5 см; 2) m = 40 г;
3) 18 мДжE ≈ ;
4) 0,84 0,05 cT ≈ ± .
4. Эффект связан с тем, что
Солнце не является точечным
источником света. Форма зай-
чика повторяет форму зер-
кальца для каждой из светя-
щихся точек cолнечного дис-
ка, но все эти изображения на-
кладываются друг на друга,
поскольку лучи от разных то-
чек Солнца идут под разными
малыми углами в пределах

Рис. 10


