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ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА С КРАТНЫМИ

ХАРАКТЕРИСТИКАМИ В НЕОГРАНИЧЕННОЙ
ОБЛАСТИ

В данной работе доказывается однозначная разрешимость кра-
евой задачи для уравнения третьего порядка с кратными харак-
теристиками в неограниченной области. Единственность решения
доказывается методом от противного, а существование методом
разделения переменных (методом Фурье).

В области D = {(x, y) : 0 < x <∞, 0 < y < b} рассматривает-
ся уравнение

uxxx − uyy + µu = 0, (1)

которое при µ = 0 рассматривалось во многих работах. Среди
последних работ в данном направлении отметим работу [1], где
доказана однозначная разрешимость первой краевой задачи для
уравнения (1) при µ = 0 в неограниченных областях.

Для уравнения (1) рассмотрим следующую задачу.
Задача А. Требуется найти регулярное в области D решение

уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям

uy(x, 0) = u(x, b) = 0, 0 < x <∞, (2)

u(0, y) = ϕ(y), 0 < y < b, (3)
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lim
x→+∞

u(x, y) = lim
x→+∞

ux(x, y) = 0, (4)

где ϕ(y) ∈ C1[0, b], причём выполнено условие согласования ϕ′(0) =
= ϕ(b) = 0.

Теорема. Пусть µ > 0. Тогда задача А имеет единственное
решение.

Доказательство. Предположим, что задача А имеет два раз-
личных решения u1(x, y) и u2(x, y). Тогда их разность u (x, y) =
= u1 (x, y) − u2 (x, y) будет решением соответствующей однород-
ной задачи. Имеет место тождество

u(uxxx − uyy + µu) =
∂

∂x

(
uux − u2

x

2

)
− ∂

∂y
(uuy) + u2

y + µu2. (5)

Интегрируя тождество (5) по области Dεd = {(x, y) : ε < x <
d, 0 < y < b}, будем иметь равенство

b∫

0

[
u (d, y) uxx (d, y) − u(ε, y)uxx(ε, y)−

− u2
x(d, y)

2
+
u2

x(ε, y)

2

]
dy+

+

d∫

ε

[
u (x, 0) uy (x, 0) − u (x, b) uy (x, b)

]
dx+

+

∫∫

Dεd

[
u2

y + µu2
]
dxdy = 0. (6)

Переходя в (6) к пределу при ε → 0, d → +∞, получим, что
Dεd → D. С учётом однородных краевых условий из (6) имеем

1

2

b∫

0

u2
x (0, y) dy +

∫∫

D

[
u2

y + µu2
]
dxdy = 0.

Последнее равенство может иметь место только в том случае, ко-
гда ux(0, y) = 0, uy(x, y) = 0, u(x, y) = 0. Следовательно, спра-
ведливо равенство u1(x, y) = u2(x, y), т. е. задача А имеет только
одно решение.
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Докажем теперь существование решения задачи А. Будем ис-
кать решение уравнения (1), удовлетворяющее краевым условиям
(2)–(4) и представимое в виде произведения

u(x, y) = X(x)Y (y). (7)

Подставляя (7) в уравнение (1) и, разделяя переменные, полу-
чим

X ′′′

X
+ µ =

Y ′′

Y
= −λ,

откуда для определения искомых функцийX и Y приходим к обык-
новенным дифференциальным уравнениям вида

Y ′′ + λY = 0, Y (y) 6= 0, (8)

X ′′′ + (λ+ µ)X = 0, X(x) 6= 0. (9)

Условия (2) при этом принимают вид

Y ′(0) = Y (b) = 0. (10)

Собственные значения задачи (8) с условиями (10) имеют вид

λn =
(π(2n + 1)

2b

)2
, n = 0, 1, . . . ,

а собственными функциями указанной задачи будут функции

Yn(y) = C cos
(π(2n + 1)

2b

)
y. (11)

Общее решение уравнения (9) при этом можно записать в виде

Xn(x) = C1 exp(−knx) + C2 exp
(knx

2

)
cos
(√3knx

2

)
+

+ C3 exp
(knx

2

)
sin
(√3knx

2

)
,

где kn = 3
√
λn + µ; C1, C2, C3 — произвольные константы.

Из условий (4) следует, что

lim
x→+∞

X(x) = lim
x→+∞

X ′(x) = 0,
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и для регулярности решения u(x, y) необходимо положить C2 =
= C3 = 0. Тогда

Xn(x) = C1 exp(−knx). (12)

Подставляя найденные значения функций Xn(x) и Yn(y) из
(12) и (11), соответственно, в формулу (7) находим частные реше-
ния уравнения (1):

un(x, y) = Cn exp(−knx) cos
(π(2n+ 1)

2b
y
)
, n = 0, 1, . . . .

В силу линейности и однородности уравнения (1), сумма част-
ных решений

u(x, y) =

∞∑

n=0

CnCn exp(−knx) cos
(π(2n + 1)

2b
y
)
, (13)

где Cn — произвольные постоянные, будет являться также реше-
нием уравнения (1), и удовлетворять условиям (2). Для вычисле-
ния значений Cn воспользуемся граничным условием (3). Допу-
стим, что функцию ϕ(y) можно разложить в ряд Фурье по коси-
нусам на отрезке [0; b]:

ϕ(y) =

∞∑

n=0

ϕn cos
(π(2n + 1)

2b
y
)
, y ∈ [0; b],

где

ϕ0 =
2

b

b∫

0

ϕ(y) dy,

ϕk =
1

b

b∫

0

ϕ(y) cos
(π(2k + 1)

2 b
y
)
dy, k = 1, 2, . . . .

Тогда из условия (3) имеем

u(0, y) =
∞∑

n=0

Cn cos
(π(2n + 1)

2b
y
)

=
∞∑

n=0

ϕn cos
(π(2n+ 1)

2b
y
)
,
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откуда

∞∑

n=0

(
Cn − ϕn

)
cos
(π(2n + 1)

2b
y
)

= 0 или Cn = ϕn,

где ϕn, (n = 0, 1, . . . ) — коэффициенты Фурье функции ϕ(y), зна-
чения которых приведены выше.

Подставляя найденные значения коэффициентов Cn в общее
решение (13), находим решение задачи А в виде

u(x, y) =
1

b

b∫

0

{
2 +

∞∑

n=1

exp(−knx) cos
(π(2n + 1)

2b
y
)
×

× cos
(π(2n+ 1)

2b
η
)}

ϕ(η) dη. (14)

Докажем теперь, что ряд (14) сходится равномерно и, что его
можно дифференцировать три раза по x и два раза по y при лю-
бом y > y > 0.

Действительно, справедливы оценки
∣∣∣∣
∂3un

∂x3

∣∣∣∣ 6 |Cn| k3
n exp(−knx),

∣∣∣∣
∂2un

∂y2

∣∣∣∣ 6 |Cn|λn exp(−knx). (15)

Пусть функция ϕ(y) ограничена некоторым числом M , т. е.
при y > y > 0 имеет место неравенство |ϕ(y)|<M . Тогда |Cn|<2M ,
и оценки (15) можно переписать в следующем виде:

∣∣∣∣
∂3un

∂x3

∣∣∣∣ < 2Mk3
n exp(−knx),

∣∣∣∣
∂2un

∂y2

∣∣∣∣ < 2Mλn exp(−knx).

Равномерная сходимость рядов

2M

∞∑

n=0

k3
n exp(−knx) и 2M

∞∑

n=0

λn exp(−knx)

устанавливается с помощью признака Даламбера. Полученное ре-
шение будет непрерывным. Действительно, данное утверждение
вытекает из равномерной сходимости ряда (13) и того факта, что
ϕ(y) ∈ C1[0, b], причём выполнено условие согласования ϕ′(0) =
= ϕ(b) = 0. �
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И РАСЧËТ НЕСТАЦИОНАРНЫХ
ТЕПЛОВЫХ ПОЛЕЙ ОТ ЗАГЛУБЛËННОГО

ТЕПЛОИЗОЛИРОВАННОГО ТРУБОПРОВОДА

Введение. В настоящее время методы неразрушающего кон-
троля, основанные на реакции материалов на тепловое воздей-
ствие, а также измерении лучистой энергии, излучаемой какими-
либо поверхностями, приобретают все большее значение. К зада-
чам такого рода относятся и задачи диагностики состояния ма-
гистральных трубопроводов, в частности, определение возмож-
ных областей повреждения теплоизоляции трубопровода и тре-
щин. Как правило, интересует целостность трубопровода, а так-
же общая изношенность его оболочки. Также важной задачей
является обнаружение утечки или несанкционированной врезки.
Для такой диагностики осуществляется съёмка тепловых полей на
дневной поверхности, находящейся над трубопроводом [1]. Обыч-
но съёмка осуществляется с вертолёта с помощью тепловизора
(современные тепловизоры имеют разрешимость до сотых долей
градуса), позволяющего выделить на дневной поверхности неод-
нородности тепловых полей. Основными достоинствами теплово-
го контроля являются высокая безопасность работы, незначитель-
ные эксплуатационные затраты, недорогое техническое обслужи-
вание, низкие инспекционные расходы. Сравнение с идеальной мо-
делью рассеивания тепла позволяет определить все отклонения
температуры, важные для режимов эксплуатации. Таким обра-
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