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СМЕШАН НО-КОНТАКТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

1. Постановка задачи. В открытом множестве D с кусочно-гладкой 
границей Г рассмотрим эллиптическую систему второго порядка 

д2и д2и д2и л / 1 Ч - Я 2 - — а\—^-=0 ( 1 ) 
ду дхду дх1 

с действительными кусочно-постоянными в D IX/-матричными коэффи­
циентами. Под кусочно-постоянной в D функцией я понимается функция, 
с о х р а н я ю щ а я постоянное значение a (Do) в к а ж д о й (связной) подобласти 
Do^D. 

Условимся 2 / Х 2 / - м а т р и ц ы х представлять в 2 Х 2 - б л о ч н о м виде, 
о б о з н а ч а я ее соответствующие элементы X(K,R), г = = 1 , 2 . С системой 
( 1 ) с в я ж е м 2 / Х 2 / - м а т р и ц у а с блочными элементами Я ( ц ) = 0, а^2)=1, 

0 ( 2 0 = Яг , г=1, 2. Корни vi , ... , v/, vi, ... , V / характеристического уравне­
ния det (г2 — a2z — ct\) = 0, соответствующего ( 1 ) , являются собствен­
ными значениями матрицы а, причем их кратности совпадают. Условие 
эллиптичности системы означает , что эти корни не л е ж а т на действи­
тельной прямой. Д л я определенности считаем, что I m v / > 0 , / = 1 , . . . , / . 
Заметим, что семейство (v y ) , как и все связанные с а величины, явля ­
ется кусочно-постоянным в D. 

Обозначим 
b-lab = d\ag ( / , / ) , 7 = v + / 0 , (2) 

ж о р д а н о в у нормальную форму матрицы а. Здесь v = ( v A - / ) /

l , Jo состав­
лено из нильпотентных клеток Ж о р д а н а , в пределах которых v* не 
зависят от /. В блочной форме первое равенство может быть переписано 
как (b~~lab)(kr) = 0, кфг, (b~lab)(u)= (b~lab)(22) = J. Матрицу b можно 
подчинить дополнительному условию B(k,2) = b(k\), k=l,2. 

Пусть действительная локально-постоянная в D 2 / Х 2 / - м а т р и ц а d 
с в я з а н а с коэффициентами системы ( 1 ) соотношениями 

d(\2)d\ —d{2\), ^ ( 1 2 ) Я 2 = ^ ( 2 2 ) —d(ll). (3) 

Н а з о в е м заданную в D / -вектор-функцию v (х, у) d -сопряженной к решению 
и(х, у) системы ( 1 ) , если V v = dV и; здесь и ниже используются обозна­
чения Vu= ( ( V t t ) i , ( V w ) 2 ) , ( V a b = ~ ~ ^ ~ ' ( V ^ 2 = ~ f ^ ~ * С о г л а с н о 

[ 1 , 2 ] , существование такой функции v(x, у) обеспечивается условием 
(3 ) , при этом для некоторого решения U канонической системы 

A U ( 4 ) ду дх 

справедливы представления 

(Vu)k = RebmU'y (vv)k = Re (db)(kl)U\ 
(5) 

дх 

В проинтегрированном виде 

w = Re х)и, v = Re {db) (n)U + const (6) 

П о определению кусочно-гладкая к р и в а я F = dD может быть пред­
ставлена в виде объединения семейства (Г/) гладких дуг, которые по-
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парно могут пересекаться лишь по своим концам. Точки т, являющиеся 
концами одной или нескольких дуг Г/, назовем узлами Г, множество 
всех узлов обозначим F. Запишем семейство (Г/) в виде трех семейств: 

( Г , , , ) ? ! , , ( Г ц ,)7= 1» ( Г Л / ) 7 * , . (7) 

Кусочно-гладкие кривые, полученные объединением дуг соответствую­
щих семейств, обозначим Г ь Гц, Тк. Случай, когда одно (или два) из 
этих трех множеств пусто, не исключается. При этом предполагается, 
что D лежит по одну сторону от Г^Гц и по обе стороны от Гк. Дуги, 
составляющие Г^Гц, ориентируются так, чтобы D оставалось слева, 
дуги кривой Г/с ориентируются произвольно. В соответствии с этим для 
заданной в D функции и(х,у) можно говорить о граничных значениях 
и+ на Г 1 U Гц и и± на Гк. 

Пусть заданы две действительные /-вектор-функции ф на Г ^ Г * и i|) 
на Гц U Г/с из классов 

ф' ,ф€=# ц ,х_ь 0 < А , < 1 ; (8) 

здесь и ниже штрих означает дифференцирование по длине дуги на 
T\F (в соответствии с принятой ориентацией Г). Относительно определе­
ния пространства Н^х функций, заданных на Г или Z), см. [1]. 

Смешанно-контактная задача заключается в отыскании решения и 
системы (1) и з класса { V и ^ Н ^ х-\(D; F)}, 0 < А , < 1 , по краевым 
условиям 

ы+ = ф на Г ь ( y + ) ' = \|) на Гц, 

и+ — и~ = (р, (rj+ —v~)' = ty на Г/с, 

где v(x, у) — d-сопряженная к и(х,у) функция. 
Задачи такого типа возникают, например, в плоской теории упругости 

[3]. При Гц = Г / с = 0 получаем задачу Дирихле (первую краевую за­
дачу), а при Ti = Г/с = 0 — задачу типа Неймана (вторую краевую 
задачу). При Г 1 = Г ц = 0 множество D совпадает с дополнением к Г 
на всей плоскости и (9) является аналогом задачи линейного сопряжения. 

Если множество D не ограничено и, следовательно, содержит некото­
рую окрестность бесконечно удаленной точки оо, то Vw дополнительно 
подчиняется оценке | ( V " ) (*, у) I < c o n s t (х2-\-у2) ~ 1 в этой окрестности. 

Условие У и е Я ц д - ь 0 < А , < 1 , накладывает определенные ограни­
чения на предельные значения в узлах т кусочно-непрерывной функции 
Ф в правой части (9). Чтобы описать эти ограничения, рассмотрим 
различные возможные комбинации краевых условий (9) вблизи узлов. 
При достаточно малом е > 0 пересечение Df\{z\ |т — z | < e , T ^ F ) рас­
падается на m связных компонент S i , . . . , S m , которые назовем кри­
волинейными секторами. Эти сектора имеют своими вершинами узлы, 
а их боковыми сторонами служат соответствующие отрезки дуг, составля­
ющих Г. Ясно, что понимать под раствором 9/ сектора S/. Заметим, что 

m = ш\ + гпп + 2тк. (10) 

Заменяя в предыдущем определении D на D = D[]TK, аналогичным 
образом получим семейство криволинейных секторов S/, 1 < / < т . Каж­
дое Sj составлено из некоторого числа секторов Si с общей вершиной, 
последовательно примыкающих друг к другу по общим боковым сторонам. 
Возможны четыре типа (Х)у где X пробегает символы I, И, I—II и /С, 
секторов Sj. 

Пусть т — вершина сектора Sj. Пересечение замыкания S/ с Г со­
стоит из некоторого числа дуг f j , . . . , fr с общим концом т. Возможны 
два случая: либо Sj совпадает с кругом {\z — т | < е } , либо S, является 
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сектором в обычном смысле. В первом случае Sj отнесем к типу ( / ( ) , 
так как на всех дугах f s з аняты только последние д в а (контактных) 
условия ( 9 ) . Во втором случае г > 2 и две из дуг f s являются боковыми 
сторонами Sj, пусть это будет Г ь Г 2 . Н а дугах Г/, / > 3 , заняты контактные 
условия ( 9 ) , а на к а ж д о й из дуг f b Г 2 — одно из первых двух краевых 
условий (9 ) . В зависимости от выбора этих условий и определяются 
три остальных типа ( I ) , ( I I ) и ( I — I I ) сектора Sj. Д л я сектора S / типа 
(X) удобно з а п и с а т ь т а к ж е Полученные четыре множества 
определяют разбиение множества номеров { 1 , . . . , т } . Число элементов 
множества {X} обозначим пх. Л е г к о видеть, что справедливы соотношения 

2т\ = 2п\ + Mi _ ц , 2/Пц = 2пи + i i - n - (11) 

Условие согласования , которому д о л ж н а удовлетворять п р а в а я часть 
Ф в ( 9 ) , касается секторов S / типа ( I ) или (К). В этом случае к а ж д а я 
из дуг f s содержится в области определения F I U I V функции ф. Условие 
согласования состоит в соотношении 

t ± Ф ( Т ; Г 5 ) = 0 , (12) 
S — I 

где ф(т, f s ) — предельное значение ф в точке т по дуге f s и выбирается 
знак + ( — ) , если дуга Т s выходит из т (входит в т) в соответствии с 
принятой ориентацией Г. Д л я доказательства заметим, что соотношение 
(12) инвариантно относительно выбора ориентации на Г. Поэтому ее 
м о ж н о выбрать так , чтобы все знаки в (12) были одинаковыми. Тогда 
это соотношение проверяется непосредственно исходя из ( 9 ) . 

2 . Критерий нётеровости. Исследование з а д а ч и (9) основывается на 
результатах [4] относительно общей контактной з а д а ч и Р и м а н а . В со­
ответствии с этим границу F = dD подчиним принятым в [4] условиям: 
составляющие Г дуги Г/ не образуют в у злах точек в о з в р а т а и п р и н а д л е ж а т 
классу Я } 1 1 , j u i < p , i < l (класс гладкости дуги определяется по отно­
шению к ее п а р а м е т р и з а ц и и ) . Д л я удобства напомним еще некоторые 
построения [ 5 ] . 

Все дуги (7) занумеруем единым образом, в зяв третье семейство 
( I Y /) в двух экземплярах . Тогда , согласно (10 ) , получим т дуг Г ь ... , Г ш . 
Выберем семейство прилегающих подобластей D / ^ D , / = 1 , . . . , / л , так , 
чтобы Di(]Dj=0 при 4 = 7 ^ / и Г П З Д - = Г/. Обозначим через G разбиение 
множества {1, ... , т } н а о д н о э л е м е н т н ы е ) / } , Г ^ Г ^ Г п , и двухэлементные 
{ / , / } , Г/ = Г ; ^ Г / ( , подмножества . Двухэлементные подмножества упо­
рядочим, считая , что Di л е ж и т слева , a Dj — с п ра ва от Г; = ГУ. Тогда 
с учетом принятой ориентации Г ^ Г ц сигнатура е определяется условиями 
ei = 1 д л я {/} и в/ = 1, в/ = — 1 д л я {/, / } . 

Боковые стороны всех секторов Sj занумеруем единым образом 
Г(1), . . . , Г ( 2 т ) , считая , что Г( 2 /-1), Г(2о являются окрестностями соответ­
ственно левого и правого концов дуги Г г , / = 1, ... , т. Сектору Sj соответ­
ствует пара номеров P j = {k, г } , где Г(*>, Г ( г ) — боковые стороны 5 / . 
Согласно п. 1, сектор Si составлен из некоторых секторов 5 / , соответ­
ственно пусть Pi означает множество , образованное парами Р/. В резуль­
тате получаем разбиение Р множества { 1 , . . . , 2 т } , причем разбиение 
Р== (pj)T — измельчение Р. Кроме того, введем разбиение G на одно-
и двухэлементные подмножества , индуцированное G. Именно элементам 
{/} и {/,/} разбиения G соответствуют элементы ( 2 / — 1 } , {2/} и ( 2 / — 1 , 
2 / — 1 } , {2/, 2/} разбиения G. Эквивалентное определение: G составлено 
из элементов {/г}, Г ^ ^ Г ^ Г ц и{&, г } , T{k) = i\r)<^YK, Отсюда, в частности, 
видно, что G т а к ж е я в л я е т с я измельчением Р. 
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Исходя из кусочно-постоянных в D матриц b , d, фигурирующих 
в ( 5 ) , ( 6 ) , введем кусочно-постоянную на Г матрицу с, имеющую по­
рядок / на Г1U Гц и 21 на ГКу п о л а г а я 

с = Ь$х) на Г ь c = ( d b ) $ { ) на Г„, 

C(ii) = 6(ii> C(2\)=(db){u)i c { [ 2 ) = — b { u > c{22)= — ( d b ) { l l ) на Гк, 

где черта означает комплексное сопряжение . З а д а ч у (9) отнесем к нор­
мальному типу, если 

det сФ0 всюду на Г. (14) 

Символом с удобно т а к ж е обозначать т Х т - м а т р и ц у (с//)Г с элементами 

си = с\г„ Г,с=Г,1)Г ,ь 

ciki=c{k,r)\r, Г/ = Г / 4 е Г к , (15) 

k, г = 1 , 2 , е / ( = 1, e i e = - l , 

dj = 0 в остальных случаях . 

В предположении (14) введем д а л е е 2 т Х 2 т - м а т р и ц у c=(Ckr)2m с 
элементами 

C2i-l,2j-\ = (C~lc)ih 

_ , - (!Ь) 
C2i,2j= (С lC)ih 

Скг = 0 в остальных случаях . 

Очевидно, матрица с блочно-диагональна относительно разбиения G, 
а матрица с — относительно разбиения G и, значит, р а з б и е н и я Р. 

Аналогично [4] введем / X / - м а т р и ц у - ф у н к ц и ю £>/(£) (с поправкой на 
кусочно-постоянные коэффициенты системы ( 1 ) ) . Именно пусть Г ^ и 
Г(Г) — боковые стороны сектора Sj с вершиной т/. Пусть qk и </г — комп­
лексные числа, геометрически представляющие собой единичные ка­
сательные векторы в точке т/ к дугам Г ^ и Г(Г> соответственно. П а р у 
Pj = ky г упорядочим, считая , что поворот от qk к <7Г внутри сектора 
Sj осуществляется по часовой стрелке. Пусть J(Sj) — з н а ч е н и е фигури­
рующей в (2) кусочно-постоянной матрицы / в секторе Sj. 

Обозначим qk(J) = R e q k + ( Im qk) / ( S / ) , и пусть qr(J) имеет анало­
гичный смысл. Тогда по определению 

Vj(Q=[qk(J)q7l(J)]\ Pj=^~ry (17) 

где степенная функция фиксируется ветвью 0 < a r g z ^ 2 j i ; аргумента . 
Остановимся на структуре матрицы-функции V j ( Q подробнее. В соответ­
ствии с разложением / ( S / ) = v + /o матрицы / ( S / ) на диагональную 
и нильпотентные части имеем qk{l)q,Г1 ( / ) =qk(v)q~l (v) + / 1 , где 
q k (v) — д и а г о н а л ь н а я матрица с элементами qk (v s ) = Re + v s Im q ^ 
5 = 1 , ... , /, вдоль диагонали , a /1 — нильпотентная треугольная матрица . 
Поэтому по определению функции от матриц [6] 

Vj(Z) = [qk(v)q7l(v)}lPj(t)- (18) 

Здесь pj(l) я в л я е т с я многочленом степени не выше г — 1 , где г — макси­
мальный порядок входящих в / клеток Ж о р д а н а , причем, к а к и / Х / - м а т -
рица> pj треугольна и все ее элементы на главной диагонали равны 1. 
В частности, d e t p 7 = 1 и р~{ имеет тот ж е вид, что и pj. Ясно т а к ж е , что 
pj коммутирует с / . О б р а т и м с я к первому множителю в (18 ) . М а т р и ц а 
qn(v)(j7l (v) д и а г о н а л ь н а с элементами qk(vs)q7 ( v «) вдоль диагонали , 
s = l , . . . , / . В силу принятого порядка элементов пары Pj аргумент 
a r g [qk(vs)q7l ( v s ) ] совпадает с раствором сектора S / ( v s ) , я в л я ю щ е г о с я 
образом Sj при аффинном преобразовании x-\-iy-+x-\-vsy комплексной 
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плоскости. В частности, когда раствор сектора S; равен 2л, то Цк = Цг и 
первый множитель в (18) равен ехр (2ш'£) (поскольку 0 < a r g z < 2 r c в 
определении степенной ф у н к ц и и ) . 

Введем теперь 2 т Х 2 т - м а т р и ц у v=(vkr)2m с элементами 

Vkr=Vh Vrk = V ~ \ k,r = Ph 

/ = 1 , . . . , m ; (19) 

Vkr = 0 в остальных случаях . 

З д е с ь и н и ж е используется обозначение х (£ ) = * ( £ ) , где черта в пра­
вой части означает комплексное сопряжение . 

П о определению м а т р и ц а v блочно-диагональна относительно раз ­
биения Р и, значит, относительно Р. 

Рассмотрим 2 т Х 2 т - м а т р и ц у v-\-c, которую назовем концевым сим­
волом з а д а ч и ( 9 ) . Она блочно-диагональна относительно р а з б и е н и я 
Р, и аналогично [4] введем целочисленную функцию — х а р а к т е ­
ристику нулей det (5 + с ) ( £ , Р , ) , j = l, . . . , т. 

Отметим попутно, что, согласно (16 ) , ( 19 ) , с =с~\ v =v~\ и по­
этому д л я x=v-\-c получаем соотношение x=v~lxc~l . Отсюда вытекает 
свойство симметричности s / ( £ ) = s y ( £ ) функций S/, причем величина s / (£ ) 
д л я действительных £ четна. В следующей н и ж е теореме условие нормаль­
ности (14) и характеристики 5 / целиком определяют характер нётеровости 
з а д а ч и ( 4 ) . Здесь ж е д л я удобства приведем и аналогичное [4] предло­
жение о гладкости решений задачи . 

Как обычно, нётеровость и индекс з а д а ч и понимаются по отноше­
нию к оператору R:X^ У, определяемому краевыми условиями ( 9 ) . З д е с ь 
^ — пространство всех решений uf V W E W ^ - I , системы ( 1 ) , a Y — 
пространство правых частей (ф, г|)), удовлетворяющих условиям ( 8 ) , 
(12 ) . Относительно соответствующих норм эти пространства банаховы, 
а оператор R ограничен X-+Y. 

Т е о р е м а 1. а) Задача (9) нётерова тогда и только тогда, когда 
она принадлежит к нормальному типу и 

s y ( £ ) = 0 , R e £ = MPy) , / = 1 , . . . , m . (20) 

При условии нётеровости ее индекс х дается формулой 

m г / / 1 -| 

/ = 1 0 < R e £ < M P y ) 

(21) 

где \Pj/P\ — ч и с л о пар Pi, укладывающихся в множестве Pj, величина 
k(Pj) принимает значения 1 , 2 , 0 соответственно случаям /<= {I} U {П }, 

— I I } (обозначения см. п. 1), е > 0 достаточно мало и для 
краткости положено */;(£) = d e t [(v + c) (v + 1) _ 1 ] ( t , Р,). 

в) Пусть для некоторого целого г > 0 составляющие Г дуги при­
надлежат классу НГ^{. Пусть выполнено условие нормальности (14), 
а (8) и (20) заменены более сильными условиями ф', ^ E W ^ J , А , < 8 < 1, 
и s / ( £ ) = 0 при M P / ) < R e £ < 6 ( P y ) , / = 1 , . . . , т . Тогда для любого ре­
шения и задачи Vи^НГ^ь_{. 

Д о к а з а т е л ь с т в о ч Выберем п а р а м е т р и з а ц и ю v.y: [0, 1 ] - ^ Г у дуги 
Г/ (в соответствии с принятой ее ориентацией) . М о ж н о считать, что 
Y/estfJ.IO, 1 ] , lY/'(0)l = l Y / ' ( l ) | = l И у/ = Т/ при Г1 = Г,=ГК. Д л я за ­
данной в D функции Ф обозначим через (Фоу/)7 вектор граничных 
значений, снесенный параметризацией у на (0, 1) . Более точно, пусть 
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ф о у / = ф + о у / , Г / s T i U Гц и Ф о 7 / = ф ± о у / , Г / ^ Г * , £ / = ± 1 , где к р у ж о к 
справа означает суперпозицию функций. 

Введем, далее , оператор Q, который паре (ф, г|)), фигурирующей в 
правой части ( 9 ) , ставит в соответствие m-вектор-функцию Ф = (фу)Г 
на (0, 1) по правилу 

ф / = ( ф о у г ) / , Fi^Fi или Г/^Г /с, ^ = 1 , 

ф/=17 /1^°7ь Г / ^ Г ц или Г/сгГ/с, в / = — 1. 

П р и м е н я я эту операцию к ( 9 ) , получим краевую з а д а ч у 

(Uoyi)' = y h Г /^Гг, (voyi)' = y h Г / ^ Г ц , 

(Моу,- — Uoy}) ' = ф/, ( Voyt — Voyj) ' = фу, (23) 

Г,- = Г/с=Гк, * = 1 , е / = - 1 , 

которая является частным случаем общей контактной з а д а ч и Р и м а н а 
[ 4 ] . Единственное отличие состоит в том, что коэффициенты системы 
(1) кусочно-постоянны. Р е з у л ь т а т ы [4] сохраняют свою силу и в этом 
случае, нужно только внести необходимую поправку в в ы р а ж е н и е д л я 
концевого символа , определяя у/, к а к в (18 ) . Точно так ж е матрицы йц 
в контактном условии [4] м о ж н о считать кусочно-постоянными. 

В силу (13 ) , ( 15 ) , (16) в обозначениях [ 4 ] , соответствующих з а д а ч е 
(23 ) , следует положить de — c, x = v-\-cy Е = Р. Поэтому на основании 
теоремы а) из [4] з аключаем , что условия (14 ) , (20) необходимы и 
достаточны д л я нётеровости з а д а ч и (23) , а ее индекс х дается равенством 

* = ~ I l I s/fO + ^ a r g ^ O U + l s ] . (24) 
/ = 1 0 < R e C < X ( P ; ) 

П о определению операторы /?, R з а д а ч соответственно (9 ) , (23) 
связаны равенством R = QR. Оператор Q является нётеровым, поэтому 
на основании хорошо известных свойств нётеровых операторов з а к л ю ­
чаем, что з а д а ч и (9) и (24) свойством нётеровости обладают одновре­
менно, а их индексы с в я з а н ы соотношением 

x = x + ind Q. (25) 

Оператор Q действует из пространства Y пар (ф, г|)), определяемых 
условиями ( 8 ) , ( 12 ) , в пространство Z правой части (23) , определяемое 
условиями ф . - е Я ц д ' . ! ( [ 0 , 1 ] ; 0, 1) , / = 1 , . . . , т , где А / ( 0 ) = А , 2 ; - ь Х(\) = 
= А,2/. Если Q р а с с м а т р и в а т ь на пространстве У, которое з а д а е т с я только 
условием ( 8 ) , то в этом более широком пространстве он обратим с п р а в а 
и его ядро состоит из пар (х, 0 ) , где % — кусочно-постоянный /-вектор на 
TiLir*. Ра змерность данного я д р а равна 1(т\ + тк) и эта ж е величина 
есть индекс Q как оператора f - > Z . Пространство Y выделяется из Y 
условиями (12) и его коразмерность р а в н а 1(п\-\-пк), поскольку т + пк 

есть число секторов S/, фигурирующих в (12) . Поэтому индекс Q как 
оператора Y-+Z уменьшается на 1(п\-\-пк): 

ind Q = I (nil -\- тк — rn — пк). 

Согласно ( 1 1 ) , т\ — т\\ = п\ — п\\. Отсюда с учетом (10) имеем 
2(т\-\-тк) =т-\-П\—'Пц и, следовательно, 

ind Q= (т — пх — пи — 2пк). (26) 

С другой стороны, вспоминая определение (см. п. 1) величин п(Х), 
X = l, I I , К, и пользуясь обозначениями ( 2 1 ) , получим 
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m= I \P,/P\, m + nn + 2nK= I k(Pj). (27) 
/=i /=i 

П о д с т а в л я я эти в ы р а ж е н и я в ( 2 6 ) , с учетом (24 ) , (25) приходим к 
формуле ( 21 ) . 

Что касается предположения Ь) теоремы, то оно получается при­
менением аналогичного предположения теоремы из [4] к з а д а ч е ( 23 ) . 
В одном частном случае последнее слагаемое в (21) вычисляется явно. 

Л е м м а 1. Если функция уу(£) в (21) обладает свойством четности: 
yj( — £) = cons t (//(£), c o n s t Ф О , то 

^ a r g y H £ ) | * ± ; ~ = ^ - [ I s / C O - Z I P y / P l ] , (28) 
Re£ = 0 

где г> 0 достаточно мало. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем е > 0 по условию sy (£) = О, 

0 < | R e £ | ^ e , и д л я краткости обозначим через г + величину в левой 
части (28) . Пусть г~ имеет аналогичный смысл по отношению к прямой 
R e £ = — 8 . В силу свойства четности функции */у(£) 

г+ + г " = 0 . (29) 

С другой стороны, по теореме Р у ш е 

г + - г ~ = I [ * , ( £ ) - « ? ( £ ) ] , (30) 
Re С = 0 

где s - ( £ ) — х а р а к т е р и с т и к а нулей det (i> + 1)(£; Pj). Д л я вычисления 
этой характеристики найдем с н а ч а л а в ы р а ж е н и е д л я определителя 
det ( t > + l ) ( £ ; S y ) , Si = k7r. Согласно (19) , 

(d+i)(Sj)= ( _ i . 7 ) : 
^ Vj 1 / 

Вспоминая обсуждение формулы (18) , получим 

d e t ( 5 + 1 ) (С, S y ) = П [ 1 - е х р ( 2 / 8 y ( v s ) £ ) ] . 
s = 1 

Поскольку в Sj у к л а д ы в а е т с я \Pj/P\ пар Р/, отсюда приходим к выводу, 
что при достаточно малом е > 0 функция всюду р а в н а нулю в 
полосе | R e £ | < e , з а исключением точки £ = 0, где s\f(0) = / | Pj/P\. В 
соединении с (29 ) , (30) это з а в е р ш а е т доказательство (28) . 

Применяя к з а д а ч е (23) лемму из [ 4 ] , получим аналогичное предло­
жение и д л я з а д а ч и ( 9 ) . 

Л е м м а 2. Пусть 2пгХ2пг-матрицы y=(ysr)2m и х (£ ) = ( x s r ( £ ) ) \ m 

определяются следующим образом: t / 2 ; - i , 2 y - i = # 2 / , 2 у = (се)цч /, / = 1 , . . . , т , 
ySr = 0 в остальных случаях, xsk(Z>) =ySkVj(t>)+ysr, * s r ( £ ) = * * . * ( £ ) для 
k,r = Pj, / = 1, . . . , m , s = l , . . . , 2 m . Пусть хо определяется аналогично 
no отношению ку=1. Тогда в утверждениях теоремы 1 можно v + с и v + 1 
заменить на соответственно ху хо. 

Значение этой леммы состоит в том, что в отличие от (16) определе­
ние х(£) не требует о б р а щ е н и я матрицы с, что существенно в конкрет­
ных вычислениях. 

3. Разрешимость видоизмененной задачи. Ре зультаты [4] включают 
и описание условий разрешимости з а д а ч и (23) . Последняя соответ­
ствует видоизмененной з а д а ч е ( 9 ) , которая получается добавлением 
к правой части <р кусочно-постоянной функции. Более точно, эта з а д а ч а 
состоит в отыскании пары (и, х ) , где и — решение системы ( 1 ) , V « G 

f ) , 0 < А , < 1 , а % — кусочно-постоянный на TiUrV /-вектор, 
по краевому условию 
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" + + Х = Ф на Г,, (v + ) ' = $ на Г„, 
, _ . _ ( о 1 ) 

(и^ — и ) + х = Ф» (v^ — v ) 7 = i|) на Гк. 

Как и в [4] , с этой задачей свяжем союзную однородную задачу. 
Пусть D1, ... ,Dr— связные компоненты множества D, п1 — число связ­
ных компонент границы dD1 и п = п1 -+- • • • +пг — суммарный порядок 
связности D. Аналогично [2], где роль п играет d, введем систему 
гладких простых контуров Г у ' ^ Д / = 1 , . . . , п — г, охватывающих связные 
компоненты dD, и положим D' = D\Y', Г ' =иГ- . Введем еще операцию 
x*=(xw)~l для обратимых числовых матриц х, где v означает тран­
спонирование. Пусть условия нётеровости (14), (20) задачи (9) выпол­
нены. Тогда союзная однородная задача состоит в отыскании решений 
V^H^-xiD', F) союзной к (4) системы 

dV .Г 4 ^ = 0 (32) 

(33) 

ду дх 

по краевым условиям 

Rec*K+ = cp на Г^Гп, 

Re [(c)\k,i)V^ + (c*){k2)V-]=0 на Г*, k = l,2, 

и дополнительному условию 

V+-V~ = l на Г' (34) 

с некоторым кусочно-постоянным на Г' вектором £ е с', fyVi)£ = 0, £ = 1 , 2 . 
Если D не ограничено, то к этим условиям присоединяется требование 
ограниченности функции V(x, у) в окрестности о о . 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия (14), (20). Тогда класс 
решений однородной задачи (32)—(34) конечномерен и содержится в 
# ц , _ х + е ( £ К , F) для некоторого г> 0, а видоизмененная задача (31) разре­
шима тогда и только тогда, когда выполнены условия ортогональности 

Im [ \ y'ic'V)\dt\ + \ Ц(сУ)\dt\ + \ <v'(cln)V+-Co2)V-) \dt\ + 
П Щ Г/с 

+ \^(cl2i)V+-cl22)V-)\dt\] = 0 (35) 
гк 

ко всем элементам V этого класса. 
Д о к а з а т е л ь с т в о проводится путем применения к задаче (23) 

предложения (с) теоремы из [4]. Согласно этому предложению, задача 
(23) разрешима тогда и только тогда, когда выполнены условия орто­
гональности 

m 1 ~ 

Im I \vi(diie,Voy,)=0 (36) 
/,/ = 1 0 

ко всем решениям V^H^-i системы (32), удовлетворяющим краевым 
условиям 

m ъ 

Re £ dij(Voyj) = 0 , / = 1, ... , m, (37) 

и дополнительному условию (34). Здесь de=(de)* и, как было отмечено 
при доказательстве теоремы l,de = c. Аналогично (15) от гаХт-матрицы 
de = c* перейдем к кусочно-постоянной на Г матрице, имеющей порядок 
/ на ГШ Гц и 21 на Г*. Тогда краевое условие (37) запишется в форме 
(33), а условия ортогональности (36) с учетом (22) перейдут в (35), что 
завершает доказательство. 
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Очевидно, условия (35) я в л я ю т с я необходимыми и для з а д а ч и ( 9 ) . 
Однако , как показывает с л е д у ю щ а я лемма , д л я разрешимости з а д а ч и (9) 
этих условий, вообще говоря , не достаточно. 

Л е м м а 3. Пусть р — максимальное число линейно независимых 
решений и системы (1), V " E Ь удовлетворяющих краевым условиям 

(и+)' = 0 на Г ь (1> + ) ; = 0 на Г„, 

(и+ -и~)' = (v+ - V - ) ' = 0 на Гк 

и не являющихся решениями однородной задачи (9) (когда ф = \|) = 0 ) . 
Тогда 

0 < р < р о , р0 = I (ml + тк — щ — пк), (39) 

и для разрешимости задачи (9) необходимо и достаточно добавления 
к (35) ро — р некоторых линейно независимых условий ортогональности 
на правую часть (ф, г|э). 

В частности, если кривые Г ь Гц, Гк являются попарно непересекающи­
мися контурами, то любое решение задачи (38) является решением 
однородной задачи (9), а условия (35) необходимы и достаточны для 
разрешимости неоднородной задачи (9). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через R:X^-Y и R:X-+Y опера­
торы, определяемые левыми частями соответственно (9) и (31) . Простран­
ство X я вляется расширением пространства X на l(m\-\-mK) измерений, 
если элементы последнего отождествить с парами (и, 0 ) . В определении 
Y выполнение условий согласования (12) не предполагается , поэтому 
Y является расширением Y на 1{п\-\-пк) измерений. Поэтому с учетом 
обозначения (39) индексы операторов /?, R с вязаны соотношением 
ind /? = ind /? + ро- Пусть г и k — размерности я д р а и коядра оператора 
R и пусть г и k имеют аналогичный смысл по отношению к R. Л е г к о ви­
деть, что г совпадает с числом линейно независимых решений з а д а ч и (38 ) , 
т ак что по определению г — г = р. С другой стороны, соотношение д л я 
индексов означает , что r — k = r — k + p0 или k — £ = = р 0 — р. Поскольку 
k^k и k — число линейно независимых условий ортогональности ( 3 5 ) , 
отсюда следует первое утверждение леммы. 

Пусть выполнено условие на Г ее второго утверждения . Тогда 
m{ = nu mK = nK и, значит , р 0 = 0. В силу (39) отсюда р = 0, так что 
остается воспользоваться первым утверждением. 

Отметим, что, согласно доказательству теоремы 1, величина ро совпа­
дает с правой частью (26) , поэтому с учетом (27) 

Если /€= { /С} , то \Pj/P \ > 2 . Поэтому \Pj/P\ >k(Pj) д л я всех / и, значит, 
Р о > 0 , что согласуется с неравенством (39 ) . 

Литература 

1. С о л д а т о в А. П. / / Докл. АН СССР. 1986. Т. 289, № 1. С. 800—804. 
2. С о л д а т о в А. П. / / Дифференц. уравнения. 1989. Т. 25, № 1. С. 136—144. 
3. М у с х е л и ш в и л и Н. И. Некоторые основные задачи математической теории 

упругости. М., 1986. 
4. С о л д а т о в А. П. / / Дифференц. уравнения. 1990. Т. 26. № 10. С. 1828—1830. 
5. С о л д а т о в А. П . / / Д о к л . АН СССР. 1988. Т. 299, № 1. С. 825—828 
6. М а л ь ц е в А. И. Основы линейной алгебры. М., 1970. 

Владимирский государственный педагогический Поступила в редакцию 
институт им П. И. Лебедева-Полянского 12 декабря 1988 г. 

287 


