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ОБЩ ТЕОРШ ИВТШШЩЖ Й ДВОЙСТВЕННОСТЬ 

В настоящей работе развивается двойственный подход к теорш 
интерполяции, предложенный в [2] и продолженный в [ i ] . Так как ка 
тегория банаховых пар не замкнута, относительно двойственности, ее -
тественным является рассмотрение в этой работе более общих объектов 
(пар диаграмм)*- ' -

Пусть (XecJ^^д , (̂ oC А дае совокупности банаховых про­
странств, занумерованные одним и тем же множеством кодексов А ; ' 

£ э i l - отделише топологические, векторные пространства ж б х : 
, Х . с £ » : - ^ Я А ) - непрерывные линейные' 

отображения* -
Для двух банаховых пространств & , Ч определим линей 

ное пространство X о Ц формальных конечных суш вида yXt о t^] 
( X t € X , 9 Д| еК )• Обозначим через 5~(хх ц) линейное .про­
странство всех функций ф : Ц R . • Тогда формула 

< Ф , £ ^ [ Х 1 Р ^ ] > = £ Л 1 Ф С ^ ' , У 1 ) ' 
7 i«i t=i 

задает двойственность меаду X о У и J(xxij) , причем Т(х^у)шляет­
ся алгебраически сопряженным к X о у , 

Пусть R — § (5 \U X A), - замкнутое подцространст-* 
в о T ( £ * i l ) и пусть S o i I = S ° l l | R

1 » гДе К 1 - ортого­
нальное, дополнение R в Через х о | обозначим класс эк-, 
вивалвнтности в д • , .которому принадлежит элемент х 'о у 

1Ьишр__16 Пусть X 9 У - банаховы пространства. Обозначим • 
через В (Х'ХЦ ) пространство билинейных форм на X* 1! , тогда 

X о'У | nJ - / T 4 l i \ = X ® Ч ~ тензорное произведение пространств X , 
v . V" 

ДВВВЙЕ-2- Обозначим через Т 2 ( X х Ч) пространство функций Ф •: 
£ % у 2 жнейных по второму аргументу в Фактор-пространство-
Х о U |ŷ (x*K) обозначим X © 11 и назовем правым полутен-

зорным произведением. 



Через X $ У обозначим соответственно диаграммы 

О ш ш ё Ш т Л * Семейство функций ( Т Д ^ А U £ 7 х 

С JL € ^ А ' ) назовем R -согласованным для пары диаграмм { X.У ), 
если из того* что 

С & -конечное подмножество А , t t ^ € У̂  (t = 17 п ) ^ 
следует, что 

Предложение I. Семейство функций {Т^|^ед R - согласованно 
для пары диаграмм (х 7 ¥ ) ^ тогда и только тогда, когда существу­
ет функция Т : flinUe^ Х^О (Oi U(*-*K ^^кая, что 

Т С ^ Х ^ ^ у ) = Г ^ ( Х 7 у ) Х€Х^-,у€ У^ (d£ А ) ". 

Действительно, положим 

для ^ •£ , ^ £ У( , В ' - конечное подаожество А . .-
Корректность определения функции I равносильна R -согласо­

ванности семейства функций ^гА^д 
Пусть теперь X , У • - два банаховых пространства и & : 

X — ] С » tO. : У—^.Ц -непрерывные-линейные отображения 
Определение 2. Функция t £ У(Х * У ). называется совмести -

МОЁ с (£ -согласованным семейством функций | Т ^ | ^ € д ,.если 
.существует функция Т С Т ( Х * i l ) такая, что 

T ( X i y ) = T ( e x ? u , 4 ) (i е X , у е У ) , 
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Определение 3. Четверка ( X 7 6" ? У ? U ) J _ называется R -интер­
поляционной относительно пары диаграмм (х , У ) , если для любого 
R -согласованного семейства функций [^|^ €д и любой 

совместимой с ним функции t£ Т(Х^У) . имеет место неравен 
ство 

где 
Н1Х̂  sup 

| | t | | x x y =sup 

II • = sup 

l l«l l x llVlly 

rlt^tx,y)l 

Пример 3, Пусть 

* € Х/{о} , И.€ V{o}j 

-совокупность банаховых прост 
ранств, , д - отделимые топологические векторные простран­
ства, §^ : д — > Х х , ^ : Х ^ —> S - непрерывные линейные 
отображения такие, что диаграмма 

X ~ | Д Х ^ 2r J ̂  с д ' 

коммутативна, т.е. 6^§^Х = 6j> ̂ х для всех |>7^ € А , X 
из А . _ 

Диаграмма X поровдаэт коммутативную диаграмму 

X ' ^ it. д 

Если X - банахово пространство и $ : Д —> X б : ОС-
- непрерывные линейные отображения такие, что диаграмма 



коммутативна, то тройку ( X , 8 , 6 ) назовем промежуточной для диа­
граммы X • ' 

Промежуточную тройку ( X 1 § 8 ) будем называть R _ -интерпо­
ляционной дая диаграммы X , если четверка. (Х?(э?Х^|)4) R -интер-
подавдонна для пары-диаграмм ~< 

Пример 4. Рассмотрим категорию. } ( 0 ^ |х ] * объектами кото­
рой являются коммутативные, диаграмш вида 

с фиксированными X # t , , а морфизмы отождес­
твляются с непрерывными линейными отображениями "f : д — ^ д 
кими, что диаграмма 

та-

ti 

i=1 X-

утативна» г _ i 

Рассмотрим также категорию К1 = IX J ", объектами которой 
коммутативна• 

Рассмотр 
являются коммутативные диаграммы, вида 

с фиксировании Д , {̂ г]$и. 7 {^t] t = 1 * аморфизмы отовдест-
вляются с непрерывными линейными отображениями Y : 

такими, что диаграмма ^ 

д X t 

1=1 6\ * V 
коммутативна. 

Категория К0 обладает универсальным притягивающим объектом, 
да категории-' Kt универсального отталкивающего объекта может не 
быть. Если диаграмма- $Г является одновременно универсальным цри-

••тщптащш объектом категории К0 ж универсальным отталкивающим 
объектом категории/ К1 , то мы, следуя[4] , будем называть та -
кую дааграшу X) -диаграммой.-
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При этом Д = А (X) и ]L ~ X ( X ) определяются следующим 
образом* ft 

Определим пространство П Х{ как прямое произведение repo­
ts i 

странств %i'(.' 1 = И Д ) с нормой 
•IKx^'./.xjUfJx. =maxjrxilli" u i=i 1 t=i,n 

и пространство \J как прямую сумму пространств Х^ ( i = 
1, Ti ) с нормой Ь 1 

и 

ll(x 1,...x n)|| |] x. = 2 J U J I . 

Тогда [4] , Д ' ( х ) " замкнутое пространство П Х^ да ХС Д (х ) 
г-1 

или, более точно, д ( х ) состоит из тех (X;). л £ П X • , для кото-
рых 

3* (X ) - фактор-пространство у по подпространству 

Как отмечено в [4] , тогда ( д ( х ) ) — J J x ' " и д Х ' ~ ( £ ( Х ) ) , 
где д Х ' - универсальный хфитягиважвдй объект для категории, двой­
ственной к K t , с f ^ - A f f . Х | = х | и соответствующим образом 
определенными морфизМаш, а г ^ \ x f ) --универсальный оотадююавдий 
объект для категории диаграмм, двойственной к К 0 , с д = £ , 

f) - жнтерполяционность тройш! ( х , 5 7 5 ) дая Z) -диаграммы. X 
равносильна R -интерполяционности четверки ( х ? & X 1

7 fr') для па­
ры диаграмм 



Пример 5. Пусть Х 0 , Х< - банахова пара, т ве в Х 0 f X t -
банаховы пространства, алгебраически и топологически вложенные в не­
которое отделимое векторное пространство V » £ = Х 0 + Х ^ , 
д = Х 0 П X t • Двойственным к пространству х 0 U X* будет . 
пространство Хо П x t' * а двойственным к х 0 П Х 1 - пространство 

X f

0 [j Х\ • При этом в обоих случаях двойственность задается фор -
щлой 

Обозначив черев 

А{х)^[{х01х,)£хоих, \ ]tix0\\xi х 0 = х ? x ^ - x j 

имеем,,что £ ^ ( Х о ^ Х ^ 1 изометрически изоморфно подпространс­
тву [д" ( х ) ] Х пространства х* Л х\ » состоящему 
из тех (tf0?"|f) t для которых t/0(x) = ty,(£) дал любых; ХС.Д. , 
а д 1 — (Х0 П 1|)' изометрически изоморфно фактор-пространству прос­
транства ^ У 1 ^ по подпространству [ д ^ х ) ] 1 [ 3 ] . : 

Пример 6, Пусть Х 0 9 Xi банахова пара, д = Х 0 fli X f ? 
£ = х 0 + х 1 и J | : д X i 4плотные вложения. Тогда 

[ 3 ] , Х^ $ х[ : .также образуют банахову пару и д ! = х^ + х ' 

Е - я ; и х ; 
Пусть х - промежуточное для банаховой пары Х 0 $ X, про­

странство , причем Д плотно в X * Тогда имеет место 
Дщможедие^, Если тройка ( х Д Д ) ' , где £ , t3" - вло­

жения А в ж и X в Д соответственно, R - интерпрлади -• 
онна относительно диаграммы J - | д » > £ j • • 0 f ' т о 

X линейно интерполяхщонио для банаховой пары х® » X f в клас -
сическом смысле [з]. • 

Действительно, пусть Т «~ линейны! оператор из £ X 
такой, что Т отображает Х{ в X 4 ( l - 0 ? l ) и тпахЦТ^^^ 1 * 

- . ̂  А задает билинейную форму ф -на д х ^ по формуле 

Ф ( х , у ) - < Т х ^ > Х £ Д , 1J С Д1 , 
которая в силу плотности Д в Х 0 , Х 1 и X однозначно продо­
лжается на % д г тад, что ее сужения на Х^ х х | / i = 0 , ' 1 / 
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и х х X 1 совпадают соответственно с билинейными формами .Ч\ 
Ф х , определенными равенствами 

Очевидно, что семейство форм | ф^.| \ _ 0 1 5 ( J J* д ) согласо-
и Ф х совместима с этим семейством. Поэтому из В ( D * д')-ин-вано м т х 

терполшщонности X относительно диаграммы X следует 

xHI'PJxxxS « т а х | | Ф 4 | | < - t n a x l l T I I - 4-1. 

Теорема 3„ Критерий R-интерполлционности^ 
Четверка ( х Д ? ^ ?(д)) R,«-интерполяционна относительно пары диаг -
рамм ( х ? У) тогда и только тогда, когда для любых Х6 X 1 -| £ У 

l l x | l l W s > t « ( { £ j i H „ | l x _ i H u l l ! / < i . | A i i | 

"оС€В г=1 

ft - конечное подмножество Д1 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что четверка 

( х 1 () , К ,G) ) R «-интерполяционна относительно пары диаграмм. 
Рассмотрим в £ о Л выпуклые функции 

1=1 
о о , если не существует разложения | 

в сумщг вида \ =% h\§x\ о u ) ^ l ? 



o o • f если не существует разложения, 
в сумму вида 4 ^ ~~ 

Обозначим 

ш 
и покажем, что из ^-интерполядионности четверки (Ж f б ? У ? У ) 
следат, что 

где War § - иоляры. Ш д . f соответственно в R (*<€А).. 

Пусть ф € 0 lit} ••' Тогда для лс € Х^- , ij еЧА таких, что 

, имеем 

Г<Ф-, ^ Х О о ) Л > U 1. 

функция Ф £ ft) определяет R-согласованное семей-
•ство фунвздй ( : Ф^]^" € д .по формулам. 

Для имеем 



так как 5 ^ ^ ^ е ( ^ А ) . . 

• Но тогда в силу R-интерполяционноети (Х?&?У , U)) имеем 
для -Фх('Х;.у.) такой, что 

неравенство | | Ф х | Х х ^ 4 1. . 
Для ^ € Ulx, существует разложение е = 
^ г R • - I 

= 1С А 5 [ Ц О О) l|. J такое , что 
)=1 

Отсюда следует, что 

| < Р ф 1 ~ 1 ? Л Ф ( ^ { , ^ ) К Е ! А Ц | Ф х ( х . , | ) | 4 

а значит, CD £ 
Переходя к полярам и применяя: теорему о биполяре, получаем 

Ш ^ conv U 
п • Л € А • „ R 

Так как К является алгебраически сопршсенннм к о Д, - > 
то функционалы Минковского множеств f OTiV U III А 1 -11£.рА 

j£A convUuu 
совпадают, и мы, таким образом,, имеем, переходя к функционалам Мин­
ковского, 



Обратно, пусть ( Ф<л L t д ~ ^-согласованное семейство фи­
кций и Фх € Т ( Х * У) совместима с ним, т.е. существует функция 
ф е й такая, что 

И 

Ф Ж ( Х 4 ) = Ф ( S x,CJlf)- (X i х ? у 6 У ) . 

Предположим для определенности, что 

Slipflf^lJ Xi к) 4 1 . 
Тогда для любых X i X , t| i Ц , любого £ > 0 существует 

разложение 

такое, что 

Но тогда * 

|Ф Х и , 1 | ) Ц Ф ( б * , ^ ) | = | S £ Ф ( ^ ^ , ы ^ и ) | . < 



В си,щг произвольности выбора t * SI Ф х Н хху ̂  1 • 
С л е д с т в и е 4 . .Четверка (х ,0)^ Ь(£*й) 

интерполяционна для пары диаграмм (X у Ч ) тогда и только тогда, 
когда для любых х € X • | е И • 

& конечное подмножество A j . ' _̂ 
С л е д с т в и е 5•. Четверка, ( Х г & У , (Jj -3̂  ( X х О-) -

интерполяционна для пары диаграмм ( Х 7 У ) тогда и только тогда, 
когда для лювш X £ X , U £ Ц 

Ь - конечное подмножество А']-. 
Д о к а з а т е л ь с т в о * Действительно, из теоремы 3 

следует, что ( X 7 (У? Ч (д) } ?"2 ( ^ х И ) w интерполяционна относи­
тельно пары диаграмм у ) тогда и только тогда, когда для лю­
бых х б X у у е У * 1 

Однако так как полутензорное произведение нелинейно по перво­
му сомноштелю, то равенство 

возмошо лишь в том случае, когда &^ Х ц = & Х и ™ 

Е 11. Т о г д а я о н о * ч т о 

^ 1 Г * 1 * 9 - 2 4 -



Рассмотрим теперь подпространства в ) , построенные 
следующим образом: • 

= f t J (Хд * XU) | существует ф £ R такая, что 

Для f~Ĵ  1Ш шеем 

^ 0 Ч с ( Н / ) ^ R 1 ^ (/ € А )• . 
Действительно., для ^ = б х х 6 u)^ l| £ R 1 имеем Ф(^-)= 0' для любой 
функции ф из R , а следовательно, (X 7 ty) = 0 для любой 
функции ХА i » ч т о и'означает, что X о ^ 6 

Если же выбрать так, чтобы 

то H^ будут 6 ( У (l^ x У/ ) ) -замкнутыми подпространст­
вами * 1 Ы и фактор-пространства ^ *U ̂  • = £ 0 уЛ \\l 

будут вложены в £ о ] [ . 

Поэтому теорему 3 можно дереформулировать следующим образом. 
Теорема 6. Четверка jC Х 1 6 ,У W ) R - интерполяционна относи­

тельно пары диаграмм (Х.Д) тогда и только тогда, когда для любых 



где H ^ U o w ) " ' (R 1 ) . 
Пусть теперь мы имеем пару диаграмм 

х — | х^ £ J 
Ц с А ? 

и пусть фук да J (зс, 1̂ ) == < X э ^ > принадлежит R , 
С л е д с т в и е 7 с Если четверка (ЗС7 & X* , (d) R -ин -

терполяционна относительно пары диаграмм ( x y X f ) > то для любого 
tj ( X ' имеет место равенство 

r . = SUp l l i l L { i n | ( l £ I Д . U l X t II : ' 1 

«.сев i=i * L * 
Д о к а з а т е л ь с т в о .' вберем , H равными 

н =[ (&о (j)" 1 ( a 1 э ] 1 . 

Тогда элементы X о Ц , X о tj будем отождествлять с О X о (01| , 
б^Х О 6J^ ^ соответственно. 
Если четверка ( X Д ? X ? Ы ) R-интерполяционна относительно 

пары диаграмм (х,Х' ) » т о Д* 0 1 -любого ц £ X ' 

sup Щ г i n l l s £ 1А г I I ^ M Y i / I 

С другой стороны, для любых X > U € X ' » любого £ > 0 еущв^ 

отвует представление х о Кл. l^ij.® 

I o u = £ £ А 
0 «<ee i=i 

такое, что 

л I 
Z I A J I I ^ U V * < tnfj'rjA^llli^llJI^ 



Тоща 
IIVHx--= SUp|.|<X,p.| |X€ JC, | |Xll x4 l} = 

= S U p ( | < I ,6X 5<Jtj>| I X € X- llXlî " 

« supfS I ° ^ ^ l A . j f t * 1 , Hx«x«1 

Применим теперь полученный критерий штерполшцнонностн для ис 
следования действительного, метода интерполяции. 

Пусть Х 0 , X t - банаховы пространства, X - коммутати 
вная -диаграмма. ' 

Следуя [4] , введем для диаграммы X К и ̂  функционалы, 
определенные на £ ( х ) , Д ( X ) соответственно 

К (t,x) = tn f ( l lx j 0 + tilх,II, I & 0(х 0)+ frf (х,)=х)j хеЕ(х)[ 

^ ( t ? x ) = m Q x ( H § ox|| 0 г Щ,х< и ( x t A ( x ) ) . , 

Рассмотрим пространство ( { К * Д ( Х ) ) . непрерывных д(Х) ~ 
значных функций с компактным носителем на открытом интервале ] О 
<*> [ и отображение щ •: С д(Х)) ' — » C(R , (R ) 

m(n({))=ya7ii(t)) u(t)t С ( Щ ^ д ( х ) ) ( < K U ~ ) 
На пространстве (R) введем двухпараметрическое семей -

ство норм (р0 д 

^(D-lJlt 'MCOl'-f-)^ ( 0 4 0 * 1 ) 
0 ( 0 <(|,< 0 0 ) • 
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Зададим полунорму на д (х ) формулой 
( СЮ "̂j- ~ 

7(0 , ^ х)=1пЦф 9 4 ( т ( и ) ) | J w(t) — = х 1еС(Ц +,д(х)) . О 
Определение 4» ^(бД, х) -пространством для диаграммы X 

назовем пополнение пространства д(Х) по полунорме J(0 ?Q ) * 
определенной выше. 

Определение 5 . К (б, ̂  9 X ) -пространством для диаграммы X 
назовем множество таких х и з £ (х ) » для которых конечна 
норма 

О . _ 
Как показано в [4], сопряженным к пространству ^(б^ ? х ) бу­

дет пространство К (9)̂  , X 1 ) , где 

х' = { х Ч х ) ^ > х { ^ д Ч х ) } 
и £' —1 ^ 

Теорема 8, Пространство J f ( 6 , , £ ] &(£(Х) X д(х))--ин ~ 
терполяЕЩОнно для диаграммы X « 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть § : Д(х) ~ , f y 7 X ) ? 

б ^ ( 0 4 , х ) — > £ ( X ) 
Так как 8" плотно в ^ ( Э ^ , X ) 9 то неравенство теоремы 3 

достаточно доказать для всех х £ д ( X ) u л д! ( х ) . 
Рассмотрим 1 

' ] и (t) X - l ] • Фе^Лка,^)) 4 Ц р (t,U(t)) 

К (т,i|) f I u(t) j - - 1 , i tW с С A (i))j < 

anf|f ||^(t((t))||J!i|0(t)ll.e+II.J,(uCt))H1||i|1(t)|| — I 

J t - 2ft — 



Учитывая, что § , V ---вложении, имеем 

-н, следовательно, 

•4i,(̂ ii(t))e»iV(t)'+*.̂ (v(t))̂ (t) Y '• 
Т ' dt • Так как .) U( t ) " j - . понимается в сильном сшсле (в ешсле. 

сходимости по норме пространства д (X) ), то, в а ж н а я в полученном 
равенстве интегралы- конечном сушада р мн получаем утверждение тео~» 
реш* 
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ОБ О Г Р А Н И Ш Н О С Т И ЗАШДА, ЗАДАННОГО НА ПРОЕКТОРАХ АЛГЕБРЫ 
НЕЙМАНА ТИПА I I 

Введение. Пусть Н - комплексное гильбертово пространство, 
М » алгебра Неймана, действующая в И , и М° - множество 

ортоцроекторов в Ы * 
Комллексозначную функцию *1 9 заданную на М П , назовем за-
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