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1. ВВЕДЕНИЕ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ 

РЕЗУЛЬТАТЫ 
Кривая Жордана Г с С называется к в а з и ­

к о н ф о р м н о й к р и в о й , или к в а з и о к р у ж ­
н о с т ь ю , если она является образом единичной 
окружности S1 при квазиконформном автомор­
физме комплексной плоскости С. Альфорс дока­
зал, что кривая Г является квазиконформной тог­
да и только тогда, когда отношение 

|w, -w\ + \w-w2\ 
К - wz\ 

ограничено для всех w{, w2 e Г и w e r(w,, vv2), где 
F(wi, w2) обозначает дугу кривой Г с концами в 
w,, и>2, имеющую наименьший диаметр. 

Пусть Г с С - квазиконформная кривая и / -
конформное отображение единичного круга D на 
ее внутренность. Тогда / допускает квазикон­
формное продолжение через S1 до квазикон­
формного гомеоморфизма комплексной плоско­
сти С (см. [1, с. 71]), причем такое продолжение 
неедннственно. Если среди них существует квази­
конформное продолжение с комплексной харак­
теристикой u.(z) такой, что 

esssup||x(z)| —> 0, f —> 1 + 0, (2) 

тогда кривая Г называется а с и м п т о т и ч е с к и 
к о н ф о р м н о й (ср. [2-4]). БеккериПоммерен-
ке [4] (см. также работу Агада и Геринга [2]) уста­
новили критерий асимптотической конформнос­
ти жордановой кривой Г с С, который заключа­
ется в существовании предела 

lim l^-H + h-wd = l t . (3) 

равномерного относительно w е Цм^, w2). 
Хорошо известно, что квазиокружности могут 

быть неспрямляемыми (см. [5, с. 42; 6, с. 104]). 
Асимптотически конформные кривые, несмотря 
на кажущуюся простоту, сохраняют за собой это 
свойство. 
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Асимптотически конформные кривые и их 
связи с различными величинами в терминах внут­
ренних и граничных свойств конформного отоб­
ражения и его квазиконформного продолжения 
исследовались многими авторами (см., например, 
[3, 4, 7-9] и цитируемую там литературу). Описа­
ние асимптотически конформных кривых в тер­
минах асимптотической однородности квазикон­
формного отображения дано в работах [10, 11]. 

Квазисимметричный гомеоморфизм g(eia) = eiÇKa) 

единичной окружности 51 будем называть а с и м п ­
т о т и ч е с к и с и м м е т р и ч н ы м на5 ' , если 

равномерно относительно а е Ш (ср. [12]). 
Наряду с асимптотически симметричными го­

меоморфизмами мы будем рассматривать асимпто­
тически конформные автоморфизмы круга Д ко­
торые характеризуются условием, что их ком­
плексные характеристики удовлетворяют условию 

k(t) = esssup||l(2)| ->0 
l - < £ | z | < l 

при t -> 0 (см. [3,4, 7]). 
Л е м м а . Пусть g(e'a) = e,çi(a:> - квазисиммет­

ричный автоморфизм единичной окружности 
51. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) g асимптотически симметричен на S1; 
2) существует асимптотически конформное 

продолжение F: D —> D гомеоморфизма g; 
3) существует квазиконформное продолже­

ние F: D —» D гомеоморфизма g с комплексной ха­
рактеристикой u.(Ç) такой, что 

lim i ff |ц(0-у(Лт1)1<Ч = 0 (5) 
r->0 t J J * 

IÇ-uls* 

равномерно относительно т| G S1, где а - arg(Ç - г)) 
и выполняется соотношение 

ь»Т?-*,>?С»'-о. Р = « и 4 (6) 
J 1+V(« ,Г\)е l 
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2. КРИТЕРИИ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ 
КОНФОРМНОСТИ 

Начнем с формулировки критерия асимптоти­
ческой конформности кривой в терминах сущест­
вования квазиконформного продолжения с ком­
плексной характеристикой, равномерно аппрок­
симативно непрерывной на 51. 

Т е о р е м а 1. Жорданова кривая Г с С явля­
ется асимптотически конформной, если сущест­
вует квазиконформное отображение f. С —> С, 
Г = Д51), с комплексной характеристикой (i.(z) 
такой, что для некоторогор>0 

lim \ ff \Mz)-№)\Pdmz=0 (7) 
\z-n\<t 

z e ö 

равномерно относительно r\e S1. 
Отметим, что частный случай теоремы 1, ког­

да ц(т|) = 0 на 51, установлен ранее в работе [11] на 
основе сочетания понятия асимптотической од­
нородности и геометрического критерия (3). До­
казательство теоремы 1 основано на лемме и не 
использует упомянутый выше критерий асимпто­
тической конформности кривой Г. 

Переходя к анализу сформулированного ре­
зультата, заметим, что принадлежность комплекс­
ной характеристики ц(г) классу Са, 0 < а < 1, гаран­
тирует принадлежность кривой Г классу С1+а. Од­
нако непрерывность ц(г) не влечет в общем случае 
гладкости кривой Г (см., например, [5, с. 41]). 
В этой связи следующий критерий представляет 
самостоятельный интерес. 

С л е д с т в и е 1. Если квазиконформный ав­
томорфизм f. С —» С имеет непрерывную ком­
плексную характеристику в окрестности S1, то 
квазиокружность Г =f(.Sl) является асимптоти­
чески конформной кривой. 

Действительно, в этом случае (x(z) является 
равномерно непрерывной в достаточно малой ок­
рестности единичной окружности 51 и поэтому 
выполнено условие (7). 

Обозначим: 5(/, Г)) - существенный модуль не­
прерывности комплексной характеристики \i(z) в 
фиксированной точке Г| е S1, т.е. 

6(t,r\) = esssup|n(z)-u.Ol)|. (8) 
Iz-TlUr 

С л е д с т в и е 2. Пусть для некоторогор>0 
условие Дини 

lim 5"(г,л) П dt = О (9) 

выполняется равномерно относительно Т| G 51. 
Тогда Г асимптотически конформна. 

Для доказательства следствия 2 достаточно за­
метить, что 

I II \)1г-т\Рат, < 2ъ)Щ^аи (10) 
|z-T)l Se O 

Пусть далее Г - замкнутая жорданова кривая 
в С и (pk(z), k =1,2,- конформные отображения кру­
га D и его внешности соответственно на внутрен­
ность и внешность кривой Г. Хорошо известно, 
что кривая Г является квазиконформной тогда и 
только тогда, когда гомеоморфизм ф2 ° 9i ок­
ружности S1 является квазисимметричным (см. [6, 
с. 100]). Мы завершим данный параграф анало­
гичным критерием для асимптотически кон­
формных кривых. 

Т е о р е м а 2. Пусть Г - квазиконформная 
кривая в С. Тогда следующие условия эквива­
лентны: 

1) Г - асимптотически конформная кривая; 

2) ф2 ° ф[ - асимптотически симметричный 
автоморфизм окружности S1. 

При выполнении одного из этих условий, кон­
формные отображения (pk,k=l,2, удовлетворя­
ют соотношению 

Шпф'(е. Ь У > = 1 
*-*0Ф*<О-Ф,(«,(в-*)) 

(И) 

равномерно относительно ос е Ire. 
Отметим в заключение, что с учетом геометри­

ческого критерия Беккера-Поммеренке асимпто­
тической конформности квазиконформных кри­
вых (3) отсюда получается, в частности, известная 
теорема Гардинера-Сулливана (см. [12]). 

Работа выполнена при частичной финансовой 
поддержке Международного научного фонда 
(грант U96000). 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
1. АлъфорсЛ. Лекции по квазиконформным отобра­

жениям. М.: Мир, 1969. С. 133. 
2. Agard S.B., Gehring F.W. II Proc. London Math. Soc. 

1965.V. 3.№14A. P. 1-21. 
3. CarlesonL. Il J. Analyse Math. 1967. V. 19. P. 1-13. 
4. Becker ./., Pommerenke Ch. // Math. Ztschr. 1978. 

V. 161. №1. P. 69-80. 
5. Белинский П.П. Общие свойства квазиконформ­

ных отображений. Новосибирск: Наука, 1974. С. 98. 
6. Lehto О., Virtanen К. Quasiconformal Mappings in the 

Plane. 2nd ed. В.: Springer-Verlag. 1973. 
7. Anderson J.M., Becker J., Lesley F.D. //J. London Math. 

Soc. 1988. V. 38. № 2. P. 453-462. 
8. Anderson J.M., Hinkkanen A. II Complex Variables 

Theory Appl. 1987. V. 8. P. 145-152. 
9. Pommerenke Ch., Warschawski S.E. // Comment. Math. 

Helv. 1982. V. 57. P. 107-129. 
10. Гутлянский В.Я., Рязанов В.И. II ДАН. 1993. 

T. 330. № 5. С. 546-548. 
11. Gutlyanskii V.Ya., Ryazanov V.l. Il Complex Variables. 

1994. V. 25. P. 357-366. 
12. Gardiner F.P., Sullivan D.P. // Amer. J. Math. 1992. 

V. 114. P. 683-736. 

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 353 № 2 1997 


