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П у с т ь / ) — конечная область евклидова пространства Em+i точек 
(хи ...,'хт, t)y ограниченная поверхностями | x | = ^ + e , | # | = 1 — t 
и плоскостью ^ = 0 , где \х\ — длина вектора х=(хи хт), O^t^. 
=^(1—е)/2, а 0 ^ 8 < 1 . Ч а с т и этих поверхностей, о б р а з у ю щ и х границу 
0D области Д обозначим через S e , S i , 5 соответственно. 

В области D рассмотрим волновое уравнение 

Du=Axu—utt=0, (1) 

где Ах — оператор Л а п л а с а по переменным Хи . . . , хш. 
З а д а ч а 1. Н а й т и регулярное в области D решение уравнения (1 ) , 

непрерывное в з а м ы к а н и и D и у д о в л е т в о р я ю щ е е краевым условиям 

и\в=*(х)> u\s£=o(x)" (2) 
или 

ut\s=v(x), u\s&=o(x). (3) 

Эта з а д а ч а сопряжена с з адачей 1*, которая отличается от з а д а ч и 1 
л и ш ь тем, что значение искомого решения з а д а е т с я не на S 8 , а на S i . 

Взаимно-сопряженные з а д а ч и 1 и 1* исследовались в р а б о т а х [ 1 , 2 ] . 
Д л я дальнейшего удобно перейти от декартовых координат хи ... 

..., Хт, t к сферическим г, t, 61, 6 m - i , ^ ^ 0 , 0 ^ 9 i ^ 2 n , О ^ б г ^ л 
( i ' = 2 , 3 , га— 1). 

Пусть {Yk ( G ) } — с и с т е м а линейно независимых сферических 
( / г + г а — 3 ) ! 

функций порядка /г, 1 ^k^kn, kn= (2п-\-т—2)—^m_2)'l/z! ' ^ = 

= (6i, . . . , 0m-l) • 
Л е м м а . Пусть f(x)£Wl

2(S). Если l^m+h то ряд 

f(r,Q)=t ifk
n(r)Ybnm(Q), (4) 

n = 0 k—i 

а также ряды, полученные из него дифференцированием до второго по­
рядка включительно,.сходятся абсолютно и равномерно. 

И з теоремы вложения ( [ 3 ] ) следует, что W[{S)c=.C2{S). Д а л е е , 
применяя теорему 5.31, д о к а з а н н у ю в [ 4 ] , у б е ж д а е м с я в справедливо­
сти л е м м ы . 

Ч е р е з т М г ) > vk(r), oh

n{r) обозначим коэффициенты р а з л о ж е н и я 
р я д а (4 ) , соответственно функций г (г, 6 ) , v ( r , в ) , а (г, 6 ) . 

Р а с с м о т р и м случай е > 0 , при этом имеет место 
Т е о р е м а 1. Если x(x),v(x), o(x)GWl

2(S), l^m+l и при боль-
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mux n ( е х р ( л 3 ) ) т * я ( г ) , ( ехр (п*))ч*п ( г ) , ( ехр {п*) (г) 6С 2 ( [е , 1 ] ) , 
то задачи 1 и 1* однозначно разрешимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С н а ч а л а рассмотрим з а д а ч у (1 ) , ( 2 ) . В сфе­
рических координатах уравнение (1) запишется в виде 

Urr+ ——— ur \ - 8u—uit=0, (5) 

где 
m—1 

g* i= l , g-j=(sineisine2...sin0j_i)2, / > 1 . 

Т а к к а к искомое решение з а д а ч и (1 ) , (2) п р и н а д л е ж и т классу 
C(D)[\C2(D), то его м о ж н о искать в виде р я д а 

h 
оо п 

u{r, t, в) = 2 Z&Jr, t)Ylm{Q), (6). 
n = 0 h=i 

где (г, t) — функция , п о д л е ж а щ а я определению. 
П о д с т а в л я я (6) в (5 ) , легко убедиться в том, что 

zjk +

m ~ ~ l „и А_^ = о, X=n(n+m-2). (7) 
nrr 1 у nr ntt f2 n 7 v 1 ' v ' 

Произведя замену переменной по формуле vk(r, t)=r^-my2vh

n{r, t) 
и положив затем g = ( r + f ) / 2 , ц= (г—1)/2, из (7) будем иметь 

[ ' (m—1)(3—m)—4Ь] ь Л 

y f e + — — —vh=0. (8) 

Тогда условие (2) д л я функций vk (I, ц) с учетом вышеуказанной лем­
мы перепишется в виде 

vhJl, l)=fh

n(t), о* (I, e / 2 ) = q A ( £ ) , е / 2 ^ ^ 1 / 2 , ' (9) 

где ft (I) = (2&)<™-i>/2f * (2g) , q£ (I) = (E+e/2)<™-W ( l + e / 2 ) . 
Используя общее решение уравнения (8) (см. [5]), нетрудно пока­

зать , что решение з а д а ч и Коши д л я уравнения (8) имеет вид 

l ) = - £ - ^ ( » b л) Я (л. % I , Л) + ^ - ^ ( 1 , Е) Я (£,'£; Е, л) + 

i 

(10) 

где Гц, 1, т|)=/>4 ( | l + r ) l ) а + Т ) ) J - функция Р и ­

мана уравнения (8) ([6]), а (z) — функция Л е ж а н д р а f x = n - f ( m — 
- 3 ) / 2 , 

а# 
N' — внешняя нормаль к прямой | = г | . 

И з уравнения (10) при г\=е/2 получаем интегральное уравнение 
Вольтерра первого рода 
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8 / 2 

где 

• j i - e / 2 1 

v ' 2 ( E + e/2) 
8 / 2 
J ь » U . ( E + e / 2 ) ; ' 

которое дифференцированием сводится к следующему уравнению Воль-
терра второго рода 

d e n ( ' ^ « х ^ . / £ 6 Ч _ D / + ge/2 
j — M E , i i ) ^ t , M i , Е0 = Л . 

8 / 2 

Единственное решение этого уравнения дается формулой 

8 / 2 

где R(l, If, — 1) — резольвента я д р а Ы -

Отсюда решение з а д а ч и (8 ) , (9) записывается в виде 

\ и 

vk(t TI)= — /*"(т|) + — /Ч£Н L- Г[— 
Т1 

Si 

е / 2 

2(Е + л) J l i Л + ) 
где (£) определяется из (11) . 

Следовательно , функция 
о о п 

u(r, t, 6) = £ S r ( i - ™ ) X ( r , t)Y^n{%) (13) 
n = 0 ft=l 

я в л я е т с я единственным решением з а д а ч и (1 ) , ( 2 ) , где v^(r, t) находит­
ся по формуле (12) . 

Учитывая ограничения на з а д а н н ы е функции т ( х ) , а(х) и исполь­
зуя формулы ( [ 7 ] ) 

dm 2 - ^ Г ( р + т + 1 ) / 1 , 1-х \ 

Z t e ± ^ _ = , . - , [ , + J _ ( а _ р _ 1 ) + о М ], 
а т а к ж е оценки ( [ 4 ] ) kn^cn™-\ \Yh

nm(Q)\^cnm/2-\ где F(a, b, 
с, z) — гипергеометрическая функция, а, р — произвольные действи-
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тельные числа, с — постоянная , не з а в и с я щ а я от п, м о ж н о д о к а з а т ь , что 
полученное решение и(х, t) в виде (13) п р и н а д л е ж и т классу C(D)[) 
f\C2(D). 

Справедливость теоремы 1 д л я з а д а ч и (1 ) , (3) и д л я з а д а ч и 1* по­
казывается аналогично. 

Обозначим через SB, S N классы функций, представимых соответ­
ственно в виде р я д а и полинома степени N от сферических функций 
У* (6). 

п, т v ' 

Если д л я з адачи (1 ) , (2) ге»-»)/ 2?* ( г ) , г(т-ы& ( г ) , f*' ( О - Я Т ( г ) 6 

е С ( [ 0 , 1 ] ) , х\ (г), а* (г)еСЦ(О, 1)) и при больших п л - М ^ ^ т * ( г ) , 

я - ' г М / % * (г), / H f * ' ( r ) , n - ' > ( r ) 6 C ( [ 0 , 1 ] ) , n - ' f f e

n ( r ) , л - ' а * ( г ) 6 
6 С 2 ( ( 0 , 1 ) ) , Z > ( 3 m — 5 ) / 2 , а для сопряженной задачи (1 ) , (2*) 

т + 1 

fk {г)=гт1(г)у g f t ( r ) = ( r — 2 a * n ( r ) , ^ , a * 6 C i ( [ 0 , 1 ] ) П ^ ( ( 0 , 

1)) и при больших /г / Н а £ , " / Н г * б О Ц О , l ] ) f ] C 2 ( ( 0 , 1 ) ) , / > ( З т - 3 ) / 2 , 
то для случая е = 0 справедлива 

Т е о р е м а 2. 1 ) В классе S существуют бесчисленное множество 
решений задачи ( 1 ) , (2) и единственное решение задачи ( 1 ) , ( 2 * ) ; 2) не­
равенство т < 7 — 2 / V является необходимым и достаточным условием 
для единственности решения задачи ( 1 ) , (2) в классе S N ' , 3 ) в классе 
функции С{(В)[\С2(Ь) задача ( 1 ) , (2*) имеет не более одного решения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. С н а ч а л а рассмотрим з а д а ч у 
( 1 ) . (2 ) . 

k k 

Пусть T ( r , e ) = f l £rkJr)Ylm(Q), o ( r , 9 ) = 2 2 < ( 0 ^ , m ( в ) . 
7 1 = 0 k—1 7 1 = 0 k=l 

Тогда условия (2) можно переписать в виде 
S). ' » * ( & , 0 )=q>* n (g ) , 0 < ? < 1 / 2 , (14) 

где fh (t) = (2iym-W2Tk (2Q, <pfe (£) =£(™-D/ 2 a f e ( | ) . П р и этом решение 
з а д а ч и (8 ) , (14) , к а к в случае е > 0 , сводится к решению интегрального 
уравнения Вольтерра первого рода 

о 
где 

£ © = 1 ^ ( 9 - - ^ + - ^ j ' J ^ l i L p ; ^ ) ^ , 
о 

которое дифференцированием сводится к следующему интегральному 
у р а в н е н и ю : 

d & Г Ч * (Si) г 
^ 1$ ( 9 - [ (Ь/В dlu К Ш = ( | - ) 2 Р. ( - | - ) • (15) 

Произведя замену переменных 

g 1 = e x p ( - s ) , £ = е х р ( - / ) (16) 
и введя обозначения (0 = (gk

n ( ехр ( - * ) ) ' . X,; 00 = Ф * (ехр ( - s ) ) , 
приходим к уравнению Винера — Хопфа 

о о 

<(0=JC* (0~ Jx* 00M ' - s )< fc , 0 < * < о о , (17) 
о 
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где 

' » « > = { о; * > о . 

Пусть К^Ск) — преобразование Фурье от функций k^t) 

k . ( ехр 20/>; ( е х р 0, *<<>, 

Кр(к)= J " ( e x p t ' M ) M O ^ . 

v M = - i n d ( 1 - / С Л М ) = - - 2 ^ J 4 a r g ( 1 - / С Д Я ) ) . 
— о о 

Д л я уравнения (17) 1 — К ц ( к ) Ф 0 при р ^ 2 р + 2 , р — целое неотрица­
тельное число и его индекс viL=p, причем v J X = 0 , если — - 3 ^ р < 2 . В слу­
чае р = 2 р + 2 , 1—Кц(Ь+}Н)ф09 где А < 2 , кф —р+2р+2. Д а л е е , ис­
пользуя результаты работы [ 8 ] , получаем справедливость пп. 1) , 2) 
теоремы 2 д л я з а д а ч и (1 ) , ( 2 ) . 

Теперь рассмотрим з а д а ч у (1 ) , (2*) . П р и этом условие (2*) д л я 
функций vh т)) запишется в виде 

о* U, I) =/*(!), л )=«*(л) , (18) 
где 

/ 1 \(ш-1)/2_ / 1 \ 

f* ( I ) = ( 2 £ ) « f * (2g) , gl ( Л ) = ( у +л ) оЦ у - +ту) 
Д а л е е , используя решение з а д а ч и Гурса д л я уравнения (8) ( [ 5 ] ) , 

л h 

о*сь ?о = ч4(В—J«(-^-. %; ь ч ) ^ ^ - ^ 1 -

ф * ( Ь ) - ^ Я ( Ь . 0; Е, n)db, (19) 
1/2 i 

з а д а ч у (8 ) , (18) сводим к следующему интегральному уравнению 

1/2 

1 
где 

-< . ь / ~ ^ - % + 2 | 2 

J <b\i-
+ Tli' 

П р о и з в е д я з а м е н у переменных по формуле (16) в уравнении (20) 
и вводя обозначения q\ (t) =fh

n ( ехр (—/)), x*( s) =<?h

n ( e x P H s ) ) > 
&̂  (0 = ( exp (—4)) P ' ( exp ( — t ) ) , получим уравнение 

q k

n ( t ) = X k

n ( t ) - U n ( s ) k ^ - s ^ 

которое имеет единственное решение ( [ 9 ] ) 
/-Но 

W = ^ - f - г ^ т г - ( е х р * ) ds ( / > A f ) , 
2 ш J 1 — (s) 

(21) 

/—i°° 
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где G ^ ( s ) , L[l(s) — и з о б р а ж е н и я соответственно функций qh

n{t)> &л(0 
по Л а п л а с у , М — верхняя граница значений | ^ ( 0 | и 1 ^ ( 0 1 П Р И 

Следовательно , функция 
и 

о о п 
и (г, t, 0) = Z Е r*-*Wv\ (г, t) Y\t т (0) (22) 

п=0 /1=1 

является решением з а д а ч и (1 ) , (2*) , где vk

n(r, t) з аписывается в виде 
(19) , в котором <р* (£) определяется из (21) . 

З а м е т и м , что функция (22) не п р и н а д л е ж и т классу С1 (В). 
Теперь д о к а ж е м п. 3) теоремы 2. Пусть co(x, t) — р е ш е н и е з а д а ч и 

(1 ) , ( 2 ) , которое равно нулю на So, а на S совпадает с функцией 
т ( г , Q) =х(r)Yk

n ( 9 ) , f ( r ) G V o , ' г д е Vo — множество функций т{г) из 
класса С 2 ( 0 < г < 1 ) П С 1 ( 0 ^ г ^ 1 ) . Очевидно, множество Vo плотно 
всюду в L 2 ( 0 < r < l ) . 

И з тождества Р и м а н а 
т 

„ V д I ди да V д I ди ди> \ 
©•«-«•©= и~д^-) дТ\(ЛЖ~и~дТ) 

г=1 
по формуле Грина имеем 

| ( с о П « - « П ш ) < Ш = j" ( a ^ L . - u - ^ j d s , (23) 
D dD 

m 

где = c o s (п>- хч c o s (n> 0 конормаль к гра-
2 = 1 1 

нице dZ). 
И з (23) , принимая во внимание граничные условия и тот факт , что 

на характеристиках S0 и Si конормальные производные совпадают 
с производной по касательному направлению, получаем 

[ %(х)щ{х, 0)ds = 0. (24) 
8 

Поскольку линейная оболочка системы функций { ^ ( г ) ^ т ( в ) } 
плотна в L2(S), то из (24) з а к л ю ч а е м , что 

ut(x, 0 ) = 0 , Vx, 0 ^ | * | s g l . 

С т а л о быть, в силу единственности решения з а д а ч и К о ш и : и(х, 0) = 0 , 
щ(х, 0) = 0 д л я уравнения (1 ) , и(х, t) = 0 V(х, t)£D. 

Н а этом з а в е р ш а е т с я доказательство теоремы 2. 
Д а л е е , если д л я з а д а ч и (1 ) , (3) ( г ) 6 С ( [ 0 , 1 ] ) П С 4 ( ( 0 , 1 ) ) , 

r ( w _ 1 ) / 2 + ^ ( r ) G C ( [ 0 , 1 / 2 ] ) П С 2 ( ( 0 , 1 /2 ) ) , А < — / г с / 2 , кф\х-2р и при 

больших п л - ' м * я ( г ) е С ( [ 0 , 1])ПС 4 ((0, 1 ) ) , я - ^ п ( г ) б С ( [ 0 , 1 /2 ] )ПС 2 ( (0 , 
1 / 2 ) ) , / > ( 3 т — 3 ) / 2 , а для сопряженной з а д а ч и (1 ) , (3*) 
/ J \(т+5)/2__ 

\ Г ~ Т / ^ ( 0 6 C i ( [ l / 2 , 1 ] ) П С * ( ( 1 / 2 , 1 ) ) , ^ ( г ) 6 С ( [ 0 , 1])ПС 4((0, 

1)) и при больших л /г'а* ( r ) G C 4 ( [ l / 2 , 1 ] ) П С 2 ( ( 1 / 2 , 1 ) ) , / г Ч * ( г ) 6 
. 6С( [0 , 1 ] ) П С 4 ( ( 0 , 1 ) ) , / > - ^ - - 1 , то имеет место 

Т е о р е м а 3. 1) В классе 9? существуют бесчисленное множество 
решений задачи (1),_(3) и единственное решение задачи (1), (3*), не 
принадлежащее С1(В); 2) неравенство (2—m)/2^.N<.(3—m)/2—h 
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является необходимым и достаточным условием для единственности 
решения задачи (1), (3) в классе 3?N; 3) в классе функций Ci(D)(]C2(D) 
задача (1), (3*) имеет не более одного решения. 

Д о к а з а т е л ь т в о теоремы 3 проводится аналогично ранее д о к а з а н н о й 
теореме 2. 
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УДК 517.95 

С. К. АФЯН 

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА 
ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

С ВЫРОЖДЕНИЕМ ВНУТРИ ОБЛАСТИ 

§ 1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть D — односвязная ограниченная область в комплексной плос­
кости z=x-\-iy с гладкой границей Г, у— з а м к н у т а я достаточно глад ­
к а я к р и в а я внутри D и G — область , ограниченная кривой у. 

В области D рассмотрим следующее у р а в н е н и е : 

д Г ди ' ди ] ди . . . ди , . . ди 

ди 

+а 4(г) -^r--\-a5(z)u-\-a6(z)u = h(z), (1.1) 

д 1 / д , . д \ д 1 / д . д \ 

h — з а д а н н ы е функции из класса ( D ) ( 0 < о < 1 ) ; q{z)—заданная 

функция из класса Ca(D)[]Ci

a(D\y)y а и(г)=и\-\-1иг — искомое реше­

ние; и{г) — комплексно-сопряженное к и (г). 
П р е д п о л а г а е т с я , что q(z)^0, г б Г и 

l - k ( z ) l 2 = P a ( z ) < 7 o ( z ) , zGD, 0 < a < l , (1.2) 
где p(z) — расстояние точки z до кривой у, а qo{z) — функция из класса 
Са(В), qo(z)^0, z £ D . 

Уравнение (1.1) есть комплексная форма некоторой системы двух 
вещественных д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений. Эта система при наличии 
условия (1.2) эллиптична в D\y и в ы р о ж д а е т с я внутри области D на у-

В р а б о т а х [ 1 , 2] были изучены краевые з а д а ч и д л я уравнения (1.1) 
в случае в ы р о ж д е н и я на границе области . 

Основная цель настоящей работы з а к л ю ч а е т с я в том, какие гранич-260 


