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Проблема сильной связи в квантовой теории -
одна из центральных [1 - 8]. В частности, боль­
шой интерес представляет построение последова­
тельной асимптотики уравнения Шредингера 

\|/„ + х2" \|/ - E\f = 0, (1) 

\|/(± оо) = 0 при N -> оо. (2) 

В работе [8] приближенное решение построе­
но при помощи техники 5-разложений [5] в соче­
тании с методом сращиваемых асимптотических 
разложений, однако при этом приходится исполь-
ювать достаточно много членов разложения и 
проводить весьма громоздкие выкладки 

В настоящей статье используется новая техни­
ка, позволяющая строить разложения сразу же 
по степеням 1 /N и добиваться успеха в низких сте­
пенях метода возмущений. 

При N —» °° из (1), (2) имеем 

\|/„ + Еу = 0, 

V(±l) = 0. 

Решение этой задачи дает следующие уровни 
энергии: 

£„ = 0.257С2(я+1)2, п = 0 ,1 ,2 , . . . 

Сравнение Е0 с точными значениями (см. 
табл. 1) показывает, что приемлемая точность 
достигается только для больших N, поэтому необ­
ходимо построение уточненного решения. 

Рассмотрим функцию 

ф = x2N при 0 < х < 1. 

Разложение функции ф по LW при больших/V 

Днепропетровский инженерно строительный 
'институт 

таково: 

ф = 6 ( * - 1 ) (2Л^+ I)"1 -

- 8 ( i ) ( j c - l ) (2N+\)'1(2N+ 2 ) " ' + . . , 

. - 5(2,'"° {х- 1) (2N+l)'l(ZN + 2)'1 x . . . 

. х (2N+i)~x + ... = £ ( - - l ) ' ' 8 ( 0 ( * - l ) * 
i --- 0 

x (2/V+l)"1(2iV + 2)""i... ( 2Л/+1+! ) " ' . ( 3 ) 

Здесь b(x) - функция Дирака. 
Разложение (3) получается следующим обра­

зом: переходим в пространство изображений по 
Лапласу |9) 

y->pr2N-ly(2N+ l,p), 
раскладываем полученное выражение в ряд по 
I / (2/V + 1) и затем почленно переходим к ориги­
налу в пространстве обобщенных функций [10). 
Обоснование подобной процедуры см., например, 
е [П] . 

Итак, з области 0 < х < 1 уравнение (1) может 
быть представлено так: 

У;,, * Ф^1 - ^¥« = 0- (4) 
Разыскивая реагение уравнения (4) в виде 

V = ^V| / u (2A/4 I;"1... ( 2 N + 1 + 0 ":, 

Е= ^E(k) (2N+1)-1... (2N+ 1 + 0 " ' , 
* = о 

после расщепления по (2N + !)~! получаем следу­
ющую рекуррентную систему уравнений: 

-Щ<ь*-&>ю = 0, (5) 
- \ | / „„ - £ ( 0УП - £">\|г10 + Ь(х - 1)ф'ш - 0, (6) 

Решение уравнения (?) для случая симметрии 
относительно ЛИНИР х = 0 (антисимметричный 
лучай рассматривается аналогично) таково: 

V. = Сет '/а,), = (Е«'>-\иг, (7) 
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Перейдем к исследованию области х > 1. Здесь 
в нулевом приближении можно опустить член Е \у2 

< 1 - * 2 > 2 0 ) = 0 . (8) 

Для функции V|/20) должно быть поставлено 
условие затухания 

\|^ ' —> 0 при х -> °°. (9) 

Решение уравнения (8) при учете граничного 
условия (9) запишем в виде [8, 10] 

V|/2(0) = С, xl'2Kv (vx"+]), 

где Kv - функция Бесселя, v = 0.5/(N + 1). 

При х = 1 решения \|/, и V|/2 должны быть сраще­
ны, отсюда имеем: 

при х = 1 

¥<" = v<<> (10) 

, ( < ) < = \ | ^ \ i = 0,1,2,, . . 

Из условий (10) при / - 0 имеем трансцендент­
ное уравнение для определения X 

- ctg X = 
4XKv(v) 

2^v(v)-^_v(v)-^1 + v(v) (И ) 

Минимальные действительные решения этого 
уравнения при различных N приведены в табл. 1. 
Видно, что точность предложенного приближе­
ния вполне удовлетворительна. 

Разберем вопрос о построении следующих при­
ближений в области х > 1. Представив vj/2 в виде 
\\12 - у (х), где х = xN+ 7(N + 1), получим уравне­
ние для определения функции vj7: 

\ | ^ + МГ Л - > ; + £ * - " > - у = 0. (12) 
^ - л г - 1 

Таблица 1 
N 

1 
2 
4 

10 
50 

200 
500 

1500 
3500 

Точное значение Е0 [8] 

1.0000 
1.0604 
1.2258 
1.5605 
2.1052 
2.3379 
2.4058 
2.4431 
2.4558 

£о 
0.9100 
1.0422 
1.2385 
1.5731 
2.1074 
2.3383 
2.4032 
2.4428 
2.4555 

Погрешность, % 

9.00 
1.72 
1.04 
0.81 
0.10 
0.02 
0.01 
0.01 
0.01 

методике, имеем 

-2JV _ 

|' = 0 

x2N = ]Г ( -1 ) ' 5 ( 0 (1 - 1/х) (2N+ 1)" 

. . .х (2N+l + i) , 

x~N J = ̂  ( -1) '5 ( , ) (1 - 1/х) (/V + 2 ) _ 1 x . . . 

(13) 

(14) 

Раскладывая теперь функции x~2N и х 
ряды по l/(2/V + 1) и 1/(N + 2) по описанной ранее -j 

. . .х (N+l + i) . 
Подставляя выражения (13), (14) в уравнение 

(12) и производя расщепление по 1//V, получим ре­
куррентную последовательность уравнений, ре­
шение которых позволяет поставить граничные 
условия для \|/,(,). 

Далее совместное решение систем (6, 12) дает 
возможность определить уточненные значения Е. 

Перейдем к возможным обобщениям. Предло­
женный подход является естественным асимпто­
тическим методом решения дифференциальных 
уравнений, содержащих слагаемые вида x1+aV|/ при 
ос —> с». Напомним, что в работах [6,7] разработан 
метод построения асимптотики подобных уравне­
ний для малых ос. Наличие решений при а - ^ 0 и 
ос —> оо позволяет применить в дальнейшем аппа­
рат двухточечных аппроксимант Паде [12, 13] и 
получать единое решение для любых а. 
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