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ОБ ОДНОЙ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ 
ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ НАГРУЖЕННОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 

УРАВНЕНИЯ В ТРАПЕЦЕВИДНОЙ ОБЛАСТИ 
 

Пусть 0m > ; ,a b R∈ . Рассмотрим уравнение  
 ( ) ( )2 1 1 , 0n m b m

m xx yy x yL u y u yu y au bu y u P x yλ+ + +≡ − + + +   =   (1) 
в области Ω , ограниченной его характеристиками 0ξ = , 1ξ = , 1η =  и 

линией 0y = , где 11
1

mx y
m

ξ += +
+

, 11
1

mx y
m

η += − +
+

; ( ),u u x y=  - 

искомая функция, а ( ),u P x y    ее значения при любых ,x y ∈Ω  в за-
данных определенным образом точках P  многообразия 0x = , при-
надлежащего области Ω . 

Пусть известны значения искомой функции ( ),u x y  на двух про-
извольных характеристиках из одного и того же семейства 

11
1

mx y const
m

ξ += + =
+

 при 0y ≥ . Будем считать для определенно-

сти, что это характеристики 0ξ =  и 1ξ =  и  

( ) ( ) ( ) ( )0 10 0
, , ,u x y y u x y y

ξ ξ
ϕ ϕ

= =
= =  

 – известные функции. Задать искомое решение на характеристиках 
можно различными способами. Без ограничения общности можно 
считать, что в части 1H  области Ω , ограниченной характеристиками 

0ξ = , 1ξ = , 0η =  и 1η = , значения ( ),u x y  на характеристиках 0ξ =  
и 1ξ =  заданы следующим образом:  

 ( ) ( )0 0u y yθ ϕ−  =  , ( ) ( ) ( )
1

1
1 1 , 0, 1 mu y y y mθ ϕ+ +

   = ∈ +    
, (2) 

где ( ) ( )

1
1 1

0
1 ;2 ,
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m my y y

m
θ

−− + +
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+
+ + +

 
 +    = − +     + +     

 

– африксы точек 

пересечения характеристик 0ξ =  и 1ξ =  с характеристикой constη = , 

проходящей через произвольную точку ( )
1

10, 1 my m +
 ∈ +  

 линии 

0x = . Пусть  

( ) ( )
1

1 1
11

10; 1 0; 1
1

m
mmP m P m x y

m
η

+
++

 
      +  ≡ + − +       +     

 

. 

В характеристических координатах, указанных выше, уравнение (1) 
приводится к виду  

( )( ) ( )( )2 1 2 1
m a b m a bU U U

m mξη ξ ηη ξ η ξ
− − + +

+ + =
+ + + +

 

 = ( ) ( )
11 ,

4 2

b m
mm Uλ η ξ η η
−
++ +  

, (3) 

а условия (2) будут следующими: 
 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 10, , 1, , 0,1U Uη ϕ η η ϕ η η= = ∈ . (4) 
В случае a b m+ =  удается обосновать существование единствен-

ного в 1H  решения уравнения (1) с условиями (2) или, что то же са-
мое, уравнения (3) с условиями (4) при некоторых ограничениях на 
заданные функции ( )0 yϕ  и ( )1 yϕ . 

Действительно, в указанном частном случае задача Гурса с дан-
ными  

 ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]0 00, , ,0 , , 0,1U Uη ϕ η ξ ψ ξ ξ η= = ∈  
редуцируется к нагруженному интегральному уравнению  

( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0

0 0

,2,
4 1

U s s dssU s ds
s m s

α αη η

α

λξ η ψ ξ ϕ ξ
ξ ξ

   ′= + +   + +  + 
∫ ∫ , (5) 

где 
1

a
m

α =
+

. 

Переподчиняя ( ),U ξ η  в (5) второму условию в (4), получим ра-
венство 
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( ) ( ) ( )
( )

( )0 0 1
0 0

,21
1 4 1 1

U s s dss s ds
s m s

α αη η

α

λψ ϕ ϕ η   ′+ + =   + +    +∫ ∫ , (6) 

из которого, очевидно, не исключается функция ( )0ψ ξ . Однако, диф-
ференцируя (6) по η , получим необходимое для разрешимости по-
ставленной задачи условие 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 0
2 , 1

4 1
U

m

α
α αλ η η η ϕ η η ϕ η  ′ ′= + − + 

, (7) 

Уравнение (7) позволяет выразить неизвестную в (5) функцию 
( ),U η η  через производные заданных функций ( )0ϕ η  и ( )1ϕ η . Тогда, 

положив в равенства (5) η ξ=  и выражая из полученного равенства 
неизвестную функцию ( )0ψ ξ , после несложных преобразований по-
лучим 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

,2, ,
4 1

U s s dssU U s ds
s m s

α αη η

α
ξ ξ

λξ η ξ ξ ϕ ξ
ξ ξ

   ′= + +   + +  + 
∫ ∫ .(8) 

Подставляя в равенство (8) выражение для ( ),U ξ ξ  из (7), окон-
чательно найдем 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 0
4 1, 1

2
mU

α
α αξ η ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ

λ
+   ′ ′= + − +    

 

 ( ) ( ) ( )0 1
11 s ss ds s ds

s s

α αη η

ξ ξ

ξ ϕ ξ ϕ
ξ ξ

   +′ ′+ − +   + +   
∫ ∫ . (9) 

Условие (7) накладывает определенные ограничения на произвол 
функций ( )0ϕ η  и ( )1ϕ η , а именно, 

 ( ) ( )0 1
4 2 0 0

1m

α

ϕ ϕ
λ

  ′= + 
, (10) 

 ( ) ( ) ( )1 1 0
2 1 2 1 1

4 1m

α
αλ ϕ ϕ ϕ  ′ ′= − + 

. (11) 

Полученный для области 1H  результат сформулируем в теореме. 
Теорема. Если функции ( ) ( ) [ ] ( )1 2

0 1, 0,1 0,1y y C Cϕ ϕ ∈ ∩  и выпол-
няются условия (10), (11), то единственное решение 
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( ) ( ) ( )2
1 1,u x y C H C H∈ ∩  уравнения (1) с данными (2) (в частном слу-

чае a b m+ =  и ( )0,1
1

a
m

α = ∈
+

) может быть найдено по формуле 

(5), где надо заменить ξ  и η  их выражениями через x  и y . 
Теорема и все рассуждения по поводу ее доказательства анало-

гичны соответствующим, приведенным в работе автора [1]. Заметим, 
что при 0α →  полученное решение переходит в решение соответст-
вующей задачи для нагруженного волнового уравнения [2,3], но огра-
ничения на значения заданных функций ( )0 yϕ  и ( )1 yϕ  и их произ-

водных в точках y =0 и ( )
1

11 my m += +  следует вновь получить из ра-
венства (7) при 0α = . 

Используя найденное решение (9), вычислим значение исходной 
функции ( ),U ξ η  на характеристике η =0 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1
0 0

4 1 1,0 0 1
2

m s sU ds ds
s s

α αα ξ ξ

ξ ϕ ξ ϕ ξ ξ ϕ ξ
λ ξ ξ

   + +  ′ ′ ′= − − −     + +     
∫ ∫ = 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 1
0 0

10 1 s ss ds s ds
s s

α αξ ξ

ϕ ξ ϕ ξ ϕ
ξ ξ

   +′ ′− − −   + +   
∫ ∫ , 

где использовано равенство (10). Полученное значение используем 
как условие ( ) ( )0,0U ξ ψ ξ=  для решения задачи Гурса в области 

2 1H H= Ω − . При этом правая часть уравнения (3) для области 2H  
уже будет определенной функцией ( )f ξ . Полученное неоднородное 
уравнение легко интегрируется. Решение находится в явном виде. 
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