
rossijskaq akademiq nauk
ordena lenina institut prikladnoj matematiki

imeni m�w� keldy�a

p�a� kRUTICKIJ� k�w� pROZOROW

urawnenie gelxmgolxca
s kosoj proizwodnoj i uslowiem dirihle

na storonah razrezow

mOSKWA� ���� G�



p�a� kRUTICKIJ� k�w� pROZOROW� uRAWNENIE gELXMGOLXCA S KOSOJ
PROIZWODNOJ I USLOWIEM dIRIHLE NA STORONAH RAZREZOW� pREPRINT iN�
STITUTA PRIKLADNOJ MATEMATIKI IM� m�w� kELDY�A ran� mOSKWA�
�����

iZU�ENA KRAEWAQ ZADA�A DLQ URAWNENIQ gELXMGOLXCA WNE RAZREZOW NA
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WIE dIRIHLE� A NA DRUGOJ � USLOWIE S KOSOJ PROIZWODNOJ� W KOTOROM
PRI KASATELXNOJ PROIZWODNOJ STOIT �ISTO MNIMYJ KO�FFICIENT� dO�
KAZANA EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ� rAZRE�IMOSTX ZADA�I DOKAZANA W SLU�
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�� wWEDENIE

rAZLI�NYE KRAEWYE ZADA�I DLQ URAWNENIQ gELXMGOLXCA WNE KRIWO�
LINEJNYH RAZREZOW NA PLOSKOSTI RASSMATRIWALISX W RABOTAH ��������

����� w ���� ��� BYLI IZU�ENY ZADA�I dIRIHLE I nEJMANA� w �
�� ��� IS�
SLEDOWANY SME�ANNYE KRAEWYE ZADA�I� KOGDA NA ODNOJ SOWOKUPNOSTI
RAZREZOW ZADA�TSQ USLOWIE dIRIHLE� A NA DRUGOJ � USLOWIE nEJMA�
NA� sLU�AJ� KOGDA NA ODNOJ STORONE KAVDOGO RAZREZA ZADANO USLOWIE
dIRIHLE� A NA DRUGOJ � USLOWIE nEJMANA� IZU�EN W ���� w ���� DLQ WE�
�ESTWENNOGO URAWNENIQ gELXMGOLXCA� RE�ENIQ KOTOROGO UDOWLETWORQ�
�T PRINCIPU MAKSIMUMA� RASSMOTRENA SME�ANNAQ ZADA�A� KOGDA NA OD�
NOJ STORONE KAVDOGO RAZREZA ZADANO USLOWIE dIRIHLE� A NA DRUGOJ �

USLOWIE S KOSOJ PROIZWODNOJ� W KOTOROM PRI KASATELXNOJ PROIZWODNOJ
STOIT WE�ESTWENNYJ KO�FFICIENT�
w NASTOQ�EJ RABOTE DLQ BOLEE OB�EGO URAWNENIQ gELXMGOLXCA� �EM

W ����� IZU�AETSQ KRAEWAQ ZADA�A WNE RAZREZOW NA PLOSKOSTI S ZADANIEM
USLOWIQ dIRIHLE I USLOWIQ S KOSOJ PROIZWODNOJ NA RAZNYH STORONAH
KAVDOGO RAZREZA� w OTLI�IE OT ����� W NASTOQ�EJ RABOTE RASSMOTRENO
URAWNENIE gELXMGOLXCA� OPISYWA��EE RASPROSTRANQ��IESQ WOLNY� A
KO�FFICIENT PRI KASATELXNOJ PROIZWODNOJ W GRANI�NOM USLOWII PRED�
POLAGAETSQ �ISTO MNIMYM� dOKAZANA EDINSTWENNOSTX RE�ENIQ� s POMO�
�X� POTENCIALA PROSTOGO SLOQ I NEKLASSI�ESKOGO UGLOWOGO POTENCIALA
��� ZADA�A SWODITSQ K SISTEME SINGULQRNYH INTEGRALXNYH URAWNENIJ S
DOPOLNITELXNYMI USLOWIQMI� w SLU�AE� KOGDA UPOMQNUTYJ �ISTO MNI�
MYJ KO�FFICIENT PO MODUL� MENX�E EDINICY� �TA SISTEMA SINGULQR�
NYH URAWNENIJ SWODITSQ K SISTEME INTEGRALXNYH URAWNENIJ fREDGOLX�
MA WTOROGO RODA� KOTORAQ OKAZYWAETSQ ODNOZNA�NO RAZRE�IMOJ� tAKIM
OBRAZOM UDA�TSQ DOKAZATX RAZRE�IMOSTX KRAEWOJ ZADA�I W UKAZANNOM
SLU�AE I NAJTI INTEGRALXNOE PREDSTAWLENIE DLQ E� RE�ENIQ�

�� pOSTANOWKA ZADA�I

nA PLOSKOSTI x � �x�� x�� � R� RASSMOTRIM SOWOKUPNOSTX PROSTYH
RAZOMKNUTYH KRIWYH ��� � � � � �N � KLASSA C��� � � � ��� ��� NE IME��IH
OB�IH TO�EK� W TOM �ISLE I KONCOW�
	TU SOWOKUPNOSTX KRIWYH BUDEM NAZYWATX KONTUROM �� pUSTX KON�

TUR � PARAMETRIZOWAN I W KA�ESTWE PARAMETRA WYSTUPAET DUGOWAQ AB�
SCISSA �DLINA DUGI� s �

�n � fx � x � x�s� � �x��s�� x��s��� s � �an� bn�g� n � �� � � � � N�

pARAMETRIZACI� WYBEREM TAK� �TOBY DLQ RAZLI�NYH n OTREZKI �an� bn�



NA OSI �s NE IMELI OB�IH TO�EK� W TOM �ISLE I KONCOW� wEKTOR KASA
TELXNOJ K KONTURU � W TO�KE x�s�� UKAZYWA��IJ NAPRAWLENIE WOZRAS�
TANIQ PARAMETRA s� OBOZNA�IM �x � fcos��s�� sin��s�g� A WEKTOR NOR�
MALI� SOWPADA��IJ S WEKTOROM KASATELXNOJ PRI POWOROTE NA UGOL ���

PROTIW �ASOWOJ STRELKI� OBOZNA�IM nx � fsin��s�� � cos��s�g� pRI
WYBRANNOJ PARAMETRIZACII

x���s� � cos��s�� x���s� � sin��s��

sOWOKUPNOSTX OTREZKOW OSI �s� OTWE�A��IH KONTURU �� BUDEM TAKVE
OBOZNA�ATX ��

bUDEM GOWORITX� �TO FUNKCIQ F�s�� OPREDEL�NNAQ NA �� PRINADLE�
VIT BANAHOWU PROSTRANSTWU C�

q ���� 	 � ��� ��� q � ��� ��� ESLI

F��s� � F�s�
NY
n��

j��s� an��s � bn��
qj � C�������

nORMA W PROSTRANSTWE C�
q ��� OPREDELQETSQ FORMULOJ

kF�s�kC�
q ���

� kF��s�kC������
�

pREDPOLOVIM� �TO PLOSKOSTX R� RAZREZANA WDOLX KONTURA �� 
E�
REZ �� OBOZNA�IM TU STORONU KONTURA �� KOTORAQ OSTAETSQ SLEWA PRI
WOZRASTANII PARAMETRA s� A �EREZ �� � PROTIWOPOLOVNU� STORONU�

EREZ X OBOZNA�IM MNOVESTWO TO�EK PLOSKOSTI� SOSTOQ�EE IZ KONCOW
KONTURA � �

X �
N�
n��

�x�an� � x�bn���

bUDEM GOWORITX� �TO FUNKCIQ u�x� � u�x�� x�� PRINADLEVIT KLASSU
GLADKOSTI G� ESLI

�� u�x� � C��R� n ��� T�E� u�x� NEPRERYWNA WNE RAZREZOW �� NEPRE�
RYWNO PRODOLVIMA NA RAZREZY � SLEWA I SPRAWA WO WSEH TO�KAH� A
TAKVE NEPRERYWNO PRODOLVIMA NA KONCY RAZREZOW ��

�� ux�� ux� � C��R� n �nX�� GDE X � MNOVESTWO KONCOW KONTURA ��

�� NA KONCAH RAZREZOW � FUNKCII ux�� ux� MOGUT IMETX INTEGRIRUE�
MYE OSOBENNOSTI� T�E� PRI x� x�d� � X DLQ NEKOTORYH KONSTANT

 � ��� A � � SPRAWEDLIWO NERAWENSTWO

juxj �x�j � Ajx� x�d�j�� j � �� �� ���

GDE d � an LIBO d � bn� n � �� � � � � N�



sFORMULIRUEM SME�ANNU� ZADA�U DLQ URAWNENIQ gELXMGOLXCA WNE
SISTEMY RAZREZOW NA PLOSKOSTI�

zADA�A U� nAJTI FUNKCI� u�x� IZ KLASSA G� UDOWLETWORQ��U� W
R� n � W KLASSI�ESKOM SMYSLE URAWNENI� gELXMGOLXCA

�u� k�u � �� k �� �� arg k � f��� ���� � ����� ��g� ���

GRANI�NYM USLOWIQM
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I USLOWIQM NA BESKONE�NOSTI� eSLI arg k � �� T�E� k � Rek � � � TO NA
BESKONE�NOSTI POTREBUEM WYPOLNENIE USLOWIJ IZLU�ENIQ zOMMERFELX�
DA�
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eSLI arg k � f��� ���� � ����� ��g � TO NA BESKONE�NOSTI POTREBUEM WY�
POLNENIE SLEDU��IH USLOWIJ�
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�
A � jruj � o
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jxj

�
A � jxj �
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s�ITAEM� �TO f��s�� f��s� � ZADANNYE FUNKCII� A 
 � ZADANNAQ �ISTO
MNIMAQ KONSTANTA� T�E�


 � i c� c � Re c� ���

wSE USLOWIQ ZADA�I DOLVNY WYPOLNQTXSQ W KLASSI�ESKOM SMYSLE�
PRI �TOM WYPOLNENIE GRANI�NOGO USLOWIQ �
� NA KONCAH RAZREZOW NE
TREBUETSQ �SM������ w �ASTNOM SLU�AE 
 � �� ZADA�A U PEREHODIT W ZA�
DA�U dIRIHLE�nEJMANA� KOTORAQ IZU�ENA W ���� aNALOG ZADA�I U DLQ
WE�ESTWENNOGO URAWNENIQ gELXMGOLXCA� RE�ENIQ KOTOROGO UDOWLETWO�
RQ�T PRINCIPU MAKSIMUMA� IZU�EN W ����� aNALOG ZADA�I U DLQ URAW�
NENIQ lAPLASA IZU�EN W �	��

dALEE POD
R
� � � � ds BUDEM PONIMATX

PN
n��

R bn
an � � � ds� iSPOLXZUQ METOD

�NERGETI�ESKIH TOVDESTW� MOVNO DOKAZATX SLEDU��EE UTWERVDENIE�
tEOREMA �� zADA�A U IMEET NE BOLEE ODNOGO RE�ENIQ�



dOKAZATELXSTWO� pREDPOLOVIM� �TO ZADA�A U IMEET DWA RE�ENIQ
u��x� I u��x� IZ KLASSA G � tOGDA FUNKCIQ u��x� � u��x�� u��x� PRI�
NADLEVIT KLASSU G I UDOWLETWORQET ZADA�E U S ODNORODNYMI GRA�
NI�NYMI USLOWIQMI ���� �
� I S USLOWIQMI NA BESKONE�NOSTI ���� �	��

pOKAVEM� �TO u��x� 
 � � pUSTX Cr � KRUG DOSTATO�NO BOLX�OGO RA�
DIUSA r c CENTROM W NA�ALE KOORDINAT� oKRUVIM KAVDYJ RAZREZ �n

ZAMKNUTYM KONTUROM I ZAPI�EM ��U� FORMULU gRINA W OBLASTI� OGRA�
NI�ENNOJ �TIMI KONTURAMI I OKRUVNOSTX� �Cr ���� uSTREMIM r�	
I STQNEM KONTURA K RAZREZAM� ISPOLXZUQ GLADKOSTX RE�ENIQ ZADA�I
U� GARANTIROWANNU� KLASSOM G � pERWAQ FORMULA gRINA PRIMET WID
SLEDU��EGO �NERGETI�ESKOGO TOVDESTWA
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GDE U�TENY USLOWIQ ���� iNDEKSAMI � I � OBOZNA�A�TSQ PREDELXNYE
ZNA�ENIQ FUNKCIJ NA �� I �� � 
EREZ �u� OBOZNA�ENA WELI�INA� KOMP�
LEKSNO SOPRQVENNAQ K u� � iZ ODNORODNOGO GRANI�NOGO USLOWIQ ��� SLE�
DUET� �TO I� � �� iSPOLXZUQ ODNORODNOE GRANI�NOE USLOWIE �
�� POLU�
�IM
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u�ITYWAQ� �TO PRI WYBRANNOJ PARAMETRIZACII ����x � ���s W L�BOJ
TO�KE x�s� � �� NAHODIM
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tAK KAK u��x� PRINADLEVIT KLASSU GLADKOSTI G � TO

u�� �x�bn�� � u�� �x�bn��� u�� �x�an�� � u�� �x�an��� n � �� ���� N�

u�ITYWAQ ODNORODNOE GRANI�NOE USLOWIE ���� IMEEM

U�
j �x�bn�� � U�

j �x�bn�� � �� U�
j �x�an�� � U�

j �x�an�� � �� ���

GDE n � �� ���� N� j � �� �� pODSTAWLQQ ��� W ���� PREOBRAZUEM �NERGETI�
�ESKOE TOVDESTWO K WIDU
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pUSTX k �� � I arg k � �� T�E� k � Rek � � � TOGDA PODSTAWLQQ W ����
USLOWIQ IZLU�ENIQ zOMMERFELXDA ���� POLU�IM

lim
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sOGLASNO ���� PRI k � Re k � � L�BOE RE�ENIE URAWNENIQ ���� UDOWLE�
TWORQ��EE USLOWIQM IZLU�ENIQ zOMMERFELXDA ���� IMEET SLEDU��EE
ASIMPTOTI�ESKOE POWEDENIE NA BESKONE�NOSTI�

u��x� �
eikjxjq
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�
� �

jxj���
�
A � jxj � 	�

GDE � � POLQRNYJ UGOL� A ���� � NEPRERYWNAQ FUNKCIQ� sOGLASNO
�TOJ FORMULE SU�ESTWUET PREDEL W PRAWOJ �ASTI TOVDESTWA ����

lim
r��

Z
�Cr

ju�j� dl �
Z ��

�
j����j� d��

SLEDOWATELXNO PREDEL W LEWOJ �ASTI TOVDESTWA ���� TAKVE SU�ESTWUET�
rASSMATRIWAQ MNIMU� �ASTX RAWENSTWA ���� I U�ITYWAQ ���� PRIHO�

DIM K SLEDU��EMU WYRAVENI�

lim
r��

Z
�Cr

ju�j� dl � ��

tAK KAK k � Re k � � I u��x� UDOWLETWORQET USLOWIQM IZLU�ENIQ
zOMMERFELXDA ���� TO IZ LEMMY rELLIHA ��� SLEDUET� u��x� 
 ��



pUSTX k � � I arg k � f��� ���� � ����� ��g � TOGDA �NERGETI�ESKOE
TOVDESTWO ���� PRIMET WID

lim
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GDE PRINQTY WO WNIMANIE USLOWIQ NA BESKONE�NOSTI �	�� wZQW MNIMU�
�ASTX TOVDESTWA ���� I� U�ITYWAQ� �TO

k� � �Re k�� � �Imk�� � �iRek Imk�

POLU�AEM

Re k Imk lim
r��

ku�k�L��Cr n �� � Re k Imkku�k�L��R
� n �� � ��

w RASSMATRIWAEMOM SLU�AE Re k �� � I Imk �� �� PO�TOMU u��x� 
 � �
tEM SAMYM� WO WSEH SLU�AQH u��x� 
 � � tEOREMA DOKAZANA W SILU LI�
NEJNOSTI ZADA�I U�

�� sWEDENIE ZADA�I K INTEGRALXNYM URAWNENIQM


TOBY DOKAZATX RAZRE�IMOSTX ZADA�I U � NALOVIM DOPOLNITELXNYE
TREBOWANIQ GLADKOSTI NA FUNKCII IZ GRANI�NYH USLOWIJ ���� �
��

f��s� � C������� f��s� � C������� � � ��� ��� ����

zAMETIM� �TO KO�FFICIENT g�LXDERA � PRI OPREDELENII GLADKOSTI
KONTURA � I FUNKCIJ f��s�� f��s� PREDPOLAGAETSQ ODNIM I TEM VE�
eSLI �TI KO�FFICIENTY RAZLI�NY� TO W KA�ESTWE � SLEDUET BRATX NAI�
MENX�IJ�
wMESTO GRANI�NOGO USLOWIQ ��� ZAPI�EM �KWIWALENTNOE
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w USLOWII ��
� U�TENO� �TO PRI WYBRANNOJ PARAMETRIZACII
����x � ���s W L�BOJ TO�KE x�s� � ��


EREZ H ��	
� �z� OBOZNA�IM FUNKCI� hANKELQ I RODA NULEWOGO PORQDKA

���� KOTORAQ QWLQETSQ SINGULQRNYM RE�ENIEM URAWNENIQ ����
rE�ENIE ZADA�I U MOVNO POLU�ITX S POMO�X� TEORII POTENCIALA

DLQ URAWNENIQ ���� i�EM RE�ENIE ZADA�I U W WIDE

u��� ���x� � V ����x� � T ����x�� ��	�
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� POTENCIAL PROSTOGO SLOQ DLQ URAWNENIQ ��� I
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Z
�
����U �x� ��d�

� UGLOWOJ POTENCIAL DLQ URAWNENIQ ���� uGLOWOJ POTENCIAL DLQ URAW�
NENIQ gELXMGOLXCA IZU�ALSQ W ���� pLOTNOSTI ��s�� ��s� BUDEM RA�
ZYSKIWATX W BANAHOWOM PROSTRANSTWE C�

q ��� � 	 � ��� ��� q � ��� ���

qDRO UGLOWOGO POTENCIALA U �x� �� OPREDELENO NA KAVDOJ DUGE
�n �n � �� � � � � N � FORMULOJ
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GDE
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nIVE BUDEM POLAGATX� �TO PLOTNOSTX UGLOWOGO POTENCIALA UDOWLETWO�
RQET DOPOLNITELXNYM USLOWIQM ���� ���
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iNTEGRIRUQ T ����x� PO �ASTQM I ISPOLXZUQ ����� WYRAZIM UGLOWOJ PO�
TENCIAL �EREZ POTENCIAL DWOJNOGO SLOQ
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