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ФИЗИКА 

Ю. А. БЕРЕЗИН, академик Р. 3. САГДЕЕВ 

ОДНОМЕРНАЯ НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ НЕУСТОЙЧИВОСТИ 
АНИЗОТРОПНОЙ ПЛАЗМЫ 

1 . В настоящее время не существует ни достаточно надежной аналити­
ческой теории нелинейной стадии неустойчивости плазмы, ни адэкватных 
численных методов. Исключением являются одномерные модели, когда 
удается не только прослеживать развитие неустойчивостей с помощью 
ЭВМ, но даже и находить некоторые классы аналитических решений. Наи­
более детально исследованы одномерные модели пучковых электростати­
ческих неустойчивостей (*, 2). 

Мы рассмотрим другой случай, а именно модель анизотропной плазмы4 

которая неустойчива по отношению к росту альфвеновских волн при усло­
вии > р± + Ho2/4jt, где р\\(р±) —давление плазмы вдоль (поперек) 
невозмущенного магнитного поля Н 0 (шланговая неустойчивость). Интерес 
к этому случаю объясняется тем, что развивающаяся в результате шланго­
вой неустойчивости турбулентность, по-видимому, может играть важную 
роль в процессах, происходящих в солнечном ветре ( 3 ) . Эта модель пред­
ставляет также методический интерес, поскольку даже в бесстолкновитель-
ной плазме альфвеновская турбулентность похожа на гидродинамическую, 
и ее можно рассматривать на основе уравнений гидродинамического 
типа ( 3 ) . 

2. В качестве исходных уравнений возьмем магнитогидродинамическив 
уравнения, в которых произведен учет конечного ларморовского радиуса 
ионов ( 4) и которые являются обобщением модели Чу, Голбергера и 
Лоу ( 5 ) . В одномерном случае, когда все величины зависят только от z и t 
(в качестве оси выбрано направление невозмущенного магнитного подя 
Н 0 ) , эти уравнения имеют вид: 
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Здесь Н2 = Н0

2 + Нх

2 + Ну2, сон — циклотронная частота ионов, и = vx, 
v = vy, w = vz. 

Для альфвеновских волн, распространяющихся вдоль постоянного маг­
нитного поля Но, закон дисперсии имеет вид 

еа = <Do + tyi <*>о = 1/2®нк2Е2, 
(2) 

4л 

где = — ларморовский радиус ионов. 
>®я г р 

Из выражения (2) для инкремента нарастания малых возмущений сле­
дует, что коротковолновые гармоники при учете конечного ларморовского 
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Рис. 1 
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радиуса ионов стабилизируются. Шланговая неустойчивость развивается, 
таким образом, при выполнении условий 

Я 2 Г к я 2 

(3 

3. Система уравнений (1) допускает аналитическое решение для произ­
вольных амплитуд в виде 

Hx = HoB(t)sin (kz + ip(t)), Ну = H<>B(t) cos (fe + q>(*)), (4) 
где B(t), <p(t) — функции времени. 

Магнитное давление в этом случае не зависит от пространственной 
координаты; поэтому продольное движение не возбуждается, если оно от­
сутствовало в начальный момент, и давления рц, р± тоже оказываются за­
висящими только от времени, т. е. 

Ри = II 1 + ^ 2 (*) , P±=,poLYi+B2(t), (5) 
где ри0, р±° — начальные давления. 

Подставляя выражения (4) в исходную систему ( 1 ) , получим урав­
нения: 

В-в'у*- k i (в I
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Интегрирование системы (6) дает 

(7) 

Bt + U(B) = Е = const, 

где « п о т е н ц и а л ь н а я э н е р г и я » р а в н а 

/ 1 i Щ \ 

+ • + # 2 — 2В 2 
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1 + 2 £ 2 В 4 

}• (8) 

«Полная энергия» Е определяется уровнем начального возмущения. 
Таким образом, система уравнений (1) имеет аналитическое решение, 
описывающее нелинейную монохроматическую волну. Амплитуда волны 
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Рис. 2 

периодически меняется с течением времени, характер этих колебаний опре­
деляется формой потенциальной ямы U(В) и величиной начального возму­
щения. 

Рассмотрим предельный случай достаточно малых магнитных полей, 
разложив функцию U в ряд по степеням В2 до членов Bk включительно. 
В результате получаем 

U (В) = В2{-у2 + юуАН* [l 1 g-fl b2R2] В2} , (9) 
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и максимальное значение амплитуды магнитного поля приближенно равно 
В ~ у (10) 

ш а х У*1 — а/4 - 1/2 (1 — а/2) kW* a>HkR ' 
Следовательно, при малой степени анизотропии плазмы амплитуда маг­

нитного поля в монохроматической волне с круговой поляризацией прямо 
пропорциональна инкременту шлан­
говой неустойчивости. 

4. Как показано выше, для на­
чального возмущения в виде моно­
хроматической волны с круговой 
поляризацией Нх (z, 0) = BW sin kz9 

Ну (z, 0) = Д<°) cos kz имеется анали­
тическое решение задачи о нелиней­
ной шланговой неустойчивости. 
В случае возмущений произвольного 
типа такого решения нет, и для ис­
следования нелинейной стадии не- Р и с - 3 

устойчивости необходимо провести 
численное решение. Система уравнений (1) была решена на ЭВМ путем 
перехода к явной конечноразностной схеме при периодических граничных 
условиях. В качестве начальных условий выбирались одна или несколько 
синусоидальных волн с различными фазовыми сдвигами. 

На рис. 1 приведена временная зависимость осредненного магнитного 
давления рт = {Н±

2 / 8я> для случая ptf = 30# 0

а / 8я, р±° = 6,6 Н0

218я 
и начального возмущения в виде монохроматической волны с круговой 
поляризацией. Осреднение магнитного давления производится по простран­
ственному счетному интервалу. При небольших временах зависимость 
p m ( t ) достаточно хорошо совпадает с аналитическим решением (т. е. маг­
нитное поле достигает максимума, а затем происходит его возврат к малым 
значениям). С течением времени, однако, численное решение отходит от 
аналитического и приобретает другие черты: регулярные осцилляции маг­
нитного давления исчезают и пространственное распределение магнитного 
поля становится стохастическим (рис. 2). Отмеченные изменения являются 
следствием того, что неконтролируемые счетные шумы (дискретность 
конечноразностной аппроксимации, ошибки округления и т. д.) растут в 
соответствии с плазменной неустойчивостью, описываемой системой урав­
нений (1). Заметим, что такая ситуация близка к реальной физической, 
когда возмущения также являются неконтролируемыми. Если в качестве 
начального возмущения взять две синусоидальных волны с разными дли­
нами, то регулярные осцилляции и возврат отсутствуют. 

Как показывает расчет, осредненное магнитное давление через время 
порядка 50 обратных инкрементов неустойчивости выходит на квазиста­
ционарный уровень, величина которого возрастает при увеличении степени 
анизотропии плазмы. Средний квадрат турбулентного магнитного поля в 
зависимости от отношения р\\° / р±° (продольного давления к поперечному) 
представлен на рис. 3. Величина этого квазистационарного магнитного дав­
ления р т при небольшой анизотропии плазмы (рц° / р±° ~ 1,25 -г 1,8) воз­
растает примерно линейно с увеличением отношения р\\° / р±°; при 
Р\\°/р±°~ 8 Рт достигает значения «2#o2/&rt, а затем рост турбулент­
ного магнитного давления резко тормозится (образуется почти плато), 
и при р}\°/р±° = 50 рт~4Но2/8п. 
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