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АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ПРОБЛЕМЫ) 

В. А. Носов, В. Н. Сачков, В. Е. Тараканов 

Настоящий обзор является продолжением обзора по ком­
бинаторной теории тех же авторов, изданного в настоящей се­
рии в 1981 году. За последнее время наблюдалось дальнейшее 
увеличение числа исследований в тех разделах комбинаторики, 
которые были освещены в предыдущем обзоре; был получен 

• целый ряд принципиально новых результатов. С другой сторо­
ны, там не были отражены многие важные направления в ком­
бинаторной математике, прежде всего, бурно развивающееся в 
последние годы алгоритмическое направление. 

В связи с этим'В обзор включены разделы, связанные с ком­
бинаторными вопросами неотрицательных матриц, и разделы, 
посвященные алгоритмической комбинаторике. Ввиду обшир­
ности материала, в стороне остались некоторые существенные 
направления комбинаторной теории. В обзоре рассматриваются 
прежде всего статьи, прореферированные в РЖ «Математика» 
в 1980—1983 гг. Однако в некоторых случаях для лучшего по­
нимания по необходимости привлекаются также более ранние 
работы. 

В последние годы на русском языке появился целый ряд 
монографий и обзорных статей по проблемам, близким к рас­
сматриваемым в настоящем обзоре (ем. [2, 5, 17, 23, 24, 69]) , 
они оказали свое влияние на выбор и организацию материала 
в настоящей работе. 

§ 1. ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ ДЛЯ (0,1)-МАТРИЦ 

1. Введение. Основным объектом рассмотрения в §§ 1—3 бу­
дут матрицы, составленные из нулей и единиц ((0, 1) -матрицы). 
Введем некоторые определения и обозначения. Конечное мно­
жество из п элементов будем называть «-множеством; число 
элементов в конечном множестве 5 обозначаем через | 5 | . Че­
рез [х] будем обозначать целую часть действительного числа 
х, через [x] — минимальное целое число, не меньшее x. Для 
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матрицы А пусть Ат- обозначает транспонированную матрицу.. 
Через 1п обозначаем единичную матрицу порядка п, через Jn,. 
Jm,n — матрицы, составленные из единиц, соответственно, по­
рядка п и размера mXn. Матрицей перестановки называется 
квадратная (0,1)-матрица, которая в каждой строке и каждом 
столбце имеет по одной единице- Если or:i{to}<.r(i), •• — 
= 1, 2,...,N, — подстановка на множестве {1, . . . ,N}, то ей 
соответствует матрица перестановки Ра= (ры) порядка /V, где' 
pftj—1. если l=a(k), и ры=0 в противном случае. Матрица пе­
рестановки, соответствующая транспозиции (ij), обозначается 
Ра-

Далее, пусть заданы два целочисленных вектора 
R = (rx, . . . . гм) и S = (s1, . . . , sN). Через %(P,S;M,N) (или 
просто f&(P,S)) обозначим класс Райзера, состоящий из 
(0,1)-матриц размера M X N с вектором строчных сумм Р и 
вектором столбцевых сумм S. Если P=(m, m, .... m), 
N — {n,n,...,n), то соответствующие классы Райзера обо­
значаем через 5У(/ге, п, N) и %(n,N) при /n==n. Совокупность 
(0, 1)-матриц размера MY.N, состоящая из матриц со строч­
ными суммами, не превосходящими ш, и столбцевыми суммами, 
не меньшими п, обозначается через St(<m, >/г, М, N). (0, 1)-
матрица А порядка N называется частично разложимой, если 
существуют две такие матрицы перестановки Р и Q, ЧТО 
P'lAQ = \ Y1 _д ], где Аг и А2 — квадратные матрицы. В про­
тивном случае А называется вполне неразложимой. Нормаль­
ной называется квадратная матрица А, для которой ААТ = АтА. 

Конечное поле, состоящее из q элементов, где q — степень 
простого числа, обозначается GF(<7). Характеристика поля F 
обозначается через char F. Для целых чисел m и п через (т,, п) 
обозначается их наибольший общий делитель. 

2, Конфигурации в (0,1)-матрицах. Терм-рангом (0,1)-мат­
рицы размера mXn называется максимальное число p(A) еди­
ниц в А, которые можно выбрать так, чтобы никакие две из 
них не лежали в одной строке или одном столбце (другими сло­
вами, не лежали на одной линии). Если A квадратна и p(A) — 
-=п, то множество мест, на-которых лежат такие единицы,. 
называется положительной, диагональю A. По теореме Кёнига 
терм-ранг матрицы совпадает с минимальным числом линий, 
на которых расположены все ее единицы. Терм-ранг представ­
ляет собой интересную комбинаторную характеристику. Он был 
введен в 60-е гг. Райзером. Класс %{R, S; m, п)=Щ,(Я, S) ха­
рактеризуется максимальной p(R, S) и минимальной p(.R, S) 
величинами терм-ранга. В [74] получен простой вывод из­
вестной формулы Райзера 

p(P,S) = min{tk, + k + l:k = 0>l, . . . , m;Z=0, l , . . . , л}, 



где 

В [71] выводится формула также для минимального терм-ранга, 
упрощающая формулу,- полученную в 1963 г. Хабером 
(Haber R. М.): 

P(R, S)=-=min{e + /:<p(e, f)>ief, 0<e<m, 0 < / < / г } , 
где 

Ф(е, / ) — т т { ^ „ н . г . + ^ 2 , , 1 + ( е - ^ ) ( / - /1 )} 
и минимум берется по всем целым числам kb k2, lu /2 таким, 
что 0 < k 1 < . 3 < e - f A 2 < m , 0 { l e } / 1 < / < / + i2</z. 

Пусть A&%(R, S)—квадратная матрица порядка п; через 
A (i, j) обозначается подматрица, полученная из А вычеркива­
нием "1-й строки и /-го столбца. Матрица A называется матрицей 
с полным носителем, если для любых i, j с а{1=1 справедливо 
p(A('t, j))—n—1. Матрицы с полным носителем интересны по­
тому, что они соответствуют дважды стохастическим матрицам 
с тем же расположением нулей, что и в Л. В [68] получена ха­
рактеристика (0,1)-матриц с полным носителем при условии 
••"1.Э- . . . 15-."„î -2, s ^ ... ^Sn>2, а именно доказывается рав­
носильность следующих условий: 

а) в 9t(i?, 5) есть матрица с полным носителем; 
б) в §t(#, S) найдется вполне неразложимая матрица; 
в) tkt^O, ttli-\-k + l'^n для k,l—0, 1 , . . . , п, с равенством 

лишь в том случае, когда k=0 или 1=0. Отсюда получается 
аналогичная характеристика также для (0,1)-матриц произ­
вольных классов-

При изучении взаимосвязи между матрицами одного и того 
же класса окавывается полезным рассмотрение операций над 
матрицами, не выводящих за пределы класса. Такими опера­
циями являются, например, перестановки строк, столбцов, а 
также введенная Райзером операция «замены», заключающая­
ся в переходе от матрицы A, содержащей подматрицу вида 
!(Q. i j , к матрице В, содержащей на пересечении тех же 
строк и столбцов подматрицу [i QJ •• (и обратно). Известно, 
что если А, Вв$И(Я, 5) , то от A к В можно перейти с помощью 
последовательности замен. В [73] изучалась структура класса 
$H(R, S) с точки зрения близости, устанавливаемой с помощью 
операций замены. A именно, строился граф G(R, S), вершина­
ми которого служили матрицы из %(R, S), а ребрами соединя­
лись матрицы, получающиеся одна из другой с помощью не­
которой замены. Назовем инвариантным местом для класса 
(0,1) -матриц St(i?, 5) такое место (с, / ) , что для всех матриц 
А= (аи)Ш(к, S) а,ц принимает одно и то же значение. В [73] 
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были охарактеризованы классы %(R, 5) с графами G(R, S), 
имеющими диаметр 2. Кроме ТОГО, была дана следующая ха­
рактеристика классов с двудольными G(R, S) (при отсутствии 
инвариантных мест). Эквивалентны следующие условия: 

а) G(R, S) двудолен, 
б) G(R, S) не имеет треугольников, 
в) m-=n и # = S---(1 1) ИЛИ /? = 5 = ( п — 1 , -- . , п—1). 

Понятие инвариантного места было обобщено до понятия ин­
вариантного множества класса Щ(£,, 5; т, п): пусть / s { l , . . . 
....., т}, /---{l,. - . , п}, A'[I, J] —подматрица матрицы А, опре­
деленная пересечениями строк с индексами из / и столбцов с 
индексами из J, cr(A) —число единиц в матрице А; / X / назы­
вается инвариантным множеством в St(R, S), если ог(Л[/, •/]) = 
= о(В[1, ]]) для любых А, В из этого класса. В ;[76] доказы­
вается, что если непустой класс 51 {R, S) имеет инвариантное 
множество / X / , где /, / — собственные непустые подмножества 
индексов, то он имеет также инвариантное множество, состоя­
щее из одного элемента. В более широком контексте целочис­
ленных матриц с заданными строчными и столбцевыми сумма­
ми и ограничениями на величину элементов инвариантные ме­
ста изучались в .[47], 

В [46] была обобщена операция замены. Пусть A, B@&(R, S) 
и предположим, что на пересечениях трех каких-либо строк 
и столбцов с одинаковыми индексами в Л и .5 стоят матрицы 
/0 1 1 \ / 1 0 Г\ 
I 1 l 0 и 0 1 1 , соответственно; скажем тогда, что А и В 
VI 0 1/ VI 1 О/ 
получаются одна из другой операцией треугольной замены. 
Пусть U=(Uij)—матрица размера rnXn с целыми положи­
тельными элементами. Определим %.U(R, S) {%v(R, S)) как 
совокупность целочисленных матриц A -= (а.,) с вектором 
строчных сумм R и вектором столбцевых сумм S, удовлетворя­
ющих условию A^[/(A{le}U); неравенства для матриц понима­
ются в смысле поэлементного сравнения. Для матрицы Р раз­
мера mXn, имеющей не более одной единицы в столбце, 
в [46] доказывается, что любые две матрицы из %P{R, S) мо­
гут быть переведены одна в другую последовательностью опе­
раций, состоящей из обычных и треугольных замен, не выходя 
за пределы этого класса. Дальнейшее обобщение понятия за­
мены находим в ;[47], где классы матриц %и (R, S) представ­
ляются как максимальные целочисленные потоки в некоторой 
сети с пропускными способностями, зависящими от R, S и U. 
Рассматривая, как обобщение операции замены, переход от 
одной сети к другой с помощью некоторого «дополняющего» 
цикла, автор получает ряд результатов о близости двух матриц 
А=(аи), В = (Ьц) в %.U(R, S) в смысле расстояния, определя­
л о суммой S|ai~-b f i \ (для (0,1)-матриц это — расстояние 
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Хэмминга). Эти результаты обобщают как теорему Райзера о> 
заменах, так и предыдущие результаты автора [46]. Они имеют 
применение для классификации графов с заданной последова­
тельностью степеней. 

Вопрос о существовании треугольных матриц (т. е. матриц. 
A = (atj) с а.—О при i>j) в классе квадратных (0,1)-матриц 
9&(R, S) рассматривался в [45]: если r ^ . . . > r m s i > . . . 
. . . j#-sn, то для этого необходимо и достаточно, чтобы ru s,--^ 
{le}n—1+1, l < t < n . 

Классам St (R, S), не содержащим некоторых конфигураций 
нулей и единиц, посвящены работы [43, 44], в которых обоб­
щаются результаты Райзера о (0,1)-матрицах, не- содержащих 

/0 1 1 \ 
конфигураций вида 1 0 1 . Определим Lt как множество-

\1 1 О/ 
(0,1)-матриц С размера tX-м / > 2 , таких, что С С г > 0 , но 
Д В г > 0 не выполняется для любой матрицы В, получающейся; 
из С удалением столбцов. Доказывается, что если А — 
(0,1)-матрица размера mXti co столбцевыми суммами, не 
меньшими 2, и не содержащая в столбцах с суммами, не пре­
восходящими i, матриц вида (/;,i.C)-. где Сб! (, то rc<(^L 

Изучен подробно «критический» случай я-=иП. 

В связи с задачей построения расписаний движения автобу­
сов, в [34] рассматривались (0,1)-матрицы с заданными столб­
цевыми суммами и некоторыми заданными типами строк (на­
пример, со строками, содержащими одинаковое число единиц,, 
идущих все подряд). Для решения вопроса о существовании 
таких матриц был использован аппарат многочленов с целочис­
ленными коэффициентами. 

Интересная конструкция для квадратных (0,1) -матриц А 
рассматривается в [75]. С А связывается гиперграф DH{A)r 
называемый диагональным гиперграфом: вершинами в нем 
служат единицы А, а ребрами — положительные диагонали. 
Изоморфизм D#(A)=D//(B) для заданных А, В — такое вза­
имно однозначное соответствие <р между множествами мест 
в А и В, где стоят единицы, что D — положительная диагональ 
в A тогда и только тогда, когда ср (-0) имеет то же свойство в-
В. Имеется два типа отображений А, приводящих к матрице 
В, для которой DH(A)szDH(B): 1) перестановки строк и столб­
цов; 2) транспонирование некоторой подматрицы при непо­
движности остальных элементов. Существует предположение 
о том, что любое отображение -ср : А->В «положительных» мест 
в матрице A, для которого DH(A)e*DH(B), получается с по­
мощью последовательности этих отображений. В [75] получен 
результат в направлении этой гипотезы, касающийся случая,. 
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когда при cp:A{to}£ таком, что DH(A)^DH(B), некоторое фик­
сированное множество положительных мест А переходит в та­
кое же множество мест для В, лежащих на одной линии. 

О существовании матриц в 9t (R, S) с различными свой­
ствами см. также [42, 70, 210]. 

3. Матрицы инцидентности блок-схемы. Ряд работ в том же 
круге проблем существования (0,1)-матриц был связан с во­
просами существования матриц инцидентности блок-схем. Как 
известно, для матриц инцидентности А блок-схем с параметра­
ми b, v, r, k, X выполнено основное матричное уравнение 

АтА = {г— %)IV^KJV. ' (1) 
«Обратно, если (0, Г)-матрица А удовлетворяет (1), а также 
уравнению 

AJv*=kJb,v, (2)' 
то существует блок-схема с параметрами b, v, r , k, К. При 
•b = v, т. е. в случае симметричных схем критерием существо­
вания является разрешимость в квадратных (0,1)-матрицах 
уравнений 

AAT = (k-K)Iv + Mv, (I)' 
AJv = kJv. (2)' 

Понятен поэтому интерес к изучению матричных уравнений 
вида 

ААТ = В, (3) 
где В — целочисленная неотрицательная симметрическая мат­
рица. Если решение A уравнения (3) существует, то В назы­
вается реализуемой. Наиболее интересные результаты в связи 
с уравнениями (1)' и (3) были получены в [203, .239, 240]. 

В [203] рассматривается более общее, чем (1)', уравнение 
ZEZT~D+%J (1)" 

для невырожденной бинарной (т. е. на двух элементах x, у) 
матрицы Z порядка п над полем F, при этом Е=[еи . .., еп], 
D=[d\ dn]—диагональные матрицы порядка п над F, 
1&F. В этой ситуации получен следующий результат: если с. — 
i-я строчная сумма Z, то для любого i, l{le}£{le}n, справедливо 
соотношение 

X (1 + М { ^ - ( л : + y ) } - - - t (1 + И (х + у) {Ci-{x+y)} + 

+ t-(худа+-—-) = О, 

где ffl=l/d1 + ..- + 1/d„, t=X{n—\) — (el+-+en)xy. Из этой 
весьма общей теоремы вытекают многие частные результаты 
•о матрицах инцидентности блок-схем, полученные ранее- Ин­
тересны некоторые ее следствия. 
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а) Если Е — скалярная матрица, х=£у, Х=^0, то либо всё • 
столб цевые суммы Z равны, либо существуют две такие сум­
мы Ci, с2 и для них '.?! -\-c2=~ty {t + 2К). Если столбцевые 
суммы y Z одинаковы и t=j-=0, то одинаковы также строчные 
суммы и D—-скалярная матрица. 

б) Если {x,y}—{О, 1} и А=0, то все строчные и столбцевые 
суммы Z равны 1, т. е. Z — матрица перестановки (при 
c h a r F = 0 ) . 

в) Если {х, */} = {—1,1} и Л = 0 , то ZZT = ZTZ=nIn, т. e. Z — 
матрица Адамара (при charE=0) . 

В [239, 240] рассматривается интересный вопрос о сущест­
вовании рациональной матрицы А порядка n, реализующей 
целочисленную матрицу В, если известно, что существует цело­
численная матрица размера п\г, где г</г , удовлетворяющая 
(3). Получены результаты, которые в применении к матрицам 
инцидентности блок-схем можно считать близкими к оконча­
тельным. Так, в [240] с помощью результатов Кнезера о числе 
классов квадратичной формы автор доказывает: 

а) Если существует рациональная матрица У размера nXr, 
для которой выполнено (3) и r{le}7, TO существует целочислен­
ная матрица А того же размера, удовлетворяющая (3). 

б) При тех же предположениях, но при r{le}16, существует 
такая рациональная матрица A, удовлетворяющая (3), что 2A — 
целочисленная матрица размера nXr. 

Применяя эти результаты к матрицам инцидентности блок-
схем, автор получает, что если X— (0,1)-матрица размера 
(v—г) Xv, r{le}7, такая, что ХХТ = (k—X)Iv-r + Jv~r, где X(v—l) = 
= k(k—1) и X, k, v таковы, что удовлетворяются известные не­
обходимые условия Брука — Райзера — Човла существования: 
симметричных блок-схем с параметрами о, k, %, то X можно 
расширить до (ОД)-матрицы A, удовлетворяющей (1)'. Тем са­
мым улучшен результат М. Холла — аналогичное утверждение 
при r{le}4. Более того, как отметил М. Холл, в этой ситуации 
r{le}7— неулучшаемая граница. В [240] доказывается также, 
что при v, k, X, удовлетворяющих упомянутым необходимым 
условиям для симметричных блок-схем, существует рациональ­
ное нормальное решение A уравнения (1) ' с элементами, име­
ющими в знаменателях лишь степени 2. 

В [67, 242] изучались циркулянтные решения несколько' 
иных матричных уравнений с правыми частями, как в (1), а 
именно, с левыми частями — некоторыми многочленами от A. 
Полученные результаты также связаны с проблемами сущест­
вования блок-схем, разностных множеств и сильно регулярных 
графов. Содержательный -обзор результатов об уравнении (1) ' 
для целочисленных матриц и некоторых его обобщениях дан в-
[204]. Матрицы инцидентности конечных проективных плоско­
стей рассматривались в [206] и [168]. В первой из них полу-
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чены результаты по вычислению минимальных весов Хэмминга 
для пространств, "натянутых на строки матрицы инцидентности 
С плоскости порядка п и ее дополнения D. В [168] приводится 
полный список из 46 характеристических многочленов матриц 
инцидентности плоскостей порядка 2. Определители (0,1)-мат­
риц с одинаковыми строчными суммами и одинаковыми скаляр-' 
ными произведениями строк и столбцов рассматриваются в 
[50]. 

§ 2. ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ (0,1)-МАТРИЦ 

1. Покрытия, глубина. Одной ИЗ наиболее известных экстре­
мальных является задача об а-глубине (0,1)-матрицы, эквива­
лентная задача об а-кратном покрытии для семейства подмно­
жеств, покрывающих конечное множество, а-глубиной ea(A) 
(0,1)-матрицы A со столбцевыми суммами, не меньшими задан­
ного натурального числа а, называется такое минимальное чис­
ло строк в A, что в образованной ими подматрице сумма эле­
ментов в каждом столбце не меньше а. При а = 1 мы говорим 
просто о глубине матрицы А и обозначаем ее через 8(A). Зада­
ча об определении a-глубины достаточно сложна. Для полу­
чения оценок a-глубины матрица А обычно рассматривается 
вместе с множеством % других матриц того же размера, 
имеющих некоторые общие с А параметры. Например, в ка­
честве .И часто берется класс Райзера %(R, S;M, N), в кото­
рый входит А. Максимальная a-глубина матрицы из St обозна­
чается через 8 (̂31). В случае %=Щт, п, N) (3f=91 (</.•"., >п, 
М, N)) максимальная глубина &(Щ обозначается также 
ёГ(/п, п, ..V)(i"(<)w, >п, М, N)); при M — 7V и т — п соответст­
вующее обозначение—е(п, N). 

Достаточно общие совокупности 91 рассматриваются в рабо­
тах [14, 16, 32]. Основной итог этих работ можно сформулиро­
вать следующим образом: во многих классах (0,1)-матриц 
большинство матриц имеет а-глубину, близкую к максималь­
ной. В [14] это показано для множества 5((* , k; M, N), состоя­
щего из матриц размера MXN со столбцевыми суммами, рав­
ными /г, при том условии, что /e/.¥{to}0, если .V{to}oo, а также при 
некоторых ограничениях на последовательности M = M(N) и 
a = a(N). В [16] этот результат дополняется не исследованным 
в [14] случаем, а именно, доказывается 

Т е о р е м а . Пусть выполнено либо условие 
а) k/N-+c0, /V->oo, где с0—константа, 0 < с 0 < - > и при 

этом- C6/7V~>0, lnln-V/lnM{to}0, lnM/iV{to}0, либо условие 
б) k/ЛГ-И, N-» со и при этом a/JV —k{to}0, 1nln-/V71nM{to}0, 

JnM/ln—^—-{to}oo, \nM/(N — k)ia-j^~^0. Пусть также су­
ществует константа с ' > 0 такая, что a < c ' l n M при доста-
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точно больших N. Тогда почти для всех (в обычном смысле) 
матриц А&И (*, k\M,N) 

При N{to}oo. 
Эти результаты еще более подчеркивают актуальность изу­

чения максимальной глубины матриц заданного класса, а так­
же алгоритмов для нахождения покрытия, ориентированных на 
«наихудший» случай. 

В [31] изучались максимальные глубины классов %(m,n,N) 
при небольших значениях т или гг. Доказывается, что 
s (т, 2, N) — [2iV/(/w.+ l) | . ЭТОТ результат представляет интерес 
также в связи с тем, что дает пример классов, для которых 
достижима известная оценка сверху максимальной глубины 
.класса 3£(<m, > n , M, N): 

(пг—л)! (л— l ) m - - 1 e(9I)<M{1-(m-. iV/M)-
n 7 Л - 1 

где .-„.,-= (2/г — l)(3n— 2) . . .(inn — m-\-\). 
Для класса 9t(3, п., N) получены там же следующие оценки: 

е ( 3 , п , Л 0 < 

Для 9t (4, «., Л̂ ) — 

; 5-1 — 4 . . 1 
L3W=2) y V l ' «четно, 

II 5 п - 3 ^ 
3(3и—1) 

(5/г—3) — 1 

п нечетно. 

ffl (-•«—JJ'-i \дт 
- / 4 . v v F 4 (Зя-2) (4п-3)Г У ' 8(4, n, -V)< / (5-г-2)- + к—4 \ „ 

Ц 4(3я—1)(4п—3)Г ' 

п четно, 

п нечетно. 
Из этих результатов при частных значениях п = 3 и 4 получает­
ся ряд результатов Хендерсона (Henderson J. R.) и Дина 
(Dean R. A ) . 

В [4] приводится оценка сверху для а-глубины (0,1)-мат­
рицы размера .MX-V, определяемой некоторыми условиями на 
столбцы, принадлежащие строкам, содержащим более q—1 
единиц для натурального числа q, 0<q^N. В той же работе 
получены оценки для мощности минимального множества в 
известной задаче О. Б. Лупанбва о прокалывании ^-мерных 
граней n-мерного единичного куба при k = 3, В [52] приведены 
две нижние границы мощности минимального покрытия, совпа­
дающие при сравнительно слабых ограничениях. 

Хорошо известно, что к задаче о глубине (0,1)-матрицы 
приводят различные задачи дискретной математики, в том чис­
ле задачи об оценках структурных констант графов таких, как-

число доминирования, числа внутренней и внешней устойчиво­
сти, числа вершинного и реберного покрытия, 'Пусть -y(G) — 
число доминирования графа G, т. е. минимальная мощность та-
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кого множества D вершин графа, что в любую .вершину, не 
принадлежащую D, входит дуга, начало которой есть вершина 
из D. В [30] доказывается, что: a) 7(G) = s (-4+/--), где А —-
матрица смежности графа без петель G на N вершинах; б) для 
регулярных ориентированных графов без петель максимум чи­
сел доминирования по всем графам с N вершинами и степени 
регулярности п равен e(n+1,N). Отсюда и из известных оценок 
максимальной глубины класса 9t(4,N) следует, например, что 
для кубических регулярных графов на N вершинах 7(G) {le} 
{le} (29/65) N. Оценкам параметров графов посвящены работы 
[116, 60, 61]. В [116] для графов с N вершинами и М ребрами 
выводится оценка сверху числа a(G) внутренней устойчивости: 

а ( 0 ) < [ 1 + ] / ! + ЛГ- — ЛГ--2АГ 

при этом для любой пары M,N с M{le}iV(JV—1)/2 существует 
такой G, для которого эта верхняя граница достигается. 
В [60], наряду с числом доминирования 7(G) графа G, рас­
сматривается независимое число доминирования i{G), равное 
минимальной мощности максимального независимого множе­
ства вершин, и число избыточности ir(G), равное минимальной 
мощности максимального неизбыточного множества вершин G 
(вершина х в подмножестве X вершин графа избыточна, если 
ее замкнутая окрестность содержится в объединении замкнутых 
окрестностей вершин X—{х}; множество X .неизбыточно, если 
не содержит избыточных вершин). Легко видеть, что ir(G){le} 
{le}7(G){le}f'(^)- Доказывается, что для любого G ir(G)>y(G)[2, 
а также выводится достаточное условие для t'r(G) - 7 ( G ) . Если 
G не содержит подграфов, изоморфных двудольному графу 
/Сьи-1 {k>2), то t'(G){le}7(G)(u— l) — {k—2). Для графов G 
без изолированных вершин с \G\=p устанавливается соотно­
шение: 

; ( G X p — v ( G ) + i—[(p—7(G))MG)] ; 
эта граница достигается для графа с р вершинами и 7(G) {le} 
{le}[p/2]. Связям между числом реберного покрытия a0(G) "и 
числом ребер e(G) для r-графов (т. е. гиперграфов, у которых 
каждое ребро содержит г вершин) посвящена работа [61]. 
Дается оценка 

"roso + r—3" 
e(G)> г —l 

для связного r-графа G. В частности, для обычного связного 
графа отсюда следует, что a0(G){le} (е(С) + 1)/2. Отметим, что в 
131] для регулярного степени п графа выводится оценка 
ao(G)<2e(G)/(n + l). 

2. Покрытия /-множеств й-множествами. Интересным част­
ным видом задачи о покрытии является задача о покрытии 
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всех /-подмножеств ...-множества при помощи й-подмножеств,, 
где t^k^Lv. Под этим понимается определение мощностк 
N(t, k, v) минимального такого набора й-подмножеств W-MHO-
жества, чтобы любое /-подмножество содержалось по меньшей 
мере в одном из подмножеств этого набора. Если вместо по­
следнего потребовать, чтобы любое /-подмножество содержа­
лось по меньшей мере в X подмножествах набора, то приходим: 
к понятию минимального А-покрытия. Соответствующие числа 
N(t, /г, v). Ml(t, k, v) называются мощностями (или числами) 
минимального покрытия (минимального А-покрытая). Для этих. 
чисел известны оценки сверху и снизу, а также частные значе­
ния, в основном при малых значениях t, k. В последние годы. 
получены также асимптотические оценки (см. [14, 15l). Заме­
тим, что результаты в этих работах формулируются на языке 
покрытия вершин /-го слоя единичного и-мерного куба верши­
нами &-го слоя. Известны также формулировки подобных ре­
зультатов на языке гиперграфов. Однако их перевод на более-
принятый язык подмножеств не составляет никакого труда.. 
Из асимптотических результатов в [15L отметим следующие: 

Пусть / ^ 2 , v^(t—s)k, где t — t(n) и s = s(n) таковы, что 
t(n){to}oo, s(n)//(n){to}0 при y{to}oo. Тогда N(t, v—k, v)~t для 
достаточно больших v. 

2) Пусть функция Ф (т.) такова, что ф(т.)>1 и растет при 
-"{to} оо не быстрее, чем v. Тогда существуют такие k0(v) и. 
tQ(v), что рост отношения величин N (toft), k0(v), <u) X 

(кЛ lfv\ 
XI , 1/1 , I и Ф('э), а также обратного отношения ограничен-
двумя абсолютными константами. 

В этой же работе получены следующие результаты, которые 
можно рассматривать как обобщение известной теоремы Ту-
рана: 

а) если (/+1)£>о^(/+1)/г—[;%/2], то N(/, v—k, v)=t+2; 
б) если / ^ 2 и (t+l)k—[klZ\>v^(t+l)k—[2k/3], то N(t, 

v—k, v) = / + 3. 
Большинство других результатов по изучению чисел 

N-.(/, k, v) получено для небольших значений /, к. Покрытия 
пар (случай /-=2) рассматривались в [88, 213, 581;. В [213] по­
казано, что при а = &/» 1^1/2 N(2, k, v) есть /(а)-функция 
лишь от а: 

/ ( « ) : 

3, 2 / 3 < а < 1 , 
4, 3 / 5 < а < 2 / 3 , 
5, 5 / 9 < а < 3 / 5 , 
6, 1 / 2 < а < 5 / 9 , 

(значения f(a) при 3/5{le}a<l были известны ранее). При cc< 
<1/2 N(2, k, v) уже не монотонна, однако имеет место сле-
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дующий результат: Для любых k0, v0 и е>0 существует такое 
V-=V(«, ко), что для всех v^V я k из k/v^k0v0 + e следует, что 
N(2, k, o){le}.V(2, ko, v0). Там же показано, что N(2, 3k+l,7k + 
1+2)^=8 для любого ks*\. Х-покрытия пар тройками с повто­
ряющимися элементами изучались в [58]. В стоящей несколь­
ко особняком работе [88] строится матрица инцидентности 
«пары—тройки» для покрытия пар тройками и рассматривает­
ся ранг этой матрицы A над конечным полем GF(p), называе­
мый р-рангом А. Приводятся оценки снизу этого ранга и по­
строение, дающее покрытие с заданной величиной р-ранга для 
каждого его возможного значения. 

Новым для рассматриваемой задачи в последние годы яви­
лось рассмотрение упорядоченных покрытий, т. е. таких упо­
рядоченных ^-выборок (с повторением или без), в которых 
встречаются все упорядоченные ^-выборки (порядок ^-выборки 
«индуцируется» порядком /е-выборки). В [217, 218]. получены 
первоначальные результаты в этом направлении, касающиеся, 
главным образом, различного типа покрытий пар тройками и 
четверками. 

Покрытия 3-множеств (случай /=—3) изучаются в [223, 232]. 
В первой из них разбирается не до конца исследованный слу­
чай t -=3, k = 4. Пусть L(/, k, v)= l^-ljziW • • • Ц 1 ' Доказы­
вается, что для бесконечного числа значений v с о = 7 (modl2) 
число N(3, 4, о) не превосходит L(3, 4, v) более чем на еди­
ницу. В [232] доказывается, что N(3, k, 2k—1) = 14 при /е.5--15, 
и найдены точные значения этой величины для /г = 4, 5, 6, 7; в. 
интервале изменения k от 8до 14 Л/(3, k, 2k—— 1), как показано, 
равняется 13 или 14. 

Различные модификации задачи о минимальном Х-покрытии 
рассматриваются в [221, 222].. В первой из них при £<k--SB, 
£{le}m{le}u исследуются .[t, k, т, и]-покрытия, т. е. такие се­
мейства k-подмножеств «-множества, что мощность пересече­
ния каждого m-подмножества хотя бы с одним членом этого 
семейства не меньше, чем t. Приводится таблица значений 
мощностей минимальных [t, k, m, и]-покрытий для ->{le}16, 
найденных с помощью ЭВМ. Во второй рассматриваются ми­
нимальные Агпокрытия ^-подмножеств подмножествами произ­
вольной мощности; соответствующие числа минимальных по­
крытий обозначаются NK(t, v). Приводятся таблицы Nx(t, v) 
для X=l и D-SS'12. Доказывается, что 

Ni(v — 4, v)< 

1 + j ^ - 1 ) , -o-s2,.4, 6(mod6), 
г , '£ 1 )_( . -"_1)(-> - -6) /6 , t o l , 3(raod6), 

| [ T ' - - ; 1 ) _ ( © - - 1 2 - - 3 8 ) / 6 , и з 5 (mod 6). 

9* 131 



Если для и-множества рассмотреть матрицу инцидентности 
Ам «k-множества — ^-множества», то N(t, k, v), очевидно, рав­
но s(A.,,t). Ширина матрицы Аы (т. е. величина e(Aft)t

T)) 
называется «числом Турана» и обозначается через T(t, k, v). 
В [91] исследуются числа Т(4, 6, и); доказывается, в част­
ности, что Г (4, 6, 9) = 12, Т(4, 6, 10) ==20. Исследование одного 
предположения Турана, касающегося построения системы из 
Г(3, k, v) троек такой, что для любого ^-подмножества найдет­
ся содержащаяся в нем тройка из этой системы, проводится в 
j[182] где это предположение опровергается для случая k > 3 , 
v = 2k~-1. 

3. Другие экстремальные задачи. Обзор различных экстре­
мальных задач, допускающих матричные формулировки, со­
держится в [531, где автором систематически используется 
язык гиперграфов. В [54] изучаются (0,1)-матрицы размера 
mXn, не содержащие в качестве подматрицы циркулянта не­
четного порядка с порождающим вектором (110... 0) (пони­
маемые как матрицы инцидентности «ребра — вершины» ги­
перграфа И на «.-множестве вершин X с m ребрами). Такие 
матрицы А называются сбалансированными. Пусть 0(A) обо­
значает максимальное число попарно не пересекающихся 
трансверсальных множеств для ребер гиперграфа (множество 
вершин трансверсально, если имеет непустые пересечения с 
любым ребром); s(A) пусть обозначает минимальное значение 
Строчной суммы. Ясно, что (T(A)---S's(A). Через A y Для Y-=X 
обозначается матрица, составленная из столбцов, соответству­
ющих вершинам из У, и тех строк, пересечения которых с эти­
ми столбцами — ненулевые. Рассматриваются частичные гипер-
графы, получаемые из Н удалением нескольких ребер и тех 
вершин, которые становятся тогда изолированными. Скажем, 
что A (или гиперграф Н) имеет свойство (G), если сг(Лу) = 
= s(Ar) для любого YsX. Доказывается, что'свойство сбалан­
сированности A равносильно тому, что матрица каждого час­
тичного гиперграфа для Н обладает свойством (G). В той -же 
работе получен ряд других, в том числе минимаксных, характе­
ристик сбалансированных гиперграфов. 

Трансверсали семейств подмножеств в связи с (0,1) -матри­
цами рассматриваются в [146, 86]'. В первой из них классиче­
ская теорема Кёнига обобщается на бесконечный случай: она 
справедлива для (0,1) -матриц, содержащих на каждой линии 
лишь конечное число единиц. Во второй дается матричный 
критерий существования общей трансверсали для нескольких 
семейств конечных множеств. Более обобщенно трактуются 
трансверсали в [38], где получены критерии существования 
«взвешенных» трансверсалей для системы счетных подмно­
жеств. 

В [176] рассматривалась известная проблема Царанкеви-
ча: определить такое наименьшее число z(m, п; s, t), что каж-
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дая (0,1)-матрица размера тХп, содержащая z(m, n; s,.tj 
единиц, имеет своей подматрицей ./-, i. Получен следующий 
асимптотический результат: 

1imz(n, n\ 2, А)л--/----(Л —1)1/-; 
этот результат обобщает некоторые известные оценки. Близкая 
к этой задача изучается в [118]: определить такое наибольшее 
натуральное число t(m, n, s), что произвольная матрица раз­
мера тХп содержит подматрицу размера sX-, столбцы ко­
торой только нулевые или только единичные. Доказывается, что 

1) Если m==l(mod2), то t (/n, s, /г)-=/(/п + 1, п, s) — 
= 2пГ s ' l/l s I для s < ( m + l ) / 2 и произвольного га. 

2) Пусть Цт, s) = \itnt(m, s, n)/tt. Тогда 
R-юо 

L(m, s)-I(i»+l, s) = 24n^±jbg-
г-i от + 1-

3) Для n<Aog2)?t, [w/2"]<s<[m/2] справедливо 
n + [ 1 o g 2 ( | [ ^ ] ) ] < * ( m , n, s ) < n + [ 1 o g . - ( l f g ] ) 

Кроме того, в предположении справедливости известной гипо­
тезы о существовании матриц Адамара, даются формулы для 
t(m, п, 2) и t(m, п, З). 

Пусть g(m, л) обозначает максимальное число строк в 
(О, 1)-матрице с п столбцами и со строчными суммами, равными 
т, имеющей ранг не больше п — 1 над любым полем нулевой 
характеристики. Функция g(tn, я), имеющая применение в тео-
рии. информации, была известна ЛИШЬ при 1*Ст<У~п — 2 и 
п—У^п — 2<яг</г — 1. В [185] она определяется полностью: 
если 1<от</г—l, то 

(и — Г 

g{m, /г)-= 
т , если m<n/2, 

--((/г. —2)/2J' е с л и /г—0(тос12)' яг-/г/2, 

от —lb е с л и т>п/2. 
Задача на максимум, связанная с суммами элементов квадрата 
(О, 1)-матрицы, решается в [37]. Пусть I,(A) = '^jalj для матри-

i,i 
цы А = (аи), R(Л)-множество матриц, получающихся из А 
всевозможными перестановками ее элементов; для (0,1)-мат­
рицы А находятся четыре ее перестановки, для которых может 
достигаться maxS(C-), C6R(A), и указывается правило для 
выбора нужной матрицы из этих четырех. Отметим еще работу 
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[233], где решается задача о нахождении минимального числа 
столбцов в матрице с целыми положительными элементами, 
дающей все возможные комбинации натуральных чисел, мень­
ших заданного числа п, в какой-либо строке; эта задача связа­
на с проблемой нахождения l-факторов графа. 

§ 3. ВОПРОСЫ КЛАССИФИКАЦИИ (0,1)-МАТРИц И ГРАФОВ 

Во многих задачах дискретной математики представляют 
интерес свойства (ОД)-матриц, инвариантные относительно пе­
рестановок ее строк и столбцов. Таковы, в частности, многие 
задачи теории графов (как известно, граф может быть пред­
ставлен (ОД)-матрицами смежности или инцидентности). 
В этих случаях естественно считать две (0,1) -матрицы A и В 
размера mXn эквивалентными (обозначение А~В), если В 
перестановками строк и столбцов можно обратить в А. При 
этом возникает проблема классификации (ОД)-матриц относи­
тельно этой эквивалентности. Попарно эквивалентные матрицы 
объединяются в один класс эквивалентности. Ясно, что у мат­
риц ОДНОГО класса наборы строчных и наборы столбцевых сумм 
совпадают, поэтому равенство этих наборов следует считать 
nepiBbiM шагом такой -классификации и действовать далее в 
пределах семейств матриц с одинаковыми с точностью до пере­
становки векторами строчных и столбцевых сумм. Обозначим 
через s£(R, S; т, п) (или просто 3&{R, S)) такую совокупность 
(0,1)-матриц заданного размера тХп, в которых вектор строч­
ных сумм c точностью до перестановки компонент совпадает с 
заданным т-мерным вектором R, а вектор столбцевых сумм — 
с заданным /г-мерным вектором S. Две матрицы А, В из s£{R, 
S; т, п) эквивалентны тогда и только тогда, когда существуют 
такие матрицы перестановки Р и Q порядков тип, соответ­
ственно, что P~lAQ = B. По аналогии с классификацией матриц 
над произвольным полем или коммутативным кольцом пробле­
ма классификации (0,1)-матриц из 3&{R, S) распадается на 
следующие задачи: 

A) Нахождение представителей в каждом классе эквива­
лентности («канонических форм»). 

Б) Критерий эквивалентности двух заданных матриц. 
Далее, ввиду конечности числа матриц, возникают также 

следующие задачи: 
B) Определение числа матриц в каждом классе эквива­

лентности. 
Г) Подсчет числа классов эквивалентности и общего числа 

матриц в s&(R, S). 
Критерий эквивалентности (0,1)-матриц (или, что то же са­

мое, изоморфизма гиперграфов) приводится в [29]. Он сводит 
задачу к рассмотрению подобия двух многомерных целочислен­
ных матриц, построенных по заданным (0,1) -матрицам А, 
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•BGs£(R, S). Это позволяет во многих случаях убедиться в их 
неэквивалентности и значительно сокращает перебор переста­
новок, которые могут перевести A в Б в случае, если они экви­
валентны. Дается его применение к задаче построения мно­
жеств попарно не эквивалентных матриц в &£{R, К), где К= 
— (А,.. . , k). Там же указывается нижняя граница для числа 
классов эквивалентности в s4-(R, К). Ряд классификационных 
задач решается в [30]. Автоморфизмом (0,1)-матрицы Л раз­
мера тхп называется пара (Р, Q) матриц перестановки по­
рядков соответственно т и п со свойством P-1AQ-=A. Авто­
морфизмы A образуют группу G(A) всех автоморфизмов А. 
Ясно, что нахождение порядка этой группы дает ответ на зада­
чу В) (ем. выше). В [30] рассматривается вопрос о группе ав­
томорфизмов G(C) циркулянта С порядка п. Доказывается, 
что G(C) содержит группу диэдра порядка 2д в том и только 
том случае, когда порождающий вектор С симметричен (т. е. 
•совпадает с точностью до циклической перестановки с векто­
ром, компоненты которого следуют в обратном порядке). При­
водится также одно просто проверяемое условие совпадения 
G(C) с группой диэдра- Результаты [30] вместе с критерием 
из [291 приводят фактически к полной классификации матриц 
из s£{R, S; п, п), где R=S=(2, ..., 2). Вопросы классифика­
ции для этой же совокупности рассматриваются также в [28]. 
В [243] на основе метода, развивающего идеи Райзера—Гей-
ла, дается оценка снизу числа матриц в классе Райзера 91 (Я, 
S). В применении к классу квадратных матриц %{К, К) = 
= s4(K, К), К = (k, • . . , k), она приводит к неравенству: 

\&{К, K)\>(n\)h/(k\y. 
В [177] применяется иной принцип классификации. Пусть на 
элементах GF(<7) действует группа подстановок Я. На множе­
стве матриц размера тХп над GF(<7) вводится следующее от­
ношение эквивалентности: A=(aii) эквивалентна В—(Ъи), ес­
ли существует такая перестановка <рбЯ, что bil = (f(au), i — \,. .. 
. . . , т, / = 1 , . . . , п. Соответственно определяется автоморфизм 
матрицы A. Изучаются вопросы классификации для случаев 
H = Sq (симметрической группе на q элементах) и Н — прямая 
сумма групп-

В ряде работ проблема изоморфизма графов и свойства, от­
носящиеся к классам изоморфных графов, тесно связываются 
с перестановками их матриц смежности или инцидентности. 
Широкий спектр таких вопросов рассматривается в работе 
|72], носящей отчасти обзорный характер. В центре внимания 
здесь стоят связи между графами различных типов (неориенти­
рованными двудольными и ориентированными), которые ассо­
циируются с одной и той же (0,1)-матрицей, а также матрич­
ные критерии различных типов связности ориентированных 
графов и критерий вполне неразложимости (0,1)-матриц в тер-
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минах теории графов. Классификации графов посвящена так­
же работа [209]. Пусть A = (ai})—матрица порядка Л.З--2, G1, 
G2 — неориентированные графы без петель на общем множест­
ве вершин { 1 , . . . , п), E(Gi), F(G2)—множества их ребер, 
G\—граф, дополнительный к Gi. Скажем, что Gi и G2 нахо­
дятся в отношении L(A), если a) detA-?--0, б) |E(Gi) | = 
= |E(G2) |{le}n(n—1)/2, в) airaiv—aivair = 0 для всех (i,/)е£(..".-..), 
(г, p)GE(Gz). Ставится вопрос: всякие ли графы, находящиеся в 
отношении 1(A), изоморфны? Доказывается, что если Gi и G2 
находятся в отношении L(A) и хотя бы один из них есть дере­
во с добавлением изолированных вершин, то Gi и G2 изо­
морфны. 

Канонические формы для матриц инцидентности графа изу­
чаются в [187]. Заданная матрица инцидентности упорядочи­
вается лексикографически по строкам: считается, что А\ пре­
восходит A2, если в ней найдется строка, превосходящая соот­
ветствующую строку Л2> а все предыдущие строки у них 
совпадают. Такое же упорядочение рассматривается и по 
столбцам. Выделяются максимальные матрицы инцидентности 
относительно этих упорядочений и изучаются вопросы постро­
ения максимальных матриц. Такие максимальные матрицы 
можно использовать для канонического представления графа 
(т. е. выделения представителя в классе изоморфизма). Утвер­
ждается, что в этом смысле предпочтительнее максимальные 
матрицы по столбцам, так как алгоритм их построения требу-" 
ет меньшего перебора, по сравнению с соответствующим алго­
ритмом для максимальных матриц по строкам. 

О матрицах инцидентности для орграфов см. :[57], о матри­
цах смежности для гиперграфов —[184]. 

§ 4. МАТРИЦЫ С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ 

1. Булевы матрицы. Целочисленные матрицы. Во многих 
рассмотрениях используются различные алгебраические свой­
ства (0,1)-матриц. При этом матричное умножение, в зависи­
мости от специфики задачи, осуществляется либо с помощью 
операций в кольце целых чисел, либо в булевой алгебре с дву­
мя элементами. В последнем случае (ОД)-матрицы называются 
булевыми матрицами (б. м.). Свойства б. м. и их применения 
рассматриваются в [78, 87, 141, 143, 205, 219]. Идемпотентные 
б. м. В (т. е. обладающие свойством B" = J для некоторого це­
лого числа k) изучаются в [78], где на языке теории разбиений 
выводится критерий идемпотентности. Пусть В •— б. м. fi-vo 
порядка, k, d—наименьшие целые числа, для которых Bh = 
= Bh+d; k называется индексом, d — периодом В. S-ранг б. м. 
В определяется следующим образом: он равен 1, если у В все 
ненулевые строки равны, и равен г, если г — наименьшее число 
матриц ранга 1, дающих в сумме В. В [141] получены оценки 
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индекса б. м. с периодом, большим 1. Доказывается, что если 
ндемпотентная б. м. В имеет 5-ранг г и 6.>>=1 для некоторого 
/, то k(B)^s(r~2)+s + \. Пусть Mn(F) —совокупность всех 
матриц порядка п пая произвольным полем F, Ав — множество 
таких матриц из Mn(F), у которых нули стоят на тех же ме­
стах, что и у заданной б. м. R, В [143] показано, что Ап тогда 
и только тогда порождает Л1„(.Р), когда R — ндемпотентная 
б. м., из которой можно получить матрицу перестановки, за­
менив некоторое число единиц нулями. В [205] рассматривает­
ся соответствие между множеством бинарных отношений на 
п-множестве и множеством J?n б. м, порядка п; показано, как 
определить операции на J?n, чтобы получающаяся система была 
изоморфна одной из бинарных операций: композиции, пересече­
ния, объединения или одной из унарных операций: обращения,. 
перехода к дополнению. Разложения в произведение для мат­
риц из !Шп изучаются в [87]: А£$п называется простой, если 
из А=ВС, где В, С&&п, следует, что В или С есть матрица пе­
рестановки. Б. м. А&$п называется г-неразложимой (l-£^r-^n), 
если она не содержит нулевой подматрицы размера sxt, где 
s, t^\ и s + t = n—(г— 1). Пусть п, г таковы, что п>3(г—1). 
Выводится достаточное условие простоты: A&3Sn проста, если 
для нее выполнены следующие свойства: 

1) A г-неразложима, 
2) А содержит не более г—1 подматриц J2, 
3) А не содержит /2>з и h,z-
Псевдообратные в смысле Мура — Пенроуза (см, ниже) для-

б. м. (при этом булево умножение заменяет обычное) изуча­
ются в [219]. Выводится критерий существования псевдообрат­
ной для б. м. В: любые две строки у В либо совпадают, либо 
ортогональны (в булевом смысле). В этой же работе б. и., до­
пускающие псевдообратные, характеризуются как матрицы 
смежности линейных орграфов (т. е. графов, двойственных не­
которому орграфу). 

Свойства миноров и обобщенных обратных для (ОД)-матриц, 
понимаемых как матрицы над кольцом целых чисел, рассмат­
риваются в [57, 234]. В первой из них характеризуются обоб­
щенные обратные в смысле Мура—Пенроуза для матриц инци­
дентности A орграфов и получен базис пространства решений 
уравнения AXA—O; показано также, что канонические формы 
Смита для этих матриц могут быть построены посредством 
матриц с элементами—1,0,1. Во второй определяется класс 
матриц, сохраняющих свойство полной унимодулярности при-
операциях взятия дополнений в строках и столбцах ((ОД)-мат­
рица вполне унимодулярна, если каждый ее .минор равен 
0, 1, —1). Вопросы об обратных для (0,1)-матриц A в связи со 
свойствами графов, построенных по A, разбираются также в 
[151]. Матрица А называется M-матрицей, если A = sl—B, где 
s^zp(B), В — неотрицательная матрица с максимальным ха-
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рэктеристическим числом р(5). Почти треугольной назовем 
-матрицу, перестановочно подобную треугольной; это свойство 
обозначим через Т. С A=(oij) сопоставляется граф G(A), в ко­
тором (г,/) -—ребро, если aij{ne}0. Если в G(A) отбросить петли, 
то полученный граф обозначаем через -5(A). Определим _ мно-
-жество матриц Z.-={A-(aij) |aii = l, aij = 0 или —1 при i{ne}/}. 
Доказывается, что: 

1) Пусть АеТ — М-матрица; тогда А обратна (0,1)-матрице 
•F, если и только если AGZ-fl-T и 6(A) — лес. 

2) Если (0,1)-матрица F обратна некоторой Л!-матрице, то 
E6T. 

3) AeZ0— невырожденная УИ-матрица, если и только если 
А&Т. 

Векторные mn-мерные пространства V матриц размера 
гпХп над полями GF(q) изучаются в '[65]; в случае т = п = 2и 
произвольного q подсчитав ается число базисов, состоящих из 
матриц заданных рангов. 

Матрицы с целыми элементами, обратные к которым также 
целочисленны, изучаются в [93, 115, 117]. В [142] для матриц с 
целыми неотрицательными элементами (и вообще для матриц 
с элементами из полукольца) вводится следующее отношение 
эквивалентности: А и В эквивалентны, если существуют такие 
матрицы R, S и такое число n ^ O , что RA=BR, AS=SB, RS — 
— Вп, SR—An. Доказывается существование конечной процеду­
ры для решения вопроса об эквивалентности двух матриц A 
и В при условии, что характеристический многочлен А не имеет 
кратных корней (и при некоторых дополнительных условиях). 
Целочисленные циркулянты рассматриваются в [179, 180]. 
В первой из них подробно исследуется вопрос о том, для каких 
целых т , п существует целочисленный циркулянт С порядка п 
с det C=m. Показано, в частности, что это так, если (тп,п)~\ 
или если п2\т. Если простое число р делит (m, n) и р1\п, то 
необходимым условием является pt+i\m. Во второй доказы­
вается, что определитель целочисленного циркулянта порядка 
рк ( р > 3 ) не может равняться pk+i. Дается контрпример к это­
му утверждению при p = 3. Кроме того, при p = 3 определитель 
либо не делится на 3, либо делится на 27. • Перечислительная 
задача о минорах (0,1) -матрицы An размера nX(2n—1)> все 
столбцы которой ненулевые и различны между собой, рассмат­
ривается в [ 193]. В Ап выделяется подматрица Апт, каждый 
столбец которой содержит в точности т единиц. Пусть gn = 
= \АпАп

Т\, an — количество миноров порядка п в An, Q(n) — 
среднее значение квадратов миноров матрицы An, т. е. Q(n)-=' 
—gn/a-n, Q(n,m)—среднее значение квадратов миноров Anm-
Находится асимптотика чисел Q(n) и Q(n,m) при n{to}oo. В [77, 
113] изучаются множества / матриц перестановки порядка п, 
сумма которых совпадает с Jn. Такие множества характеризу­
ются в случаях, когда а) матрицы из fk перестановочны к 
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•б) множество f замкнуто относительно умножения [77]. Дру­
гие вопросы о неотрицательных целочисленных матрицах см. 
151, 150].' 

2. Неотрицательные вещественные матрицы. Изучению об­
щих свойств Матриц с неотрицательными элементами в рас­
сматриваемый период было посвящено лишь небольшое число 
работ. В [131, 132] исследовались обобщенные обратные не­
отрицательных матриц. Для вещественных матриц размера 
тХп рассматриваются следующие уравнения: 

АХА = А, (1) 
ХАХ = Х, (2) 

(AXf^AX, (3) 
(XAf = XA, (4) 
АХ = ХА. (5) 

Если X s { l , 2 , 3,4, 5}, то X, удовлетворяющая уравнениям с но­
мерами из Я, называется Я-обратной для А. В частности,• {1, 2, 
3, 4}-обратная есть псевдообратная Мура—Пенроуза, а {1,2,5}-
•обратная (для квадратной матрицы A) называется групповой 
обратной; если она существует, то единственна. В [132] харак­
теризуются неотрицательные матрицы, имеющие групповые 
обратные. Отсюда получается также характеристика неотрица­
тельных матриц, совпадающих со своими {1}- или ^ ^ - о б р а т ­
ными. В той же работе описываются все неотрицательные ске­
летные разложения матриц с групповыми обратными. В [131] 
дается обзор результатов о неотрицательных матрицах, имею-
•щих неотрицательные обобщенные обратные. Вопрос о сущест­
вовании неотрицательных скелетных разложений для неотрица­
тельных матриц А решается в отрицательном смысле (см. 
,[134]) для случаев: 

а) А размера mXft (т^п^А), ранга п—1, в любой строке 
А имеется не более двух ненулевых элементов, никакие две 
строки не пропорциональны, любые п—2 столбца линейно не­
зависимы; 

б) А размера pX<7, ранга r(p^r-\-i^4, q"^r-\-l) содержит 
подматрицу Л- с указанными в п. а) свойствами. 

В связи с математическими моделями энергетических запро­
сов в экономике в [112] рассматривается вопрос о получении 
для положительно полуопределенной неотрицательной матрицы 
А порядка п разложения А=ВТВ, где В — также неотрицатель­
ная матрица порядка п. Даются доказательства геометриче­
ского характера известных фактов: такая ' факторизация су­
ществует при n{le}4; для п ^ б она не всегда возможна. 

Аналогично идемпотентным булевым матрицам, неотрица­
тельная квадратная матрица A называется примитивной, если 
Л Т > 0 для некоторого целого у. Наименьшее целое число у {А) 
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с таким свойством называется показателем (примитивности) 
матрицы A. Интересные результаты, касающиеся примитивных 
матриц, получены в [152]. В 1950 г. Виландом (Wielandt H.) 
была указана следующая верхняя граница для показателя у 
примитивной матрицы A порядка п: 

у{А)^п2—2п+2. . (1) 
В дальнейшем Далмейджем (Dulmage A. L.) и Мендельсоном 
(Mendelsohn N. S.) были выделены такие целые числа, удов-
летворяющие (1), которые не являются показателями никакой 
примитивной матрицы порядка п; таковы, например, числа из. 
интервалов (n2—3n+4, (п—1)2) и (п2—4п+6, п2—3n+2). При 
четном п такой «лакуной» будет интервал (/г2—4п + 6, (п—I)2), 
объединяющий оба предыдущих. Авторы [152] усиливают эти 
результаты, показывая, что для любых п, t не существует при­
митивной матрицы порядка п, показатель которой y(A) удов­
летворял бы неравенствам 

й - . / г - 1 - ~ (t + lf<y(A)<n'2-~(t-l)n+t-2. 
Усилен также упомянутый результат об интервале для четного1 

п. Теория индекса примитивных матриц обобщается следующим 
образом в РЖМат, 1983, ЗА347. Пусть X — множество неотри­
цательных квадратных матриц порядка k и П (т) обозначает 
произведение любых т матриц из X, причем разрешены их 
повторения; X примитивно, если для некоторого т0 каждая 
матрица из П(т0) положительна; индекс g(X) множества X — 
наименьшее ЧИСЛО С таким СВОЙСТВОМ. Доказывается, что 
g (X) {le}2ft—2 и эта оценка достижима. 

3. Стохастические и дважды стохастические матрицы-
Неотрицательные вещественные матрицы этих классов изу­
чаются наиболее интенсивно. Напомним, ЧТО стохастической 
называется неотрицательная вещественная матрица А = (аф 

п 

порядка п, для которой выполняются условия ^ Я ; / — 1. 
п 

i = l , . . .,/г; если при этом также ^ ffij;=-, / = 1 й| то А 
называется дважды стохастической (дв. с ) . Если в определении 
стохастической матрицы отказаться от требования неотрица­
тельности элементов, то такую матрицу назовем почти стоха­
стической (п. с м . ) . Через fin обозначим множество дв. с. м.,. 
через Я'п — множество п. с. м. порядка п. Если в матрице 1п 
элемент на месте (i,i) заменить на а, а на месте (£, /) — н а 
1—а, то приходим к п. с. и. Lij(a). Такие матрицы называются: 
элементарными п. с. м. (при 0^a{le}l — элементарными стоха­
стическими). В [135] исследуется вопрос о разложении матриц 
из Рп в произведение элементарных п. с. м. Доказывается; что 
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.любую А&&п (п^-2) можно разложить в произведение, вклю­
чающее в качестве сомножителей элементарные п. с. м. в числе 
не больше .7(п), где q{n)—некоторый квадратный многочлен 
•от n, и, быть может, матрицу транспозиции Pi2 (в том случае, 
когда detA<0); y матрицы ранга г число вырожденных со­
множителей есть п—г, и это число — минимально возможное. 
Аналогичный результат получен также для стохастических 
матриц (с той же границей <7(n)), только в качестве сомножи­
телей допускаются элементарные стохастические матрицы, об­
ратные к ним (они входят в .^п), Pi2 и лишь они. В этом слу­
чае указывается также верхняя граница для числа сомножите­
лей Lij(a) с 0-^a{le}l—s при любом заданном е > 0 . 

Граница для модулей собственных значений одного класса 
стохастических матриц М, ассоциированных с графами, получена 
в '[148]. Пусть G — связный граф с п вершинами и матри­
цей смежности А; приходим к матрице М, деля каждый эле­
мент A на сумму элементов строки, где он расположен. Мно­
жество собственных значений стохастической матрицы вклю­
чает .1=1 и, быть может, %=—1. Доказывается, что при X{ne} d=1 
для собственного значения матрицы М справедлива оценка 
| К|{le}l—п~3. Приведены примеры графов, для которых оценка 
достигается: это — два полных графа на п/3 вершинах, соеди­
ненных цепью с п/3 вершинами. Более сильные оценки получа­
ются при том условии, что с ростом п диаметр G или макси­
мальная степень вершины остаются ограниченными. В [136] 
рассматривается вопрос о возможности приведения стохасти­
ческой матрицы к дв. с. м. преобразованием подобия. Показано, 
что это возможно не всегда, и выведены некоторые достаточ­
ные условия, например: если ни один элемент стохастической 
матрицы не меньше 1/(п+1), то она подобна дв. с. м. Инте­
ресно, что положение меняется, если от стохастических матриц 
перейти к п. с. м., а именно, доказывается, что любая А&Я'п по­
добна вещественной матрице, у которой все строчные и столб-
цевые суммы равны 1. 

В нескольких работах изучались свойства дв. с. м. или их 
различных обобщений. В [48] методами, заимствованными из 
линейного программирования, устанавливается, что для любых 
двух различных дв. с. м. А — (а.ц) и В=(Ъ^) порядка п найдет­
ся такая перестановка о, что 

1 1 ttio{i) > 11 bia(i)-
I I 

Оценка величины элемента дв. с м. A = (atj) с помощью евкли­
довой нормы | |X | | матрицы X приводится в [215]: 

К--1/я|<-—-|И--Л;||, 
подробно обсуждается случай равенства. В [216] рассматрива­
ются матрицы, удовлетворяющие для некоторого натурального 
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р условию АР=АТ; они называются условно симметрическими.. 
Если такая матрица A — стохастическая, то она будет дв. с. м.. 
Дается описание всех условно симметрических стохастических 
матриц. 

Различные обобщения дв. с. м. рассматривались в [39, 81,„ 
106]. В первой из них известное описание экстремальных точек 
пространства симметрических дв. с. м. распространяется на слу­
чай бесконечных матриц. Во второй теорема Биркгофа о том.. 
что множество дв. с. м. есть выпуклая оболочка матриц пере­
становки, обобщается на случай матриц с элементами — дву­
мерными векторами, со строчными и столбцевыми суммами,-
равными (1,1). Наконец, в [106] рассматривается множество 
h.n(R) матриц порядка п над кольцом R с единицей, у которых 
все строчные и столбцевые суммы совпадают. В духе упомяну­
той теоремы Биркгофа для kn(R) ищутся -R-базисы, состоящие. 
из матриц перестановки; доказывается, в частности, что каж­
дый такой базис содержит n2—n+2 элементов. 

4. Перманенты. Теория перманентов обогатилась в рассмат­
риваемый период результатом первостепенного значения: в-
[7] (си. также [33]) была, наконец, доказана знаменитая ги­
потеза Ван дер Вардена: min{per A \АШп) = рег Jn = n\/nn и 
./„ — единственная матрица из Qn, на которой этот минимум 
достигается. Успех при доказательстве гипотезы (см. [7]) во ' 
многом был обусловлен'привлечением созданной еще в 30-е гг. 
А. Д. Александровым теории смешанных дискриминантов, кото­
рая обычно использовалась при исследовании объемов выпук­
лых тел в евклидовом пространстве. Перманент может быть 
представлен как смешанный дискриминант; этот факт ПОЗВОЛИЛ 
применить к нему частный случай неравенства, полученного 
А, Д. Александровым для дискриминантов, что и привело к до­
казательству гипотезы Ван дер Вардена. Этот результат при­
вел также к решению целого ряда сопутствующих проблем и 
вызвал многочисленные отклики. Оказались доказанными все. 
результаты, полученные ранее в предположении справедливости 
гипотезы Ван дер Вардена. Обзор таких утверждений см. [17]' 
и [20]. Это относится, в частности, к оценкам числа неизо­
морфных троек Штейнера и числа латинских прямоугольников-
и квадратов. О работах по оценкам снизу перманентов дв. с. м. 
и проблеме Ван дер Вардена, а также родственным ей пробле­
мам см. [9, 17, 20, 22, 92, 96, 132, 155, 156, 158—161, 164, 167, 
192, 214]. 

В недавно вышедшей на русском языке монографии Минка 
[17], снабженной полной библиографией работ по перманен-' 
там (доведенной в русском переводе до 1981 г.), подробно раз­
бираются самые различные стороны теории перманентов. По­
этому мы не будем сколько-нибудь подробно останавливаться 
на достижениях в этой области, отсылая читателя к гл. 8, биб­
лиографии и послесловию в этой книге, где дается подробные 
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обзор современного ее состояния (из работ, не упоминавших­
ся выше, там рассматриваются, в частности, [8, 66, 107, 169,. 
173, 174, 178, 211]). Отметим лишь некоторые результаты, по­
лученные в последнее время. 

Новый метод вычисления перманентов (0,1) -матриц изла- • 
гается в [137]. Он основан на соотношениях величин перманен­
тов, у которых строки удовлетворяют некоторым условиям, вы­
раженным в терминах теоретико-множественных операций на 
строках матрицы. Приводится таблица времени счета с по­
мощью предлагаемого алгоритма и с помощью известных алго­
ритмов Райзера и Уилфа, основанных на формуле включения — 
исключения. О формулах для вычисления перманентов см. так­
же [6, 7]. Оценкам снизу перманентов дважды 
стохастических циркулянтов посвящена работа [226]. 
В ней рассматривается множество дв. с. циркулянтов вида-
а1п-\-^Рп-\-уРп

2, где Р,,-—матрица перестановки (12 . . . n).. 
Доказывается, что 1) если / г>3 , то минимум перманентов 
таких матриц меньше, чем 1/2'-"1, и -2) при п = 3, 4 матрица 
•An — -о- (-rn + -°n + FV) — единственная, где этот минимум дости­
гается. Ранее Минком было доказано, что минимум принадле­
жит полуоткрытому интервалу (1/2та, l/2n_1] и при п^Ъ зна­
чение перманента матрицы Ап не минимально. Нижние границы 
для некоторых функций от перманента дв. с. м., определенных с 
помощью подперманентов, см. -[114]. В [133] характеризуются 
точки п-выпуклого множества, на которых достигает минимума 
супераддитивная п-однородная функция (обобщение функции 
перманента). Б [36] с помощью известной теоремы Фробениу-
са — Кёнига о перманентах (0,1)-матриц перечисляются семей­
ства, состоящие из двухэлементных подмножеств конечного 
множества, имеющие хотя бы одну систему различных пред­
ставителей. 

§ 5. АЛГОРИТМЫ В АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ 

1. Введение. В настоящее время произошло резкое увеличе­
ние числа работ, связанных с изучением сложности комбина­
торных алгоритмов, и были достигнуты значительные продви­
жения в этой области. Основные направления исследований 
здесь — установление, имеет ли конкретная комбинаторная за­
дача полиномиальный разрешающий алгоритм и последующие 
исследования, связанные с понижением полиномиальных оце­
нок, либо установление NP-полноты конкретной задачи и на­
хождение разрешающего алгоритма с невысокой экспоненци­
альной оценкой. 

В данном разделе дается обзор некоторых результатов в 
данных направлениях, связанных с решением алгебраических 
и графических задач, а также проблем выбора и поиска. Ос-
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новное внимание уделяется рассмотрению оценок эффективно­
сти. В качестве меры сложности в основном используется вре­
мя работы алгоритма в худшем случае как функции от размера 
входных данных. В качестве основной модели вычислительного 
устройства, на которой базируется мера сложности, как прави­
ло используется машина с произвольным доступом к памяти 
(RAM) [2k 

Область комбинаторных алгоритмов слишком обширна, 
чтобы ее можно было охватить в одной статье. В стороне остав­
лены такие темы, как расчет константных множителей в оцен­
ках сложности комбинаторных алгоритмов, анализ поведения 
сложности алгоритмов в среднем, алгоритмы со случайным 
выбором и некоторые другие вопросы. 

2. Умножение матриц и связанные с ним вопросы. Активно 
изучаемая в последнее время задача умножения матриц заклю­
чается в изучении мультипликативной сложности вычисления 
по двум данным матрицам А я В порядка пХп их матричного 
произведения А-В, при условии, что элементы матриц берутся 
из некоторого кольца- Важность этой задачи объясняется, на­
пример, тем, что установлена сложностная эквивалентность за­
дачи умножения матриц другим задачам: задаче решения 
системы линейных уравнений, задаче вычисления определителя 
матрицы, задаче нахождения замыкания матрицы [21. И. Мун-
ро (1972 г.) заметил, что более частные задачи, такие как воз­
ведение матрицы в квадрат и умножение симметрических мат­
риц, имеют ту же по порядку сложность, что и общий случай. 
Стандартный метод умножения матриц требует 0(п3) умноже­
ний. Если же разбивать матрицу А на (пХпг)-подматрицы 
Аи а матрицу В на (mXn)-подматрицы Bit то ясно, что 

п/т 

t-\ 

Выбирая т= L logn_l, можно организовать вычисление произ­
ведения АВ за O(n3/logn) операций. 

В 1969 году Штрассен предложил рекурсивный алгоритм 
умножения двух (nXn)-матриц, основанный на методе умно­
жения двух (2X2)-матриц и использующий только 7 умноже­
ний. Данный алгоритм умножения двух (пХп)-матриц требует 
0(n-°e7) операций (log27-=-2.807). 

Этот результат стимулировал появление целого ряда работ, 
посвященных нахождению алгоритмов умножения (пХп)-мат­
риц с мультипликативной сложностью О(п^), где j}{le}log27, a 
также применение данного алгоритма для решения других за­
дач (например, графических). В течение почти 10 лет вопрос 
об оптимальности алгоритма Штрассена был открыт, но, на­
чиная с 1978 года, появилась целая серия алгоритмов с более 
лучшими оценками, чем в алгоритме Щтрассеиа. 
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Так, в 1978 году Пан предложил так называемый алгоритм 
трилинейного собирания, который позволил получить оценку 
для сложности умножения матриц порядка 0(n2-796) для слу­
чая произвольного поля коэффициентов. Этот алгоритм быст­
рого умножения основан на тождествах типа 

м 
Tr(ABC)=^L1(A)L2(B)L3(C) 

• 7 - 1 

(где Li — линейные формы от элементов матрицы) с неболь­
шим значением М. Затем группа авторов — Бини, Капивани, 
Лотти, Романи в том же 1978 году для случая бесконечного 
поля коэффициентов получили оценку О(п2-7ао). Их подход 
заключается во введении понятия граничного тензорного ран­
га, который определяется как тензорный ранг минимального 
страта, в замыкании которого лежит данный тензор. Через год 
Шёнхаге усовершенствовал их алгоритм, используя сведение 
умножения матриц к умножению «нескольких» матриц, и по­
лучил оценку 0(п2-609). Затем Пан, комбинируя все три метода 
указанных работ, получил новую оценку мультипликативной . 
сложности умножения (nXn) -матриц порядка 0(п%ты) [188]. 
Дальнейшее улучшение этой оценки сделал Шёнхаге (Schon-
hage A., Partial and total matrix multiplication. Univ. Tubingen, 
W. G., preprint, 1980), предложивший новый алгоритм с оцен­
кой О (/г2-623), Романи, используя некоторые свойства сумм тен­
зоров, получил в работе [201] новую оценку 0(n2>l&166). 

В [189] выводятся новые тождества, связывающие следы 
произведения матриц и суммы произведений некоторых форм 
от коэффициентов матриц, которые дают лучшие оценки слож­
ности произведения матриц с учетом констант. 

Копперсмит и Виноград [84] получили следующий резуль­
тат в этом направлении: 

Пусть существует некоторая билинейная программа, вы­
числяющая произведение произвольных матриц порядков 
тХп и пХр, использующая L умножений, тогда для любого г 
существует алгоритм произведения двух (rX/-)-матриц со 
сложностью 

О(гР), где f, = 3 log L/log (тир). 
Пусть nfi — предельная точка мультипликативных сложностей 

вычисления произведения двух матриц порядка п в рассматри­
ваемом классе алгоритмов. Показано, что р<2.495364. В рабо­
те [84] изучается величина со (E) =• inf {co„ (E)|n>2}, называемая 
экспонентой матричного умножения, где M(it) — n(a'l{n обозна­
чает ранг трехмерного тензора умножения двух квадратных 
матриц порядка п над полем F. Число М(п) совпадает с ми­
нимальной из мультипликативных сложностей «билинейных» 
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алгоритмов, вычисляющих указанное произведение матриц. 
ОСНОВНОЙ результат состоит в том, что со (-F) является предель­
ной точкой последовательности Mn(F) в строгом понимании 
этого термина. Отсюда следует, что ©(F) не реализуется ни­
каким конкретным билинейным алгоритмом. Интуитивно это. 
можно трактовать так, что среди билинейных алгоритмов нет 
в точном смысле наилучшего. 

Как уже отмечалось, данные оценки сложности умножения 
матриц характеризуют также и сложность обращения невы­
рожденной матрицы, сложность вычисления определителя мат­
рицы, сложность решения квадратных систем линейных урав­
нений. Случай произвольных систем т линейных уравнений с п. 
неизвестными был рассмотрен в работе [261, где на основе 
усовершенствования алгоритма К/Р-разложения матрицы из 
[21 был получен алгоритм решения произвольной системы ли­
нейных уравнений за число операций 

О (max {m, п) • (min (m, n))los3-5). 
Обратимся теперь к задаче булева умножения (0,1) -матриц 
размера n x n . В этом случае указанные выше алгоритмы уже-
неприменимы, так как они существенно использовали свойства 
кольца коэффициентов, которые в данном случае не выполня­
ются. Ясно, что обычный алгоритм умножения требует 0(пъ) 
операций. Используя алгоритм Шёнхаге «быстрого» умноже­
ния чисел, авторы работы [2li получили алгоритм булева ум­
ножения (ОД)-матриц размера nxn,"требующий 

ОБ (n,og7 • log n • log log n • log log log n) 
битовых операций. Этот алгоритм был усовершенствован 
(см. РЖМат, 1982, 5B696) и получена новая, более точная. 
оценка 

0 Б (n1067 log n• log log log n • log log log log n) 
для числа битовых операций для булевого умножения матриц. 
К данному направлению относится также следующая задача,. 
рассмотренная в работе [109]-. Пусть имеется (рХq)-матрица 
R из нулей и единиц и натуральное число т. Требуется уста­
новить, существуют ли (рХт)- и (mXq)-матрицы из нулей и: 
единиц А я В такие, что R—A-B. К этой задаче сводится за­
дача о вычислении (pXq)-билинейной формы с константами 
{0, 1} билинейными программами, использующими т умноже­
ний. Показано, что мультипликативная сложность билинейной 
формы В с матрицей R размера pXq с коэффициентами ОД 
равна минимальному числу г такому, что R—X-Y, где X и Y — 
(рХг)- и (гХ?)-матрицы из нулей и единиц. 

В [109]- установлено, что данная задача является NP-пол-
ной. Отсюда следует, что и задача определения по данному 
набору билинейных форм {В.}, i = \,...,k, размера pXq с ко--
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эффициентами {0, 1} и произвольному натуральному т: мо­
жет ли значение этого набора билинейных форм быть вычис-
лено с помощью т умножений, является NP-полной задачей. 
Аналогичные результаты получены и относительно аддитивной 
сложности. Например, задача определения по заданной били­
нейной форме В и натуральному числу I: можно ли В вычис­
лить с помощью I сложений, является NP-полной задачей, да­
же если фиксируется число умножений. Алдер и Штрассен 
[41J рассмотрели общую задачу о мультипликативной сложно­
сти перемножения двух элементов конечной ассоциативной ал­
гебры А. Установлено, что для данной сложности L справед­
ливо неравенство L(A)>2diraA—t, где t — число максимальных 
двусторонних идеалов алгебры А. 

Если A — тело, то достигается равенство. 
Приведем теперь результаты, связанные с графической ин­

терпретацией некоторых методов решения систем линейных 
уравнений. 

В [202] рассмотрена графическая интерпретация метода 
Гаусса исключения неизвестных. При решении системы по ме­
тоду Гаусса фактически проводится факторизация (пХя)-мат­
рицы коэффициентов A в виде A = L-U, где L и U—-верхняя 
и нижняя треугольные матрицы. B ходе решения некоторые 
нулевые элементы матрицы А могут перейти в ненулевые эле­
менты в L или U. Такие элементы называются пополнением. 
Пусть G-=(V, E) —• n-вершинный граф данной матрицы коэф­
фициентов Л, определяемый отношениями: 

(о., Vj) eE-*-*-a.j=7--0 или йцФО, Vi,.V}GV, i, j — l,..., n. 

Тогда задача заключается в нахождении такого упорядочения 
вершин графа G=(V, E), при котором бы минимизировалось 
число пополнений в ходе реализации алгоритма Гаусса. До­
казано [202], что задача определения такого упорядочения яв­
ляется NP-полной проблемой. 

Роуз и Тарьяи (1978 г.) в связи с изучением метода Гаус­
са, для разреженных систем линейных уравнений рассмотрели 
следующую задачу: для произвольного ориентированного гра­
фа G==(V, Е) и натурального числа k установить, можно ли 

.так перенумеровать вершины графа G, что получится самое 
большее k пар вершин (и, v) 6VX V \ E , обладающих свойст­
вом: G содержит ориентированный путь из и в v, проходящий 
только через такие вершины да, что f(w)<min{f(u), f(v)}, где 
f(t)—номер вершины t. Данная задача также является NP-
полной [202].. Другой результат в этом направлении получен 
в работе [105l. Назовем разметкой графа G=(V, E) любое 
инъективное отображение f:V-+Z+ множества вершин в мно­
жество положительных целых чисел. Охватом разметки f на­
зовем величину 
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Охв(/)— max { | / (a) - /HI} . 
{u,v)QE 

Охватом графа Q = (V,E) называется величина 
OxB(G)=ram{OxB(/)}, 

где минимум берется по всем разметкам f графа G=(V, F). 
Нетрудно получить, что OxB(G){le}& в том и только в том слу­
чае, когда существует такая перестановочная матрица Р, что 
все ненулевые элементы матрицы РТАР лежат на диагонали 
или на k первых наддиагоналях или первых k лоддиагоналях. 
Построены алгоритмы с линейной сложностью для определе­
ния, справедливо ли равенство OxB(G) = l и Охв(0)=2. Дру­
гими словами, за время 0(п) проверяется, может ли матрица 
A приводиться к тридиагональному виду перестановкой строк 
и столбцов. В то же время, если заданы произвольные граф 
G=(V, E) и натуральное ЧИСЛО k, TO задача определения, су­
ществует ли упорядочение вершин графа Q—(V, Е) такое, что 
справедливо OxB(G){le}&, является NP-полной проблемой. 

3. Сложность алгоритмов, связанных алгебраическими зада­
чами. В 1972 году Тарьян показал, что изоморфизм двух групп 
порядка п, заданных таблицами Кэли, можно распознать за 
0(niogn-t-ou)) Шагов. Этот алгоритм основывается на том факте, 
что любая группа порядка п порождается не более чем log2n 
элементами. Этот подход можно использовать для построения 
алгоритмов проверки изоморфизма квазигрупп порядка п и 
латинских квадратов порядка п. Этому посвящена работа Q72I 
и предложенные там алгоритмы имеют сложность 0(nl0i-n) с 
точностью до полиномиального множителя. Д. Ю. Григорьев 
(1980 г.) установил, что изоморфизм двух полупростых алгебр, 
заданных своими структурными целочисленными тензорами 
(над алгебраически замкнутым полем), может быть разрешен 
в полиномиальное время. 

Хопкрофт и Ванг (1974 г.) показали, что задача изоморфиз­
ма для планарных графов решается за полиномиальное время, 
Установлена также полиномиальность разрешения для некото­
рых других частных классов графов. Однако в общем виде 
проблема, лежит ли задача об изоморфизме графов в классе 
Р, остается открытой. Приведем некоторые результаты, свя­
занные с эквивалентностью матриц Адамара, тех (nXnl-мат­
риц Н, состоящих из —1, 1 и таких, что Н-Тт*=п1, где /-—еди­
ничная матрица. Две матрицы Адамара н?зываются эквива­
лентными, если одна матрица может быть получена из другой 
следующими операциями: перестановка строк (столбцов) и 
умножение строк (столбцов) на —I. Задача заключается в 
сложности выяснения эквивалентности матриц Адамара. Мак-
Кей (1979 г.) показал, что данная задача за полиномиальное 
время сводится к проверке изоморфизма некоторых графов, 
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Леон (1979 г.) предложил алгоритм, решающий данную задачу 
за noaogn) m a r o B i 

В работе [82] показано, что эквивалентность двух матриц 
Адамара можно проверить, используя память объемом 
O(log-n). 

Пусть G —свободная группа. Проблема степени в группе 
G —это проблема существования алгоритма, который по лю­
бым двум элементам х, y£G отвечает на вопрос, является ли х 
степенью у в G. Проблема степенной сопряженности в G — это 
проблема существования алгоритма, который по любым двум 
элементам х, y&G отвечает на вопрос, сопряжен ли х некоторой 
степени у в G. 

Доказывается [90], что проблема сопряженности, проблема 
степени, проблема степенной сопряженности разрешимы для 
свободной группы в линейное время на многоленточных маши­
нах Тьюринга. Это значит, что на машине RAM эти проблемы 
разрешимы за линейное время при равномерном весовом кри­
терии и разрешимы с логарифмическим замедлением при лога­
рифмическом весовом критерии. Заметим, что ранее Кардоза, 
Линтон, Мейер (1976 г.) установили, что проблема равенства 
слов для абелевых групп требует экспоненциальной памяти. 
Другая задача из данной области — проверка ассоциативности 
группоида. Пусть G — группоид, заданный своей таблицей ум­
ножения. Требуется определить его ассоциативность. В 1972 го­
ду Фрейзер установил [98], что если алгоритмы проверки ассо­
циативности используют только тройки элементов группоида G, 
то для любого такого алгоритма А существует группоид G, ас­
социативность которого не может быть установлена менее, чем 
за п3 операций. Алгоритм другого типа проверки ассоциатив­
ности, требующий 0(n2) операций, предложен в работе [241]. 

4. Алгебраическая задача о назначении ставится следующим 
образом. Пусть 5 — непустое множество с бинарным отноше­
нием + и отношением порядка {le}, которые удовлетворяют ус­
ловиям: 

а) S — множество, полностью упорядоченное отноше­
нием •<. 

б) Система (5, + ) является коммутативной полугруппой. 
в) 5 содержит единичный элемент е. 
г) Ь^е влечет a{le}a+fc для всех а. 
д) а<Ь влечет существование с^е такого, что а + с = Ь. 
е) а + с = Ь + с влечет а = Ъ, либо а + с = Ь + с=с. Здесь а, 

Ъ, ces. 
Пусть заданы элементы ctjGS для i, /6 {I, 2 , . , . , n}=N. Тре­

буется найти перестановку <р множества N такую, которая ми­
нимизирует сумму 

Jj Cly(i) — £l<p(l) + C2tp(2) + . . . + слф(л) 
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по всем перестановкам <р множества N. Эта задача представля­
ет собой обобщение классической задачи о назначении, в кото­
рой в качестве S берется множество действительных чисел с 
обычными операциями + и {le}. 

В 1977 году Буркард, Гамахер, Циммерман предложили 
для алгебраической задачи о назначении алгоритм со слож­
ностью 0(п4). В работе '[100] для данной задачи был пред­
ложен алгоритм со сложностью 0(n3), который, по существу, 
является модификацией алгоритма Диница и' Кронрода 
(1969 г.) для решения классической задачи о назначении. 

Заметим, что квадратичная задача о назначении NP-полна, 
Она формулируется так: Заданы неотрицательные целые чис­
ла сц (стоимости), I, / = 1 , . . . , п, и йы (расстояния), k,l= 
= 1, . . . , т, В. Спрашивается, существует ли такое однозначное 
отображение f : {1, 2,. . . , n}{to}{1, 2,. .. , т), что справедливо 
соотношение: 

п п 

г = 1 1 - х 
NP-полнота данной задачи установлена Сахни, Гонцалез 
(1976 г.) 

§ 6. ПРОБЛЕМЫ ВЫБОРА 

1. Стокмейер и Вонг в работе '[225] рассмотрели задачу о 
нахождении пересечения двух отношений. На матричном языке 
задача ставится так, 

Пусть даны две матрицы A и В с вещественными элемента­
ми размером (mXk) и (nXk), соответственно- Строки обеих 
матриц попарно различны между собой.. Требуется путем попар­
ных сравнений элементов матрицы выделить множество общих 
•угрок матриц А и В. Пусть I(m, n, k) — минимальное ЧИСЛО 
сравнений в худшем случае для решения поставленной задачи, 
В '[225] установлено, что имеют место неравенства: 

(m-\-ti)log2m-\-(m-}-n— \)к—яг+1 >I(m, n, k ) > 
>max((wi + n)1og2/i— 2.9/n, (m + /-•.— l)k). 

Если требуется в произвольной (mxk)-матрице путем попар­
ных сравнений элементов матрицы выделить одинаковые стро­
ки, то для числа Р(т, k) —минимального количества сравне­
ний (в худшем случае), необходимых для решения этой задачи, 
справедливо соотношение: 

m\og2m-\-(m — l)(k~\)>P(m,k)> 
>max(tfilog2/n.—1.45, (m — l)k). 
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2. Пусть дано некоторое линейно упорядоченное множество 
5. Если требуется упорядочить множество S путем попарных 
сравнений, то имеются хорошие алгоритмы, требующие 
O(nlogn) попарных сравнений, где ]S|— п. При этом, если ал­
горитм использует только попарное сравнение, то данный поря­
док оценки сложности неулучшаем [2]. Пусть теперь требуется 
выбрать i-й наибольший элемент из множества S. Пусть 
х1{(п)—наименьшее требуемое для этого число сравнений в 
худшем случае. Многими авторами, начиная со Штейнхауза 
(ок. 1930 г.), были получены различные верхние и нижние оцен­
ки для величины w<(n) при различных L 

В качестве нижней оценки Киркпатрик в '1981 году устано­
вил, что 

Vl(H)> 
•^(3^+1 + 1)1, если ~n<i<i-(ft+1), 
2 ^,. i - i -у | . — « - " з ^ ^ 2 

если i<----/&. 

Что касается верхних оценок, то классической была оценка 
w-(n){le}n—£+(i—1) f log2(n—i + 2) ], 

и до 1972 года не было известно, действительно ли требуется 
O(nlogn) попарных сравнений в решении данной задачи. 

В 1973 году группа авторов: Блюм, Флойд, Пратт, Райвест, 
Тарьян получили верхнюю оценку порядка О(п). Затем Шенха-
ге (1976 г.) установил, что имеет место соотношение: 

vt(n) {le} 3h+о (п) для любого i. 
В работе :[175] было проведено сравнительное изучение ука­
занных алгоритмов и показано, что асимптотически первый 
алгоритм (группы Блюма) лучше второго. Кроме того, если 
i = o(n), то Vi(n) =n + o(n). Тем самым установлена оптималь­
ность алгоритма при небольших значениях i. В [40] устанав­
ливаются точные формулы для минимального числа сравнений 
в худшем случае, необходимых для выделения трех наибольших 
элементов и третьего наибольшего элемента. В частности, по­
казано, что 

•(ft —3)+2Jfe при d < 2 , 
w3(n) = ( n - 3 ) + 2k + 1 при 2 < d < 2 f t - 2 , 

Цл—-3) + 2 f t + 2 при d>2*- 2 , 
где n = 2"+d, 0{le}d<2ft. 

Заметим, что для нахождения 2-х наибольших элементов не­
обходимо и достаточно n+[log2n ] —2 сравнений, а одного 
наибольшего п—1 сравнение (см. [2]). Нахождение наи­
большего и наименьшего из п элементов требует I •-.,- \ —2 
сравнений. Если выбираются i-e по порядку подмножества или 
наборы, то здесь могут появиться NP-трудные задачи. Напри-
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мер, пусть заданы конечное множество А, размер s(a), явля­
ющийся натуральным числом каждого элемента aQA, и поло­
жительные целые числа К и В. Требуется установить, сущест­
вует ли не менее К различных подмножеств A'sA, сумма раз­
меров элементов которых не превосходит В? NP-трудность 
этой задачи установили Джонсон, Каждан (1976 г.). 

3. Задача лексикографической сортировки ставится так. 
Пусть имеется последовательность наборов (кортежей) с эле­
ментами из линейно упорядоченного множества 5. Тогда оче­
видным образом на множестве наборов определяется лексико­
графический порядок. Требуется построить алгоритм, который 
данный список наборов упорядочивал бы в лексикографическом 
порядке. Если каждая компонента наборов является целым 
числом в интервале 0 и т—1, то k наборов длины п можно 
лексикографически упорядочить за время 0((m + n)k) [2]. 

Видерман [244, 245] совершенствует процедуру лексикогра­
фического упорядочения и предлагает алгоритм с временной 
сложностью 0(n(\ogn + k)). 

Близкая задача с целочисленными наборами может стать 
NP-трудной. 

Например, пусть заданы множества Xi , . . ., Хт натуральных 
чисел, размер s(x) каждого элемента хбХ{, ( = 1 , . . . , т, явля­
ющийся целым числом, а также натуральные числа К и В. 
Требуется установить, существует ли, по крайней мере, К раз­
личных m-мерных наборов (x1 , . . . , хт) из множества Х\ Х . . . 
. . . Х-5-™ таких, что справедливо 

т 

NP-трудность этой задачи установили Джонсон и Мидзогути 
(1978 г.) 

§ 7. ХАРАКтЕРИЗАЦИЯ КЛАССОВ Р И NP 

1. Главная открытая проблема теории сложности — это уста­
новление: верно ли, что P = NP? C момента появления работ 
Кука (J971 г.) и Карпа (1972 г.), которые представили список 
некоторых NP-полных проблем, число таких проблем продолжа­
ет быстро расти. В книге '[5] представлен список более чем 
300 NP-полных проблем. Появилось еще несколько работ, по­
священных установлению NP-полноты конкретных задач. По­
явление новых NP-полных проблем увеличивает возможности в-
разрешении проблемы: верно ли, что P = NP? и, кроме того, яв­
ляется сильным подтверждением того, что NP-полные проблемы 
действительно труднорешаемы. В последнее время получено 
сильное продвижение в характеризации классов Р и NP. 

Хорошо известно, что проблема выполнимости формул, за­
данных в конъюнктивной нормальной форме, является NP-пол-
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ной проблемой, она остается NP-полной, если каждая скобка 
содержит по 3 буквы (3 — выполнимость), и становится поли­
номиальной, если каждая скобка содержит по 2 буквы (2 — вы­
полнимость) . 

Представляет значительный интерес эффективное описание 
случаев, когда соответствующая проблема выполнимости ле­
жит в Р и когда в NP. 

В работе [208] в этом направлении получено определенное 
продвижение. Предварительно введем определения. Пусть 5 = 
•= (Ri,. . . , Rm) — конечное множество логических отношений. 
Логическое отношение — это подмножество {0, 1}А для некото­
рого klS-l. 5-формула — это конъюнкция скобок, каждая из ко­
торых есть Ri(xu х%, ...). 

Обозначим через SAT(S) множество всех выполнимых 5-
формул. 

Логическое отношение R называется 0-выполнимым, если 
оно выполнимо на наборе из нулей, и 1-выполнимым, если оно 
выполняется на наборе из единиц. 

Логическое отношение R называется слабо позитивным 
(слабо негативным), если оно может быть задано формулой в 
конъюнктивной нормальной форме, имеющей самое большее 
одно отрицание (одно переменное без отрицания) в каждой 
скобке. 

Логическое отношение R называется биюнктивным, если 
оно может быть задано формулой в КНФ, имеющей самое боль­
шее 2 буквы в каждой скобке. Наконец, логическое отношение 
R называется аффинным, если оно может быть задано в виде 
системы линейных уравнений над полем GF(2), т. е. может 
быть задано конъюнкцией формул вида xij-f- • • . +xi/-l=-0 и 
х^+...+х^ = 1. 

В работе [208] установлена следующая теорема: Если мно­
жество логических отношений 5 удовлетворяет одному из усло­
вий: 

1) каждое отношение R в 5 0-выполнимо; 
2) каждое отношение R в S 1-выполнимо; 
3) каждое отношение R в S слабо позитивно; 
4) каждое отношение R в S слабо негативно; 
5) каждое отношение R в S аффинно; 
6) каждое отношение R в S биюнктивно, 

то множество SAT(S) полиномиально разрешимо. В про­
тивном случае SAT(S) — NP-полно. 

2. Хартманис и Борман (1978 г.) установили, что все из­
вестные NP-полные проблемы оказываются полиномиально изо­
морфными, т. е. между ними существует взаимно однозначное 
полиномиальное сведение друг к другу. Ими выдвинута гипоте­
за, что все NP-полные задачи полиномиально изоморфны. Если 
это так, то отсюда следовало бы, что P{ne}NP. Автор работы 
[163] установил, что если имеется NP-полная задача, не поли-
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номиально изоморфная множеству .S(«рюкзак»), то существует 
бесконечно много NP-полных, попарно полиномиально неизо-
морфных множеств. Следовательно, число классов полиноми­
ального изоморфизма либо единица, либо счетно бесконечно. 

3. Значительный интерес представляет нахождение «хоро­
ших» экспоненциальных алгоритмов для решения конкретных 
NP-полных проблем. 

Для проблемы рюкзака Горович и Сахни (1974 г.) предло­
жили алгоритм с временем работы Т—0(2"/2) и объемом памя­
ти S=-0(2n /2). Тарьян и Трояновски (1977 г.) построили алго­
ритм для проблемы клик с характеристиками Т— 0(2п/3) и S — 
^О(п). 

В работе [212] был выделен некоторый класс проблем, ко­
торый характеризуется аксиомами декомпозиции. В частности, 
этот класс включает проблему рюкзака, проблему ТОЧНОЙ ВЫ­
ПОЛНИМОСТИ, проблему покрытия множествами. Для данного 
класса проблем построен алгоритм решения с характеристика­
ми Г=--0(2п/2) и S = О (2п/4) (с точностью до полиномиальных 
множителей). 

На основе приведенного алгоритма строится семейство ал­
горитмов, характеристики которых связаны соотношением 
Т .5- = 0(2"). 

Опишем теперь класс проблем, для которых применимы эти 
алгоритмы. Под проблемой размера п понимается предикат на 
бинарных наборах размера п. На проблемах действует бинар­
ный оператор Ф, называемый оператором соединения, если вы­
полняются условия: 

1) Оператор © аддитивен: для любых проблем Р' и Р" 

|Р 'фР"]- - - |Р ' | + |Р" ] , где \Р\ —размер задачи Р. 

2) Оператор Ф истинный: для любых двух решений х' для 
проблемы Р' и х" для проблемы Р" конкатенация х—х'х" — ре­
шение для проблемы Р'®Р". 

3) Оператор Ф полный: для любого решения х для пробле­
мы Р и для любого представления х в виде х = х'х" имеются 
проблемы Р' и Р" такие, что х' решает Р', X" решает Р", и Р = 
= РГФР". 

4) Оператор Ф полиномиален: проблема Р'®Р" может 
быть решена за время, полиномиально зависящее от размеров 
задач Р' и Р". Множество проблем полиномиально перечислено, 
если имеется полиномиальный алгоритм; который находит для 
каждой бинарной последовательности х подмножество проб­
лем, для которых х является решением. 

Оператор соединения Ф называется монотонным, если проб­
лемы каждого размера могут быть упорядочены таким образом, 
что © удовлетворяет условиям: | Р ' | = | Р " | и Р ' < Р " влечет, 
что Р'®Р<Р"®Р и Р®Р'<Р@Р". 
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О с н о в н о й р е з у л ь т а т . Если множество проблем поли­
номиально перечислимо и имеет монотонный оператор соедине­
ния, то его задачи размера п могут быть решены за время Т — 
= 0(2П/2) и с памятью S = 0{2n/i). 

§ 8. АЛГОРИТМЫ НА ГРАФАХ 

1. Паросочетания. Пусть G=(V, £) — неориентированный 
граф. Задача о паросочетании на графе G заключается в том, 
чтобы найти максимальное число ребер в Е таких, что никакие 
два ребра не имеют общих вершин. Данное множество ребер 
называется максимальным паросочетанием. Если при этом 
каждая вершина инцидентна ребру из паросочетания, то оно 
называется совершенным. 

Для решения задачи построения максимального паросоче­
тания было предложено значительное количество алгоритмов. 
Если граф G=(V, Е) —двудольный, то-данная задача легко 
трансформируется в задачу о максимальном потоке в сети, для 
решения которой известный алгоритм Форда — Фалкерсона да­
ет оценку 0 ( | V ] - ] F | ) . Хопкрофт и Карп (1974 г.) получили 
оценку 0 ( | V\U2- \Е\). Их алгоритм использовал поиск в 
ширину. 

Для произвольных графов классическим является алгоритм 
Эдмонса (1965 г.) с оценкой 0( ]V | 4 ) . Этот алгоритм был усо­
вершенствован и были получены следующие оценки для слож­
ности решения данной задачи: 

0(\V\-\E\) (1976 г., Лолер, Габов), 
0(\V\U2-\E\.\og\V\) (1976 г., Ивен, Карив). 

В работе А. В, Козиной [10] предложен алгоритм перехода 
от произвольного максимального паросочетания к какому-либо 
другому и на основе этого перехода построен алгоритм пере­
числения всех максимальных паросочетании графа. Сложность 
предложенного алгоритма — О ( | £ | • | V| +k\V\2), где k — чис­
ло всех маскимальных паросочетании в графе. Р. Г. Нигматул-
.линым [18] построен эффективный алгоритм проверки макси­
мальности паросочетания за число действий 0( |-E| + |V | ) . Этот 
алгоритм является дальнейшим развитием алгоритма Эдмонса, 
использующего стягивание циклов ' и увеличивающие пути. 
Нижняя оценка порядка 0( ]E] + |V | ) для проверки макси­
мальности паросочетания очевидна. 

Ряд работ связан с обобщением задачи о максимальном па­
росочетании. Так, Каннингем и Марш в работе [85] рассмот­
рели задачу построения оптимального паросочетания. В этом 
случае каждому ребру еб£ графа G=(V. E) приписано поло­
жительное действительное число ш(е). Задача заключается в 
том,- чтобы найти такое совершенное паросочетание М, при 
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котором величина Sco(e) является минимальной. Ими предло-
евм 

жен алгоритм решения поставленной задачи со сложностью 
0 ( | V | - . | E | ) . 

Другое обобщение рассмотрено в работе [129]. 
Пусть G---(X, У, Е) — двудольный граф и заданы E b . . . 

. . . , Ек—подмножества множества ребер Е и целые числа 
f\ rh. Рассматривается задача совершенного паросочетания 
с ограничениями, которая заключается в проверке существова­
ния совершенного паросочетания М (т. е. |X|{le}|y| и любая 
вершина х£Х инцидентна ребру из М), удовлетворяющего усло­
виям: 

l-wnEi|{le}o. i = i k. 
ЕСЛИ |X| = | r + то данная задача называется задачей точного 
полного паросочетания. Показано, что обе указанные задачи 
являются NP-полными. 

Если же k=l, т. е. имеется единственное ограничение, то 
задача полного паросочетания с ограничениями может быть ре­
шена за время 0 ( п - | £ | ) , где n = | X | + | y | . Соответствующий 
алгоритм основан на использовании потоковых методов. Задача 
перечисления всех точных паросочетаний может быть решена 
•за время 0(\Е\- (пи2+т)), где т — число точных паросочета­
ний. Еще одно обобщение рассмотрено в [157J. Двудольный 
граф G—{X, У, Е) называется выпуклым на множестве вершин 
X. если X можно так упорядочить, что для любой вершины Ь 
из множества У все вершины множества X, смежные вершине 
Ь, образуют интервал в X. Граф G называется дважды выпук­
лым, если он выпуклый для обоих множеств X и У. В данной 
работе получены алгоритмы нахождения максимального паро­
сочетания: 

а) Для двудольного графа G= (X, У, Е), выпуклого на мно­
жестве X, предложенный алгоритсм имеет временную сложность 
0 ( | X | + |У | - f ( | -y | ) ) , где f — очень медленно растущая функ­
ция, определяемая через обратную функцию Аккермана. 

б) Для дважды выпуклого двудольного графа G=(X, У, 
Е) предложенный алгоритм имеет временную сложность 
0 ( | X ] + |У| ) . Заметим, что задача о минимальном по мощно­
сти максимальном паросочетаний является NP-полной. Точнее, 
пусть заданы граф G=(V, E) и положительное целое число 
k(.-j{le} | E | ) . Требуется установить, существует ли в G макси­
мальное паросочетание М мощности не выше k (см. [5]). 

Авторы работы [224] предложили еще некоторые обобще­
ния задачи о максимальном паросочетаний, которую можно 
переформулировать следующим образом: Для графа G=-(V,E) 
найти наибольшее по мощности множество M---E такое, что 
расстояние между любыми двумя ребрами в М есть по край­
ней мере единица. Если в этой постановке заменить единицу 
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на б (6.5-2), то получим задачу, названную авторами задачей о-
б-отделимом паросочетании. 

Следующее обобщение, названное задачей о звездном паро­
сочетании, заключается в нахождении такого отображения 
X : V{to}{R, T}, что для любой вершины u£V такой, что к (и) =R-, 
существует, по крайней мере, одна верщина vBV, смежная с и-
и такая, что !k(v)=T, причем, число вершин, помеченных R, 
максимально. Еще одно представленное обобщение названо за­
дачей о 77?-паросочетании. TR-паросочетанием в графе назы­
вается пара (М,%), где M s E И Я : V-+{R, T,A}, с условиями: 

1) М — паросочетание в G. 
2) Если в М нет ребер, инцидентных вершине и, то Я (и) —Л. 
3) Для всех {«, v)Ш__справедливо {X(u), K(v)} = {R, T}. 
4) Для всех {и, о} 6JW справедливо {К(и), 1(ю)}Ф{Я, Т}. 
Задача состоит в нахождении TR-паросочетания с макси­

мальным по мощности множеством М. 
Все три указанных обобщения задачи о паросочетании, как 

показано в [224], являются NP-полными проблемами. 
2. Пути в графе. Для графа G=(V,E) , у которого каждое 

ребро е снабжено «длиной» /(e), являющейся неотрицательным 
действительным числом, задача о кратчайшем пути формули­
руется следующим образом: 

а) Найти кратчайший путь между заданной парой вершин 
s и t. 

б) Найти кратчайшие пути между заданной вершиной s w 
всеми остальными вершинами. 

в) Найти кратчайшие пути между всеми парами вершин. 
Для решения этих задач были предложены эффективные алго­
ритмы. Для задачи а) имеется алгоритм Дейкстры (1959 г.) со. 
сложностью 0 ( | У|) . Для задачи б)—алгоритм, принадлежа­
щий ему же (1959 г.), со сложностью 0(\V 2 ) . Для задачи в) 
имеется алгоритм Флойда (1962 г.) со сложностью 0 ( | V | 3 ) . 
Данная проблематика получила дальнейшее развитие. Так,. 
в работе [126] рассмотрены следующие задачи. Пусть b — верх­
няя граница степени вершин графа G и пусть фиксированы мно­
жества S s V и F<=V. Можно сформулировать задачи, связанные 
с путями из 5 в F. 

II,: Определить, существует ли путь из S в F. 
ГЬ: Если существует путь из 5 в F, то найти его. 
П3: Найти длину кратчайшего пути из 5 в F. 
Щ: Найти кратчайший путь из 5 в F. 
Us'. Найти число кратчайших путей из 5 в F. 
Пб: Найти все кратчайшие пути из 5 в F. 
И,: Найти мощность максимального множества попарно не­

пересекающихся путей из S в F. 
* U&: Перечислить все элементы предыдущего множества. 

П9: Найти путь минимальной длины из фиксированной вер­
шины во все остальные. 
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На основе модификации алгоритма Дейкстры даетс-я алго­
ритм со сложностью 0 ( | VI) при фиксированном значении b 
для одновременного решения задач П3 и ГЦ. Ясно, что задачи 
{prod}i и П2 могут быть решены с этой сложностью. Если граф iG 
неориентирован, то для задачи П9 предлагается алгоритм со 
сложностью 0 ( | V| -b2). Для задач П6 и П8 построены алгорит­
мы со сложностью 0 ( | VI) действий. Если для некоторого k 
в графе G=(V,E) ищется k кратчайших путей, то для решения 
этой задачи Лолер [149] предложил алгоритм со сложностью 
0(|V|3& log&). Имеются также труднорешаемые задачи, свя­
занные с кратчайшими путями. Например, пусть задан граф 
G=(V,E) с двумя выделенными вершинами s,t<3V и для каж­
дого ерЕ заданы два натуральных числа: «длина» 1(e) и «вес» 
w (е), а также два натуральных числа К и W. 

TpeSyeTCH установить, существует ли в G простой путь из s 
в t, веса не более W и длины не более К. Эта задача NP-полна 
(см. [5]). Другая задача NP-трудна. Пусть заданы граф G = 
— (V, Е) с двумя выделенными вершинами s и t и для каждого 
ребра е задано натуральное число — длина /(e), а также поло­
жительные целые числа В и К. 

Требуется установить, существует ли в G К различных пу­
тей из s в t, веса которых не превосходят -В? 

Эффективные алгоритмы решения задач, связанных с рас­
стоянием в графах для случая невзвешенных ребер, получили 
Бут и Липтон [63]. Эти алгоритмы основаны на бинарном по­
иске и быстром умножении матриц. Пусть М(п) — число дей­
ствий алгоритма умножения (nXn)-матриц. Ими предложены 
-алгоритмы для нахождения диаметра графа, центра графа, 
кратчайших путей между всеми парами вершин за время 
О (М(п) log /г), n = | V | . Если для графа G=(V,E) имеется та­
кое число р, что p/2-g:d(i) {le}2p (условие псевдооднородности), 
где d(i) —-степень вершины i, для всех i&V, то в этом случае 
для G предлагается алгоритм вычисления всех расстояний с 
числом действий 0((nsM(n))i/2). 

Авторы работы [248] получили НИЖНЮЮ оценку в задаче 
нахождения кратчайших путей между всеми парами вершин в 
графе при условии, что сложность алгоритма L оценивается 
высотой дерева решений. На основе изучения мощностей мно­
жества граней фиксированной размерности в полиэдре, опре­
деленном линейными формами с коэффициентами, являющими­
ся строками в матрице длин ребер, утверждается, что L ^ ' 
^ 0 ( | V|2log| V|). Однако приведенное в [248] доказательст­
во ошибочно и, значит, данную оценку нельзя считать уста­
новленной. 

Известно, что если в произвольном графе выделены k пар вер­
шин (s{, t{), i = l , . , . , k, то задача существования k вершинно 
непересекающихся путей P< из s{ в tlt i=l,..., k, является 
NP-полной. В работе [186] для k = 2 приведен алгоритм опре-
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деления двух вершинно непересекающихся путей Pi (из sx в £1) 
и P2 (ИЗ S 2 B t2) за время 0 ( | V | . | E | ) . 

Проблема покрытия путями ставится так. Дан произволь­
ный орграф G=(V, E) и натуральное число k. Требуется оп­
ределить, существует ли множество из k вершинно непересека­
ющихся путей, которые покрывают все вершины графа Q. Для 
произвольного орграфа эта проблема является NP-полной да­
же для случая 6 = 1 . В работе [ 1213; построен алгоритм реше­
ния данной задачи со сложностью 0 ( | V | . | E | ) для редуциру­
емых потоковых графов. Потоковый граф G= (У, Е, s) — это 
орграф, для которого каждая вершина достижима из началь­
ной вершины s. На потоковом графе можно определить две 
операции 7, и Т2, где ~i —.операция удаления циклов, а Т2 — 
операция, которая заменяет пару вершин х, у на новую 
вершину z и удаляет соответствующее ребро {x, у}. Если пре­
дельный граф GjF, полученный применением этих операций (из­
вестно, что он единственный), СОСТОИТ из единственной верши­
ны, то G называется редуцируемым-

Для произвольных потоковых графов задача покрытия пу­
тями также NP-полна. 

В [49]i рассмотрена задача нахождения доминирующих 
множеств с ограничениями на длины путей в них. Для оргра­
фа G= (V, E) подмножество UsV называется доминирующим 
множеством, если для любой вершины y&V\U найдется вер­
шина x£U такая, что {х, у}£Е. Рассматривается следующая 
проблема: по данному орграфу и натуральному числу к опре­
делить, есть ли в орграфе доминирующее множество, не со­
держащее ориентированных путей длины k по вершинам этого 
множества. Для любого фиксированного k~^2 доказывается 
NP-нолнота данной задачи. 

Другой цикл NP-полных задач, связанных с путями в гра­
фах, получен в [1271. 

Пусть s, £ —различные вершины графа G. Формулируются 
четыре близкие задачи, которым можно дать следующую еди­
нообразную формулировку: найти максимально возможное 
число непересекающихся по ребрам (внутренним вершинам) 
простых цепей из s в t, имеющих длину k (длину, не большую, 
чем /г). Все четыре задачи, получаемые комбинацией «верши­
ны—ребра» и «длина равна k — длина не превышает Ь> явля­
ются NP-полными, начиная с k—b. 

В работе [59] рассмотрена следующая задача. Суперкон­
центратором называется ориентированный ациклический граф 
с п вершинами, помеченными как входы, и с п вершинами, по­
меченными как выходы, такой, для любого множества S из 
m(m^n) входов и любого множества Т из m(m<n) выходов 
существует m вершинно непересекающихся путей из S в Г. Су­
ществование супер концентраторов было установлено Валиантом 
(1976 г.). В данной работе доказывается, что проблема рас-
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познавания, является ли данный граф суперконцентратором,. 
принадлежит классу CONP. 

3. Циклы в графе. Задача перечисления циклов в графе 
G— (V, Е) заключается в построении алгоритма, который бы 
перечислял циклы в некотором порядке. Этой задаче было по­
священо значительное количество работ. 

Гак, В. А. Арлазаров, А. Б. Усков, И. А. Фараджев [1] 
предложили алгоритм, перечисляющий все циклы орграфа в 
лексикографическом порядке за время 0( | V| • | F | .Z(G)), где 
Z(G)—число циклов в графе. Джонсон (1975 г.) построил ал­
горитм, использующий поиск в глубину со сложностью. 
0 ( ( | V | i+ |£ | ) (Z(G)+ 1)). Обычно алгоритмы, основанные на 
использовании фундаментального множества циклов графа,, 
работают хуже, чем алгоритмы, использующие поиск в глубину. 
В связи с этим в работе [227] для планарных графов пред­
ложен алгоритм, работающий на векторах пространства цик­
лов и перечисляющий все циклы пленарного графа со сложно­
стью 0 ( ( | V | + | E | ) Z ( G ) ) и памятью 0 ( | У | + | £ ] ) , т. е. алго­
ритм с той же сложностью, что и алгоритм, использующий 
поиск в глубину. 

В '[228] этот алгоритм усовершенствован и получена вре­
менная СЛОЖНОСТЬ 0 ( V| + |V|Z(G)) c памятью 0 ( | V | ) . Tpy-
щинский [235l рассмотрел задачу нахождения цикла длины,. 
большей, чем три, и не имеющего диагоналей. Представлен­
ный для решения этой задачи алгоритм имеет сложность 
0((\V[+\E\)log\V\). 

В работе [128] рассматривается задача нахождения мини­
мального цикла в графе G=(V, Е). Для решения этой задачи 
предложено несколько алгоритмов. Цикл называется почти 
минимальным, если его длина превышает длину минимального 
цикла не более чем на 1. Представлен алгоритм со сложностью' 
0( |V|2) для нахождения почти минимального цикла и алго­
ритм нахождения минимального цикла со сложностью 0( |V | 2 ) 
в среднем. Кроме того, предложена процедура со сложностью-
0 ( | У|2) сведения задачи о нахождении минимального цик­
ла к задаче нахождения треугольника (цикла длины три) 
и построены алгоритмы для обнаружения цикла длины 
три: 

1) Алгоритм с использованием корневых деревьев с оцен­
кой О(|E|3 /z) (для планарных графов 0 ( | У | ) ) . 

2) Алгоритм с непосредственной проверкой каждого ребра, 
входит ли оно в треугольник со сложностью 0 ( | V | . | E | ) . 

3) Алгоритм с использованием быстрого умножения матриц 
со сложностью О (| V | l o g 7 ) . 

В работе Карпа (РЖМат, 1979, 4В473) изучается характе-
ризация циклового среднего в орграфе. Если Q = (V, E) —.. 
орграф, у которого каждое ребро eQE снабжено весом w(e) 
являющимся действительным числом, то, по определению, вес 
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последовательности ребер <т=е1...е,, есть w(a) — J^w(et). 

Средним весом называется величина т (а) — •-------—. 
Пусть X*—min т(с), где с пробегает все контуры графа G. 

с 
Величина X* называется минимальным цикловым средним. 
Предложен алгоритм вычисления X* для графа G=-(V, E) со 
•сложностью О(| V .|E|). • 

В работе [111] установлен факт, что для нахождения' га-
мильтонова цикла в 4-связном планарном графе существует ал­
горитм, временная и емкостная сложность которого равна 
•0( |E |3) . NP-полнота задачи о гамильтоновом пути в различ­
ных графах установлена в [56]. 

В [197] рассмотрена задача о минимальных доминирующих 
циклах. Цикл называется доминирующим, если множество его 
вершин — доминирующее множество. Показано, что проблема 
нахождения доминирующего цикла минимального размера для 
2-связных планарных графов NP-полна. 

4. Остовные деревья. Задача о нахождении остовного 
дерева для графа 0 = (V,E), у которого каждое ребро е$Е 
снабжено положительным действительным весом ти (е), заклю­
чается в нахождении дерева Т = (У, E')> где E'CE и для 
которого величина w(T) = 2 w(e) минимальна. 

eQE' 
Краскал (1956 г.) и Прим (1957 г.) предложили эффектив­

ные алгоритмы для решения этой задачи, которые в дальней­
шем обобщались и модернизировались. 

Рассмотрим некоторые из полученных в этом направлении 
результатов. 

Тарьян [229] предложил алгоритм нахождения k непере­
секающихся по ребрам остовных деревьев, сложность которо­
го— 0(k?\E\3) операций. 

Если k=2, то получен алгоритм со сложностью 0|V|{cdot}|E|). 
Габов (РЖМат, 1979, ЗВ557) рассмотрел следующую за­
дачу. Обозначим через d(r) степень вершины в остовном де­
реве Т. Фиксируется величина г и положительное целое число 
Ь. Требуется построить минимальное остовное дерево с огра­
ничением d{r)^=b (варианты задачи: d(r)^b, либо d(r){le}b). 
Для решения данной задачи получен алгоритм со сложностью 
0 ( | E loglog|V| + |V| log | V|) и объемом памяти 0 ( ] £ | + 
+ |V | ) . 

Задача перечисления всех остовных деревьев рассмотрена в 
•[104]. Предложен алгоритм решения данной задачи с времен­
ной сложностью 0 ( | У | + |-Б| + |Я|.Л^), где N—.число остов­
ных деревьев. Память алгоритма — 0 ( | V| + | E | ) . Остовное 
дерево Th называется fe-м по порядку минимальным остовным 
деревом, если: 
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1) Г 1 — минимальное остовное дерево; 
2) 7,ч (k^2) — остовное дерево, имеющее минимальный 

вес среди остовных деревьев, отличных от 7,, 7,- Тк~\.. 
В работе [140] предлагается алгоритм поиска k минимальных 
остовных деревьев с временем работы 0(k-\E\ + 
+min( |E | log log | V|, |V|3)) и объемом памяти 0(k+\E\). 

Заметим, что задача о k наилучших остовных деревьях 
NP-трудна. Она формулируется следующим образом: Пусть 
заданы граф G=(V, Е) и вес w(e) каждого ребра еВЕ, являю­
щийся неотрицательным целым числом, а также натуральные 
числа К и В. Требуется установить, существует ли в G k раз­
личных остовных деревьев, общий вес которых не превосходит 
В (см. [5]). В работе [194] доказано, что задача выделения в 
планарном графе остовного дерева минимального диаметра и 
веса, ограниченного произвольно заданной константой, являет­
ся NP-полной. Для произвольных графов это было установле­
но в книге [5]. В работе Г. Н. Копылова .[11] описывается ал­
горитм со сложностью 0 ( | V|3) для отыскания в графе с неот­
рицательными весами ребер остовного дерева с минимальным 
диаметром. 

В заключение приведем некоторые результаты, связанные с 
деревьями. 

В [191] изучаются реберные разметки для деревьев. Пусть 
G — граф с п ребрами и w — множество из п чисел (весов).. 
Произвольное взаимно однозначное соответствие / между реб­
рами графа G и весами из w называется реберной разметкой. 
Для данной реберной разметки / и произвольных вершин i и / 
графа О определено df(i, j) как минимум расстояний между i 
и j по всем цепям, соединяющим i и j . Диаметр графа для 
данной разметки / определяется соотношением Df(G) — 
— maxfiL (г, J), где максимум берется по всем парам вершин 

в G. Величина jRf(G) = mm (max {df(i, j)}} называется радиусом 
- J 

графа G для данной разметки f. Пусть дано дерево Теп реб­
рами и множество w с п неотрицательными весами и натураль­
ное число к. Требуется выяснить, существует ли разметка' f 
такая, что D,{T)=k (или D^7,){le}k, или Df(T)^k). Показано, 
что все три задачи являются NP-полньши. С другой стороны, 
можно оформулировать аналогичные проблемы для случая ве­
сов {0,1}. 

В [191] показывается, что нахождение такой разметки с 
минимальным радиусом (или минимальным диаметром) мол-сет 
быть осуществлено за О(п) шагов. В работе {94] представлен 
алгоритм со сложностью О(п), который находит разбиение 
произвольного дерева на минимальное число поддеревьев с 
диаметром, не превосходящим заданного числа k. Для произ­
вольных графов указанные задачи, как известно, являются 
NP-полными. 
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5. Разрезы. Если дан граф G==(V, E) и разбиение множе­
ства вершин V на два непересекающихся множества V1 и Уг. 
то множество ребер C = C(VU V2) графа G, одна концевая вер­
шина которых лежит в Vi, а другая в V2> называется, разрезом. 
Если в графе выделены две вершины s и t такие, что s6Vi, 
t&V2, то соответствующий разрез называется (s, t)-разрезом. 
Если (s, if)-разрез не содержит других (s, t) -разрезов, то он 
называется правильным. 

Ряд работ был посвящен задаче перечисления разрезов и 
правильных разрезов в графе. Первоначально предложенные 
для решения этой задачи алгоритмы требовали 0 ( | V ] - | E | -
•-R+| V| + |E]) операций, где R — число разрезов графа. 

В [236, 237] было представлено два алгоритма со слож­
ностью 0 ( ( | E | + |V | ) ( .R+l ) ) и с памятью одного 0 ( | V | 2 ) , a 
другого 0 ( | V| + | £ | ) . В [238] эти алгоритмы модернизируют­
ся для решения задачи перечисления правильных (s, ^-разре­
зов с теми же оценками эффективности. 

Следующая задача рассмотрена в работе [124]. Пусть за­
дан неориентированный граф G= (V, E), каждому из ребер 
евЕ которого поставлено в соответствие неотрицательное число 
/(e) —расстояние между вершинами, инцидентными этому реб­
ру- Пусть SaV и C(S, V\S) —соответствующий разрез. Рас­
сматривается задача определения множества S0, для которого 
|50]=/С (К — фиксированное целое) и 

min /(<?)=• max mln l{e). 
e<ZjC(,Sa,V\Sv) SdV,\S\=.K e£C(S,V\S) 

В работе строится алгоритм решения указанной задачи со 
сложностью 0 ( | V|?log]V|). Заметим, задачи о максимальном 
разрезе и минимальном разрезе с ограничениями для взвешен­
ного графа NP-полны. Они формулируются следующим обра­
зом, 

1) Пусть задан граф G=(V, £ ) , натуральный вес ш(е) для 
каждого ребра ебЯ и натуральное число К. Требуется устано­
вить, существует ли разбиение множества V на два непересе­
кающихся множества Vi и V2 такое, что сумма весов ребер из 
Е, соединяющих вершины из множеств V\ и V2, не меньше, 
чем К. 

2) Пусть задан граф G==(V, E) с двумя выделенными вер­
шинами s и t, натуральный вес w(e) для каждого ребра e6E, a 
также натуральные числа В и К (B{le}|V|). Требуется устано­
вить, существует ли разбиение множества V на два непересе­
кающихся множества Vi и V2 такое, что s6Vb £6V2, ]Vi|{le}J3, 
|V2|{le}B и сумма весов ребер из Е, соединяющих вершины из 
Vi и У2, не превосходит К (см. [5]). 

В работе [198] представлен алгоритм нахождения мини­
мального (s, t) -сечения в плоской неориентированной сети, у 
которой веса ребер — положительные, действительные числа. 
Если значения весов произвольны, то представленный алгоритм 
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имеет временную сложность 0(\V\ log2jV|) no критерию еди­
ничной сложности на РАМ. Если значения весов не превосходят 
IV|0<1), то алгоритм требует времени 0 ( | V|log| V|log log | V|). 

Для случая, когда все ребра имеют единичный вес, алгоритм 
имеет временную сложность 0 ( | V|log | V|). Для сравнения ука­
жем, что алгоритм Гомори и Ху (1961 г.) давал 0 ( | V|-log| У|) 
действий. Другой алгоритм представлен в Т119]. 

6. Раскраска. Граф G=(V, E) называется й-хроматическим, 
•если его вершины можно раскрасить с использованием k цве­
тов так, чтобы не было двух смежных вершин одного цвета. 
Аналогично определяется реберная й-раскрашиваемость. Если 
заданы произвольные граф G=(V, E) и натуральное число k 
и спрашивается, является ли граф G ^-хроматическим, то дан­
ная задача, как известно, является NP-полной. Она остается 
.NP-полной даже для плаиарных графов. В то же время для 
некоторых классов графов она полиномиальна. Ряд работ был 
посвящен раскраске двудольных графов и мультиграфов. Так, 
в работе [101] Габов представил алгоритм нахождения мини­
мальной реберной раскраски двудольного мультигр'афа, кото­
рый требует времени 0 ( | V|1/2- |F | log | V| + \Е\) и памяти 
0(\E\ + \V\). 

Затем в работах [102, 103] Габов и Карив провели ряд 
модернизаций этого алгоритма и представили алгоритмы на­
хождения минимальной реберной раскраски со следующими ха­
рактеристиками: Г1---0( |£ | (log| V|2) и Т2 = 0 ( | V|2log] V|) — 
для двудольных графов, а также для мультиграфов со слож-
.ностью 

^ - O d l / H E I - l o g k ; T2 = 0(\E\-k-\og\V\); 

r 3 - 0 ( | E | . ( | l / | l o g | l / | ) ] / 2 ) ; r 4 = - 0 ( | \ / | - l o g k ) , 
где k — максимальная кратность ребра; |£ |—число ребер 
без учета кратностей. 

Данные алгоритмы раскраски основываются на алгоритмах 
нахождения максимального паросочетания. Однако в работе 
[83] было замечено, что достаточно уметь быстро строить па-
росочетание, покрывающее все вершины максимальной степени. 

Представлено два алгоритма построения паросочетания дву­
дольного графа, покрывающего все вершины максимальной сте­
пени. Данные алгоритмы имеют следующие оценки сложности: 

7\ = o ( | E | l 0 g i - § i ) < O ( | E | 1 O g | 1 / | ) , 

где о—-максимальная степень вершин, 

0 ( | Е | ) , если | E | > 0 ( | V [ l o g | V | ( l o g l o g | l / | ) - ) , 

0( | I / | log|V|( loga)~), если | E | < 0 ( | V | l o g | K | ( l o g l o g | K | ) 2 ) . 
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На основе данных методов и метода Габова — Карива работ 
[102, 103] предлагается алгоритм нахождения минимальной 
реберной раскраски двудольного графа за время 0 ( | E | l o g | V\). 

В работе [79] приводится алгоритм со сложностью 0 ( | У | ) 
для 5-раскрашивания планарного графа. Ранее алгоритмы та­
кого типа имели оценку 0 ( | V|1og|V|). 

В [122] показывается, что проблема /е-раскрашиваемости 
остается NP-полной даже для кубических графов. Другая 
NP-полная проблема о раскраске указана в [120]. 

7. Проверка свойств графов. К данному направлению отно­
сится широкий круг вопросов, мы коснемся только некоторых 
из них. 

В работе [200] авторы рассмотрели задачу о сложности 
распознавания свойств графов по матрице смежностей и уста­
новили, что если Р — нетривиальное, монотонное свойство, не­
зависимое от разметки вершин и наличия петель, то в худшем 
случае необходимо 0 ( |V | 2 ) операций. 

В [130] для некоторых свойств графов, таких как планар-
ность, наличие двусвязных и трехсвязных компонент и других 
предложены алгоритмы решения, требующие памяти всего 
О (log21 V|). Эти алгоритмы основаны на алгоритмах обращения 
матриц порядка п с элементами в двоичной записи длины 
0 ( | V|) на машине Тьюринга с памятью 0(log 2]V|) . Стоком 
орграфа G=(V,E) называется вершина с |V|—1 входящими в 
нее дугами и не имеющая исходящих дуг. 

Показано [144], что для определения того, имеет ли сток 
орграф, заданный матрицей смежности размера | V [ X | V |, до­
статочно 3|V| — |log|V|]—3 обращений к матрице, причем эта 
оценка неулучшаема, т. е. нет алгоритма с меньшей слож­
ностью. 

Проблема удаления вершин заключается в следующем: для 
фиксированного свойства графа Р требуется найти минималь­
ное число вершин, после удаления которых граф удовлетворял 
бы свойству Р. Пусть свойство Р таково, что проверка, облада­
ет ли этим свойством граф G= (V, E), осуществляется за поли­
номиальное время. Свойство Р называется нетривиальным, ес­
ли им обладает бесконечно много графов и одновременно не 
обладает бесконечно много графов. 

Свойство Р называется наследственным на порожденных 
подграфах, если для любого графа, обладающего свойством Р, 
свойством Р будут обладать и все вершинио порожденные под­
графы. В работах [153, 247] установлено, что для любого не­
тривиального и наследственного на порожденных подграфах 
свойства проблема удаления вершин NP-полна как для ориен­
тированных, так и для неориентированных графов. Примера­
ми таких свойств являются: транзитивность, двудольиость, 
транзитивная ориентируемость, отсутствие циклов заданной 
длины. 
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Другие проблемы, связанные с удалением вершин, изучают­
ся в работах [147, 89], в которых получен список новых NP-
проблем. 

В [147] приведены следующие NP-полные проблемы. За-
дан неориентированный граф G и натуральное число k. Тре­
буется выяснить, можно ли удалением некоторых k вершин по­
лучить: а) пустой подграф; б) объединение полных графов: 
в) объединение непересекающихся деревьев; г) объединение га-
мильтоновых графов-

Другая NP-полная задача, связанная с удалением вершин,. 
представлена в [89]. Определим дельта-оператор 6(S), дейст­
вующий на подмножестве S множества V вершин графа 
G = (V, Е) и равный числу различных вершин из V \ S , которые 
соединены ребром с некоторой вершиной из S. Проблема дель­
та-оператора ставится так: для заданного n-вершинного графа G 
и действительного числа р > 1 найти последовательность 50с= 
czSxcz.. .czSri с условием | S . | = z', которая минимизирует вы-

п 

ражение {sum} р ' , п = \ V \. 
1=0 

Доказывается NP-полнота общей проблемы оператора, а 
для корневых и некорневых деревьев приведены алгоритмы ре­
шения данной проблемы со сложностью О(п) и 0(п3), соответ­
ственно. Другая NP-полная проблема, связанная с пополнени­
ем графа ребрами так, чтобы он обладал заданным свойством, 
представлена в работе [99]. 

В [ПО] рассмотрена такая задача. Пусть G=(V,£) —граф; 
обозначим через C(V,E) его транзитивное замыкание. Транзи­
тивным сокращением ациклического графа (V,E) называется 
наименьший граф (V,i?) такой, что C(V, E) = C(V, R), RsE. 

Авторами построен алгоритм одновременного нахождения: 
транзитивного замыкания и транзитивного сокращения ацикли­
ческого графа (V,F). Сложность представленного алгоритма — 
0 ( | V | . | * | + | £ ] ) . 

Известно, что задача о кликовом покрытии графа NP-полна. 
Строится [125] полиномиальный алгоритм для нахождения 
кликового покрытия графов, не содержащих полного двудоль­
ного подграфа Киз в качестве порожденного подграфа. Дается 
[190] алгоритм со сложностью 0 ( | V | ) , перечисляющий все 
клики планарного графа G=(V,E). 

В работах [162, 166] изучаются проблемы, родственные 
проблеме изоморфизма. Так, в [162] доказана NP-полнота не­
которых проблем, связанных со свойствами автоморфизмов 
графа. В частности, NP-полной является проблема: «Имеет ли 
данный граф автоморфизм гбез неподвижных точек?» Эта проб­
лема остается NP-полной, 'если ее ограничить только автомор­
физмами порядка 2. 
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Другая проблема такого рода рассмотрена в [166]. Пусть 
G= (V, Е) — граф с множеством вершин V= {vu ... , vn} и мно­
жеством ребер Е={е} ет). Через D(G) обозначим набор 
подграфов графа G вида: G—vu G—v2,'..., G—vn, а через 
De(G) — набор подграфов графа G вида: G—eu G—е2,... 
. . . , G—em. Набор подграфов # = {Ни ..., Нп} называется пра­
вильной колодой, если для некоторого графа G существует би-
екция T|5:tf{to}D(G) такая, что # i и G—v4 изоморфны для всех 
i-l,...,n. 

В работе, в частности, показано, что проблема изоморфизма 
графов полиномиально сводится к проблемам построения графа 
G по заданному набору D(G) либо по заданному набору De(G). 

Работы [123, 195, 55] посвящены исследованию сложности 
некоторых задач, связанных с разбиением графов. Так, в [123] 
доказано, что для любого фиксированного п, п^З, проблема 
определения, существует ли разбиение ребер произвольного гра­
фа на подграфы, изоморфные полному графу /С, является NP-
полной. 

В [195] рассматривается задача разложения графа на k 
факторов (непересекающихся по ребрам остовных подграфов) 
диаметра, не превышающего заданные d b d2, . . • , du- Аналогич­
но ставится задача разложения графа G на k факторов радиу­
са, не превышающего заданные 'г,, г%,. .. , rh. 

Показано, что обе сформулированные задачи являются NP-
трудными. Это справедливо даже в случае, если £ = 2, d\—d2 = 2 
или г1=г2-=2. 

Другие опубликованные новые NP-полные комбинаторные 
проблемы указаны в списке литературы. 
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