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ФУНКЦИИ В КВАНТОВОЙ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

А. С. Холево 

Введение 

Хорошо известный результат, восходящий к работам Шен­
берга (см. например [29]), утверждает, что если 1(g)—комп­
лексная функция на группе G, то q>t(g) -=exp tl(g), g&G, > яв­
ляется положительно определенной функцией^ для всех ^-О в 
том и только в том случае, когда l(g~1)—t(g) и 1(g) условно 
положительно определена [2], [21]. В теории вероятностей се­
мейство {cp/(g'), 0-0} возникает как преобразование Фурье 
сверточной цолугруппы, тесно связанной с предельными теоре­
мами для серий независимых случайных величин со-значениями 
в G [25], [6]. Функция cp(g) =ехр 1(g) является характеристи­
ческой функцией безгранично делимого распределения на G, 
а 4>(g(')) =ехр / l(g(t))dt характеристическим функционалом 
обобщенного процесса с независимыми в каждой точке значе­
ниями [2]. Полное описание условно положительно определен­
ных функций и соответствующих вероятностных объектов 
дается знаменитой формулой Леви-Хинчина [3], [25]. 

С другой стороны, изучение необратимых эволюции откры­
тых квантовых систем [16], [22] приводит к понятию динамичес­
кой полугруппы Ф£ = ехр t3?, £>0, которая представляет собой 
полугруппу вполне положительных отображений соответствую­
щей С*-алгебры наблюдаемых. Необходимое и достаточное 
условие для генератора 3? динамической полугруппы, найден­
ное Линдбладом [22], СОСТОИТ В ТОМ, ЧТО 3? является вполне 
диссипативным. Общий вид таких отображений 3? дается 
формулой, найденной в [22]. Эти результаты послужили одним 
из истоков для нового круга идей, связанного с понятием кван­
тового случайного процесса (см. например, [27]). 

В настоящей статье излагается теория, которая объединяет 
эти на первый взгляд далекие темы и делает явным внутрен­
нее родство соответствующих математических структур. Статья 
состоит из двух частей. В первой из них излагается функцио-
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нально-аналитическая сторона вопроса. В § 1 даются основные 
определения положительно определенной и условно положи­
тельно определенной функций со значениями в пространстве 
ограниченных линейных отображений С*-алгебры и формули- • 
руется результат типа теоремы Шенберга. B § 2 рассматрива­
ются канонические представления таких функций, основанные 
на специфическом обобщении конструкции Гельфанда-Най-
марка-Сигала. Основным результатом является теорема. 1„ 
дающая общий вид условно положительно определенной функ­
ции со значениями в алгебре отображений С*-алгебры. Форму­
лы типа Леш—Хинчина получаются из этой теоремы c по­
мощью известных фактов теории представлений групп. 

Во второй части рассматриваются приложения к вопросу об 
описании в квантовой теории вероятностей процессов измере­
ния, длящихся непрерывно в течение определенного промежут­
ка времени [4], [11]. Как известно из физической литературы, по-
пытки описания непрерывных измерений в квантовой механике, 
опирающиеся на «проекционный постулат» фон Неймана [5], 
приводят к парадоксальным выводам — так, непрерывное сле­
жение за состоянием нестабильной частицы «вынуждает» час­
тицу никогда не распадаться [23]. Математическая причина 
этих трудностей кроется в том, что каждое измерение в кванто­
вой механике влечет изменение состояния системы, а при не­
прерывном «точном» измерении происходит накопление беско­
нечного числа таких конечных изменений. В недавнем. цикле 
работ [11]—[1.4] было показано, что этих трудностей можно из­
бежать, если использовать более гибкое математическое опи­
сание, допускающее, в частности, рассмотрение «приближен­
ных» измерений [7], [16]. При этом для получения нетривиаль­
ного предельного результата в последовательности измерений 
их точность (а вместе с ней и величина изменения состояния) 
должна убывать пропорционально числу членов последователь­
ности. 

Мы дадим здесь математическое описание процесса непре­
рывного измерения, опирающееся на аппарат, развитый в пер­
вой части статьи, и обнаруживающее замечательные аналогии с 
классической проблемой суммирования независимых случайных 
величин и функциональными предельными теоремами теории 
вероятностей. Основной результат второй части работы—тео­
рема 4 — дает, условия сходимости серий последовательных из­
мерений к процессам непрерывного измерения. В классическом 
случае, когда основная С*-алгебра зФ одномерна, эта теорема 
переходит в известный результат Скорохода о сходимости 
сумм независимых одинаково распределенных случайных 
величин к однородному процессу с независимыми прираще­
ниями. 

Формализм непрерывных квантовых измерений находит 
приложения, например, в исследованиях потенциальных воз-
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можностей детекторов гравитационного излучения (см. [4], [8], 
[14]). Краткое изложение некоторых результатов настоящей 
работы было опубликовано в [9], [10], [20]. 

Глава 1 

ПОЛОЖИТЕЛЬНАЯ ОПРЕДЕЛЕННОСТЬ 
И ПОЛНАЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНОСТЬ 

§ 1. Положительно определенные и условно 
положительно определенные ядра 

Пусть Ж гильбертово пространство, 59(5^) алгебра всех 
ограниченных операторов в Э6. Мы будем использовать обо­
значения 

XoY=j(XY + YX), [Х,У]~ХУ-УХ 
для йорданова произведения и коммутатора операторов X, 
Y®&(Sf6). Положим также 

R e X = | ( X + X*), ЫХ = ~(Х~Х*) 
для ХО®(!№). Если Ж— гильбертово пространство, то 56(5^,^) 
обозначает банахово пространство ограниченных операторов на 
Ж в Ж. 

Пусть \& — С'-подалгебра Ъ{36), содержащая единичный 
оператор I. Будем обозначать зФк пространство эрмитовых эле­
ментов \&. Через gf мы обозначаем банахово пространство огра­
ниченных линейных отображений s& в 39 (Ж). Если Ф-Э®, то 
Ф*6§ определяется соотношением 

Ф ' И = ( Ф [ ^ ] ) * , Хб&. 
Через $(зФ) будем обозначать банахову алгебру ограниченных 
линейных отображений s4- в $Ф. Тождественное отображение 
обозначается символом Id. 

Пусть 5 произвольное множество. Ядром будем называть 
функцию Ф(г, s); r, sGS, со значениями в F. Ядро назовем эр­
митовым, если <D(s, г) ==Ф(г, s)*, полооюительно определенным, 
если для любых конечных наборов {^,}с:Ж, {s.jcrS, {X^czstf-. 
выполняется 

^i^j\Q>(sj,sk)lX;Xk}xh)>0, (i.\) 

и условно полоо/сительно определенным, если (1.1) выполняется 
для наборов, удовлетворяющих условию 

2 X ^ = 0. (1.2) 
J 
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П р е д л о ж е н и е I. Пусть S{r, s); r, s6S, ядро со значе­
ниями в 55ДО). Следующие условия эквивалентны: 

1) ядро exp IS1 (r, s) является положительно определенным 
(п. о.) для всех />0 ; 

2) ядро &(r, s) является эрмитовым условно положительно 
определенным (з. у. п. о.); 

3) ядро S?(r, s) является эрмитовым и для любого s0&S и 
любых конечных наборов (ф,}с:<Ж, {Sj}czS, {Xj}czs£ выпол­
няется 

2 (i|v | D0& (Sj, s„; Xp Xk) %) > 0, (1.3) 

где 
Do&(r, s; X, Y)=*2(r, s){X*r\-&(r, sQ)[X*\V-

- X*2? (s0, s) [V] + X* <? (s0, s0) [I] Y. (1 A) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что l){Rightarrow}2){Rightarrow}3)=>l). 
l)-==>2). Используя условие (1.1) для случая, когда индексы 

/, k принимают всего два значения, нетрудно показать, что 
exp£*.?(s, г)—ехр t3?(rt s)\ Дифференцируя по t, получаем 
3?{s, r)—3?{r, s)\ Пусть теперь {%}, {Xj} произвольные наборы, 
удовлетворяющие условию (1.2), тогда полагая 

/ (-) = 2 (% I exp tS (s;> sk) [X]Xk] %), 

имеем /( t . )>/(0)-=0 при t>0, откуда 

ЦР~2(Ь\&(зр sk)[X)Xk}^h)>Q. 
j.ti 

2)=>3). Фиксируем {sJeS, {^}сЗв, {Х,)с& и пусть /==1,... 
.. .,п. Положим 

J~~\s0, У—я+-1,....'.-л ^]-~\ — Xjtyj, j = n+\,...,2n 
Xj, j==l,...,n 

XJ il, j = n+\,...,2n 
in 

Тогда J^XjUp'j — O: Записывая неравенство (1.1) для Ф(г, s) = 
= 2'(r,s) и наборов {s'j}, Щ}, {Xj} и пользуясь эрмитовостью,• 
получаем (1.3). 

3){Rightarrow}l). В основу доказательства ЭТОГО утверждения может 
быть положен следующий результат, фактически содержащий­
ся в работе [22] (см. также [18], теорема 14.2): 

Пусть .^б^ДО), 2"=3?. Следующие условия эквива­
лентны: 
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1) отображение exp tS положительно для всех г.>0; 
2) &{\]—Я?[и*}и—и*£[и\+и-&[1}и^0 для всех унитарных 

элементов UQ&t. 
Фиксируем набор {s,}, где /=-=1 п и рассмотрим С*-ал-

гебру stn, состоящую из «Х^-матриц X = [Xj-l], где Xjkes£. 
Определим отображение З'Щ(^п), полагая J.?[X]-= 
^[2?{sh sk)[Xjh]]. Эриитовость ядра 3?(r,-s) влечет &' — &. 
Чтобы установить (1.1) для любых {ф}}аЗё, {Xj}czs&, достаточ­
но доказать, что отображение exp tS' положительно- Для это­
го достаточно проверить выполнение второго условия сформу­
лированного утверждения. 

Пусть U—-эрмитов элемент .-$#„, тогда U=[U;.ft], где 
п 
У(7'(7;{=бУс,1. С учетом этого тождества матричный элемент 

1 выражения 
&[l] — 3>[U*]U~U*&[Ui+U*&[l]U (1.5) 

п 

с номерами J, k равен 2-D.5'(5/, sk; U1Jt Ulk), где D^S опре-
деляется формулой (1.4) с .-„—.-.•. Из условия (3) следует, что 

в 
2 i^j\DlS? (Sj, sk; U,j, Uik)\pk)>0, так что выражение (1.5) 

у .*---
задает положительный оператор из s&n. Таким образом, пред­
ложение 1 доказано. 

Если 3>e=s&=!5(s&) == С, то предложение 1 сводится к хо­
рошо известному результату для скалярных ядер [2], [25]. Рас­
смотрим другой крайний случай, когда S состоит из одной точ­
ки, так что речь идет об отображении ФЩ(^). Тогда требова­
ние (1.1) равносильно тому, что Ф вполне положительно (в. п.): 

2(1]>,|Ф[вд.]"М>о 

для любых наборов {%}с^, {^}сг,я£, а предложение 1 сводится 
к результату, полученному Линдбладом [22]: отображения Ф,= 
= ехр/.£? вполне'положительны для всех £>0 тогда и только 
тогда, когда 5":-= S? и для любых наборов {т|̂ с:<%, {X,)cs4-

2.(*yl^-'(Xy, X*)**)>0. 
J Л 

где D.g>(X, У)=а?[Х*Щ—2"[X']Y—X,&[Y\+Xt&[l]Y. Такие отоб­
ражения & называются вполне диссипативными. Отметим, что, 
как видно из доказательства предложения 1, «коммутативное» 
утверждение, относящееся к случаю скалярных ядер, фактичес­
ки следует из результата, относящегося к отображениям мат­
ричных алгебр. Общая алгебраическая подоплека понятия по-
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ложительной определенности исследуется в работе [30], из кото­
рой можно извлечь другое доказательство предложения 1 в 
случае конечномерной алгебры sf>. 

Пусть 2 (г, s) ядро, удовлетворяющее условиям предложе­
ния I. Семейство Ф.(г, s) ----ехрt$B(r, s); Z,>0, является полу­
группой п. о. ядер, причем Фо(.", s) = Id. Ядро Ф/(г, s) является 
безгранично делимым в том смысле, что для любого п = 1, 2, . . . 

Ф« (•*, s) =Ф,/Я(г, s)-... -Ф1/п(г, s) - (ф</п(г, s))", 
где Ot/n(r, s)=exp(^/n).2>(r, s) п. о. ядро. Пример э.у.п.о. яд­
ра дается формулой g(r, s) =Ф(г, s)-f-c-Id, где Ф(г, s) —про­
извольное п. о. ядро, ceR. Поточечный предел таких ядер (в 
смысле нормы %{s&)) также является з. у. п. о. ядром. Из 
предложения 1 вытекает обратное: всякое э. у. п. о. ядро пред-
ставимо в виде такого предела. В самом деле, 

&(г, «) = Нтя(Ф</я(г, s ) -Td) . 
Л-i-CO 

ЭТИ факты лежат в основе вероятностных приложений (см. 

Пусть G — произвольная группа с единицей е. Функция 
ф ( £ ) ; g£p, со значениями в g называется, соответственно, 
эрмитовой, положительно определенной, условно полоокительно 
определенной, если ядро 0(g-]h), g, hQG, обладает указанным 
свойством. Эрмитовость означает, что Ф(Я-1) =Ф(.?)*, g&G. 
Для дальнейших ссылок нам понадобится следствие, непосред­
ственно вытекающее из предложения L 

J r i f д " в и е -• ПУСТЬ &(g), gZO, функция со значениями 
в •$(&). Следующие условия эквивалентны: 
/>0 - Ф , ^ = е х р ^ ^ является п. о. функцией для всех 

2) 2?(g) э. у, п. о. функция; 
/ . 1 3 ) ^ ? ( С \ э р м и т о в а и д л я Л1°бых конечных наборов ШаЯ, Ш — ~ \ Щс& выполняется ' 

2 (%IDS (gjl gk; Xj, Xk) Ъь) > 0, 
iik 

где 
DS (g, h;X,V) = 2? {g-Щ \X*Y] - 2 (g"1) [X*] Y -

-Х*2ЩУ] + Х*2(е)[\]Г. 
П.- о. функция (b(g) (у. п. о. функция $£{g)) называется 

нормированной, если Ф(е)[1]-—I (соответственно, 2?(е)[1]==0). 
Заметим, что Ф((е)[1]=I для всех ^ 0 тогда и только тогда, 
когда 2(g) нормирована. 

Пусть G абелева локально-компактная группа. В этом слу­
чае широкий класс нормированных э. у. п. о. функций может 
быть построен следующим образом. Пусть S6 = G—двойствен-
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ная группа и g(x)—значение характера g группы $8 на эле­
менте х£Х. Обозначим е единицу группы S6 и пусть .Й7е —о-коль-
цо борелевских подмножеств 93, не содержащих е. Пусть £P(dx) 
функция множеств на $г со следующими свойствами:" 

1) для любого B6jfE, !Р(В) является вполне положительным 
отображением из g; 

2) функция множеств &(В), Бб^е, а — аддитивна (в смыс­
ле нормы g); 

3) определен интеграл (в смыс'ле Бохнера) 

-?(g)[X]= J (g(x)^(dA:)[X]~^(dx)[l]oX]; geG. (1.6) 

Покажем, что соотношение (1.6) задает нормированную 
э. у. п. о. функцию. Достаточно установить это для функций 

-*. ,* . (gMXb J {g(x)&{dx)[X]-0>(dx)[\]oX), (1.7) 
K»\Kt 

где Ki, Ki произвольные компактные окрестности е. Эрмито-
вость очевидна; если наборы { г ^ с Ж {Х3}а'М удовлетворяют 
условию (1.2), то 

2 (% 12>KtlK%(g-ig*) [x)Xk]b)= 

= 2 J T№)g*lx)(%\P{dx)[X)X№k). 

Приближая непрерывные функции gj{x) равномерно на Kz\K\ 
кусочно-постоянными функциями, получаем, что выражение 
в правой части аппроксимируется суммами величин вида 
2с}сл (^]\&'{В)[Х"]Хк]\^), которые .неотрицательны в силу 
] , к 
свойства 1). Таким образом, (1.7), а значит и (1.6), являются 
нормированными э. у. п. о. функциями. 

Пусть, например, G = 3? = R, S'o — вполне диссипативное 
отображение из %(М) н p>||2'oll. Тогда функция множеств 
£P(dx), определяемая плотностью 

Р \х) = tx-1 exp х (2% - 0 Id), х > О, 
по мере Лебега dx, обладает свойствами 1)-3). Интеграл (1.6) 
в этом случае вычисляется явно: 

2?(g)[X]-=-ln ((p-a)Id-S'o)[.Ar] + 1n(pid---.-?o)[4-X. (1-8) 
Полное описание класса э. у. п. о. функций и другие примеры 
будут даны в следующих параграфах. 
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§ 2. Канонические представления 

П р е д л о ж е н и е 2. Пусть 0(g), g£G, п. о. функция со зна­
чениями в Йг. Тогда существует гильбертово пространство Ж, 
оператор -РёЗЭ(.у#, Ж), унитарное представление g-*-Ve группы 
G в Ж и ^-представление X{to}p[X] алгебры s4- в Ж, такие, 
что {Ve, p[X]]=-О для всех g&G, Xbs& и 

Qfe)IXi----c*^p[X]-c'; seG, х ^ . (2.1) 
Обратно, всякая функция вида (2.1) является положительно 
определенной. Она нормирована в том и только в том случае, 
когда F— изометрический оператор. 

Это предложение является комбинацией представления 
Гельфанда — Райкова скалярных п. о. функций (см., например, 
[19]) и представления Стайнспринга вполне положительных 
отображений [18]. Доказательство достаточно стандартно, и мы 
дадим здесь лишь основные его элементы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G — формальная линейная обо­
лочка множества G и пусть X=G®M®s^ алгебраическое тен­
зорное произведение, порождаемое элементами вида g®<p®X> 
где g&G, ^Ш, X&s4-. Определим псевдоскалярное произведение 
на Ж, полагая 

(g®y®X, /z®i|.®7) = (у\Ф(£-Щ[Х*У]у>). (2.2) 
Тогда Ж строится как' пополнение фактор-пространства Ж по 
множеству элементов нулевой псевдонормы. Оператор F опре­
деляется обычным образом через оператор F : Зё-^-Ж, задавае­
мый соотношением 

E>—е®Ф®1; Ф6<5̂ , (2.3) 
а представления^!/, р —как канонические продолжения на ЗС 
отображений V, р, задаваемых соотношениями 

Vh(g®y®X) = hg®y®X, (2.4) 
~p[y](g®y®X) = g®q>®rX. (2.5) 

Свойства F, V, р п представление (2.1) вытекают из определе­
ний (2.2) —(2-5). 

Обратное утверждение следует из того что 
Ф (ё-*Н)[Х'У\= (p[X]VsFyp[y]VhF. 

Из предложения 2 вытекают полезные неравенства для п. о. 
функций. Во-первых, 

Ф(g) [ХГД(g)[X]<\\Ф(е)[I] ||• Ф(е) [X*X ]< 
<||Ф(е)[1]| |- | |Х||- .Ф(е)[1]. (2.6) 

В самом деле, для всех ^'Ж, 
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II Ф (g) [X] Ц> IP - (л|> I F*p [X*] VtFF*Vgp \X\ Fty < 
<||EE*|j.||p[X]Ea|>||2. (2.7) 

Используя равенство | |EF* | | - - | |E*E | | = | | Ф И [I] ||, получаем 
(2.6). Аналогично (2.6), получаем 

(Ф (g) [X] — Ф (h.) [X])* (Q (g) [X] - Ф (А) [X]) < 
< || Ф (<?) [1] || • (2Ф (е) [X*X] — Ф (g-Щ [X*X] — Ф {h~lg) [X*X]) < 

< IIФ И [I] ||• || X IP• (2Ф. (е) [ I ] - Ф (g-Щ [I] - Ф (hrlg) [I]), (2.8) 
для всех g, h&G, X£s£. 

Следующее утверждение является аналогом леммы Шура о 
произведении скалярных п. о. функций. 

С л е д с т в и е 2. Если Ф(g-), xY{g), п. о. функции со значе­
ниями в й(.5#), то функция Ф {g) • W {g) является положительно 
определенной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем наборы {gj}, {\\>j}, {Xj} 
и рассмотрим матрицу В с элементами W(gr'^tX^Xft]6.-5^-
Согласно предложению 2, 

так что матрица В положительна. Поэтому fi=A*A, где А — 
матрица с элементами A i , . ^ . В силу положительной опреде­
ленности Ф(#) 

-22(ыф(ё7^пльмч 
и следствие доказано. 

Нетрудно доказать, что для произвольного п. о. ядра Ф(г,я) 
имеет место представление 

®(r,s)[X]=E r*p[X]E5 ; r,s£S, Xest, 

где ErG55 (Ж, Ж), р—* -представление $&• в Ж. Используя это 
представление, можно обобщить доказанное выше следствие 
на п. о. ядра. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть 3?(g)\ g£G, э. у. п. о. функция со 
значениями в S. Существуют гильбертово пространство Ж, 
унитарное представление g-^Wg группы G в Ж и *-представ-
ление X{to}n[.X| алгебры s4- в Ж, такие, что 

[Wg, n[X]] = 0; g*Q, ХШ, (2,9) 
и семейство ограниченных линейных отображений .$(£); gGG, 
из $£• в Ъ(2?в,Ж), удовлетворяющее соотношению 
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<3(hg)[YX]=WhnlY]g{(g)[X]+<%(h)lY]X; (2.10) 
g, MG; X, УЫ, 

и такое, что 
D&(g,h; X,Y)=$(g)[XY®(h)[Y]- g,heG; X.YGst. (2.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Рассмотрим алгебраическое тензорное 
произведение Ж=0®Ш®з4- и зададим псевдоскалярное произ­
ведение на Ж соотношением 

(g®cp®X, h®ty®Y)=(ip\D£(g,h\X,Y)ty. (2.12) 

Определим Ж как пополнение соответствующего фактор-про­
странства Ж по множеству элементов нулевой псевдонормы. 
Положим 

Wh(g®q®X) = hg®y®X-h®Xy®I. (2.1 3) 
Прямой подсчет показывает, что WihWhl = Wfil!i1; /z1, fi2GQ-
Используя (2.13), (2.12) и тождество 

D2{hg, hg'; X,X')-X*D2?(h,hg'; 1, X')-
~D&{hg,h\ X,I)X'+X*D2?(h,h; I l)X'^D2?{g,g'\ X, X')» 

получаем 
(Wh(g®<p®X), Wh{g'®4'®Xl))^{g®<p®X, g'®y'®X'). 

Поэтому W канонически продолжается • до унитарного представ­
ления W группы G в Ж. 

Положим 
n[V](g®q>®X) = g®cp®VX~e®Xq®y, (2.14) 

тогда я[К,]л[Г2] — n[Y^Y2]. Используя (2.14), (2.12) и тождество 
DS{g, g'; X, YX') + X*D&(e, g'; Г*» X')-

~D2?(g, g'\ Y*X, X')~DS(g, e\ X, Y)X'^0, 
получаем 

(n[Y](<f®g®X), (q>'®g'®X')) = ((<p®g®X), n[y*](y'®g'®X')). 
Поэтому п канонически продолжается до -«--представления я 
алгебры sfB Ж. Из (2.13) и (2.14) следует, что 

W> [У] (g®Ф®X) = я [Г] Wh (g®Ф®X) = 
= fig®q>®YX~h®Xy®Y,' (2.15) 

в частности, отсюда вытекает (2.9). 
Для любого g£0 и XQS& определим отображение @(g)[X]6 

&&(Ж, Ж), полагая 

@(g)[X]<f>=g®(p®X; №3%. 
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Соотношение (2.10) эквивалентно (2.15); соотношение (2.11) 
следует из (2.12). 

Следующее утверждение, которое будет существенно ис­
пользовано в вероятностных приложениях, показывает, что вся­
кая э. у. п. о. функция «растет не быстрее квадратичной». 

Следствие 3. Пусть 2(g), g$G, — э.у. п. о. функция. 
Для любого g£G и n= 1, 2, . . . 

\\2{g»)\\<t\\Z(,e)\\ + \\2tey\№-\\&(e)l 
Доказательство . Из (2.10) следует, что \\ $1 (gh) \\ < 

< || Я (g) | |+ | | Я (А) ||, откуда 
•\\Я№)\\<к\\ЗЦм)\\. (2.16) 

Полагая Б (2.11) g = h, X=Y, и принимая во внимание, что 
II 2 (Г1) Г| - II Же) II, получаем 
\\®(g){XW = \\D&(g,g;X,X)\\<2(\\S?(e)\\+\]2>(g)\\).\\X\\>. 
Следовательно, 

\\Я№\\<УЩ&Ш+1&Ш)> g-eG. (2.17) 
Заменяя в (2.И) g на g~\ получаем* 

2 (gh) [X*Y] = 31 (Г1) [X]* Я (h) [V] -
— Х*2 (е) [/] Y+ 2 {g) [X*]Y + X*2 (Щ [V]. 

Отсюда 
\\&(gh)\\<\\<%(g-l)\\\\<%(h)\\ + \\2(e)\\ + \\2(g)\\ + \\2(Ii)\\.-

Полагая здесь h=gh, где k ^ l и принимая во внимание (2.16), 
(2.17), имеем 

| | 5 ? ( ^ ) | | < 2 ( | | ^ ( e ) | | + ||2'te)||){cdot}k + 

+ (||24*)|| + ||S'(g)||) + ||2'te*)||. . 
Суммируя по k от 1 до n~-l и производя сокращения, получа­
ем доказываемое неравенство. 

Как обычно, зФ' обозначает коммутант алгебры зФ, a зФ" 
алгебру фон Неймана, порождаемую алгеброй зФ,. 

Теорема 1. Пусть 2(g), g£G,— э. у. п. о. функция со зна­
чениями в $(зФ). Тогда существуют: 

a) гильбертово пространство Ж, унитарное представление 
g-*-Wg группы G в Ж и «-представление X{to}jt[X] алгебры зФ 
в Ж, удовлетворяющее соотношению (2.9); 

b) оператор.A6-9(36, Ж) и функция B(g), g&G, со значе­
ниями в S3 (36, Ж), удовлетворяющая соотношению 

B(g)X = n[X]B(g); gGG,XGj*, (2.18) 
и являющаяся коциклом представления g-*-Wg: 

В (hg) = WhB (g)rtB(h) • h, gtG; (2.19) 
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с) функция z(g), g&G со значениями в .З'1, где '3 = 
^=M'[\s&"— центр алгебры фон Неймана £ф", удовлетворяю­
щая соотношению 

z(gh)-z(S)-z(h)=lmB(g-YB(h); g, h&G, (2.20) 
а также оператор Сб.^", такие, что 

- (g) [X] - A*Wji [X] А + А*В (g) Х + ХВ (g-yA+ 

+ x[-±-B(g)*B(g) + iz(g)\^C*X + XC; geQ, ХЬ&. (2.21) 

Для любого набора объектов, удовлетворяющего условиям 
а)—с), соотношение (2.21) задает э. у. п. о. функцию со значе­
ниями в g. Функция 3? (g) нормирована в том и только в том 
случае, когда 

R e C = — - А * А . 
2 

Для скалярных э.у.п.о. функций представление сводится в 
существенном к выражению в квадратных скобках; соответст­
вующий результат был получен Гишарде [19] (см. также Пар-
тасарати и Шмидт [25]). В .случае G = {e} теорема 1 и предло­
жение 2 дают общий вид вполне диссипативного отображения 

&Щ=Ф[Х]+С*Х+ХС, 
где С&^Ф", Ф вполне положительное отображение из зФ в s&" 
[15], [22]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если 3?{g) определено соотношением 
(2.21), то 

D2?(g, A; X, Y) = (Wgn[X]A~AX+B(g)Xr. 
{Wkn\Y\A~AY+B(h)Y), K2"Z ' 

откуда следует обратное утверждение теоремы. Последнее 
утверждение следует из того, что £ ( е ) = 0 и 2(e) =0-

Пусть теперь . ^ (g )—э.у .п .о . функция со значениями в 

«и. 
Пусть Ж, W, п к 9&(g)[X] построены как в доказательстве пред­
ложения 3. Введем подпространство -9(-Ж, Ж) вида 

aK-cl{^(g)[X]y;g-6G;X,y6.^}, • 
где с1Э1 означает ультраслабое замыкание линейной оболочки 
множества 31. Заметим, что если A1, А2Ш, то A^A^sf-" в си­
лу (2.11) 

Л е м м а 1. Общее решение уравнения (2.10) дается фор­
мулой 

<% (g) Щ = Wgn[X]A -AX+p (g)X, 
где A6SK, a B(g)„ g£G, — функция со свойствами, описанными 
в п. Ь) теоремы 1, принимающая значения в ЕДО. 
114 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Разложим 3§(g)[X] по формуле 
#{g)[X\=!8o{g)[X\+V[X\, (2.23) 

где V[X]=$(e)[X]. Полагая g = h=e в (2.10), получаем 
V[YX] = n[y]V[X]+V[riX; X, YШ. 

Более того V[X]*V[Y|<-.s£, если X, YGj&, т а к как согласно (2.11) 
V{X\*V[Y\ = Dg\e,e; X,Y). Из результата Кристенсена и Эван-
са ([15], теорема 2.1) следует, что найдется оператор Ле 
&д(2@,Ж), такой, что 

V[X] = n[X]A-AX; X6&. (2.24) 

Более того, A лежит в cl{V]X|y; X, YBs£}<=.m. 
Для $0{g)[X] получаем из (2.10), (2.23) 

%0(hg)[VX] = Wh!i[Y}%l0(g)[X] + !%Q(h)lY]X + 
+ (Wh-I)n[Y]V[X\. (2.25) 

Полагая h=e, X = I и принимая во внимание,'что 3§о(е)[Х]*= 
=0, получаем 

3§o{gW = *[Y]B0(g), C2.26) 
Где B0(g)=Mg) [Я Полагая Х = У = 1 в (2.25), и учитывая, 
что V[1] = 0, мы видим, что B0(g) удовлетворяет уравнению 
(2.19). Подставляя (2.26) в (2.25) и полагая У=1, получаем 

n[X]B0{hg)^Whn[X]B0{g) + B0(h)X + (^h^I)V[X\. 
Принимая во внимание уравнение коцикла для B0(g), получаем 

{cdot}.-[[X].So(A)---9o(h)X-(~h-l)V[-4: 
Подставляя V[X] из (2.24) и обозначая 

B(h)=B0(h)-(Wh-l)A, (2-27). 
мы видим, что В (/г) удовлетворяет условию (2 18); поскольку 
(де._1)Л является коциклом представления h-+Wh, то aw 
удовлетворяет уравнению (2.19) .вместе с В0(Л). 

Сопоставляя соотношения (2^3.) (2.24), {2.2Ь),у.А/) по 
лучаем искомую формулу для £{g)[X\. Поскольку В0(К)-
• - З Д И » и Л е й , в силу того, что АШ и соотношения 
(2.10), то В(1г)Ш. 

Л ем м а 2. Для любых g, «60 
B(g)*B(h)e3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (2.18) получаем Ш*В{к)Х= 
= В%)MX]-В (h) = XB(g)*B(h), так что B(gyB(h)** По­
скольку адеЗК по лемме 1, то B(g) B(h)e.J# . -аким oop 
3 0 \ Ж п { Т ^ ы ' 1 следует, что для Д * ( * . * / . У) имеет 
мес™ с(оотношеше (2.22). Рассмотрим эрмитову функцию 
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2?0(g)[X]-2?(g)[X]-A*Wgn[X]A-
(2.28) 

-A*B(g)X-XB(g-4*A. 
Прямое, но достаточно громоздкое вычисление с использовани­
ем формул (2.18) и (2.19), а также леммы 2 показывает, что 

DS0{g,h; X,Y)=X*Y-B(g)*B(h). (2.29) 
Положим 

Mg)=2o{g)[l]^2?{g)\\]-A*WsA-
(2.30) 

-A*B(g)-B(g-i)*A. 
Л е м м а 3. Операторно-значная функция A{g), g£G, облада­

ет свойствами: 
1) b{g)G&"t geG; 
2) Mg-^Mg)*, g^G; 
3) A(g-/i)—A(g)—A(/i)+A(e)=-=D(g-1)*--'(h)J g,heG. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : 1) Очевидно, £P (g)[l]Gs£; тот факт, 

что остальные слагаемые в (2.30) принадлежат s£"', следует 
из того, что A, WgA, В(g) Ш. Свойство 2) вытекает из эрмито-
вости функции S0{g); свойство 3) вытекает из (2.29), если 
положить X=y = L 

Пусть 8 — условное ожидание из алгебры фон Неймана М-" 
на ее центр 3. Положим 

z0(g)-=IT(miA(G)), (2.31) 
я рассмотрим операторно-значную функцию 

lo(g)=-~-8(grB(g)+iz0(g); geG. 

Эта функция обладает следующими свойствами: 
iH0fe>es. &6G; Ш=0; 
2) '-ОП-Ш*. еео; 
3) hm-h{g)-k№=B{g-'rB{h), 

Первые два свойства следуют из соответствующих свойств 
A(g) и соотношения B(g~1)=—Wg*B(g), непосредственно вы­
текающего из уравнения коцикла (2.19). Третье свойство про­
веряется прямыми вычислениями, использующими уравнение 
коцикла и свойство 3) функции A (g). 

Из соотношения (2.29) тогда следует, что эрмитова функция 
A{g)ix\=3?0(g)[X]~l0(g)-x^ 

= 2 (g) [X] - A*Wgn [X] А - А*В (g) К - ХВ (g"1)* A -

-J~B\g)*B{g) + iza(.g) X,. 
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удовлетворяет уравнению 
DA(g,h; X, У)—0; £,/ieG; X, Уб^. (2.33) 

Л е м м а 4. Пусть A(g), g$G — эрмитова функция со значе­
ниями в §, такая, что A(g)[X]bs&" для всех Х£М- и g<3G, и 
удовлетворяющая уравнению (2.33). Тогда 

A(g)lX]~C*X+XC+iX(g)X, (2.34) 
где CBs£", a k{g) —морфизм группы G в аддитивную группу 
3". 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим . ; 
Л (g) [X] -Л(е ) [I]oX+Ao (g) [X]. (2.35) 

Тогда (2.33) сводится к 
Л0 (gh) [ХУ]=Л0 (g) [X]Y+XA0(h) [Y]. (2.36) 

Отсюда, в частности, следует, что Ло(е) является дифференци­
рованием из s£ в зф" и поэтому согласно ([15], следствие 2.3.), 
найдется C\4s&", такой, что 

Ao(e)[X\ = CiX-XCi. (2.37) 
ИЗ (2.35) получаем при У----Г g=e и при У==1, h—e, соответст­
венно, 

Л0 (h) [X] = Л0 (е) [X] + ХА0 (h) [l], 
Л0 (g) [У] — Л0 (g) [I] Y + Ло (в) [К]. ^'6Ь) 

Отсюда видно, что Xa(g)=Aa(g)[l]£s&', и следовательно %o(g)G 
6Q. Полагая в (2.36) X = Y=l, получаем, что %o(g) является 
морфизмом G в аддитивную группу 3. 

Из соотношений (2.37), (2.38) получаем 
Ao(g)[X} = ClX-XCl+%0(g)X. (2.39) 

Воспользуемся теперь эрмитовостью; подставляя выражение 
(2.39) в условие Ao(g"_1) =Ao(g') *, после некоторых преобразо­
ваний получаем 

[Re Сь X]=XReU(g); X&S&. 
Отсюда следует, что Re?i.o(g)-..--0 и ReCi-5-s^". Поэтому С{ = 
- R e C i + Ш , где HGsth, и %o(g)=&(g), где М&) -морфизм G 
в З'1. Подставляя это в (2.39) и (2.35) и полагая С = 
—~2 Л(е)[1]-Ш, получаем (2.34). 

Для завершения доказательства теоремы 1 заметим, что 
функция A(g), определенная соотношением (2.32), удовлетво­
ряет веем условиям леммы 4 и поэтому представима в виде 
(2.34). Обозначая z(g) =z0(g)+A,{g), мы видим, что z(g) 
удовлетворяет условиям, перечисленным в п. с). Теорема пол­
ностью доказана. 
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§ 3. Свойства непрерывности 

Из множества локально-выпуклых топологий, которые мо­
гут быть введены в пространстве g ограниченных линейных 
отображений М- в 33(Ж), мы будем использовать следующие две 
топологии, определяемые семействами псевдонорм 

ЗГ}:Ф-+\(у\Ф[Х]Щ; Ф, №"М\ Х£& 

.Г2:Ф--> sup ЦФШ-фЦ; гре.^, 
II-VIK1 

а также топологию, определяемую нормой ||Ф||-= sup | | Ф Ш | | . 
||АГ||<1 

Согласно [28] в этих определениях можно ограничиться нор­
мальными операторами X. 

В дальнейшем М- — алгебра фон Неймана. Обозначим 
F<j(F(^)a) пространство ультраслабо непрерывных отображе­
ний s£ в Ъфё) (соответственно, в $Ф); $- является замкнутым 
в топологии нормы подпространством % (соответственно, 1g(.-5.i)-
является замкнутой подалгеброй 2г(.5$), [22]). Далее G яв­
ляется топологической группой. 

П р е д л о ж е н и е 4: Пусть <&(g), g&G,— п. о. функция со 
значениями в %в, причем операторнозначная функция Ф(£)[1], 
g&G, слабо непрерывна при g—е. Тогда Ф(g) ^-непрерывна 
равномерно по g&G. В частности, ^-непрерывность п. о. функ­
ции Ф (g) влечет ^~2-непрерывность. Более того, в предложении 
2 представление g{to}Vg может быть выбрано непрерывным, а 
представление X{to}p[X] нормальным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенства (2.8) следует, что 
sup| |[O(g)[^]-®(A)[.X]-[) |P<| |0(e)[I] | |X 

11*1 l<i 
X (Ц. |(2Ф (е) [I] - Ф (g-Щ [Ц - Ф (A"-g) [I]) у), 

откуда вытекает первое утвер ледени е. 
Рассмотрим представления V и р, построенные при доказа­

тельстве предложения 2. Из (2.4), (2.2) 
((gi®cpi®Xi), Vh(g2®(f2®X2))^ 

-(9i|0(ffr'Ag2)[XiX2]92). 
Правая часть является непрерывной функцией h. Стандартные 
рассуждения (см. например [19]) показывают, что каноническое 
продолжение соответствия h-*Vh является непрерывным пред­
ставлением. Аналогично, из (2.5), (2.2) 

{(gi&P&Xi), Я[К](^2<8)ф2®Х2)) — 

так что правая часть является ультраслабо непрерывным функ­
ционалом от X. Поэтому я канонически продолжается до нор­
мального представления it. 
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П р е д л о ж е н и е 5. Пусть S{g), gdQ, — ^.-непрерывная 
э .у .п.о . функция со значениями в ЙК-Я.-),-. Тогда в теореме 1 
представление g{to}\Vg может быть выбрано непрерывным, пред-. 
ставление Х-+п[Х] нормальным, функция B(g), g6G сильно 
непрерывной, a z(g), g&G, слабо непрерывной. Если, кроме то­
го, группа G локально компактна, а центр з чисто атомичес­
кий, то функция ^ ( g ) , gf-G, является Fa-непрерывной. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Непрерывность представлений ? и п 
доказывается как в предложении 4. Из (2.19) B(hg)—B(g) = 
= (Wh—l)B{g)+B{h), поэтому для доказательства сильной 
непрерывности функции B{g) достаточно доказать, что J3(/i){to}0 
сильно при /1{to}e. Согласно (2.27), достаточно доказать анало­
гичное утверждение для B0{h) =.^(h)[I]. Однако согласно (2.11) 

l | ^ ( « ) [ l W - ( ^ | - D ^ ( h , h ; L l ) ^ ) , 
что стремится к нулю при g{to}e в силу ^-непрерывности .2(g) . 
Тот факт, что z{g) слабо непрерывна, вытекает из формулы 
(2.21), если положить X=I . 

Первые три слагаемых в формуле (2.21) <Г2-непрерывны. 
Первое слагаемое является п. о. функцией, и поэтому утвержде­
ние следует из предложения 4. Для второго слагаемого имеем 
в силу (2.18) 

sup || Л* {В (g)-B (Л)) ХЦ || = sup || Л* я [X] {В (g)-B (А)) ф || < 

• < M * | | - | | ( B ( g ) - f l ( A ) ) ^ | | . 

Аналогичная оценка имеет место и для третьего слагаемого. 
Рассмотрим операторно-значную функцию 

I (S) = - Т в (ёГ B(g) + iz (g), gQQ. 

Эта функция принимает значения в центре 3 и слабо непре­
рывна. Если группа G локально компактна, а алгебра 3 чисто 
атомическая, то слабая непрерывность функции со значениями 
в 3 влечет сильную непрерывность. В самом деле, 

-(g)--2'<--)-°«. 
а 

где la{g) непрерывные комплексные функции, {Ра}—ортого­
нальное разложение единицы, порождающее 3- По принципу 
равномерной ограниченности 

sup sup ] / а (g)|-= sup || / (g)|| = c*< оо 
SQK •"• SQK 

для любого компакта К- Тогда 

Ш ( * ) • - - (g)) ч>II2< 2 \U (Л) - U (g)|2 II Р ^ II2. 
а 
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r * e %\\РМ'<«> и | / „ (А)- - /« (я ) |<2^при g, hGK. Таким 
я 

образом, t(h)-*-l(g)' сильно при h~+g. Отсюда вытекает, что сла­
гаемое XI(g) в формуле (2.21) ^-непрерывно, и предложение 
доказано. 

Т е о р е м а 2. Пусть G — компактная группа, S'(g), g$G,— 
^-непрерывная э. у. п. о. функция со значениями в %{s4-)a. 
Существует гильбертово пространство -^.оператор А$3?(9@,Ж), 
непрерывное представление g-+We группы G в Ж, нормальное 
представление X{to}n[X] алгебры $& в Ж., удовлетворяющие соот­
ношению (2.9) и оператор СЪ$Ф, такие, что 

&(ё){Х]^А'№як[Х\А+С*Х+ХС. (3.1) 
В частности, 2'(g) ..-"-.-непрерывна. 

Л е м м а 5. Пусть G —компактная группа и B(g), g&G,— 
сильно непрерывная функция со значениями в WI, удовлетворя­
ющая уравнению коцикла (2.19). Существует оператор BGWI, 
такой, что 

5X=jt[X]i5; Xe& (3.2} 

B(g)^(Wg-l)B; gQG. (3.3) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для фиксированного трб<5̂  функция 

B(g)ty, g&G, является коциклом представления g-+ Ws со значе­
ниями в Ж. Согласно (fl9], Арр. В), найдется фбХ, такой, что 

ОДф=-~-(^--1)Ф; g&G. (3.4) 
Рассмотрим множество 

&w=d{(Ws-1), gGG}. 
Поскольку ^{to}^ унитарное представление, то sf>w — ультрасла-
бо замкнутая *-алгебра. Пусть Р--~проектор на замкнутое под­
пространство ЖФ, порождаемое векторами {(^-—1)^; g&G; 
\р&Ж}. По теореме плотности фон Неймана ([17], п. 1.3-4), Pw 
является максимальным проектором алгебры s4>w, и 

(Wg~\)^Pw(W - I ) — ( W - I ) / V ; geO. 
Поэтому в соотношении (3-4) можно взять cpGXw Каждому 
г|зе«Ж соответствует единственный срвЖ-^, поскольку из того, что 
фбХ-г и (Wi~1)ф-=0, gGG, следует ф--=0. Введем оператор 
-б:-ф->-ф, который удовлетворяет соотношению (3.3). Оператор 
В всюду определен и замкнут и поэтому ограничен. Из (2.18), 
(2.9) следует, что для любого g&G, 

(W— I) BXy=B (g) Xy ~п(Х]В (g) г|>-
=п[Х] (Wr-1) fty - (W—.1) 4 В Д ) , 

откуда BX=Pwn[X]B. Однако, поскольку [л[Х], №,\—1]=0, 
то Pwn[X] = n[X]Pw, и мы получаем (3.2). 
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Поскольку B(g) = (Wg—l)BGm, g4G, a Pw является ультра-
слабым пределом линейных комбинаций операторов (Wg—I), 
то B=PwBm. 

Л е м м а 6. Пусть функция -5(g), gtG, дается соотношением 
(3.3). Тогда единственное слабо непрерывное решение уравне­
ния (2.20) имеет вид 

z(g)=lmB*WgB; g&G. ' (3.5) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . То, что правая часть (3.5) удовлетво­

ряет уравнению (2.20), проверяется непосредственно. Если 
z'(g) —другое решение, то &{g)=z(g)—z'(g) удовлетворяет 
уравнению 

6(hg)-6(h)-6(g)=0; g,hGG, 
т. е. является непрерывным морфизмом группы G в аддитив­
ную группу 3- Поскольку G компактна, 6(g)^0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Подставляя (3.3), (3.5) в 
(2.21), получаем 

<?(g)lX}~(A+BrWgn[X}(A+B) + 

+ (С — В*А~В*Вух-+х(С-ВтА—^в*вУ 
Поскольку A, В&Ш1, В'А и В*В принадлежат я£, и теорема до­
казана. 

§ 4. Случай ^=.-39 (^) 

Используя результаты предыдущих параграфов, найдем об­
щий вид Fi-непрерывной э. y. п. о. функции со значениями в 
F(-9(^))0 . Поскольку 3 — {CI}, то, как следует из доказатель­
ства предложения 5, F.-непрерывность в этом случае эквива­
лентна £Г2-непрерывности. 

Всякое нормальное представление алгебры S3 (Ж) с точно­
стью до унитарной эквивалентности кратно тождественному, 
поэтому МОЖНО считать, что в теореме 1 

Ж=2ё®Уё0, jr[X]=X®Io. 
где Зёо— некоторое гильбертово пространство, 10 — единичный 
оператор в 2/ёъ, Из (2.9) тогда вытекает, что 

где g {to} Ws — непрерывное унитарнбе представление G в 2ё0. Иа 
(2.18) следует, что 

B(g)q = \\>®b0(g); -даЗ&, 
где b0(g)—сильно непрерывный коцикл представления g-*-Wg° 
со значениями в Жа. Тогда B(g)X=X®b0(g), где введено обо­
значение X®q>0 для оператора из Ж в Ж®2$а, отображающего 
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вектор -ф в Xojj(gii|)o. Функция z(g), gGG, оказывается веществен­
ной функцией, удовлетворяющей уравнению 

z(gh)~z(g)-z(h) = lm(bo(g-l)\b0(h)).' (4.1) 
Формула (2.21) принимает в итоге вид 

2>(g)[X] = A*{X2>Wl) A + A*(X®b0(g)) + 

+ (.Ar®60(r-r)-4 + Jf[-4-| |ft0(g-)| |- + i«(g)] + C*X+^C,(4.2) 

где А —- произвольный ограниченный оператор из Ж в Ж®3/ёй, 
cm {Ж). 

Предположим Далее, что Ж сепарабельно, а группа G удов­
летворяет второй аксиоме счетности. Тогда Ж, а значит и 3@о, 
сепарабельны, и мы можем получить более детальное «коорди­
натное представление». Чтобы выделить «гауссовскую» компо­
ненту, рассмотрим - разложение 2@о=3@1®%>2, где 5 î ={Ф: 
: We°q>=cp, Vg£G}, и пусть bo(g)=bl(g)®b2(g)—соответствую­
щее разложение коцикла 60(g). Выберем произвольный без­
условный базис {г,.} в 5^i. Пусть {г1} — сопряженный базис, 
У1н=(п\гк), т*=(г-|г*), тогда r}(g) — (о 161(g)) —непрерывные 
морфизмы группы G в С. Пусть {v3}—безусловный базис в 2/ё%\ 
определим Rj} V.6-S(<5#) соотношением 

Формула (4.2) дает 
&(g)[X) = &t(g)[X} + 2?2(g)[X}±C*X + XC, (4.3) 

где 

+ 2 WjXr, (g)-rj (g)XRj] - 4 - 2 1 1 к Г ] (g) rk (g) X, (4.4) 

причем ряд ^ *i]kR*)Rk сходится ультраслабо, а числовой ряд 
/.я 

^j4Jkrj(g)rb(g) сходится абсолютно, 

&* Ш) [X] = 2 ^jXVp (vj I W°gvk) + 

+ 2 .yJXC-/1 *- iB) + --»(Гl) I « W ] + X i 2 {g), (4.5) 

y.ft 

j 

1 
гДе ^ - - - y l l M ^ P + ^ t e ) -
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Функция S£\(g), gGG, и есть «гауссовское» слагаемое. Более 
подробную информацию о 3?ъ{ц) МОЖНО получить в случае абе-
левой сепарабельной локально компактной группы G. Тогда 
существует разложение Ж2 в прямой интеграл 

^ 2 = j ®M(x)n(dx), (4.6) 

где Ж = 0 — двойственная группа, е —единица SB, {mu} •—снтнечная 
мера на 85 \z, диагонализирующее представление g-+Wl в Ж2: 

< = J ®g{x)vHdx). (4.7) 
8в\г 

При этом 
Ы я ) - J ®\g{x)-\\®(x)\y{dx), (4.8) 

•9?\.-

где © (х)£а@ (х). и функция Ф (jc) = || со (л;) IJ2 такова, что интеграл 
\ \g{x)-\\^(x)Vi(dx) (4.9) 

сходится для всех g" и стремится к нулю при g-^ъ. (см. [19], 
стр. 155). Рассуждая как в ([19], с 54), получаем 

W= J \g(x)—l-U{g, x)] 4>(x)ti(dxy+a(g), (4.10) 

где J(g, х) —стандартная функция, определенная в [19], [25], 
а Я — непрерывный морфизм группы G в R. 

В силу (4.6) 
Tly = j e ^ ( x ) [ I ( d x ) , ( j | | ^ ( A ; ) | | 2 f X ( d ^ ) < a 3 ) . 

Обозначая Ф/Й (x)=- (Vj (x) | -Vk(x)), ф, (х)=(vj (x) | ю (x)), преобра­
зуем (4.5) к виду 

&2(g){X]^%V*XVk j g(x)<?Jk(x)ii(dx) + 
j,n sew 

+ _ [ l / - X j [gC*)-l]-py(*)n(d*) + 

+ §[[g(x)-l]4j(x)\i(dx)XVj]-{-Xl2(g), (4.11) 
sew 

где /2(g) дается формулой (4.10). По построению, ряд 
jZiVtyk j 4>jk(x)ц(dx) сходится ультраслабо, и матрица функций 
/ . А Я ? \ е . . . • ' . . 
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"ф./*С*) Ф*(.«) 
_ Ф у И фС*)_Ь,*.--1.,.. 

является положительно определенной для ц-почти всех х. 
В качестве примера приведем каноническое представление 

функции (1.8) при ^-[X]--V*X+XV, где Vm{M). Разлагая в 
ряд экспоненты в интеграле 

S a—р." 
(ei**ev'*Xev* — ev*eVjc»X)—-- dx, 

о 
приходим к представлению 

со со , 

-?(.?) [Xi=- 2i(l/*vXiyftI^-7]?^6-p-dx+ 
оо со , 

+ . 2 [(V*)1 X+XV4§(e!xs-l)^e-v*dx + 

+ Х \ (е1хе~1)х-1е-Ых+С*Х + ХС, 
о 

где 

«Гауссовские» функции вида (4.4) были введены в случае 
G - R s в работах Ба'ркиелли, Ланца и Проспери [11], [12] в свя­
зи с проблемой непрерывных квантовых измерений (см. далее 
§ 11.5). Более общие выражения, включающие «пуассоновские» 
слагаемые (которые отвечают функциям вида (4.11) с чисто 
атомической мерой р, и конечным числом слагаемых), рассмат­
ривались в [13]. 

Если 2(g)—скалярная э. у. п. о. функция, то представле­
ние, отвечающее факторизуемой п. о., функции Ф(£(*)) = 
--ехр SS(g(t))dt на группе функций аргумента t со значениями 
в Gj является безгранично делимым и действует в фоковском 
пространстве. Это утверждение составляет часть теоремы вло­
жения Араки-Вудса [19], [25]. С точки зрения настоящей ра­
боты, ОСНОВНОЙ математический результат, полученный в [13], 
можно интерпретировать как конструкцию специального пред­
ставления (2.1) в некотором фоковском пространстве для «фак-
торизуемых» п.о, функций со значениями в $(-9(-^))-, задавае­
мых хронологически-упорядоченными экспонентами Ф (g (•)) = 
- F e x p S2(g(t))dt. В работе Партасарати 1[26] эта конструк­
ция была обобщена на класс функций 2(g), близкий к (4.2). 
Следует, однако, заметить, что общие свойства положительной 
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определенности, о которых шла речь в § 1, в этих работах выяв­
лены не были, и авторы использовали конкретную форму рас­
сматриваемых функций. 

Глава 2 

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ 

§ 1. Понятие инструмента 

В дальнейшем s& является алгеброй фон Неймана. Обозна-1 

чим © выпуклое множество нормальных состояний на зФ. Зна­
чение состояния 5б@ на элементе ХЧгФ будем обозначать <5, X). 
Элементы s£h будут называться наблюдаемыми. Обозначим Ж 
выпуклое множество тестов, т. е. наблюдаемых X, таких, что 
0 < X < I . 

Пусть {92, @) — измеримое пространство, которое мы будем 
считать стандартным. Инструментом с пространством исходов 
{SB, &8) [16] называется функция множеств Jl — {JL{B), ВвЩ, 
принимающая значения в ${£#•)„ и удовлетворяющая условиям 

1) Ж{В)—положительное отображение для любого В&$; 
2)Ж{Зе){\}=\\ 
3) Л а-аддитивна в топологии F2-

Инструмент называется вполне положительным, [24], если Ж (В) 
является вполне положительным отображением для всех ВШ. 
Вполне положительные инструменты играют основную роль в 
дальнейшем. 

Введем величины 

!x^ (5 ) -= < S, М (В) [X] > ; Se@, Х&, В%®. (1.1) 
П р е д л о ж е н и е 6. Соотношение (1.1) устанавливает взаимно­

однозначное соответствие между инструментами Л и наборами 
величин \i^x(B), удовлетворяющими условиям: 

V) для любых Se@, Х& функция множеств \х,~х(В); В£$, 
'/ft является меррй со значениями в [0,1]; мера {mu}^~. является 

вероятностной; 
/И 

2) для любых В&Я1, X636 функция Щх(В); S6®, является 
аффинной, т. е. 

для S1, S2G@, 0 < p < l , 
3) для любых В£$, S.6® функция [1^Х(В); Х&Ж, является 
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аффинной и нормальной, (последнее означает, что и^А- (E-)tFjr/A- (-S),' 
если A'afX). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проверка свойств 1)—3) для величин, 
определяемых формулой (1.1), проводится непосредственно. 
Пусть теперь задан набор величин со свойствами 1)—3). Стан­
дартные рассуждения (ср. [16], с. 50) показывают, что из усло­
вий 2), 3) для каждого фиксированного BQ& вытекает сущест­
вование единственного отображения Л{В)Щ(^-)в, удовлетворя­
ющего соотношению (1.1) для всех 5б@, Х&Ж. Из условия 1) 
вытекает, что функция множеств {Ж (В); ВШ) удовлетворяет 
условиям 1), 2) в определении инструмента и конечно-аддитив­
на. Чтобы установить а-аддитивность в топологии, F2, доста­
точно доказать, что из -б, — 52-=> ••• ^B„ZD ..., Ц 5 „ = 0 вы-

п 
текает 

l im sup | | j r (5 „ ) [X ] t | ) | | = 0; ^SfS. (1.2) 
7>->oo ||ЛГ||«1 

Для доказательства нам понадобится следующий вариант 
неравенства Кэдисона (ср., например [31]): если ФЩ($£) — по­
ложительное отображение и Ф[1]<1, то 

Ф\Х\*Ф[Х\<ЩХ*Х]<<!>[1\-\\Х\\*, XG&. (1.3) 
для любого нормального XQ-&. 

При доказательстве (1.2) можно не ограничивая общности 
считать, что ||т|-|| = Г Применяя (1.3) к отображению ^"(5П), 
получаем 
|| Ж (Вп) [X] ф |р < 2 (ф | Ж {В,) [I] ар) • || X ||- = 2fx^_ . (Вп) • |l X||~, (1.4) 
где 5.J, — нормальное состояние, определяемое соотношением 
<5,.,, X>==(aj.|Xij)). Отсюда ввиду свойства 1) следует (1.2). 

П р и м е р Г Пусть А наблюдаемая с дискретным спектром, 
так что А —2a.E,, где a.6R, {E{} ортогональное разложение еди­
ницы в s&. «Проекционный постулат» фон Неймана (5] сопо­
ставляет такой наблюдаемой в. п. инструмент 

МШ*\- 2 EiXEt\ ВеЯ, (L5) 

описывающий «идеальное», т. е. экстремально точное измере­
ние наблюдаемой А. 

П р и м е р 2. Пусть А\...,А" — наблюдаемые, такие, что 
[А\ Aft]=0; /, k = l, ..., s, и пусть ^(л.1, .,., Xs)—вещественная 
функция на R", удовлетворяющая соотношениям 

\...\\${x\...,xs)\2dxx...dxs=*\, (1.6) 

j . . . j ^ | a K x I , . . . , x - ' ) | - d ^ . . . d ^ - 0 ; / - 1 , . . . , s . (1.7) 
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Инструмент 
Ж {В) Ш = f... f ^ (x 1 - Л 1 , . . . , х'-А*) X 

XXq{x1 — Al,...,xs—As)dx1...dxs 

описывает «приближенное совместное измерение наблюдаемых 
А1, ..., A8» (ср. [11]), которое является тем более точным, чем 
ближе плотность распределения вероятностей ^ (x 1 , ..., xs) \2 

к дельта-функции, т. е. чем меньше (предполагаемые конечны­
ми) величины 

•у/*=••.§...§х*хк\у(х1, . . . , xs)?dxl...dxs, (1.8) 

определяющие ковариации ошибок измерения. 
Понятие инструмента является далеко идущим обобщением 

проекционного постулата фон Неймана и служит для описания 
статистики последовательных измерений в квантовой механике. 
Всякое измерение влечет изменение состояния квантовой си­
стемы, которое дуальным образом можно описывать в прост­
ранстве ограниченных наблюдаемых. Отображение Ж{В) опи­
сывает такое изменение, связанное с данным измерением, если 
фиксируется результат, что исход измерения лежит в множест­
ве В. Отображение Ж{Х) описывает полное изменение, проис­
ходящее, если измерение производится, но его исход не фикси­
руется. Вероятностная мера yS задает распределение вероят-
ностей исходов соответствующего измерения в состоянии 5. Для 
краткости будем называть его распределением, вероятностей 
инструмента М_ в состоянии S. 

Пусть производится последовательность измерений, описы­
ваемых инструментами Ж\, ..., Жп со значениями в,простран­
ствах (.^ь З&х), ..., (%?*, .$„). Тогда соотношение 

pgj —''1(E1X...X-5„) = 

= (S,JCX{B{)[...Аа(вп)[/]...]>; .Bxe&u--;Bne&n, (Щ 
задает аддитивную функцию множеств на булевой полуалгебре 
прямоугольников .8iX . . . X-3n> которая а — аддитивна по каж­
дому аргументу BJ} и таким образом, продолжается до (вероят­
ностной) меры на о-алгебре ^ Х . . . Х--?1., подмножеств произ­
ведения .S?iX • • • Х-^n, порождаемой прямоугольниками. 
(Здесь используется стандартность пространств {S5h J?,-), ср. 
[16J, с. 52.) Эта мера задает совместное распределение вероят­
ностей рассматриваемой последовательности измерений. Мы 
изучим вопрос об описании измерений, длящихся непрерывно, 
что соответствует континуальному аналогу выражений ти­
па (1.9). 
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В дальнейшем нам понадобится следующий принцип продол­
жения. Пусть Ж={Ж(В); В^Ш0) функция Множеств, определен 
пая на булевой полуалгебре 9&а и принимающая значения в ${Що. 

Ж 
Определим величины ц$;х (В) соотношением (1.1). Пусть эти ве­
личины удовлетворяют условиям l) — 3) с заменой !ffl на &0. 

Ж В частности, функции множеств \is,x(B); BQ$0 0-аддитивны на 
булевой полуалгебре $о. Тогда все они однозначно продолжают­
ся до мер на $, где $— а-алгебра, порожденная $о- Совокуп­
ность множеств В, для которых ВЫПОЛНЯЮТСЯ условия 2), 3), 
с одной стороны, содержит 38о, а с другой — является монотон­
ным классом и поэтому совпадает с 3£. Таким образом, усло­
вия 1)—3) выполняются и для продолженного набора величин 
Ы^.(В); j86.il?, 5б@, ХЩ. Согласно предложению б, этот набор 
однозначно определяет инструмент с пространством исходов 
(8Ё, $), который, таким образом, является продолжением на $ 
ИСХОДНОЙ функции множеств {Ж{В); Вв<%0}. При этом, если 
отображения «-#(.6); B£<So, вполне положительны, то получен­
ный инструмент вполне положителен, поскольку совокупность 
множеств В, для которых Ж (В) вполне положительно, также 
является монотонным классом. 

В частности, вернемся к ситуации, описываемой формулой 
(1.9). Определим функцию множеств Ж со значениями в $?(«яО<г 
на булевой полуалгебре прямоугольников соотношением -

Ж(ВгХ ... ХВп)=Ж,{В{)-....Жп(Вп). 
Тогда выполняются условия, обеспечивающие продолжение, и 
Ж продолжается до инструмента с пространством исходов 
( ^ i X ••• X-^n, ^ i X ••• Х&п), который называется компози­
цией инструментов Ж\, ..., Ж„ [16]. Если инструменты Ж\, • • • 
..., Жп вполне положительны, то инструмент Ж вполне положи­
телен, в силу следствия 2 и принципа продолжения. 

Пусть 85\— ... =8вп = $е — абелева сепарабельная. ло­
кально компактная группа с ст-алгеброй <М—3S(G) борелевских 
подмножеств G (в этом случае мы используем аддитивные обо­
значения для групповой операции). Определим свертку инстру­
ментов Жи ..., Жп со значениями в {ёв, 3$) соотношением 

( ^ . . . ^ „ ( Я ) — -^ ((•*•!, . . . , x„ ) : xv+...+xn6B) = 

s J. ..J Жх{йхх)-...-Жп(йхп). 

Отметим, что, несмотря на абелевость группы G, свертка инст­
рументов, вообще говоря, не коммутативна. Свертка в. п. ин­
струментов вполне положительна. Свертка Жу¥ . . . *Жп опи-
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сывает сумму результатов ряда последовательных измерении. 
Интересующий нас вопрос о непрерывных измерениях тесно 
связан с предельным поведением сверток инструментов при 
л—>-оо. 

§ 2. Характеристическая функция инструмента 

Для любой комплексной непрерывной ограниченной функции 
/ (х), хе&, определен интеграл \ f (x) Ж (dх)6т$ {Щв как F 2 -

se • ' 
предел соответствующих.интегральных сумм, причем 

< S, \ f{x)M (dx) [X] > = [ f (x) pfx \dx), (2Л) 

для любых .SG6, Xea?. Если /(-*•) .5-0, то отображение $](x)M(dx) 
лоложителы-ю. Более того, имеет место следующее обобщение 
неравенства Шварца: 

If(x)Jt(dx)[X\* jf(x)M(dx)[X]^ 
< / \f(x)\2Jt(dx)[X*X\ (2.2) 

для любого нормального X&s&. Из (2.2), в частности, вытекает, 
что 

J f{x)M(dx) < s u p | / ( x ) | . (2.3) 

Пусть $3 — абелева локально компактная сепарабельная 
группа, Q = §B — двойственная группа. Определим характерис­
тическую функцию инструмента Ж с пространством исходов SB 
формулой 

'<*>(£)=] g(x)*(dx); gQO. (2Л) 

Если % (g), ,.. <bn(g); g&O, — характеристические функции ин­
струментов Жи • • -,Ж1П то характеристическая функция сверт­
ки Мх * . . . * Жп равна-Фг • . . . • Ф„ (g). 

Семейство инструментов {Mi>s\ t<s} образует свершояную 
хемигруппу, если Ж/,5*Ж_5,Г=Ж_{,Г для всех t<s<r. Это от­
вечает равенству ~Ф*,^).Ф-,,.(£) — Ф,,-(g); gQQ, для соответ­
ствующих характеристических функций. Семейство инструментов 
{Mt; 0 < t) образует свертошую полугруппу, если Жt*J[s — 
J£_t+S для всех 0 < z , 5. В терминах соответствующих характерис­
тических функций это означает, что 

<Dt(g)-®s(g)=<I>t+s(g); gZG;t,s>0. (2.5) 
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П р е д л о ж е н и е 7. Для того чтобы функция Ф(.о'), gGG, 
со значениями в %{$$•)<, была характеристической функцией 
в. п. инструмента, •необходимо и достаточно выполнения усло­
вий: 

1) Ф(0)[ГЫ; 
2) Ф (.§•) непрерывна (при g — О) в любой из топологий 

F i , Fa; 
" 3) Ф (ё) —• положительно определенная функция. 

Тот факт, что характеристическая функция в, п. инструмента 
является положительно определенной в смысле § 1.1, играет 
центральную роль в дальнейшем изложении. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 7. Н е о б х о ­
д и м о с т ь . Пусть Ж в.п. инструмент и'Ф(#) его характерис­
тическая функция. Тогда 1) следует из того, что Ж (3?)[1] = 1. 
Для доказательства положительной определенности (свойство 
3)') заметим, что 

2^|Ф(г*-й-у)[^;А-*]ар*) = 

e f 218Л$ f* (х) (% IЛ (dx) [X)Xk\ Ь)-

Поскольку интеграл аппроксимируется суммами, достаточно 
доказать неотрицательность величин 

2 cjck (^ | ж (В) [Х'-Хп] ь); вея, 

где {ci}c:C, а это вытекает из полной положительности отобра­
жений Ж (В); ВШ. Теперь свойство 2) следует из предложе­
ния 4 и того факта, что 

с Ж 
ЬРIФ (g) [Л Ч>) = ) g (*) Psi.1 (dx); ipe.5», 

аз 
где в правой части стоит характеристическая функция распре­
деления вероятностей на 93. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть S — нормальное состояние и пусть 
ХеШ. Тогда из 2), 3) вытекает, что комплексная функция 
( -»• ®(g)[X] >; g€G непрерывна и положительно определена и 

поэтому является преобразованием Фурье положительной меры 
п.?,* на Я?, такой, что \is,x (&)•=•(, S, 0,(0) [X]) . При этом 
набор величин {\is,x(В)} удовлетворяет условиям предложения 6 
и, следовательно, определяет инструмент Ж, такой, что 

Ж ' 
|As,-.:(-3) —(•*— К̂(В). Более того, инструмент 'Ж_, является рполне 
положительным. Это следует из того, что для любых наборов 
{^}сЖ, {Х^сМ мера р(В)=*£(^\Ж (B)[X'Xt]fy); В£<%, 

j.it 
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положительна, поскольку ее преобразование Фурье ф(£)-= 
==.2(.,Фл Q^WjXkl'tyk); g"6G, является положительно опреде-

j >к 

ленной функцией. 
Пусть 3?(g), g&G, э. у. п. о. функция со значениями в $(«s$)-. 

Если 2 {g) £Г2-непрерывна и удовлетворяет условию 
3?(0)[1] = 0, т. е. нормирована, то мы назовем &{g) квазиха­
рактеристической функцией (поскольку мы условились исполь­
зовать аддитивные обозначения, то единичный элемент группы 
G обозначается теперь через 0). 

В следующей теореме мы для определенности рассматриваем 
случай G=S6 = R9. При этом g —[gi, . . . , gs], x=[xl, ...,xs] 

и g(x)-=exp i 2i gjX1- Мы используем норму \x | = max|.x/| 
Pi !<;<-• 

в R-1. Из следствия З вытекает оценка роста для произвольной 
квазихарактеристической функции 2? (g), gQRs: 

||^(g)||<4sup||^(g)||{cdot}(l+!g|2). (2-6) 
l-g-Ki 

Теорема 3.' Если 3? (g), g6R"» — квазихарактеристическая 
функция, то семейство инструментов {Jlt;0<it} с характерис­
тическими функциями 

<bt(g)=exvt&(g) (2.7) 
образует сверточную полугруппу в. п. инструментов, удовлетво­
ряющую условиям 

lim||.j^(R*) — Id|| — 0, (2.8) 
<-*о 

||.^ ;(.'с:|л:|>?.)||<С/(1 + ?.-2) (2.9) 
для любых г!>0, Х>0. 

Обратно, если {Ж t\ 0 < г!} —ев ер точна я полугруппа в. п. 
инструментов, удовлетворяющая 'условию (2.8) и такая, что для 
всех % > 0, 

11т | |^Дх: |л: |>) . ) | | = 0, (2.10) 
то характеристическая функция J^t имеет вид (2.7), где 2(g)-
квазихарактеристаческая функция. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из следствия 1 вытекает, что Ф1^) 
п. о. функция; очевидно, что Фг(0)[1] = 1. Заметим теперь, что 
если Ч* (g) Fa-непрерывная функция, то по принципу равно- -
мерной ограниченности W (g) локально ограничена по нормез. 

SUP | |Y(g) | |<oo 

для любого компакта К- Отсюда выводится, что 
9* 131 



expT(g) = 2Yte)re/«! 

и-0 
— также F2-HenpepbiBHaa функция. Таким образом, функция 
. (2.7) удовлетворяет всем условиям предложения 7 и, следова­
тельно, является характеристической функцией в. п. инструмен­
та Jlt. Полугрупповое свойство семейства {J(t; 0<t} следует 
из того, что &t(g) удовлетворяют условию (2.5). Свойство 
(̂2.8) следует из того, что Ж\{@в)=е1& (0). Для доказательства 
(2.9) нам понадобится лемма, представляющая и самостоя­
тельный интерес. 

Л е м м а 8. Пусть Л — инструмент с характеристической 
функцией Ф (.§•). Для любого Я > 0 

я-» я-1 

Ж(х:\х\>2%)<2(Х/2у] ... J" [ф(0) — Ф(£-)] dgx . . . dgs (2.11) 
-'{lambda}-* -{lambda}-1 

в том смысле, что разность правой и левой частей является 
положительным отображением. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим ограниченную непрерыв­
ную функцию 

/0 (*)-1-П-—*£". 
Поскольку sin(x-X-I)/(x-1'A-1){le}n-in(l. (лА-1)"""1), то f0(x)^0 
для всех xeR" и fo{x)^>-^ при \х\^2Х. Из определения харак­
теристической функции 

{lambda}-1 {lambda}-1 

(K/2Y f . . . f [®(0) — ^ (g) ]dg- 1 . . . dg ,— 
-'{lambda}-1 -'{lambda}-» 

= J . . . j / 0 (x ) Ж (dx1 . . . dxs) - J . . . J /0{x) Ж (dx1 ... dx-) + 
- co -co |jr|<2k 

+ .J . . . j j / o W - l j i f r f x 1 ... dxs)+ \ Ж {x:\ x\>2%,y 
M"|>2{lambda} 

Поскольку лодынтегральные функции неотрицательны, первые 
два интеграла определяют положительные отображения, и лем­
ма доказана. Подставляя в правую часть неравенства (2.11) 

. тождество ' 
t 

ФДО) - Ф, (g) — \ Ф,_а (0) • \2 СО) - 3S (g)\. Фа (g) da 
о 

и используя тот факт, что || ФЦ (g) | |< 1, получаем 
|| Ж((х-.] х \>%)\\< 
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2-V-' о Л - 1 

<t^ (W4) - J . . . _ j ' Ц.24О)— < ? ( £ ) № . ..d£,. 
-2K-' - 2 . V - 1 

Подставляя в правую часть оценку (2.6), получаем (2.9). 
Обратно, пусть { l i ; 0<f} — сверточная полугруппа в. п. ин­

струментов, удовлетворяющая условиям (2.8), (2.9), {Q>t(g)}— 
соответствующая полугруппа характеристических функций. 
Имеем 

ЛФ-<М0)||< f [g(x)-\\Mt{dx) 
\х\<% 

+ 
+ I \g(x)-\\Mt(dx) 

М>\ 

(2Л2) 

Используя неравенство (2.2), получаем 
||cl><(g)--Id||<sup | g ( j c ) _ l | + 

w .-{lambda} 
+ K2| |^ f / (x : |x |>? . | | + \\JLt (R*)-Id || • 

Отсюда следует, что для любого компакта К 
Hmsup|IO..(g)-Id||.-0. 

В частности, для любого gdG семейство {Фг(g"); 0<.t} являет-
ся непрерывной по норме полугруппой со значениями в $№)« 
и согласно общей теории полугрупп имеет вид (2.7), где 3?{g)&, 
GS (•-$)•-• Из следствия 1 и предложения 7 вытекает, что 
•S.Mg) — (нормированная) э.у.п.о. функция. Остается доказать,-
что 2(g) ^-непрерывна. Из (2.12) следует, что 2(g) ло-: 
кально ограничена по норме. В; самом деле, используя тож­
дество 

2igy\<b.»{g)du=(bt(g)-lb 

< с » 

получаем 
it-1 sup lions')—Id 11 

C ^ s u p | | g ( g ) | | < ,__ Ф H ^ u o - i d , 

для достаточно малых t. Теперь, используя тождество 
со 

2 (Г) - 2 (g) = (a Id - 2 (g1)) f [<№) - d>t(g)] e~iadt X 
о 

X (aid-2(g)), 
которое имеет место при а > с к, если g, g'QK, получаем 

\\(2^)-^(Я))[Х}^\\<С^\\(ф1(ё')~Ф1(ё))[Х'}^\\е-1^, 
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где X — (a Id — i.? (g)) [X]. Отсюда следует, что sup ||.£?(#') — 
l|jfii<i 

—-•-?(;§"))[X]i|)|i{to}0 пр-я g'-+g для любого №3%, и теорема до­
казана. 

§ 3. Предельная теорема для сверток инструментов 

Рассмотрим последовательность инструментов {Ап\ п — 
|-=1, 2 , . . . } с пространством исходов {8В, .$). Пусть F —ка­
кая-либо локально-выпуклая ТОПОЛОГИЯ В Ъ{^Ф)а. Последова­
тельность {Лп} сходится ST-слабо к инструменту А, если для 
любой ограниченной непрерывной функции f(x) 

lim \ f(x)An(dx) = \f(x)A(dx) (3.1) 

в топологии 0~,. Рассмотрим, в частности, топологии, введенные 
в § 1.3. Очевидно, что <.Г2-слабая сходимость влечет ^"1-слабую 
сходимость. Из неравенства (2.3) вытекает, что ^--слабая сходи­
мость эквивалентна слабой сходимости последовательностей мер 
{РТЫ -для в с е х ^б@, Х&. В самом, деле, речь идет, соответ­
ственно, о Слабой и ультраслабой сходимости последовательностей 
операторов | f (х)Жn(dx)[X\\, которые эквивалентны в ограни-

\se J 
ченных по норме подмножествах $4- [17]. В частности, ^ - слабая 
сходимость ( / = 1 , 2 ) влечет слабую СХОДИМОСТЬ распределений 
вероятностей i..—-" инструментов Мп относительно любого нор­
мального состояния S. 

Следующее утверждение представляет собой разновидность 
«теоремы непрерывности». Для краткости всюду в дальнейшем 
мы ограничиваемся случаем G = gg — Rs. 

П р е д л о ж е н и е 8. Последовательность инструментов 
{An} сходится Fj-слабо (/ = 1,2) к инструменту А тогда и 
только тогда, когда последовательность соответствующих ха­
рактеристических фуИКЦиЙ {Фте (.§")} -9~ГСХ°ДИТСЯ дЛЯ ЛЮбоГО 
g&G к характеристической функции 0(g) инструмента А_. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость очевидна. При дока­
зательстве достаточности для определенно?™ ограничимся слу­
чаем F2-wia6ofi сходимости. Фиксируем ограниченную непре­
рывную функцию f(x) и положим C=sup|f(;K) |. Мы должны 

§6 
показать, что для любого -фб^ 

lim sup 11| (J / lx) Atl (dx) [X[ - J / (x) A (dx;) [X\) if J -* 0. 

134 



Из неравенства (2.2) 
J / (x) Л (dx) [X] я|5 |f < С2 (г|) | Ж (х: \ х | >2Х) [X*X] г|>) < 

|.-|>2А 

<C2(iH^(x: |x. |>2^)[I]^)- | |X | |2 . 
Применяя лемму 8, получаем 

J f(x)J£(dx)[X]tyf<2C2(kl2yx 
|A'|>2{lambda} 

{lambda}-' {lambda}-' 

X S ••• S Ч1(Ф(0)[1]-Ф(.?)[1])^)^1.-.^-Ц^112. (3-2) 
-{lambda}-1 -{lambda}-1 

и аналогичное соотношение для Mn(dx) и Фп(ё'). Пусть зада­
но 8>0. Поскольку под интегралом в правой части находится 
непрерывная ограниченная функция от g, равная нулю при 
g — Q, то можно выбрать Я так, что правая часть будет меньше 
82|U||2. Тогда 

sup I J f{x)M{dx) [ X ] J | < e . (3.3) 
llxlK1 |*<>2Л 

Последовательность скалярных функций {(о|з | Фп (g) [Щ)} 
сходится к С"ФI —* CJ§T)[•--З'Ф) при любом g£G, оставаясь равномер­
но ограниченной. Используя теорему Лебега в неравенстве 
(3.2) для Mn{dx) и Фп(^), получаем, что для n^rti 

sup || f /(х)ЛГ„(йл:)[вд||<е. (3.4) 
IWKl"|A'|>2{lambda} • " 

Рассмотрим гиперкуб (х : |я|<2Л). Используя теорему Вейер-
штрасса, можно найти тригонометрический многочлен р(х), 
такой, что 

sup \f(x) — p{x)\<n и sup|p(x)|<2C. 

Рассуждая как выше, получаем при п>щ 

sup || \ p(x)J«r(d^)[X]il)||<2e; 
ii'iK. .*>.» (3.5) 

sup || \ p(x)Mn(dx)\X\A<2&. 

Поскольку по условию <bn(g) 5~2-сходится к Ф(£), найдется 
номер п.2, такой что при n^n2 

sup I f р {х) JLn {dx) [X] ц - f p (x) Ж (.dx) [X] ф [| < в. 
I|X||<1 £- 'gg 
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Пусть п > max (/г,, п2): объединяя (3.3)-(3.5), получаем 
."• sup IIJ f{x)Mn(dx)[X]^-\f{x)ji(dx)[X]^\\<9&. i\x\\<\ ^ ' зе 

Предложение доказано. 
Пусть S(g), g"GG, —квазихарактеристическая функция. Из': 

теоремы 3 вытекает, ЧТО Q(g) =exp 2(g) является характерис­
тической функцией в. п. инструмента Ж,- который безгранично 
делим в том смысле, что для любого п= I, 2 , . . . 

Ж_=Ж_п*...-*Жп^Ж*п, 
где Жп — в. п. инструмент (с характеристической функцией 
exp-S'(g)). Рассмотрим теперь следующую «схему серий». 
Пусть для любого п~\, 2,... задан некоторый в. п. инструмент 
Ж_п с характеристической функцией Фи (.§•}; тогда свертка 
Жп*п имеет характеристическую функцию (Bn(g)n. 

Предложение 9. Пусть последовательность функций 
2?n(g) =n(U>n(g)-Id); п== 1,2,... (3.6) 

' ^-сходится к ^-непрерывной ' функции 3?(g). Тогда 
3?(g) является квазихарактеристической функцией и' свертки 
Жп*п -̂ "г-слабо сходятся к в. п. инструменту с характеристи­
ческой функцией exp3?(g), 

Доказательство . Функция & (g) является квазихарактери­
стической вместе с %n(g) (cp. §1.1). По принципу равномерной 
ограниченности sup \\Йп (g)\\<c для любого gQQ, так что 

п 
11 ®n(g)— Id || = О (1/д) • Поэтому для достаточно больших п опре-

со 

делен In On(g)=~~% (И—<£„(£))*• УГ1, причем пIn Фп (g) = 

= 2'n(g)-j-en(g), где ||еп(йГ)11-=0( - ) для всех g&G. Следова­
тельно, nlnOn(g) .З-г-сходится к S'(g). Рассуждая как при 
доказательстве теоремы 3, получаем, что Фп (g)n~ 
•=ехр nln Фп^) ^".гсходится к ехр ...?'(g). Остается сослать­
ся на предложение 8. 

ПримерЗ. Пусть А1, ..., As~ коммутирующие наблюдае­
мые и 

Ж „ (В)=й'/- J • • -'J 1> [Vux1 -y^A\..., Y~Rxs- y^ Aj. х х 
в \ 

. xy(Vux1 — ~A\...,Vnxs---~^AAdx1...dx1!, . 
где \р(х1, ..., Xs) как в примере 2. Тогда свертку Ж*п можно 
рассматривать как измерение наблюдаемых A\..,,AS путем 
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усреднения результатов п последовательных измерений, типа 
описанных в примере 2. При этом каждое измерение должно 
иметь ковариации порядка п. 

Производя замену переменных Vnx}—\'\ y' — 1, . . . ,s , полу* 
чаем 

(3.8) 

x^V-^.. . ,r--LAjexp—^|^w.. .^^X 
Относительно функции я|5(х) •='ф(.*:1, . . . ,x s) , помимо (1.6) — (1 -8) 
предположим также следующее: 

а) существуют первые и вторые частные производные г|5(я), 
причем 

; / . . . / |a|)(K)(x)i|,(W(x) | • |x|Tdx> . .. dx -<oo , 
где а, (5, *у •--=— 0,• 1, 2, а i|)(a) обозначает любую из частных произ­
водных порядка а; 

б) полагая 

- i - _ d2";(X) ^ n 
2 ~ dxsdx* ' . 

имеем 
§...jj\r2(x)\2(l-}-\x\2)dxK..dxs< со. 

Этим условиям удовлетворяет, например, квадратный корень 
из нормальной плотности распределения. 

Разлагая в интефале (3.8) г|>(л:) в ряд Тейлора по степеням 
-—-- и используя условия а), б), получаем SSn{g) = S (g)-{-en(g), 
Уп 
где 

<g (g) [X] -= -1 2 Jjk [A'XA* - (А'А^Х] + 
J,k 

— «гауссовская» квазихарактеристическая функция типа 
(1.4.4) (с точностью до слагаемого, не зависящего от g), при­
чем 
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и sup||e„ (g)\\ = 0(-—\ дйя любого компакта К- Таким образом, 

условия предложения 9 выполнены и свертки JTn
n сходятся к 

предельному инструменту с характеристической функцией 
ехр 3? (.§•). Отметим, что если i|>(x) —квадратный корень из нор­
мальной плотности, то матрицы [у-"'] и [1,к] взаимно-обратны. 

§ 4. Процессы непрерывного измерения 

Пусть R — временная ось, У — пространство всех функций 
на R со значениями в Rs, &а,ь — а-алгебра подмножеств у, 
порожденная приращениями y(s)—y(t); a{le}/{le}s{le}6. Следую­
щее определение мотивировано определением процесса непре­
рывного квантового измерения из [11], однако использует зна­
чительно более узкое пространство траекторий; фактически мы 
показываем, что для описания траекторий непрерывного изме­
рения достаточно рассматривать (обобщенные) производные 
функций без разрывов второго рода. Инструментальным про­
цессом с независимыми приращениями (и. н. п. процессом) мы 
называем семейство {Jfa,b; a<b, a,b£R}, где /Ра,ъ— инстру­
мент с пространством исходов (У, $а,ъ), причем 

^ a , b ( E ) . . y f u , c ( F ) - = ^ f a , c ( E n F ) , (4.1) 
если а<Ь<с и Ее&а,ь, F£@b,c. 

В следующем параграфе будет показано, что и. н. п. процес­
сы возникают как пределы последовательных измерений и в 
этом смысле описывают процессы непрерывного измерения. 
Исходом такого процесса на отрезке времени [а, Ь] является 
траектория y{t); Ща,Ь]. И. н. п. процесс определяет распреде­
ление вероятностей на соответствующем множестве траек­
торий 

(le,i(.S)-<5, Jfa,b(B)[l]>; Вта,ь. 
С физической точки зрения исходом процесса непрерывного 
измерения естественнее считать производную y'(t), однако 
возникающие распределения вероятностей сосредоточены на 
множествах функций, недифференцируемых в обычном смысле. 

Определим для каждой пары a, MR, a<b, инструмент с 
пространством исходов Rs соотношением 

ЛСа,ь{В)=Жа>ь(у{.):у(Ь)-уШВ); Be®(Rs). (4.2) 
Из (4.1) вытекает, что семейство {Jtatb\ a < 6 } образует 

сверточную хемигруппу инструментов. Рассмотрим цилиндри­
ческие подмножества Щ вида 

Е-{у(-У-у(ь)~у(^)ев[ у(ь)~у(Ь~г)евр}, (4.з) 
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где T 0 <Ti< ... < т р ; Ви .. .,BPG^(RS). Конечномерными рас­
пределениями и. н. п. процесса {Jfa,b} будем называть наборы 
отображений 

•*-.,-•„...,--:,(В„ . . . ,5р)-=ЖТ в 1 ,р(Я), (4.4) 
для всевозможных р; т0>.. .,тр; Вг, ..., -5р. В силу (4.1), 

•*--..,, t p ( .S i , . . . ,Bp) -^T . . - - 1 ( - , ) . . . . - ^ V l , t p (Bp) . (4.5) 
П р е д л о ж е н и е 10. Пусть (^о,»} —произвольная сверточ­

ная хемигруппа инструментов с пространством исходов R5. Тогда 
существует и- н. п. процесс {Ж0,&}> конечномерные распределения 
которого даются соотношением (4.5). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Фиксируем a<£> и обозначим через 
9S°aib булеву полуалгебру цилиндрических подмножеств У- вида 
(4-3), где т0=-а, *р— 6. Соотношения (4.5), (4.4) задают ад­
дитивную фун'кцию множестр {jVa,b(E)} на $° i b со значениями 
в F^) - - - При этом выполняется соотношение (4.1) для Ee^",,,, 
EQ^°6iC. Для любых фиксированных S6© и X63E функция мно­
жеств 

^ , x ( E ) = < S, Жа,ь{Е)[Х] > ; Ее#1ь, 
является положительной мерой на SS°a>b и по теореме Колмого­
рова продолжается на о-алгебру &а,ь- Остается сослаться на 
принцип продолжения из § 1. 

И. н. п. процесс {Jfa,b} называется вполне положительным, 
если каждый инструмент /РаЛ вполне положителен. Если про­
цесс вполне положителен," то соответствующая хемигруппа 
вполне положительна и обратно. И. н .п. процесс {jf а,ь) назы­
вается однородным, если 

а+1,Ь+х 

для всех а,Ь, т-aR, где (Тху) (t) =y (i+т). Если процесс одно­
роден, то соответствующая хемигруппа сводится к полугруппе 
{Ж±\ 0 < 0 - Если процесс {Л^а,ъ} однороден, вполне положите­
лен и удовлетворяет следующим условиям непрерывности 

И т | | Ж а , а + К ^ ) ~ И | | — 0; 

Jim ||Жа>а-и (У (•)•!У(а+ t)~y (а) \>5.)||=0, 

для всех Х>0, то согласно теореме 3, полугруппа {J(t} имеет 
характеристические функции вида ®t{g) =exp t3?(g), где 
3?(g)—квазихарактеристическая функция. При этом конечно­
мерные распределения (4.5) имеют совместные характеристи-
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ческие функции вида 
®To,t, Xp(g\, • • • ) gp) = 

- е х р ^ - т / , ) ;.?(£,)... • - e x p ^ - Vi)-?C?-_1); 
g-i freR-. (4-6) 

Функция -SPf-ff) называется генератором процесса {Jfa,b}-
Пусть 4/—'V — некоторое подпространство функций на R 

со значениями в Ra. И. н. п. с траекториями в -у определяется 
как выше, с тем отличием, что вместо с-алгебры &а,ъ рассмат­
ривается следовая о-алгебра з1а,ъ=Ша,ъГ\'У: Через 2Е> будем 
обозначать пространство функций на R со значениями в R", 
непрерывных справа и имеющих пределы слева в каждой 
точке. 

П р е д л о ж е н и е 11. Пусть £?(g)—квазихарактеристичес-
кая функция. Существует однородный вполне положительный 
и. н. п. процесс с траекториями в 3), генератором которого яв­
ляется функция 2?\g). 

Доказательство . Обозначим через $llb булеву полуалгеб­
ру цилиндрических подмножеств £D вида (4.3). Рассуждая как в 
предложении 10, определим функцию множеств {Жа,,.•(£); Ев^а.ь}, 
исходя из формул (4.4)—(4.6). Для любого Е <Л°а,ь{Е) является 
вполне положительным отображением из %(£#•)<,. При этом вы­
полняются свойства «независимости приращений» (4.1) и од­
нородности. Согласно принципу продолжения, для завершения 
доказательства достаточно доказать, что для любых фиксиро­
ванных 56® и Хв£ функция множеств 

jr^(E)— < S, Jrati(E)[X] >; ЕеЩ1Ь, (4.7) 
ст-аддитивна на Шй

а,ь и, таким образом, продолжается на о-алгеб-
РУ $а,ь борелевских подмножеств 3. Для этого достаточно 
установить, что fi5X удовлетворяет одному из известных крите­
риев существования случайного элемента в Ж) с заданными ко­
нечномерными распределениями. Мы покажем, что для любого 
Х>0 

\\mus>x(y{-):\y(t + h)-y{t)\>%)=0; a<t<t + h<b, (4.8) 

и 
РЗ,Х(У(У-1У(*)-У№)\>Ь> \y(t2)~y(t) | > я ) < 

Тем самым выполняются условия модификации критерия Ско­
рохода, принадлежащей Биллингсли ([1], с. 185). 
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В самом деле, сопоставляя (4.1), (4.2) и (4.7), имеем 
^,х ( - / ( - ) - -1г / (^+А ) -1 / (01>М-

— < S, ^r ,_ a (R J ) f^ f t (x: |x j>. \ ) [^^ (R J ) [A1]] > < 
<||ЛГАС*:|л:|>Ь)1|. 

Используя (2.9), получаем (4.8). Аналогично 

= ( S, Ж^_а (R~) [JK,_ti (JCJ : I хх \ > I) [Jttt_t (х2: \ х2 \ > X) X 
X \Mb_t% (R-) [X]]]] > < || Mt_ti (Хг:\хг\> Л) || X 

X\\JC(^ti(x2:\x2\^-%)\\. (4.10) 
Подставляя (2.9), получаем (4.9). 

Пример 4. Пусть {^(В); B6^(RS\0)} - функция мно­
жеств, удовлетворяющая определению в. п. инструмента с про­
странством исходов R s \0, за исключением условия нормиров­
ки 2). Таким образом, C=^'(Rs\0)[I] - произвольный поло­
жительный оператор из s&. Соотношение 

2 (g) [X] = j g ( x) 9> (dxl... dx*) [X] - CoX; geR\ 
R - \ 0 

определяет непрерывную функцию, которая является нормиро­
ванной ,э. у. п. о. функцией в силу § 1.1. Соответствующая свер-
точная полугруппа дается формулой 

оо 

ЖЛВ)=е^-Ь0(В) + 2 J - . -J X 

т=10<*К. ..<tm<t 

_Xl+...xm£B 

...Р(с1хт)е({-<»№°]сНх...Мт, (4.11) 
где SQ [X] = - CoX, и ряд сходится по норме. Для доказатель­
ства найдем преобразование Фурье Ф1(я) = ^(х)Ж\ (dx). Обо­
значим ..-?i(g)= j g(x)^(dx) и используя (4.li), находим 

R"\0 
со 

<D((g-)=-e-*.- + 2 S ••• $ е1'*^^1-'**'... 
m = 1 0 < / 1 < . . . < . ' m < i 

• ..S'i(.g)e<'-'«)-2'-dt,...dtm. 
По формуле Дайсона ([16], с. 9) это равно exp t(3?Q-\-3!\(g)) = 
-exp t£?(g), что и доказывает утверждение. 
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Из формулы (4.11) вытекает, что однородный и. н. п. про­
цесс {Jfa,b} с генератором J£(g) имеет кусочно-постоянные 
траектории; пусть, например, В — множество траекторий в Ю, 
которые имеют ровно т скачков на отрезке [а, Ь], причем /-и 
скачок происходит на отрезке Ajcz[a, b] и имеет величину 
xfiBj, где Bfe$!(lls). Тогда в предположении, что отрезки 
Д., Д2, • • • следуют один за другим, не пересекаясь, 

Жа,ь (Я) — j . . . j e(u-a)Z>& (В,) <><---•->.-?.... 

Процесс {Jfa,b}, таким образом, тесно связан с (точечным) 
квантовым случайным процессом в смысле Дэвиса [16], являясь 
соответствующим процессом приращений. 

§ 5. Функциональная предельная теорема 
для последовательных измерений 

Рассмотрим вопрос о сходимости серий последовательных изме­
рений к процессу непрерывного измерения. Пусть для я=- 1, 2 , . . . 
задано разбиение временной оси R на интервалы [t\"\ t^x) длины 
1/я, и каждому моменту tj") сопоставлено измерение, описываемое 
инструментом Ж_п с пространством ИСХОДОВ R-, и с характеристи­
ческой функцией ФЛё"), gGRs- Фиксируш п и отрезок [а, Ь] и 
пусть ia — первый, a i„ — последний из номеров г, таких, что 
а<^<")<&. Соотношение 

Ж (В,аХ.. .XBib)^Jtn{Bta)- ...-Жп (Bib); В&%{Щ 
по принципу продолжения определяет композицию Ж последова­
тельности инструментов Жп. Введем $}а,ь — измеримое отображе­
ние 

Ж-))=-(^; i=ia,--.\ 4); 'xt=-y(t<*))-y(q»)-o), 
переводящее функцию у{-)£3) в вектор ска чков x = (Xi, i=ia,... 
...,ib), и обозначим через / 1 " | прообраз инструмента Ж^ при 
отображении (3, 

ЛП\(В)=Ж(ГЧВ)); веЯа.ь. 
Семейство [Jf{a\\ a<b; a, b£R] образует и, н. п. процесс с 
траекториями в 2) (фактически, в пространстве функций, постоян­
ных на каждом интервале [йп\ *•;+.))• Конечномерные распреде­
ления процесса {-Л̂ о"*} имеют совместные характеристические 
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функции 
€...,*p(f... • • • . ^ ) = Ф л Ы т ' - ••• - Ф Л ^ ' Ч (5.1) 

где т г —число точек г..-*' на интервале (tr_j,tr]. 
Чтобы упростить обозначения, положим 

V l S ( - S ) = < S , ^ l ( 5 ) [ X ] > , 
PS,X (В) - < S, жа,* (5) [X] >; Se@, хея, 

для фиксированного отрезка [й, Ъ], где {Jfa,b} — однородный 
и. н. п.-процесс с генератором S'(g). Обозначим через ££){а, Ь] 
множество функций y(t); t£[a, b], где y(-)&2D. 

Теорема 4. Пусть последовательность функций (3.6) ?Г%-
сходйтся к .^-непрерывной функции 3?{g), причем 

С = sup sup п || ф„ (g) — Id || < оо. 
п |ff|<l 

Тогда для любых Sg®, X6$ последовательность мер [у$}х) 
сходится слабо в смысле топологии Скорохода в 2D [а, Ь] 
к мере \iSlx. 

Из замечания в начале § 3 видно, что в теореме 4 речь идет 
о Fj-слабой сходимости инструментов [М^.ь] кЖа,ь- В условиях 
теоремы имеет место и 5г

2-слабая сходимость; мы не будем здесь 
углубляться в этот вопрос. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассуждая как в доказательстве 
предложения 9 и учитывая, что \тг/п— (т— -у-0 |{le}i>-., имеем 

-----л1пФя.Фд(£г;Гг = е» -^ е ; г — 1 . ...,р 
в смысле топологии .fT̂ . Отсюда вытекает поточечная .JVcxa-Ш-
мость характеристических функций (5.1) к (4.6) и тем самым, 
согласно предложению 8, сходимость конечномерных распреде­
лений мер (Xs,jc(n) к соответствующим распределениям мер \is,x-
Чтобы завершить доказательство, достаточно установить плот­
ность семейства мер {(л.з,.х;ы} в Ф[а, Ь]. 

Воспользуемся критерием Скорохода ([1], теорема 15.4). По­
кажем, что для любого А,>0 

ИшШ^х(у(-): w"v(6)>h) = 0, (5.2) 
6-.--0 п-*-со 
11X11 1 1 Ш (- - • 
в-,-0 П-УСО 

где 
<wy (б) = sup min {| у (t) - у (tx) |, \y{.ta) — y(t)\}, 

и верхняя грань берется по всем tt, t, t2Q[a, b], удовлетворяющим 
неравенствам.t-<t<^2. г̂  —А < ° . Если функция у(t), tQ[a, b] 
постоянна на отрезках [t("\ tl+'i) и имеет в точке t\n) скачок x-, 
то 
wl(6)^.M"m (у) = тахт'т{\хш+ ... +x ;- | , | x / + i + . . . + .**|}> 
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где максимум берется по i, ], k, таким, что ia—1{le}i</<&--0'b 
и k—i{le}/ra=-=[-6,,]+l. Мы покажем, что 

№х{Н-У- |**+1+ ••• + x i l > ^ , |*у+1 + . . . +.*... | >Я,)< 
<С(1+Г-)- . - ---^.----^- . . (5.3) 

Отсюда, как в ([1], теорема 12.6) следует, что 

№(</(•)• м'т (у)>ц<с, (I+г--)2[~J< 
<С 1 (1+^(в + д-), 

и, таким образом, выполняется условие плотности (5.2). 
Для доказательства неравенства (5.3) заметим, что, соглас­

но оценке (2.11), 
||-*(0(.):|.**+1+ ••• +х ; . | >Я) | | < 

2 { l a m b d a } - ' 2{lambda}-> 

<2(Ь/4)- I . . . I \\®n{Oy-i-<I>n(g)J-l\ldg1....dgs, (5.4) 

где Ж_ — композиция (у —г) инструментов Жп. Заметим, что 

!<М0)'-Фя&)'| | = 2 Ф„ (о)'-* • (Ф„ (о) - Ф„ &)) • ФЯ (g)*-
fc--1 

< 

< /1| Фп (0) - Ф„ (g) || < -f (|| <?„ (0) U + ll <?„ (g-) ||). 
Функция •S'-; (§") = n (Ф« (g") — И) является квазихарактеристической, 
поэтому для нее имеет место оценка роста (2.6); следовательно 

ЦФЛ0)' — Ф , . Ш < С ' ~ ( 1 + Ы 2 ) . 
Подставляя в (5.4) и интегрируя, получаем 

ii-^и-)- i*/+i+... +x/i>Mi<G//a+^2)—---
Рассуждая, как в (4.10), получаем отсюда оцецКу (5.3). 

Для иллюстрации рассмотрим последовательность инстру­
ментов (3,7), описывающую приближенное совместное измере­
ние наблюдаемых п~]А\ ..., п~хА\ Из рассуждений примера 3 
вытекает, что условия теоремы 4 выполнены и имеет место схо­
димость в указанном смысле серий последовательных измере­
ний к однородному, и. н. п. процессу {/Co., ь} с «гауссовским» ге­
нератором (3.9). Таким образом, инструмент JC^b описывает 
непрерывное приближенное совместное измерение наблюдаемых 
Л1, ..., Л" на отрезке времени [а, Ь]. Факт сходимости конечно­
мерных распределений был отмечен в'работе Баркиелли, Лан-
да и Проспери [11], где также было указано,, что генератор (3.9) 
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определяет процесс непрерывного измерения для произвольных, 
не обязательно коммутирующих наблюдаемых A1, ..., А". 

В этом конкретном случае утверждение теоремы 5 может 
быть усилено. Обозначим через & пространство непрерывных 
функций на R со значениями в R8, Ща, Ь] — пространство функ­
ций y{t); Ща, Ь], где у (•)£<&. 

П р е д л о ж е н и е 12. Существует однородный и. и. п. про­
цесс с траекториями в <&, определяемый генератором (3.9). При 
этом меры ц8,х^ слабо сходятся к и.в,х в равномерной тополо­
гии St). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Второе утверждение следует из перво­
го (см. [1], с 209). Для доказательства первого утверждения 
достаточно проверить, что меры \х,8,х удовлетворяют критерию 
Колмогорова; утверждение будет тогда следовать из принципа 
продолжения. Докажем, что 

Sll/(-) —«/( t ) | 4 |* j 1 .x(^(-) )<C(s- i )2; a<t<s<b. 
В силу (4.1) достаточно показать, что 

ll / | -fl-"<(dx)ll<Ct-; 0{le}/<6-a, (5.5) 
где .#( —инструмент с характеристической функцией Ф< (g) = 
—exptS'(g), a S'(g) дается выражением (3.9). Заметим, что 
<Dt(g) имеет частные производные всех порядков по gu ..., gs, 
непрерывные по норме. Отсюда, в частности, 

\\х\*Ж1(а'х)<'^ Ф/ (£)• (5.6) 
;=•! dgj |g.=0 

Воспользуемся соотношением 
t s 

Ф* (g) = W + tS (g) + 2 (gf\ \ <D„ (g) duds. 
00 

Используя обозначение (. . .) ( а ) для частной производной поряд­
ка а по произвольной переменной qh имеем 

л t s 
(*>t (S))m — 2 G" (.-? (gf)<'«> \ $ (Фа (.g)T-a)duds. 

a=0 6 0 
Поскольку подынтегральные функции непрерывны по норме, 
отсюда следует 

i s 

\\®t(g)w\\<A^Bduds<CP, (5.7) 
00 

где константы могут зависеть от g. Сопоставляя (5.7) и (5.6), 
получаем (5.5). 
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