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БОЛЬШОГО ЧИСЛА ЧАСТИЦ 

В. П. Маслов, С. Э. Таривердиев 

В этом обзоре мы рассмотрим" ряд работ, посвященных опи­
санию динамики системы бесконечного числа взаимодействую­
щих частиц. Такую систему можно получить предельным перехо­
дом из большого статистического ансамбля случайного числа 
частиц, в котором среднее число частиц неограниченно возра­
стает.. 

В квантовой механике для описания систем с переменным 
числом частиц употребляется метод вторичного квантования. 
Было бы естественно попытаться применить удобный формализм 
вторичного квантования для описания классических систем слу­
чайного числа частиц. 

Динамику системы бесконечного числа частиц часто бывает 
удобно описывать с помощью кинетических уравнений для одно-
частичной функции плотности. В последнее время появилась но­
вая точка зрения на кинетические уравнения, согласно которой 
эти уравнения получаются из систем-зацепленных уравнений ти­
па цепочки уравнений Боголюбова. Такие цепочки уравнений 
можно легко получить, применяя операторный метод, основан­
ный на использовании операторов рождения и уничтожения 
формализма вторичного квантования. Определение операторов 
рождения и уничтожения для классических систем изложено 
в первом параграфе обзора, а операторный метод построения 
цепочек уравнений — во втором. Для вывода необратимых ки­
нетических уравнений типа уравнения Больцмана соответ­
ствующую цепочку уравнений можно строить из необратимых 
линейных незацепленных уравнений, определяющих «вероят­
ностную» марковскую динамику систем конечного числа ча­
стиц,— уравнений Колмогорова—Ф ел л ер а специального вида. 
Этот способ вывода необратимых кинетических .уравнений рас­
смотрен в третьем параграфе обзора. 
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Библиография" содержит в основном математические рабо­
ты, а также некоторые принципиально важные для рассматри­
ваемых вопросов работы, выполненные на физическом уровне 
строгости. 

ВВЕДЕНИЕ 
i 

0.1. Рассмотрим классическую систему случайного числа 
частиц, состояния р которой описываются набором n-частич-
ных плотностей p<">=pC>(x1, . . . . Ял); •*:* = (Ро <7г). Рп <7;GR3; 
i = \, ...,п, симметричных по веем своим аргументам хи...,хп: 

р=-(р(»),рт,...,р(»),;..). 
Без ограничения общности можно полагать, что я-частичная 
плотность р(") нормирована на вероятность %п того, что 
система случайного числа частиц состоит ровно из п ча­
стиц, т. е. 

jp("Hxi x,.)dxi .••dx,l = л,г. (0-1) 

Предположим, что эволюция /г-частичной системы описывается 
уравнением Лиувилля 

-^-р<«)(0--{Р<-,(0.-^С")}. .(0-2) 
где функция Гамильтона Я(и) имеет вид 

п г 
HW{pltqx j 5 „ , ^ ) = _ - g r + 2 <D(|?i-?y|) (0-3) 

(ft>2). 
Тогда эволюцию системы случайного числа частиц можно опи­
сать бесконечней системой уравнений Лиувилля (0.2). Однако 
часто бывает удобно описывать эволюцию такой системы слу­
чайного числа частиц не уравнениями (0.2), а цепочкой урав­
нений Боголюбова [4], которая эквивалентна системе урав­
нений (0.2). Формальный переход от системы уравнений (0.2) 
к цепочке уравнений Боголюбова производится следующим 
образом. Сопоставим набору n-частичных плотностей р(п)(0> 
п = 0, 1, 2 , . . . , набор функций /•">(*). n = 0, 1, 2 , . . . , по фор­
муле 

/ (t; хх, . . . , хп) = 
со 

• = 2 ~г^ \ Pin+m) (*'> •*•• • • • > xn+m)dxn+l • • • dxn+m, (0,4) 
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если ряд в правой части сходится. Дифференцируя по i тож­
дество (0.4), получим, что набор функций f(n) (t), n = 0, 1, 2,..., 
•является решением цепочки уравнений Боголюбова: 

т и ' . . . '••-

= {/(n)(-;Pi' «7i. •••.Рв. ?»). H(n)(pi. «7г. .••./>«. -7»)}+ '" 

Л-Z ) dji -fa dPn+Mn+l,. 
1 = 1 R» 

(n>l ) . 
Функции fm мы будем в дальнейшем называть моментам-

ми функциями. 
Формулу (0,4), дозволяющую из решений уравнений Лиу-

вилля получать решения цепочки уравнений Боголюбова, мож­
но записать в более компактном виде с-помощью оператор-• 
ного метода построения моментных функций. Впервые такой 
подход применен в работе Д. Я- Петрины и А. К. Видыбиды 
[13]. Введем оператор Ь, формально определяемый равен­
ством 

Ьр<п) (*-,, . . . , хп) = (п+1) -J р(№+1) (хг,..., xn+1)dxn+l. (0.6) 
RS 

Tenepb формулу (0.4) можно записать в виде 
/ ( я ) ( 0 = л 1 ё У я . ( 0 . (0.7) 

Обоснование возможности определения оператора b и его 
•связь с операторами типа операторов рождения и уничтоже­
ния формализма вторичного, квантования подробно изложены 
в первом параграфе обзора, 
, Использование оператора b для записи формулы (0.4) поз­
воляет сразу заметить, что существует обратное преобразова­
ние, сопоставляющее решению цепочки -уравнений Боголюбова 
решение системы незацепленных уравнений (0.2): • > 

р(в)(-) = е-ь^/с>(*) . (0.8) 

Отметим, что в формуле (0.8) нельзя выносить -— за опера­
тор е_ь, так как по определению оператора b 

ь-1/^(0—(/г+1)—^/(:+1Ч0-=^7("+1,(0. • 
в то время как 
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Я-Ь/«(0-л-(я+1)'/("+,)С). 
Если, используя обозначения работы Н. Н. Боголюбова [4], 

через Sn (t) обозначить оператор, определяемый равенством 
pw(i;xu...,xld~Stn)(-t)p{a)(0\ x 1 , . . . ,x„) , 

то формулу (0.7) можно записать в виде 
/ ( 'г )(0=/г! ebS<n)(-t)e-b±-f{n)(0). (0.9) 

Решение задачи Коши для цепочки уравнений Боголюбова 
в виде аналогичном (0.9) получено в работе Д. Я. Петрины и 
A. К. В иды б иды [13]. Если при построении моментных функций 
в формуле (0.7) вместо оператора еЪ применить оператор х(Ь), 
где %{у) —некоторая целая функция, то получим цепочку урав­
нений .несколько иного вида. Например, при %(Ъ)=еЪ2 момент-
ные функции будут решениями следующей цепочки уравнений 

* / ° ° < ' - * - * Рп'Чп) -if*4t\ Рг. ^ . . . . . Рп, Чп), 

Н{п) (рг, ? i , . . . . -„. -?„)} + 

+2 2А) щ х ogi х 
'-"I R" R' 

Xdpn+ldgn,xdpn+4dqn+2. 
Другой пример цепочки уравнений, получаемой при помощи 
функции %(Ъ) отличной от еЬ, содержится в работе В. И. Гера­
сименко [5]. 

0.2. Для приближенного нахождения первых моментных 
функций применяется метод обрыва цепочки уравнений Бого­
любова: на основе некоторых физических соображений N-я 
моментная функция fW) выражается через моментные функции 
/W-(t), n<N. Тогда для первых N моментных функций /<°>, 
/ ( ' ) , . . . , /(-v-o из цепочки уравнений Боголюбова получается 
замкнутая система N уравнений, из которой и находятся 
функции /(-), / О , . . . , /(-V-1). Однако для решения некоторых 
задач статистической механики более естественным является 
обрыв двойственной к цепочке Боголюбова системы зацеплен­
ных уравнений—этот метод применен, например, в работах 
Б. М. Гуревича и Ю. М. Сухова [18, 19]. Для определения 
двойственной цепочки введем следующие обозначения. Через 
(у со, pco) будем обозначать билинейную форму 

(у(п), р№).-=(\с»> (*,,..., *д)р<-> (.*!,..., x^dx^.-dx». (0.10) 
R.« 
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Заметим, что 
(1, р («) )—jpH^j , . . . , xn)dxx...dxn—jtn. 

Будем полагать, что функции y(") описывают наблюдаемые 
n-частичной системы. В этом случае величина 

(М 0(п)\ 

является средним значением наблюдаемой y1."-1 в СОСТОЯНИИ р1."). 
Мы будем считать, что функции vCO симметричны по всем 
своим аргументам хи..., хп. Эволюцию среднего значения 
наблюдаемой y(") в состоянии p("> можно задавать как урав-
нением Лиувилля (0.2), так и сопряженным ему относительно 
формы (0.10) уравнением 

. — ^ — {Я<«>,у(">(0}. (0.11) 
Через Ь+ будем обозначать оператор, действие которого 

на элементы набора /г-частичных наблюдаемых y — (y<0), y ' 1) , . . . 
. . . , у.."),...) определяется равенством 

b + Y ( B ) ( - « l » - • • ! • « « ) • - - - . 2 < V ( B ~ 1 > ( J c i ' * - " •*•'--' x'" • x « + i " > " Xn'^-

' = 1 (0.12) 
Тогда если набор функций Y('° (О. n = 0> 1. 2 , . . . , является 
решением системы незацепленных уравнений (0.11), то система 
функций 

g-c«) (-;)—= e-b+yW (0 (0.13) 
является решением цепочки уравнений 

% g{n) (t; Pi. •?!.- • • • > />»> ^)=={H(n) (Pi, ft. • • •. /»«. •?-). 

gw{t, Pi> -7П--Ч P«> -7/x);— >£ • JT; з^/Х 
Ki,J<n -* -^ 

X,? ' "" 1 ' ^ Pi' ft'---' P;--' ^--' P/+i' ft+i"--' Pnt Яп)- (0.14) 
Цепочка уравнений (0.14) называется двойственной цепочкой к 
цепочке уравнений Боголюбова. Метод построения двойствен­
ных цепочек подробно рассматривается в первом параграфе 
обзора. 

Из определения операторов Ь, Ъ+ я вида билинейной формы 
(0.10) следует, что имеет место "равенство 

оо м 

2(Y(").,bp<">).-='2(b+Y-,). Р(я>)- ' (°-15> 
л-=0 ' /го=0 



Используя: равенство (0.15), легко установить взаимосвязь 
решений двойственных цепочек уравнений (0.5) и (0.14). Как 
известно, для решений сопряженных уравнений (0.3) и (0.11) 
справедливо соотношение 

WnHt), p(«) (0)) = (vC«) (0), р(«> (0.16) 
Отсюда и из формул (0.7), (0.13), (0.15) следует, что 

со оо . 

2 --л- <*-*- (t), / ( и ) (0)) = 2 -jjr (£<"> СО), /С». (О)- (0-17) 

Рассмотренным двойственным цепочкам уравнений МОЖНО вза-
.имно однозначно сопоставить уравнения в функциональных 
.производных для производящих функционалов решений цепочек 
уравнений. Такие уравнения в функциональных, производных, 
соответствующие цепочке уравнений Боголюбова, рассмотрены 
в работе Н. Н. Боголюбова [4]: 

+ i S S{Ф (| 9i - q* •>' (Y ̂  ^Y (/?2' q*>+Y (/?1' ̂ + 
R-R° 

63f (f; y) ' +V(p2, а 8 т ( Р 1 , ° Д , , г | ) dpJqUpJq» (0.18) 
Уравнение для производящего функционала решения двойст­
венной цепочки впервые, по-видимому, получено в работе [1] 
и имеет вид 

d&(t; Р) __ С Рг дс{ри Ях) 6g(<; p) j„ А„ 
S i )—г dql вр(Л. Яг) UPlaqi~~ 

R" 

——~S S{Ф ('qi ~qi ̂ p (pi' ̂ p (/?-' ̂ x 
R"R° 

62 , 6 , 8 x(e X \SP (-Pi,'{cdot}7i) бр (Рг. •?,.) б р ^ , ^ ) ' б р ( р 2 , .у..) 

Xg(t\?)dpldqldp2dq2. (0.19) 
0.3. Для описания предельной динамики физической систе­

мы, описываемой системой интегро-дифференциальных уравне­
ний с малым параметром часто бывает удобно перейти к новой 
системе уравнений, эквивалентной исходной, но такой, что в 
этой новой системе уравнений легко совершить формальный 
предельный переход по малому параметру. Под -эквивалент­
ностью систем уравнений поникаётся существование вазимно-
однозначного соответствия между решениями этих систем. Од­
нако эквивалентные, в этом смысле системы уравнений совер­
шенно не эквивалентны с точки зрения совершения формально­
го 



го предельного перехода по малому параметру —в некоторых 
из этих систем уравнений, вообще, невозможно совершить фор­
мальный предельный переход и получить предельную систему 
уравнений. Следуя этому подходу, вывод кинетического урав­
нения Власова может быть формально проведен по следующей 
схеме. Будем предполагать, что в отличие от формул (0.3), га­
мильтониан Н{п) n-частичной системы (п>2) имеет вид: 

л 

Hin)(Pi.?i. ••••.?«. <?,.) —{sum}f£ +в 2 ф(1 Ч1-Я}\), (0.20) 
/ • = 1 l<i<j<n 

где е > 0— параметр, характеризующий интенсивность парного 
взаимодействия. Будем также предполагать, что вероятности я„ 
•нахождения системы случайного числа частиц в /г-частичном 
состоянии зависят от е: я„ = и» (в). Несколько видоизменим 
также и формулу (0.7) для построения моментных функций: 

Д*)у) = в"п\еърЫу), (0.21) 
где р('г) (t)—решение уравнения Лиувилля с гамильтонианом 
Hl"\ определяемым формулой (0.20). В этом случае моментные 
функции f№ (t) являются решением цепочки уравнений Бого­
любова (0.5), где вместо Hw в скобках Пуассона будет 
стоять Hin). Совершая в этой цепочке Боголюбова формаль­
ный предельный переход при е->-0, получим цепочку уравнений 

df{n) V; Pi, gi, .... рп, -Ун) __ _ _ у Р± dfWy.Pi'Vu • ••• Рп,Яп) 
dt f** т dqi 

df(,i+i) 0. ри qi ра+и Чплл) дф {\qj-~qIM |) +2 J X 
л - 1 R" dpi dqi 

Xdpn^dq,4l. (0.22) 
Эта цепочка уравнений называется цепочкой уравнений Власо­
ва— такая цепочка рассматривалась, например, в работе Брау-
ва и.Хеппа [16]. Цепочка уравнений Власова, в отличие от це­
почки уравнений Боголюбова имеет решение вида: 

f(n){t;Pi,qi,--.,pn,C[,t)='f(t;p1,q1)...f{t\pn,qn). (0.23) 
Легко проверить, что справедливо следующее утверждение: 
решение цепочки уравнений Власова имеет вид (0.23) тогда и 
только тогда, когда функция f (t; p, q) является решением 
уравнения Власова 

df(t\P, q)._ Р df(t; p, g) . 
dt m dq * , . 
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Уравнение (0.19) для производящего функционала решения 
двойственной цепочки уравнений в случае гамильтониана (0.20) 
будет иметь вид: 

dg(t; 9) __ С Pi др(.ридг) MVlA-dp.rfg-
—dt -) l^-^Wx IPIP^JT) Piaqi 

- 4 § S {<6(\qi-q2\), p (pull) PiP» to)}X 

/ 8^ , 6 , 6 • \ • 
ХУЬр(Рг, <7i) 6p l>2, qt) "+" 6p (.Pt. <7i) Г6Р(-°.. . <72)УА 

Xg(t;p)dp1dq1dp2dq2-
Это уравнение можно записать в виде псевдодифференциаль-
ного уравнения 

-2!|^=-({U(';p(/+4))}'i)e('.pV (0.24) 
где 

а верхние индексы указывают порядок действия операторов 
умножения на р и дифференцирования по р. Уравнение (0.24) 
для гамильтонианов H(t;p) вида 

°° 1 С 
Н it; р) = 2 «Г J Р (Pi. ?i) • • • Р (А» ?«) X 

><•-»(•-+-)(/?!, ?„. ..,p„+1, qn+i)dpldq1.. .dpndqn, 
где до(п> —функции от я переменных, получено в работе [1]. 
Предельный переход в уравнении (0.24) совершенно аналоги­
чен квазиклассичеекому предельному переходу для уравнения 
фон Неймана в представлении упорядоченных операторов. 

Действуя по изложенной, схеме, легко, построить и другие 
кинетические уравнения, отвечающие иным, чем цепочка урав­
нений Боголюбова, системам зацепленных уравнений. 

0.4. Предположим, что состояние «-частичной системы опи­
сывается плотностью pw (t) = pW ((; vv.. .,v„), vfiR3, i — 1,.. .,n, 
являющейся решением уравнения Колмогорова — Феллера спе­
циального вида: 

Ft ~ = = 6 2i ] (Pin)(t; т>и--•,*>! +h,...,v,-

-h,.. ,,vn)~pW {t; vx,.. .^nfivii-Vj-Vi; dh), (0.25) 
где параметр e характеризует интенсивность парного взаимо 
действия, а условная мера n(v;dh) удовлетворяет ряду тре-
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бований —подробное обсуждение этого уравнения проводится 
в третьем параграфе обзора. В этом случае моментные функ­
ции fin) (г.), получаемые из системы плотностей pln) (t) по фор­
муле (0.21), ЯВЛЯЮТСЯ решением следующей системы зацеплен­
ных уравнений: 

дГ~ = е 2 J ОТЧ-;г>1,....-",+А,...,-oj— 
Kt<J<n R3 

— h,..., •oa) — fi'l) (t; Юг,..., -о,,)) |i (Vj — vt; dh) + 
n 

Т-ЗИ-ТН'!-! -+* V - * ) -
i = l R' R" 

— /4"+1) (<;•»! -оЯ+1» •* (-oe+i — *r»i, dh)dvn+l. (0.26) 
Совершая формальный предельный переход при е->0, получим, 
что система уравнений (0.26) перейдет в следующую систему 
зацепленных уравнений: 

г—iR-R» 

_/0-И) (*; C l 1 . . . . -зя+1) ц ^ ! — » , ; dh) .i-o„+1. (0.27) 
Полученная предельная цепочка уравнений имеет решение вида: 

/."> (t; v»..., -j„) = / ( t ; -"О. . . / ( t ; *>„) 
тогда и только тогда, когда функция f (t; v) является реше­
нием обобщенного уравнения Больцмана 

dt •/(*;-) = $ \(f(t;v + h)f(t; v'-h)-
R--R-

— f{t\ v)f(i-> v'))\i(v' — v, dh)dv', (0.28) 
Это уравнение при специальном выборе меры \i (f; dA) прини­
мает общеизвестный вид уравнения Больцмана 

2я я/2 

а/ 
R-~0 О 

.-.я я/-.; 

/ (* .*->-=$$ $ {f(i;,oy)f(t\vi')-f(t;4>1)/{t;-ai))X 

X | в | sin 0 S (e, I в |) dedtPd^, (0.29) 
где S(6|o|)—дифференциальное' сечение рассеяния, vu. Щ — 
скорости частиц до столкновения, о/, ••о/ —• скорости частиц 
после столкновения, а и = vi—v2 — относительная скорость. 

Цепочке уравнений (0.27) МОЖНО сопоставить уравнение в 
функциональных производных и двойственную цепочку урав­
нений аналогично тому, как это делалось для цепочки урав-
•н-йШЙ Боголюбова. . • 
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§ 1. МЕТОД ОПЕРАТОРОВ РОЖДЕНИЯ И УНИЧТОЖЕНИЯ 
В КЛАССИЧЕСКОЙ СТАТИСТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКЕ 

1.1. Одним из основных принципов квантовой механики 
является положение о том, что состояние квантовой системы 
описывается вектором сепарабельного гильбертова простран­
ства. Состояние квантовой системы переменного числа 
частиц принято описывать векторами гильбертова простран­
ства 36, являющегося прямой суммой гильбертовых про­
странств 36^п) — пространств состояний /г-частичных систем: 
36==@36^п). Пространство 36 называется пространством Фока. 

л.=0 
Покажем, каким образом основные моменты этой конструкции 
переносятся на классический случай. 

Мы будем считать, что состояния классической /г-частич-
ной системы, п= 1,2,..., описываются положительными 
элементами пространства ^c")-=L1(Rv"):p('!)(x1, . . .,x„), x-6Rv-
i=-1, .. .,n, где v —некоторое целое положительное число» 
Пространство L.(RV") не является гильбертовым, тем не менее, 
состояние рассматриваемой «-частичной системы можно задать 
комплекснозначной функцией Q^l)(xh x,.) — элементом гиль­
бертова пространства 5^(n),-=L2(Rv"), такой, что имеет место 
соотношение 

|e w (x i , . . . ,x„) |—p.c^x! , . . . , .^) . (i.l> 
В этом случае будем оговорить, что» функции [%{п!> 0.36{п) и 
p(«)g£(«) задают одно и то же состояние. Заметим, что зада­
ние Состояний /--.частичных систем элементами пространств 36{п) 

не является однозначным: например, если функции 6i"\ 62n)G<5̂ (n>' 
связаны соотношением 

t)i \л\, ..., хп)=е п иг \Х\, . . . , хп), 

где Ф-некоторая вещественная функция, то они определяют 
одно и , то же состояние, так как | Qit)(хи . . . , хп)12 = 
= |e2

(, /)(xi,.-.,x,0р. 
Шенбергом [23, 24] было предложено описывать состояние 

классической системы случайного числа частиц векторами гиль­
бертова пространства 36= @36{п), (36т=С1), совершенно ана-

п-Л 
логично тому, как это принято для квантовых систем перемен­
ного числа частиц. Элементы гильбертова пространства будем 
обозначать жирными буквами и записывать в виде вектор-
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столбцов 
v» 
e (V0 
6 (.x1, . , . , Xn) 

e (*W°, n----o,1,2, 

Скалярное произведение элементов 6 и £ пространства Ж 
определяется равенством 

со 

<0,с.> =0(»)С(О)Ч_2 ^Ъ^Цхи.. .,хп)^(хь.. .,xn)dXl.. .dxn. 
и—1 пуп 

Однако для описания состояний классической системы слу­
чайного числа частиц совершенно необязательно переходить 
от описания состояний n-частичных систем элементами про­
странств L1(RV") к описанию этих состояний элементами гиль­
бертовых пространств L2(RV"). Состояние классической систе­
мы случайного числа частиц можно описывать положительными 
элементами пространства 55-= ф.Ж(и), (5S<0) =--R1), т . е . ненуле-

и—о 
выми векторами этого пространства, все компоненты которых 
являются неотрицательными функциями. Элементы простран­
ства X также будем обозначать жирными буквами и записы­
вать в виде вектор-столбцов: 

р = 

р<-> 
Р0)(х1) 

, pC'->e-5?("\ n = 0 , l , 2 , 
pO^x! , ...,Хп) 

Норму в пространстве X определим равенством 
оо 

Цр||.2> = |Р (0 ) 1 + 2 J-I Р'(п) (•*•-> •••,xn)\dx1 ...dxn. 
/2=1 RVn 

Будем говорить, что векторы 6бЖ и ?Ъ5? задают одно и то 
же состояние системы случайного числа частиц, если их 
n-e компоненты удовлетворяют, соотношению (1.1). 

Заметим, что соответствие между векторами ЬчЗв и рбЗ?, 
задающими одно и то же состояние, не является взаимно 
ода-позначным. ,' 

1.2. Наблюдаемые классической п-частичной системы бу­
дем описывать существенно ограниченными относительно ме­
ры Лебега функциями на ; Rvn, т. е. элементами пространства 
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.̂ •(") = L=-(Rvn). Пространство LM(Rvn) изометрически изоморф­
но пространству —1* (Rvn) и все непрерывные линейные функ­
ционалы на L1(Rvn) можно определить с помощью билиней­
ной формы 

(yco, р(.")) = (j ум (Хи , , „ ^ ) p w (Xl) . . . , Xn)dxl... dxn, . 

Y ^ M R ^ ' . p(v)6LI(Rvn). 
Если р('-> —положительный элемент пространства £-(Rv"), 

a yC1)—-элемент пространства Lo-(Rv"), то величина 
t*An) г, ("К 

It, в 

где через |{ - [|i,« обозначена норма в пространстве LX(RW), 
называется средним значением наблюдаемой у(л) в состоянии 
р("). В подходе, предложенном Шенбергом [23], наблюдаемой 
классической «-частичной системы, описываемой функцией 
V<ra)6L=- (Rv"), сопоставляется оператор у."-1 умножения на функ­
цию y<K> в пространстве L2(Rvn). При этом среднее значение 
наблюдаемой, задаваемой оператором у(н)> в состоянии, зада­
ваемом функцией 0<n,6L2(Rv")r вычисляется точно так же, как 
и в квантовой механике: 

, - ,„, х __ <B(» ) ,y(»)ew>- _ <8("), у(")э(")> 
{У >0(П) l|9('()ll2)„ ~ ЦЭ('г)Л2,„ ' 

Где через Ц.-Цг.и обозначена норма пространства L2(RW). 
Очевидно, что если функции 0<")6L2(RV") и Р(И)6---1(НЗД) задают 
одно и то же состояние, то справедливо равенство 

Пространством наблюдаемых Л системы случайного числа 
частиц будем называть пространство Jt — ©J£('l), (,^(0) == R1). 

Элементы пространства л будем обозначать жирными буквами 
и записывать их в виде векторов-строк 

T=-(V(->, у!1» W . . . ) ! yW&M(n\ n = 0 , 1,2,. . . . 

В пространстве Ж можно ввести норму 

|Т||Л="Р1|?<Я>||Я 
Я — 0 , I , 2 , . . . 
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(через || • ||/j обозначена норма пространства L„ (Rvn)). порож­
денную билинейной формой на ЛУ.Х 

(Т. Р)-=2 (V(n)- Р(и)> (1-2) 
•в—О 

и нормой || • |1 —. пространства^. 
1.3. В дальнейшем будем рассматривать только системы 

неразличимых частиц: классическую n-частичную систему бу­
дем называть системой п .неразличимых частиц, если состояния 
этой системы могут быть описаны неотрицательными, симмет­
ричными функциями из L1(Rvn). При описании состояний си­
стемы неразличимых частиц с ПОМОЩЬЮ функций 6(n)6L2(Rvn) 
необходимо, чтобы эти функции были либо симметричными, 
либо антисимметричными. Подпространство симметричных 
функций из Li(Rvn) будем обозначать через <2?+

!п,> а подпрост­
ранства симметричных или антисимметричных функций из 
L2(Rvn) будем обозначать, соответственно, через 3@+

(п) и 

Систему случайного числа частиц будем называть систе­
мой случайного числа неразличимых частиц, если состояния 
этой системы можно описать элементами множества 

S-fp:p65S+, £ —-©Й '̂, Р>0, | | р | | - < - \ 

называемого пространством состояний системы случайного 
числа неразличимых частиц. При описании состояний /г-частич-
ной системы элементами пространств Эв^ или Ж^ состояния 
системы случайного числа частиц можно описывать элементами 

со со 

пространств 5» —-Ф5»$' или 5» —. ®3№1*'. 
И---0 п-=0 

Для достижения однозначности соответствия между наблю­
даемыми и средними значениями наблюдаемых систем п не­
различимых частиц достаточно потребовать, чтобы наблюдае­
мые у(")6^(/г> были симметричными функциями по всем аргу­
ментам xj6RVi i==1, 2, • • .,n. Подпространство симметричных 
функций из Loo(RVB) будем обозначать через J ^ . - Д л я системы 
случайного числа неразличимых частиц естественно потребо­
вать, чтобы ее пространством наблюдаемых было пространство 

со 

л=0 

Векторам рб2+ и Тб-̂ + можно взаимно однозначно сопоста­
вить функционалы на пространствах Лт и 5?(1\ соответственно: 

' со 

P(Y) — {sum}(Y", pW ) — 
п—о 
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-= Р(0) + . 2 jj У(xi) - •• Ч(хп)9{п)(Xi, •. • ,л я)dxi . • • dxn, 

DO 

Y(p)---=S^rCV(,,)- Ри)--= 
DO 

-=Y(0) + 2 Ж $Y<n) (•*-' •' • ' л " ) P ( x i ) • • • P (•*») --*i • • • dxa, 

где [p.n\ y-")—/г-компоненты векторов р и Y- P({cdot}x) И Y(x) — 
элементьГгфостранств %W и J.*-1), a p"(xt> . . .,.xn) —Р(л:1) • • • 
. . . p (х„)," yn (xv ..., xn)=у (x1)... Y (xn) — элементы прост­
ранств 31+\, M+\ соответственно. 

Функционалы p(y), Y(P) называются производящими функ­
ционалами СОСТОЯНИЯ р и наблюдаемой у, соответственно. 

1.4. Так как СОСТОЯНИЯ классической системы случайного 
числа частиц можно описывать векторами 0 гильбертова про­
странства 3$+ или Ж-, то можно определить операторы рож­
дения и уничтожения частиц, действующие в этих простран­
ствах, в точности так же, как это делается в методе вторич­
ного квантования, строгое математическое изложение которого 
МОЖНО найти в книге Ф. А. Березина [3]. 

Векторы пространств Зё и 31, у которых все компоненты, 
начиная с некоторой, равны нулю, называются финитными. Фи­
нитные векторы образуют всюду плотные множества в прост­
ранствах Ж к 31. Векторы пространств Ж и 31, у которых все 
компоненты, кроме /г-ой, равны нулю, образуют подпространст­
ва Шм и 31м. Оператор A, действующий в пространстве 36 
или 31 и определенный на всюду плотных множествах Ж*-'1)а 
cz3*e{n\ {Xм а31(п)), допускает матричное представление 

'AOO A01 A02. • 
•AW -AH A12. • 
A20 A21 A22. • 

где через Ank обозначены операторы, отображающие 5#(А> 

в Жм (3<*> в 31м). Так как пространства Ж{п), (&п)). есть 
подпространства пространств функций L2(RV"). (Li(Rv")), то 
операторы Апк можно задавать ядрами 

Anfc— Anft (xu . • . • x n , x l ) . • •> -xft )• 
В дальнейшем мы ограничимся описанием состояний системы 
случайного числа частиц элементами пространства 2в+, так как 
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случай описания состояний элементами пространства -Ж- совер­
шенна аналогичен. 

Рассмотрим матрицы 
/О а01(1) 0 0 . . . 

а ( | ) = О О «12(E) 0 . . . 

\°. . ? . . .° . ?*?®.-:\ 
О О О . . Д 

а*ш=-К0а) о о... 
1 О а*21(£)0...)' 

где E6RV. с помощью которых определим операторы рожде­
ния и уничтожения, действующие в пространствах 2ё+ и .32.-.. 

Через а.^ (..;), а ^ (I) будем обозначать матрицы а(£) и а*(£), 
соответственно, у которых элементы #„.-•,.(.;) Ы fl-*n_-(i) имеют 
вид 

0>п-1п Ш = "КНб (Л1 — JCX0... б (x„_1 — Xn-i) б ( V - E), 

a*n„~i©—Kn6(x;i-xi').-.s(xn-i—jc«_i)e(.xe-—E). 
Если 9 (I) — функции из L2(RV). то 

a(6)---5a5»(E)e(E)d6, £ ^ (в)-J a'^ (.1)6 (!-)</.= 

являются операторами в пространстве Ш, причем в область 
их определения входит всюду плотное в пространстве 36 мно­
жество финитных векторов. Операторы а (е), а* (9) называются, 
соответственно, операторами уничтожения и рождения частиц. 
Операторы уничтожения и рождения частиц для классических 
систем неразличимых частиц действуют в пространстве <5#+ 
(или &в_) и определяются равенствами 

a+(9) = P+a(9)P+, a+* (G)-= Р+£* (9) Я+. 
где через Р+ обозначен оператор проектирования из прост­
ранства а/ё на подпространство <Ж,,. Операторы а+(8) и а+*(9) 
сопряжены друг другу. 

Через" a+(S), a+*(£) будем обозначать операторные функции, 
действие которых в пространстве .24 определяется соотноше­
ниями 

{а-п-ы (I) ?{n)) (xi> • • • > •*пГ1)=--пр(я) (*i> • • • • *«-i» D' 
K + l n ( i ) P ( n ) ) ( ^ • • • . . ^ i ) - ( P ( n ) ( ^ ' •••' x«)b{x«#-l)h 

где р№££{+\' знак (-)+ обозначает операцию симметризации, 
ап-ы(1)> < + 1 „ Ш ~ Э л ё м е н Т ы м а тРи и- а ® и а*№)- являющиеся 
операторными функциями. Если р—положительный элемент 
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пространства М П * 7-положительный элемент пространст­
ва .MRV), то 

i ( Y ) - | . M S W E ) # . a ' ^ - J V ^ P ® * 
R v R 

являются операторами в пространстве Х+, отображающими 
мно^ство СОСТОЯНИЙ S в себя. Операторы а (у), а*(Р) мы 
так?е будем называть операторами уничтожения и рождения 
частиц, соответственно. 

Операторы 
Я - [ а * Ш ) а © ^ и A? = ja+*(£)a+(d)d!, 

RV 

действующие в пространствах £+ я Ж+, соответственно, назы­
ваются операторами числа частиц. 

1 5 Установим теперь взаимосвязь между операторами 
a(v), а*(р) и операторами а+(6), а+*(0). Для-этого отметим, 
что состояние /Частичных систем можно описывать не только 
векторами гильбертова пространства L2-(Rvn), но и оператора­
ми goo, действующими в этом пространстве и задаваемыми 
ядрами 

е<»>-=-__J—е(») ( x 1 , . . . , хп) o(n) (•*/. • • - *»')• 
1.2.Я. 

Эти операторы называются . операторами плотности. Заметим, 
что соответствие между операторами плотности 0("> и функ­
циями ПЛОТНОСТИ р(">, для которых выполняется соотноше­
ние (1.1), является взаимно однозначным. 

Состояние классической системы случайного числа частиц, 
описываемых векторами 0б-5#, можно задавать операторами 
плотности 0, имеющими диагональный вид 

/б(0) 0 0 . 
g = О В'1' 0 . 

\ 0 0 0(-> . . . 

Очевидно, что соответствие между операторами плотности 0, 
действующими в пространстве Зё, и векторами р пространст­
ва £, задающими одно и то же состояние, является взаимно 
однозначным, и мы будем обозначать-его через Г: 

• г(р)==б, г-1(е)=-р-' 
• Пусть у —неотрицательная функция, принадлежащая пере­
сечению пространств L„ (Rv) П A (Rv), а р—неотрицательная 
функция пространства L1 (Rv), - тогда существуют функции 
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6i> 02eL2(Rv) такие, что: 
I е-[--v. |e2 |—p . ' 

Из вида' операторов а+(е)> К* (б). a(y), a*(p) следует, что 
имеют место соотношения 

•7,(а(7)р) = а+(в1)в£+»(в1), 
7Vr(a*(p)P) = a+

!l:(e2)0a+(e2)) 

где N — оператор числа частиц, действующий в пространстве 
Ж Очевидно, что при соответствии Т оператору числа ча­
стиц N сопоставляется оператор числа частиц Я. 

§ 2. ОПЕРАТОРНЫЙ МЕТОД ПОСТРОЕНИЯ ЦЕПОЧЕК 
УРАВНЕНИИ ТИПА ЦЕПОЧЕК УРАВНЕНИЙ ББГКИ 

2.1. Рассмотрим систему случайного числа неразличимых 
частиц, описываемую в момент времени . ieR1 состоянием 
G(if) -6S. Пусть состояние р (t) рассматриваемой системы яв­
ляется решением, уравнения 

~t9(t)^A9{t), (2.1) 
где Л-диагональный оператор в пространстве 5?+. Диагональ-
ность оператора А означает, что /г-частичное состояние 
системы в момент времени z-gR1 описывается функцией плот­
ности р<"> (t; хи . . . , x„), являющейся решением уравнения 

,^-pW(0 = -4(e)P(B)(0. (2-2) 

где через ,Л(л) обозначены операторы Апп, действующие в про­
странствах &+\ (/г=-0, 1, 2, . . . ).!j 

Через A\k},..tlik, \<iv . . .,гА-<я, hф ••• фi*,' .будем обо­
значать операторы, действие которых на элементах [р-л> про­
странств %$\ n = k, k + l , . . . , представимых в виде 

р(") (xx, . . . . x „ ) = р<*> (JC£., . . . . Xlk) p("-ft) (x . A + l , . . . , x . J , 

•tfe-,1 Ф • • • Ф*ю ift+i. • • •, *лб{{1, • • •, n}\{iu ..., ik}}, определяется 
равенством 
A?l..,ik9(n) (xi. • •.. x„)-=(Awp(ft))(x^- • •^>!л-*)(*-*+1«- • •••*'„)• 

Динамическую систему случайного числа частиц, описы­
ваемую уравнением (2.1), будем называть динамической 
системой частиц с /тг-арным взаимодействием, если существуют 
операторы В{1), В{2), .. .,В{'"К действующие в пространствах 
%{1\'£{+>,.:.,&+], соответственно, такие, что ^операторы А(п) 

Щ 



имеют вид: 
mln(",m) 

л(л)— 2 2 -з|«„«4 
Л = 1 J<*i ik<n 

и, кроме того, уравнения (2.2) -сохраняют нормировки плотно­
стей р(71). Без ограничения общности можно полагать, что 
п-е компоненты вектора p(t), описывающие «-частичные со­
стояния, нормированы на вероятности я„ нахождения систе­
мы в «-частичных состояниях: 

II Г|(-") Hi •=-: ТТ -II Pv | | 1 , " ."-Л. 

Требование сохранения нормировки означает неизменность 
во времени вероятностей нахождения рассматриваемой систе­
мы случайного числа частиц в n-частичных состояниях. Это 
требование накладывает следующие ограничения на операторы 
A(ft), k—1, 2 , . . . , операторы A'"1 должны удовлетворять соотно­
шениям 

j A{k)pW(xl,.:.4xk)dxl:'..dxh=0 ' (2.3) 

для всех плотностей p(ft), принадлежащих области определения 
операторов Alft). 

В дальнейшем будем рассматривать только динамические 
системы случайного числа частиц с парным взаимодействием. 
В этом случае уравнения (2.2) будут иметь вид: 

- ^ p f ) ^ ; ^ , . . . , ^ ) — ••• 

= ( 2 5 ' 1 ) + e 2 B?n9W{t;xv...,Xn), (2.4) 
\t--i i<i,j<n / 

где' параметр е>0 характеризует интенсивность парного 
взаимодействия. Так как условие (2.3) для оператора 

•Ai2)= 2.--;Г> + е 2 ^ Д° л ж н о выполняться и при е-= 0, то 

каждый из операторов 3{1) и Б(2) также должен удовлетворять 
условию (2.3). 

2.2. Рассмотрим оператор 
a(Y)= ja (x )Y (x )d* . YeL»(Rv). 

R v 

действие которого в пространстве' 3.+ определяется соотно­
шениями 
(a(y)p)(")(x1, . . . , jrc„)--==(«. +1) Jp."+l>(.*i, . . . . xn+i)y(xn+l)dxn+l. 

Rv 
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Оператор a (Y) — неограниченный оператор в пространстве Х+, 
определенный на множестве финитных векторов. Собственными 
векторами оператора a(y), отвечающими собственному зна­
чению X, являются векторы р, компоненты которых связаны 
между собой соотношениями: 

р<«) (x!, . . . , x„) = ~ ~ J р<Л+1> (Xi, . . . , хп+г) у (x,1+i) dxn+l. 

Такими векторами являются, например, пуассоновские векто­
ры. Пуассоновским вектором с индексом р, или к р а т к о : 
пуассоновским вектором, называется вектор рр , n-ые компо­
ненты которого имеют вид 

рС") {Хг,\ .., хп) = -— р ( x i ) . . . р (x„). 

Определим, формально, оператор b (Y), действующий на ком­
поненты произвольного вектора Р6-2-+ -10 формуле 

Ь(Y)P(n) (xi> • • •, хп) — (n+ 1) ^ рС-+-> (хх, . . , , хп^)у (х Л + 1 )dx n . ^ . 

Очевидно соотношение 

b(Y)P(n)(*i> . . - , xn) — (a(Y)P)Cn)(^i- •••>*«)•• 
Оператор b (l) будем обозначать просто Ь. 

Пусть %{у)—некоторая целая функция 

m="0 

и пусть $>г,у — множество состояний р таких, что д л я всех 
/г —О, 1,2, . . . сходятся ряды 

со 

2 5 - b n ^ + m)!||p(^)|kn+,n. 
m-=0 

Тогда можнб определить оператор %(Ъ(у)), действующий на 
компоненты состояний рб^х-п-ун по формуле (понимаемой в сла­
бом смысле) 

%(b(Y))pw(-*i. • • . , * * ) -

• • -7 (лл+т) p,<n+w> (xi, . • •, x„+nj) d x n + i . . .dx^m 

причем, очевидно, что 

X(b (Y)) p<n> (x1, . . . , xn)=(x (a (Y)) 9{,l) (* i , • • -. xn). 
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Для динамической системы случайного числа частиц с пар-' j 
ным взаимодействием из условий (2.3), используя оператор b, i 
получим соотношения • I 

п . п . I 

п •' " " п ' . . . . . . . . 

Ь» 2 -5i1)P<B) (-«1. • • •. •*») = 2 -бГ)Ь'"р(") (xi. • • • • ^2) 
и 

ь _ s iV 0 (*- . . . . , x-)= 2 5i2;bp(»>(x1, ..., x„)+ 
l<i,/<" Ki,J<n 

Ч-] . . . - W . . . 
7 2 — 1 

• +ь2(-5'»)+-5"'))р.(")(-с1' •••.•*»).. 

bm • 2 -5-fp^ И ' • • • > •*•-)= 2 -5l2yb'"p(») (xi, ..., xn) + 

Л - 1 

, + /nb2 (-9<(«) + -5$)b'"-1p<"\(x1, ...,x„), 
i—1 

если операторы 5/1)(г<«).и В\У (i, J<ti) коммутируют с опе­
ратором b. Если %(у)—-целая функция, плотности р(") являют­
ся компонентами состояния pg^x.i и выполняются предыдущие 
соотношения, то справедливы равенства 

п п 
Х(Ь)2-5Г)Р(Я)(*1. •••>x«) = 2^1 )-<(b)P (" )(xi. •••>.*„), (2-5) 

4—1 . . = 1 

х(ь) 2 EiyV^i . ••-.x«)= 2 5p;x(b)p("4xi.---^)+ . 
4*1 i+J 

II—I 

+ b 2 M + -9$) X' (b) p •»> (x!, . . . , xn). (2.6) 

Пусть решение системы уравнений (2.4) р(^; в) принадлежит 
множеству £Р%,ъ Тогда сопоставим состоянию р(^;е) вектор 
f(^;e) по формулам (понимаемым в слабом смысле) 

/f)(t)=n!E«x(b)p(")(0. 
Если соответствие между СОСТОЯНИЯМИ ,p(t; e)6^x,i и вектора­
ми f(t;e) является взаимно однозначным и х-1 — целая функция, 
то существует обратный оператор х_1(Ь),. определенный на; 
линеале {хО-О^х,.} — области значений оператора х(Ь), и обрат­
ное преобразование имеет вид .'"'• •••• "• •'•". . 
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p . ( « ) W - - = 6 - n r i ( l b ) i / ( « ) ( 0 . 
Действительно, это соотношение следует из равенства 

Ье--!-/(") (^== в - l b i / ( " ) (0. 
Функции f[n){t\ x i , . . .,x„) будем называть моментными 

функциями, отвечающими системе плотностей р^п) (t; xt,..., хп), 
я = 0 , 1, 2 , . . . , и оператору %(Ь) или просто: моментными функ­
циями, а вектор f(t;e) будем называть моментным вектором. 
Моментному вектору f отвечающему некоторому состоянию р, 
сопоставляется функционал 

f (7) = /{-) + 2 7.T.J 4iXi)...4{xa)fW(x1,...,xn)dxl...dxa, 
л-=1 j -vn 

называемый производящим функционалом моментного вектора. 
TeopeMa 2.1. Пусть состояние p(t; е) —решение системы 

уравнений (2.4) 

а* _ 
'-¥•7 

где операторы 5 (1 ) и 5 (2 ) удовлетворяют соотношениям (2.3), 
(2.5), (2.6) и пусть равномерно по £ сходятся ряды 

Хт д9(п+т) щ 

т=0 

где %т—коэффициенты разложения некоторой целой функции 
такой, что -(-'(у) —также целая функция. 

Тогда моментный вектор f (t; е), является слабым решением 
системы зацепленных уравнений 

•§i fM{t;xv..., хЛ^^вР + г . 2 BlA/w&x^x^ 
\ i—1 ' t<l.'j<n f 

+ 2 j ( 5 ^ + ^2|n)(«+l)lx'(lb)r1(|b)-7^--X 

X/<n+1> (*; xv...,xn+l)dxn+l. , (2.8) 
Доказательство. Так как по предположению ряды (2.7) схо-; 

дятся равномерно по t, то моментные функции /(n> (t\ xv..., xn) 
дифференцируемы по t и 

\ . ^ Л Я ! .(*;.• * ^ ••••, 



--*л-вях(ь)-^р<вч*;-*- •*.-)• 
Из условий теоремы следует, что в силу соотношений (2.3), 
(2.5), (2.6) имеют место равенства 

nIe"X(b) — p("4") = ^ " X ( b ) [ 2 B i 1 ) + e 2 Blj\pW (*) — 
\ /«-1 Kl.Xn 
\ i+i 

..= 1 Ki,j<n 

и - 1 

+ n!e»«b 2 М + 3JS.V) X' (b) piB> (t) = 

— / ^ В Г ' + е 2 < ) / i n ) ( 0 + 
2=1 i<i,j<n 

1Ф1 
n—\ 

+«lb 2 M + в т x' (-J- ь) r1 (i b) --i—— /<«> (o, 
что и требуется. 

Если решение системы уравнений (2.4) допускает оценки 
р(«> (t; xlt: ..,.«„)< Ц р(») || liBp (t; хг). ,.9{t\ xn), (2.9) 

где p(t; x)-функция плотности, такая, что J р( ;̂ Jc )dx=l 

то теорема 2.1 справедлива и в сильном смысле. 
В зависимости от того, каким оператором является опера­

тор %' (— ь) х-1 ( - b) в уравнениях (2.8) будем получать различ-, е / •"• \ в 

ные виды зацеплений. Если известно, что 

«"(т^хг^т-ь)-^). '. 
где Z,(y), i/GR1.-некоторая целая функция, то решая уравнение 

х'(</)х~Ч.у)==Ч8->). 
получим, что символ оператора %(Ь) имеет вид 

%ty) = Ce$mda> С-константа. 
В простейшем случае, когда С(у)=1, получим, что 

X О / Н е ­
вероятности нахождения системы случайного числа частиц 

в n-частичном состоянии могут зависеть от параметра в: я л = 
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= лп(8). Если при Б->0 среднее число частиц /У (в) — 2 ппп (е) 

стремится к оо, причем 8../V(e)-->.1, то 

J /(->(*;*)<**-И. 
Цепочка уравнений (2.8) при 8{to}0 формально переходит в пре­
дельную цепочку уравнений 

и 

-I--/C) (t; xv ..;, лД) = 2 - 1 1 ) / ( я ) (--'•*-. • • •• *«) + 
г = 1 

п 

+ 2 J (-51»-и + ^+и)(л+1)1С(Ь)Х 

х ( в + 1 ) 1 /w"(-;'^ ^i)^i. 

где С (у)— некоторая целая функция. Эта цепочка уравнений 
имеет решение вида 

fW(t;Xl,...,xn) = fit; *i) . . . / (*; .«„) . 
если функция / ( t ; x) является решением нелинейного уравнения 

•4-/(<;л1)=-3(1)/(-;-<!)+ • 

+ С (|| /111,0 j (Be* + Вй») / (t- Xl) f (t; x2)dx2, 
Rv 

называемого кинетическим уравнением. 
2.3, Рассмотрим систему случайного числа частиц в прост­

ранстве Rv, /г-частичные состояния которой описываются плот­
ностями 

ph ^6RV; i==l, . . . , n ; Z.6R1, 
нормированными на вероятности пп нахождения . системы 
в n-частичном состоянии и являющимися решениями уравнений 
Лиувилля • . 

- ^ - Р $ я , ( - ' . / > 1 ' . 4 , 1 ' •••'•• Ря» ?") = 

НР^Ч*; A. <7i.•••../>«,•?*). tfln) (PI, Я» • • •', Рп, Яп)}, • (2.Ю) 
где функции Гамильтона //| ' : ) имеют вид 

п 

ЯГЧА-^ - . - . ^ . ^ — Ш ^ + в 2 - Ф(|-7i-^l). 
t-l Ki<j<n 
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а функция Ф (q)£Cl (Rv). В этом случае операторы В\х) и В[у 
задаются соотношениями 

&Рр{п) (Ри -71, • • -. Pn, ?-)== - §• -4"P(n) (Pi. <7i> •••./>», <7-)> 

в1)Уп){Рь Чь . . . . p n . ?-) = 
__ g p ( B ) ( P i . g i . •••• Рв. In) с ) Ф ( 1 ^ — 7 / 1 ) /,• ^ / \ 

В\?9{п){Рь «7i. ••••p-. <7л)-= 

^ . дй ' ( l>jJ-
Легко проверить, что эти операторы удовлетворяют условию 
(2.3) и соотношениям (2.5) и (2.6). Система случайного чис­
ла частиц, динамика которой определяется уравнениями Лиу-
вилля (2.10), называется гамильтоновой системой случайного 
числа'частиц. 

Сопоставим системе функций плотности {р<л)(̂ ; pi, qx, . . . 
• . . . pre. •7")}i являющейся решением системы уравнений Лиувил-
ля (2.10), систему моментных функций {/Н (t; p., qb ..., pn, #„)}> 
построенную при помощи оператора еъ. Тогда, в силу теоре­
мы 2.1, получим, что. система моментных функций {/(") (t; 
pi> <7i. •••. pn. Чп)} является слабым решением цепочки уравне­
ний Боголюбова: 

lfft)(t\pl,qv...,pn,qn) = 

- О ? ' (-'. Ри 4v • • •> Pn, Чп), Hin) (p., qx;.. .,p„, ?„)} + 

Wi ~ dpi л 
j i 4 
I"1

 R 2V 

x/f+1)(*;pi, ?!,..., pn+l . .7/1+17 dp- + idW (2.11) 
Можно показать, что при выполнении условия (2.9) система 

моментных функций {/<"> (0} является и сильным решением 
цепочки уравнений (2.11). 

Формально,.иёреходя ,к пределу при e{to}0, получим, что си­
стема уравнений Боголюбова переходит в предельную систему 
уравнений, — так называемую, цепочку Власова (см. напри­
мер [16]): 

-§t fin)(t\ Ри.Яи •'••../>». Чп) = 
п 

= ~ldlk^ilfw(i'>Pi>4u.<.,pn,-qn) + 
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• V С c-Oflgj—-7--t.il) i _ X 

•. = • , 
а?г dpi 

R2v 

)dpn+ldqn+1. (2.12) 
Эта цепочка уравнений имеет решение вида 

f{n)(t;puq1,...,pIt,qn) = f(t;p1,ql)...f(i;p„,qn), 
где функция f(t; p, q) является решением уравнения Власова 

^f{t;P,q)=~l-d±-f(t;P>q) + 

+ - -%г 1 Ч a o ( V 4 ) /(.; p'. ?0dpW. 
R2V ' 

Для производящего функционала моментного вектора 
имеют место равенства ' 

{cdot}"™1
 R 2 v / 2 

. . .Y(-», qn)dpidqx ... dpndqn = 
со 

= 2 r̂ S f* -W; .PI. ft. • • •..?«. ?-) Y (л, 0i)... 
""-1

 R2V« 

• •. Y (p-> <7я) dpid?i • • • dpndqn 
в предположении равномерной сходимости no t последнего 
ряда. Так как вектор, f (t; e) является решением цепочки 
уравнений Боголюбова, то 

о-

2 г̂ S Ijr1 (/; л- ^ • • •• р" ^Y (^-« ^ • • • 
!V« 

• • • Y (p„. -7и) dpid<7i • • • dpndqn= 

л = 1
 R2V« 

со 

•"=•• R 2 v n 

Яга)№А><ь •••./>.-. qn), 

(s&+- 2«"ft-.'.i»))+^j 
\ ' - - !«-:£<-/.«.-/•. ' > г - 1 D 2 ^ 

dqi dpi A 

\<i<]<n ' I ' - - R 2 

X /<"+1) (t; pl> «71. • • •. Pu+H W ) rf.P.-.+l^B+l] X 

XY (pi. <7i).. • • Y(p«. qn)dpidqv.._. dp„d<7n-
Далее, 
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2> S (-^——---^—^V,.)... 
7 1 = 1

 R2Vn Ч - = - 7 

• • • V (At. <7n) dpidqv... dpndqn = 
со Л 

В - 1 R 2 W 2 = 1 

• • • Y C P M . -7«-i) Y (p*+i- <7*+i) • • -Y (An <7«) -*pid<7i • • • dpndqn= 
= С - _ MPldbL 6

 пл f {i- 8; y) dPldqu 

RZV 

где ----- -——производная Фреше. 
Аналогично получаем, что 

2 i i / • " ' ( • ' Л ' ? 1 A . U 2 Ф(|^1 —^|)}Y"CPi--7i)..-
Л—I R2V/J I 1<1<]<П 

• • • Y (ри, <7л) d p i d ? i . • • dpndqn = 

2 
R<lv 

X dp1dq1dp2dq2 

со / И 

n! J I A J dqt ьо~. •• ; X . 
« = 1 R2Vn \ i = - l R2V "* с '-7« 

Xdpn+ldqn^j Y (pi, <7i) • • • Y (prt, <7„) dAdt f i . • • dpndqn = 

R4V 

X dpid<7id№d<72. 
Таким образом, уравнение для производящего функционала 
i (t; e; y) моментного вектора i(t; e) имеет вид 

af(rf,e;v) С '/>! dv(.Pi.gi) «(-?; в; у) ,,,, ,,,, , 
• — a * . J ¥ " ~ ? ; ( i ? ( f t 1 f , ) t f / ' 1 < , ? 1 + 

R2v 

+ Y J {Ф<19"г — -7а|). (BY(Pi. -7i).Y(ft. •?2) + Y(pi, 4 i )+Y(p 2 . ?г))} X 

62f (г.; e; 7) . . , . 
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При формальном предельном переходе s->0 это уравнение 
принимает вид 

R2v 

+ ^ (Ф (| qx-q2 |), (y (p-, *) +y (p2, *,))> a ^ . * ; ^ , ? - ) X 

Xdpldqldp2dq2. (2.14) 
2.4. Пусть A —оператор, определенный на всюду плотном 

множестве D(A) пространства i?. Тогда можно определить 
сопряженный ему оператор, действующий в пространстве Ж, 
который мы будем обозначать той же буквой А, а результат 
":го действия на вектор у&М будем обозначать через уА. 

Действие оператора а(1) в пространстве Ж+ в этом слу­
чае 'определяется соотношениями 

п 

(Ya(-)) (-xn • • •» .̂ л) — ...-£1Y (xn . • •> -xi-n xm •xj.ti. • • •• xn-i). 

Оператор a(1) определен на всюду плотном множестве финит­
ных векторов в пространстве Л+. 

Введем,,формально, оператор Ь+, действующий на компо­
ненты произвольного вектора т6--^+ по формуле 

' п 

Ь У (Л:1, . • . , •xn) -= j 2 t J jy ({cdot}#l> . • ч x | - i > .xn.. -xi+li . . . • -x/j-l) . 
. . - I 

Очевидно, что если вектор Y6-^+ принадлежит области опре­
деления оператора a(l), то • 

ьУ*>==(та(1))(и). 
Из определения операторов b, b+ и вида билинейной фор­
мы (1.2) получим, что 

со оо 

2(у<«), ьр(«))=-=2(ь^(в).р(в>) 
Л=0 В—О 

и, следовательно, 
ОО СО 

2 (Y-">, X(b);pW) = 2(x(b+)Y<»>, Р<">) 
я—О п-=0 

для всех векторов Y и Р> принадлежащих области определе­
ния оператора % (а (1)) в пространствах М+ и 52+ соответственно. 

Пусть плотности р<"> (t; .«1, . . . , хп), п=>0, 1,2, . . . , являются 
решениями уравнений (2.7) с начальными данными р("> (0; хи ... 
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. . . , .x„)> а функции y<"> (t; xu ..., x„), n=-0, 1,2,..., являются 
решениями сопряженных уравнений 

dt 

-•-/2-i1,++e 2 B?AyW(t\ *!.....*.), 
1 i - l l<l<j<.n I 

V w / 
где операторы В(1)+, Б(2)+—-сопряженные к операторам E'1'. 
E(2), c начальными данными y-*)(0; x1, . . . , .*„). Тогда имеют 
место соотношения: 

(Yt"} (0. Pi"5 (0))"=--(У<Л> (0), pf") (*))» 
справедливость которых легко доказывается с помощью ана­
литической теории полугрупп [7]. Отсюда легко получить, 
что. если /М (г.) — моментные функции, отвечающие системе 
плотностей p£n)(t) и оператору ос(Ь)> то справедливы соот­
ношения. 

2 W О. РГ (о))=2 fe"> (0. х-1 (ь) -5^/w (о) 
/ 
bo 

• 2 (-НГ 5Г1 (Ь^ Y««> ( 0 . / i"- CO)' 
n - 0 

и, аналогично, 
со 

2(Y(»)(0), P<"»(0) = 2er I (b + )Y^(0) . fi'Hi) 
и=о - . -о 

. Обозначим через g("> (t; x1, . . . , x„), n = 0 , 1, 2, . . . , функции, 
полученные из системы функций y(n)(/; xi, ...., x„) no формуле 

gW(t)~B-»TC1Q>+)yln)(t)- (----б)-
Тогда предыдущие соотношения примут вид 

со оо 

л—U к=-0 

Соотношения (2.15) определяют взаимнооднозначное соответст­
вие между системой функций v(") (t) и системой функций g№ (t). 
Действительно, обратное преобразование к преобразова­
нию (2.15) имеет вид 

7Г> (0 =-- X (b*) e".g-|«) (.<). (2.17) 
Т е о р е м а 2.2. Пусть система функций {у£п) (t)} является 

решением системы уравнений, сопряженных уравнениям (2.4). 
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Тогда система функций {g-("> (0). полученная из системы функ­
ций {y£l){t)} по формулам (2.15), является решением системы 
зацепленных уравнений 

4fgin)(t; xlt...,хп) = 

- (2-91 1 , + +" 2 -3fy ) +W;*,••• . .**)+ 
\ 1+1 J 
+%-1(тЬ+)х'(тЬ+) .2 (В1Г + ВЭТХ (2.18) 

в / '• \ е 
' к*. /<« 

X g-^-1- (*; JCI, •. •, xy_1, x ; + i , . . . , .x,.). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Продифференцируем тождество (2.15) 

по t, учитывая, что функции yW(t) являются решениями урав­
нений, сопряженных уравнениям (2.4): 

%gtl)(-; •*..••••. * / . ) -= - - и гЧь + )^ Я > ( ' ; л1 .*.*) = 

-=e-«x-1(b+)f _5o)++8 {sum} -3<2;+W>(-; xlt..., xn). 
\ ---V J 

Из определения операторов b, Ь+ и свойств операторов В^ и 
5(2) получим, что 

оо / П со / П \ 

••=1 \ i - « l , и - 1 \ Ы / 
с - / Л \ оо / Л \ 

= 2 v<">, 25Г)ь'гр(,г) = 2 ФУ^в^+yw, Р(») 
и, следовательно, 

п п 

(Ъ+)к 2 •flj->+Y(B) = 2 -5}1)+ (Ь+)^(л)-
Далее, 

2 Г 2 в%+(ъ+уум, Р(«)\=2 (V">.ь* 2 -sgv^H 
со / «—1 \ 

= 2 1 VW- 2 Eifb&pW+Ab2(5Pn
) + E )̂bA-1p<») |= 

\ , l+J / 
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= 2 |V)* 2 щ)]ч(п)> р(и) i+ 
л-=2 l<i,j<n - I 

\ 1ф] J 

+2 [н*+г1 (2 ( j^+ j^ J v̂ 1»)+. p(4 
т . е . ' 

{sum} В j « + (b+)*Y.">-=-

-=(b+)fe 2 B\y^w+k$+)^l(^(B$++B$+W"-A . 
1Ф1 

Таким образом, если x (.У) — целая функция, то имеют место-
соотношения: 

п п 

x(b+)25i1)+Y(")=2-9i1,+x(b+)^), 

х(ъ-) 2 BIJJ+YW-
•i<t,j<n 

/ Я - 1 \ = 2 -5ь2+)5-(ь+)^'г)-%'(ь+) 2те + +я$+)- /<"- •1) 

Используя полученные соотношения и формулу (2.18), полу­
чаем, что система функций {g-<") (0} является решением зацеп­
ленной системы уравнений (2.18). 

Система зацепленных уравнений (2.18) называется двой­
ственной цепочкой уравнений к цепочке уравнений (2.7) или 
просто дройственной цепочкой. 

В случае, когда уравнения (2.4) являются уравнениями 
Лиувилля (2.10), двойственная цепочка уравнений к цепочке 
уравнений Боголюбова имеет вид: 

%gin4t\ Pu ft.--. Рт Яп) = 

= { H f ' (Pv <ь • • • - Рт •?„), gin) {t; Pi, ?i p n , я*)}— 
_ У <̂P (I g'—rg./ D д v 

t+i 

x-gi"-l)(t; pi, ft,..., pj-b4j-bP]+\,q]^---,Pn, Яп), (2-19) 
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а уравнение для производящего функционала g (i; e; p) имеет 
вид: 

•km-, .цр)-- \-2~**&*>-%Ш"*«-
R-v , 

- j ${<J>(|?i-ft|), P(Pi'gi)p(ft'g«)}(eflp (- l tg tfflp (p„gl) + 

+ 6p(/i.g,) + ap(/2 ,g a>)g ( ' ; e ; й*Рг*ь*Рф* (2-20> 
Предельное уравнение, получаемое формальным предельным 
переходом при e{to}0, принимает вид: 

JLatf- Л С Pi ^ (pug,) 5g(t;p) . , __ 
R2V 

•—J 5{Ф(к1-^1) . P(pl. tfl)p(p2-#2)}X 
R4V 

xi-¥J^^Witu)^ eWW* <2-21> 
2.5. Решения двойственных- цепочек уравнений и двой­

ственных уравнений для производящих функционалов тесно 
взаимосвязаны между собой — это, например, видно из соот­
ношения (2.15). Для решения двойственных уравнений в функ­
циональных производных справедливо следующее утвержде­
ние: 

Л е м м а 2.1. Пусть g,(t; е; р) —целый функционал, являю-' 
щийся решением уравнения (2.19) и удовлетворяющий началь­
ному условию 
g(0;s;p)---- J 9{pi,qJ...p(Pk,<liugw(Pu'li;--Pb><Jk)dpldq1... 

R2Vft 

• • -dpkdqki 

где g(h) — элемент пространства J[+{h\ и пусть i(t; г; у) —ре­
шение уравнения (2.13), являющееся производящим функцио­
налом, соответствующим моментному вектору f(t; е)—реше­
нию уравнений Боголюбова. Тогда имеет место соотношение 

j-»2Vft 

DO 

• • -dAd-ZA—_ 4f j /e'° (°; Pi, ^ , . . ., j0„, ^n) X 

x»QK.^)!?,»ft.,W^--'"--'ft-«--- <2'22) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Функционалу g(^;e;p) соответст­
вует вектор g(^'.s), для которого этот функционал является 
производящим. В силу условий теоремы, компоненты вектора 
g (0; е) имеют вид 

g<»> (0; pi, qx, . ..,pm qn) = k\bnkgW (jplt ft, . . . , рк, qk) 
и, в силу соотношения (2.15) получаем, что 

со 

2-Т I / ^ ^ A . ^ i , •••,/>-• <7«)Х 
л-=0 ]-.2vn 

Хаи-,.?)№.амР1ыи^^-^'° 

Л---0 R2V/ . 

X #(/е) (Pi. Qv • • •. Р*. <7ft) ^Pi^i• • • dpndqn= 

— J Л * 1 (*• - ^ ' ?-• • • • ' - ^ ' ̂  £ ( / 0 ({cdot}0" ? - ' • • • ' £*• ?*) dPid4i • • -
R2Vft 

...dphdqk. 
Следствие 2.1. Пусть f (t; e; y) —решение уравне­

ния (2.13), удовлетворяющее начальному условию 
f(0; 8;y)-=e(Y.n 

и пусть выполнены условия леммы 2.1. Тогда имеет место 
соотношение 

С S*f it' 8- -Л 
\ ат(Ри яг)..'.*(L ы y=ogW^ ?"• • - ' - ' ^ * Р М * • • • 

R2v& 

...dpkdqk^= g(ẑ ; e; р) 
Переходя формально к пределу при е---0 в соотношении 

(2.17), получим предельное соотношение 

2-^(^вЧ-)./(яЧ0))---21"("Н0)./(Л)(-)). (2-23) 

Решения предельных уравнений (2.14), (2.21) обладают 
рядом особых свойств, раскрываемых следующими утвержде­
ниями. 

Лемма 2.2. Если f(t; p, q) —решение уравнения Власова, 
то уравнение (2.14) имеет решение вида 

f ( i ; Y ) —.S.V.N-». 

Это легко проверить, используя следующие соотношения: 
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dt V' dt ) * 

Установим теперь взаимосвязь между решениями .предельного 
уравнения (2.21) и решениями уравнения Власова. 

Л е м м а 2.3. Пусть f(t; p, q) — решение уравнения Власо­
ва, удовлетворяющее начальному условию 

/ ( 0 ; p , <7)-/o(p..<7). 
Тогда решением уравнения (2.21),•удовлетворяющим начально­
му условию 

g ( 0 ; / o ) = J fo(pi,qi)---fa(pk,<ik)gW(Puqu--->Pil>qk)x 
.R2VA 

Xdpldq1...dpkdq!l 

будет функционал 

g ( * ; / o ) = jj f(t;pi,qi)---f(t;Pk,qh)g{k)(Pvqv',Pk><ik)x 
R2vft 

Xdp1dq1...dp,ldq,l. 
Доказательство, в предположении справедливости предель­

ного, соотношения (2.23) следует из следствия 2.1. 
Таким образом, решение уравнения .Власова является ха­

рактеристикой для уравнения (2.21). 
2.6. Динамику системы случайного числа частиц, описыва­

емую уравнением (2.1) для вектора p(£).3i?+, можно также 
описать, определив эволюцию вектора 6 (£) e5£?+. Пусть вектор 
0(t)63^+ и комплексно сопряженный ему вектор в(/) являют­
ся решениями систем уравнений 

Тогда, если Л("—операторы дифференцирования, то вектор 
Р {t) 6{cdot}2+, описывающий то же состояние, что и вектор b(i)^2f6^ 
является.решением системы уравнений 

Л = Л <»»р«( ; ) , «=--0,1,2,.... 
Например, это справедливо для гамильтоновых систем. 

Через eAt обозначим полугруппу эволюции вектора д (t) £2№+. 
С помощью этой полугруппы так же, как и в квантовой меха­
нике, можнб определить временную эволюцию операторов 
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B{t)=.eA+iBeAl, 
где В —оператор в пространстве Ш. 

Рассмотрим обобщенный л-частичный оператор плотности 
Yn) (xi , . . . , . О - а * (-«О. • .a* (x„) a(x„).. .a (xi). 

В работе Шенберга [23] показано, что обобщенные /---час­
тичные операторы плотности 

$(в> (-; .Pi. <Ь- • -.Ря> 4п) = е-А1${п) (ри ?•,...,£„, ?„) еА', ' 
где Л—-оператор, определяющий полугруппу эволюции гамиль-
тоновой системы, описанной в пункте 2.3, является решением 
'Обобщенной цепочки уравнений Боголюбова 

-~§(n)(t;pl,q1,...,pn,qn)~ 

= $('!>'(-. Pi, Qv • • •»/»». <?«)' HCn> (Pi. 9ъ • • • - Рп> ?«)} + 

+ J №n+l){t\puqu...,pn+l,qn+l), 2°(!^-^+ i l ) х 
Xdpn+idq^. (2.24) 

Цепочка уравнений Боголюбова получается из этой обобщенной 
цепочки вычислением средних значений левой и правой частей 
уравнений (2.24), то есть, если через /<и) (*; pi,-3,,.. .-р,,, ?л) 
обозначить среднее значение оператора ф(л> (t\ px, qv.. .,рп, qn) 
В состоянии Й, то функция /(">(t; px,qv- • .,pB> Чп) будет яв­
ляться решением цепочки уравнений Боголюбова. Заметим, что 
~fw(t;pbqv...,pn,qn)= < в, $<й) (-) - > = ( 0 (0-Ф ( п )в(0 > = 

со 

та 2 /m-n)[ J lQ(m) (-*• Z7!' -?i'• • • ./>-». 4m)fdpn+\dqn+l.. .dpndqm> 

а так как 
I 6(m) (t; pu ft, . . . , pmi О ]- = p(m) (t; Pl, qu... ,[pmt qm), 

то полученную формулу можно записать в виде 

/ ( л ) (<; pi- <Ь • • • • Рп, Чп) =n\ebpw (t; pv q„ . . . . p„, qn). 
Следовательно, среднее значение обобщенного, h-частичного 
оператора плотности ф ы в состоянии b(t) есть ие что иное, 
как моментная функция f{n)(t), отвечающая оператору еь и 
вектору р (t) б-S, описывающему то же состояние, что и вектор 
'6(0-30+: 
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§ 3. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА СИСТЕМЫ 
БОЛЬШОГО ЧИСЛА ЧАСТИЦ, ОПИСЫВАЕМОЙ 
УРАВНЕНИЯМИ КОЛМОГОРОВА—ФЕЛ Л ЕРА 

3.1. Вывод необратимых кинетических уравнений типа 
уравнения Больцмана из цепочки уравнений Боголюбова для 
частичных функций распределения методом функционального 
усреднения и разложения по степеням плотности частиц был 
впервые предложен Н. Н. Боголюбовым [4]. Несколько иной 
подход, позволяющий провести математически строгий вывод 
уравнения Больцмана из гамильтоновой механики при сущест­
венных ограничениях на потенциал взаимодействия был пред­
ложен в работе Лэнфорда (Lanford О. Е.) «Lecture Notes from 
1974 Battle Recontres in Seatle» и диссертации Кинга (King F.). 

Вывод необратимых кинетических уравнений из системы не­
обратимых линейных n-частичных уравнений (Д —1, 2 , . . . ) ана­
логичен рассмотренной в [1] в задаче вывода обратимых кинети­
ческих уравнений типа уравнения Власова из n-частичных урав­
нений Лиувилля. Впервые вероятностная модель для вывода ки­
нетических уравнений была предложена М. A. Леонтовичем [9] 
и для систем с дискретным пространством состояний им было 
выведено общее кинетическое уравнение. В дальнейшем этот 
подход был развит для частных случаев непрерывных систем-
' Кацем [8], Маккином [20, 21]. В работах Такахаши [25, 26], 
Танаки [27, 28], Уено [29] приведен -вывод однародного уравие-
ния Больцмана из «вероятностной» марковской динамики мало­
го статистического ансамбля, причем в работе Танаки [28] рас­
сматривается, в отличие от предыдущих работ, достаточно 
общее нелинейное кинетическое уравнение—аналог уравнения 
Больцмана для системы взаимодействующих частиц с взаимо­
действием произвольной арности. 

В отличие от описайной в [1] канонической процедуры 
униформизации обратимых кинетических уравнений, сопостав­
ляющей кинетическим уравнениям типа уравнения Власова 
систему n-частичных уравнений Лиувилля, для необратимых 
кинетических уравнений подобная процедура не является одно­
значной. Эта неоднозначность может приводить к неправиль­
ным с физической' точки зрения вероятностным моделям. 

Вывод однородного уравнения Больцмана из бесконечной 
системы уравнений Колмогорова — Феллера специального ви­
да для плотностей систем конечного числа частиц проведен в 
работе [2], причем предложенная вероятностная модель си­
стемы вёаимодействующих частиц является «правильной» в 
том смысле, что выполняется физический принцип сохранения 
импульса. Задача существования и единственности решения 
задачи Коши для построенных в работе цепочек уравнений 
легко решается с помощью аналитической теории полугрупп, 
так как в силу ограниченности инфинитезимальных операто-
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ров полугрупп эволюции систем конечного числа частиц, опи­
сываемых уравнениями Колмогорова—Феллера, здесь не воз­
никают трудности, указанные в [13] для решения аналогич­
ной задачи в случае цепочки Боголюбова. Для цепочки Бого­
любова эта задача расматривалась также в работах [10, 12, 
14, 15, 17]. 

3.2. Рассмотрим систему случайного числа частиц в R3, 
находящуюся с вероятностью лп в «-частичном состоянии, описы­
ваемом в момент времени teR1 плотностью р<") (z.; vx,..., vn) — 
— симметричной функцией скоростей частиц t^GR3, г = 1, 2, . . . , 
п, удовлетворяющей условию нормировки 

J pf' Ф "°v • • • > vn) dvi • • • dvn=an. 

Мы предполагаем, что плотности р№ (г.; vv .. .,vn), n=-0, 1 
2 , . . . , являются решениями уравнений Колмогорова—Феллера 

d?jn){tWx Р„) 
dt " 

= 8 2 j(Pin)("> «1» •••,vl+h,...,vJ — h, ...,vn) — 

-pM(t;vl,...,<vn))y,(yj—vl;dh), (3.1) 

где e — положительный параметр, a \i(v; dh), u6R3,— поло­
жительная мера на R3, удовлетворяющая следующим усло­
виям: 

1) мера [А(и; dh) равномерно ограничена по v, то есть су­
ществует константа сЭ-0 такая, что для всех u6R3 справедливо 
неравенство 

jn('0;d/z)<C; 

2) для любого фиксированного борелевского множества 
QG53(R3) [A(t); Q) является интегрируемой по Лебегу функцией, 

3) J v(A)[x(ti; d/z) —j v( — h)y,(—-p; dh) для любой функции 

v(A)e4V: R3). гДе А М 1 = П L i № •); R3), 
"•gR-

4) для любой функции о]) (v)GLi (R3) имеет место соотношение 
)\^{v — 2h)y,(p;dh)d<v = f f »ф (•-") ц (ti; dti)dv. 
R-R" R»R» 

Уравнение (3.1) описывает случайный процесс скачкообраз­
ного изменения скоростей частиц, происходящий в результате 
их парных взаимодействий с учетом закона сохранения и'м-
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пульса (скорости vit v3 пары взаимодействующих частиц пе­
реходят в скорости vt'=Vi + h, v/=Vj—h и, следовательно,. 
«/ + и/=у, + Оз). Мера |х(у; dh) определяет вероятность пере­
хода относительной скорости1 v пары взаимодействующих ча­
стиц в относительную скорость о—2h. Параметр в характери­
зует интенсивность парного взаимодействия. Условие 3), на­
кладываемое на меру [х(и; dh), обеспечивает сохранение-
симметричности, а условие 4) — сохранение нормировки реше­
ния уравнения (3.1). 

Сопоставим системе функций {pw (t; vu .. .,vn)} систему 
моментных функций {/£"' (t; vly .. .,*>„)} при помощи формулы 
(понимаемой в слабом смысле) 

/<n )(^,-y1 . . . ,D„)-e^bp^(^;^i •On), (3.2) 

2 {п + т)1 
—;--i—яп+т сходятся при всех я = 0 - 1, 2, . . . . 

т—О 
Вообще говоря, вероятности лп нахождения системы 

в «-частичном состоянии могут зависеть от параметра е:лл-— 
= я„(е). Мы. будем'предполагать, что среднее число частиц 

оо 

/V (е) = ^ плп (е) обратно пропорционально интенсивности пар-
«-о 

ного взаимодействия. 
Важным примером является распределение Пуассона 

n„(8) = e е - , Й=0, 1,2, . . . . 

В этом случае среднее число частиц равно —. 
Если сходится ряд 

оо , , 

- L _ _ _ \ fi"+"){t;'o1K...,<o„+m)dvl...dva,mt (3.3> 

то соответствие между системой плотностей {р£'г)} И' системой 
моментных функций {/№} является взаимнооднозначным: обрат­
ное преобразование (также понимаемое в слабом смысле) 
имеет вид 

p W ^ - e - V ' - / ' " ' ^ ) - (3-4) 
Ряд (3.4) сходится, например, когда -jt„ (e) есть распределение-
Пуассона. 

В работе [2] доказана следующая теорема: 
Теорема 3.1. Пусть система плотностей \p*ln){t; vlt... 

...,vn)} является решением системы уравнений (3.1) н при 
всех п — 0, 1, 2 , . . . интегралы 
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jj P.£B )( ' ; « I . • • •. "оя! dvi • • • dvn 

R-" 

сходятся равномерно по teR1. Тогда система моментных функ­
ций {f(.n){t; 1)ц .. -,'Уп)} является слабым решением бесконеч­
ной системы зацепленных уравнений 

i ' ^ C i ' i « J -
—6 2 $(/£в>('; «i. •••.?» + А, . . . ,^ — к,...,-on) - fin)(t; 

- 0 1 , . . . , •»„)) X {mu}(fу — vc, dh) + 
п 

+ 2 $ $(Ля+1Ч--;"1.---.^ + А.'-'--.'0|.+г-А)-

- / i " + 1 ) ( - ; «i» • • •.«e+i))l--{«ii+i —".; dh)dvn+1. (3.5) 
Если система плотностей {p("'} такова, что имеют место 

оценки 
Р!Я) (*; *х. • • • > Vn)<яя(s)p (г!; «О . . . р (t; *.„), 

где p(t; v) — некоторая функция плотности, такая, что интеграл 
\ p(z.; v)dQ=\l, . , 

R-

сходится равномерно по t, то сформулированное выше утверж­
дение справедливо и в сильном смысле. 

Динамика предельной системы, когда интенсивность пар-
• ного взаимодействия e{to}0, а среднее число частиц 7V(e)->oo, 
причем e-N(e)-+\ при e{to}0, описывается предельной цепочкой 
уравнений 

-£/<»>(*; Я1,,..,-о-)---
п 

= 2 S S (/(и+1) (*; *i **+•*>•. • •• "-v. - А ) -
----RaR.) 

- /(»+•) (t; - , . . . ; *,„+1)) ц (*в+1 - -ос, dh) dvn+u (3.6) 
которая получается из цепочки уравнений (3.5) формальным 
предельным переходом при e{to}0. 

3.3, Обобщенным уравнением Больцмана будем называть 
уравнение 

-----?---^SSc^(-;«+A)/(t;e'--A)---dt ~ 
R-R-* 
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— /(*; v)f(t\ v'))p{v'—v, dh)dv' (3.7) 
•в пространстве плотностей. 

Предельная цепочка уравнений (З.6) имеет решение вида 
/№(t)=-l, ' / ( n )(-;»i. •.•,'-„) = /(t;t»1).../(-;*«). n = l,2, .... 

тогда и ТОЛЬКО тогда, когда функция f{t; v) является решением 
обобщенного уравнения Больцмана (3.7). \ 

Уравнение (3.7) описывает динамику взаимодействующих 
частиц для широкого класса парных взаимодействий, в част­
ности, важнейшим примером является описание систем с 
упругим парным взаимодействием, то есть взаимодействием, в 
результате которого сохраняется кинетическая энергия пары 
взаимодействующих частиц. 

Пусть мера \i(v\dh) имеет вид 
{mu}(t>; dh) =|8((о, n))6{r-(v, n))B(v; dn)dr (3.8) 

Т Д е h=r-n, n — единичный вектор в R3, r&R+l, 8(.) —функция 
Хевисайда, В (У; dn) —некоторая положительная мера, удов­
летворяющая условиям, аналогичным условиям 1)— 4). для ме­
ры [х: 

1) мера B(v;dn) равномерно ограничена по «; 
2) для любого фиксированного борелевского множества 

QH&{S), где S — единичная сфера в R3, функция B(v,Q) интег­
рируема по Лебегу; 

3) \ v (п) В (<о; dft)= \ v (-ft) - (—-о; dn) для любой функции 

л?(л)е.-п(5; S), где U (В, 5 ) = П Lx{B(v; •). SY> 
4) для любой функции 4l:.(<D)eLi(R3) имеет место соотношение 

С С y(y-2(v,ti)n)B{v-dn)dv = ^ y(v)B(v;dtt)dv, 
К» A - ' R3S+ _ 

Г д е 5 -единичная полусфера в R3, такая, что при n6->+ 
lv,n)>0. Из равенства (3.8) следует, что носитель меры 
р, (a; dA) сосредоточен на множестве 

M={h:(v,h)>0, |Л|2=Со, h)}. 
Отсюда получаем, что при h&M справедливы следующие ра­
венства 
^ + A | 2 + | ^ - - A p - = | ^ | 2 + ] ^ | 2 - -2 (^h ) + 2|A|2=-l^l2 + l ^ l ' 
то есть кинетическая энергия при парных взаимодействиях со­
храняется только тогда, когда мера \i{v;dh) имеет вид (3.8). 

При условии сохранения кинетической энергии . уравнение 
(3.7) совпадает с уравнением Больцмана 

123 



df(t;v,) = 5$ (/(*;•-»/)/(*;-•-')--dt 
R-.S4-

-f(t-,Vi)f(i\ v2))B(v; dn)dv* (3.9) 
где я/, v2'— скорости взаимодействующей пары частиц после 
взаимодействия: -»/ — vl—-(v, n)n, •v2' = r°2 — (v> n)n. 

ЕСЛИ меру В (v; dn) в угловых координатах d/i = sln8d6dq> 
можно записать в виде 

B(v; rfn)--=|zil-slne-5(0, \v\)dQd4> 
то уравнение Больцмана (З.9) принимает вид 

2л,л/2 
df(t; Г— = $$ jj</(*;*i')/(*;-2')-dt 

R-O о 
- / ( t ; ^i)f(t; •a2))|'r)|sine-S(e, |*> |)dMydv^, 

где S (0, | z> |) является дифференциальным сечением рассеяния. 
Подробный обзор математических работ, в которых рас­

смотрены и другие задачи статистической механики бесконеч­
ного числа частиц, содержится в работе Б. М. Гуревича и 
В. И. Оселедца [6]. 
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