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ПОЧТИ КОМПЛЕКСНОЙ СТРУКТУРЫ 
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ВВЕДЕНИЕ 

Теория CR-подмногообразий, т. е. подмногообразий, ос­
нащенных С#-структурой, берет свое начало в комплексном 
анализе. Однако пристальное внимание исследователей эти под­
многообразия привлекли лишь в последнее десятилетие .[74], 
[38]. Связь, существующая между многообразиями Коши — 
Римана, известными также под названием С/?-многообразий, и 
•СЯ-подмногообразиями и послужила основанием для введения 
этого термина для определенного класса подмногообразий в 
эрмитовых, а затем греевых многообразиях. 

В последние годы CR-подмногообразия стали предметом 
исследования в разнообразных классах дифференцируемых мно­
гообразий. Ниже мы укажем основные направления диффе­
ренциально геометрического исследования таких подмного­
образий. 

Теория CjR-многообразий в последние два десятилетия полу­
чила большое развитие прежде всего в направлении теории 
функции, дифференциальных уравнений, а также дифференци­
альной геометрии и ее приложений в теоретической физике [20], 
[21], [19], [51]. Это открывает широкие перспективы развития 
теории CR-cTpyKTyp не только на многообразиях, в том числе 
на расслоенных многообразиях [19], но и на подмногообразиях. 

Понятие С/?-структуры возникло при изучении касательных 
уравнений Коши—Римана на вещественных подмногообразиях 
Мт пространства CN [20], [52], [22]. 

I. Напомним определение CR-многообразия (см., например, 
[19], [141, [21]). 
• Вещественное многообразие Мп называется многообразием 

Коши — Римана или CR-многообразием, если в каждой точке 
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хШп в касательном пространстве Тх(Мп) выделено подпрост­
ранство Жх

с(Мп), гладко зависящее от х, и каждое такое под­
пространство Жх

с(Мп) наделено гладко зависящей от "я комп­
лексной структурой. Комплексная размерность подпространства 
<%>хШп) называется Соразмерностью многообразия Мп. Сово­
купность подпространств Жх

с(Мп) образует комплексное каса­
тельное расслоение Ж (Мп), называемое CR-структурой на Мп. 
CjR-структура называется инволютивной, если [Ж, Ж\с^Ж. 

На CR-многообразии существует вещественное распределение 
D и поле эндоморфизмов / : D{to}D в нем такое, что P = —I. D 
есть Re(Зв@Ж) и Жх= {X—iJX\ X&D}. 

2. С7?-структура естественно возникает на вещественных 
подмногообразиях в комплексном пространстве С. 

Пусть Мт — вещественное подмногообразие в С и 
Тх(Мт) —касательное пространство в точке xdMm. 

Положим 
Hx(Mm)^Tx(Mm)f]JTx(Mm) 

где J.— оператор умножения на мнимую единицу в С / , 
На Нх(Мт) индуцируется комплексная структура. Если раз­

мерность Нх постоянна на Мт, то Мт является С/?-многообра-
зием, а естественно возникающая на нем С/?-структура назы­
вается С^-структурой, индуцированной комплексной структурой 
объемлющего пространства. 

Для индуцированной СЯ-структуры на Мп в С*1 условия ин­
тегрируемости структуры выполняются [20], [19], 

Если dim#-----0, то Мт называется антиинвариантным, а при 
dim Д.---dim Тх(Мт)—инвариантным или голоморнфым под­
многообразием. 

В дальнейшем изложении мы будем предполагать, что эти 
два случая исключены. 

Понятие CR-подмногообразия в многообразии Mn(g, J) 
почти .эрмитовой структуры было введено румынским геометром 
Бежанку [28]. 

О п р е д е л е н и е 1. С/?-подмногообразием почти эрмитова 
многообразия Mn(g, J) называется вещественное т-мерное под­
многообразие в Мп, на котором существует голоморфное рас­
пределение D такое, что его ортогональное дополнение D1- в 
Т(Мт)—вполне вещественное, т. е. JDx

±cTx
±(Mm), где 

Тх±(Мт)—ортогональная нормаль многообразия Мт в точ­
ке х. 

Это определение С/?-подмногообразия и принято почти все­
ми исследователями. Оно непосредственно переносится и на 
случай эрмитовых многообразий. 

Блэр и Чэн доказывают [40] следующую теорему. 
Т е о р е м а . Пусть ЛГ„— эрмитово многообразие и Мт — 

С^-подмногообразие в нем, тогда Мт есть С/?-многообразие. 
60 



Эту теорему авторы считают обоснованием правомерности 
использования термина «С/?-подмногообразие». Определение 
GK-подмногообразия в Mn(g,J) допускает и другую формули­
ровку. Действительно, когда Мт есть С7?-подмногообразие 
Тх*-(Мт) (в каждой точке хШт) пересекает образ касательно­
го пространства JTx(Mm) по подпространству VxczTx

x(Mm), 
размерность которого равна размерности ортогонального допол­
нения Dx

x голоморфного касательного пространства Dx и 
jDx^=Vx (см. также [59]). 

О п р е д е л е н и е 2. СЯ-подмногообразием в почти эрмито­
вом многообразии Mn(g, J) называется вещественное подмного­
образие Мт, на котором определено распределение нетривиаль­
ных голоморфных касательных пространств D, индуцированное 
почти комплексной структурой /, и ортогональная нормаль 
-V"(-Wm) пересекает JTx(Mm) по подпространству размерности, 
равной размерности D-A 

Так введенное понятие CR-подмногообразия может быть 
распространено и на многообразия. M n ( / ) , не оснащенные по­
лем метрического тензора g (см. § 4). 

Проводя некоторую систематизацию литературы, посвящен­
ной исследованию CR-подмногообразий, можно отметить, что 
основная часть исследований касается С/?-подмногообразий в 
келеровых многообразиях [24], i[40], i[62], [60], [44], [46] и др. 
и в комплексной пространственной форме [46], ;[39], [44] и др. 
Менее многочисленны исследования С^-подмногообразий в эр­
митовых и почти эрмитовых многообразиях. 

Исследования СЯ-подмногообразий в многообразиях, осна­
щенных структурами, которые можно отнести к подклассам 
•(/1~1Р) -структуры [9], [55], лишь единичны, не считая С7?-под-
многообразий в многообразиях контактной и почти контактной 
структуры. Им посвящена статья Н. Д. Полякова [17], пуб­
ликуемая в этом же сборнике и [16]. 

Другой ЦИКЛ исследований касается СЯ-подмногообразий в 
комплексно-проективном [46], [69], ! [42], [63], [71] пространстве 
и на сфере [44], [71], [61]. Малочисленны еще работы, в кото­
рых изучаются С7?-подмногообразия в кватернионных простран­
ствах [23], [38]. 

Отдельно стоящей, но тесно связанной с теорией CR-подмно-
гообразий, является теория CR-произведений. Эта область [50] 
в последнее время привлекает возрастающий интерес. 

В настоящей статье мы в ОСНОВНОМ опишем результаты ис­
следований CR-подмногообразий в келеровых многообразиях, 
оснащенных как заданной, так и индуцированной GR-структу-
рой, а также остановимся на возможных обобщениях понятия 
С/?-структуры, не требующих априорного задания метрики в 
объемлющем пространстве. 

Краткий обзор результатов, полученных в теории С/?-под-
многообразий до 1985 года, опубликован в [38]. 
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§ 0. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОНЯТИЯ 

I. Пусть Мп — четномерное вещественное размерности п диф­
ференцируемое многообразие класса Сш. Говоря о многообра­
зии Мп, будем всегда рассматривать некоторую окрестность 
UczMn произвольной точки x0BU и обозначать х текущую точку 
в этой окрестности. 

Пусть Т'(Мп) —- касательное расслоение порядка .^над Мп 
и Тх

а,(Мп)—слой этого расслоения, соответствующий точке 
хШп. 

Будем считать, что над Мп введено расслоение реперов по­
рядка s:./?•- (M„)= \JRsx(Mn), где Rx—множество всех реперов 

х£Мп 

в точке xQMn с базисными векторами ек, eKiKi, .. .,eKi...Ks. 
X X X 

Как известно [7], [6], над окрестностью U можно ввести /г 
линейных линейно независимых форм (структурные формы много­
образия Ж„): 

©' = .4dx*, (1) 
при последовательных продолжениях которых возникает последо­
вательность линейных дифференциальных форм: 

< • < . * - ' • • • < - - { c d o t } V ' ' • ' ( 2 > 

имеющих расслоенную структуру относительно форм ш/: 
Р 

При фиксации точки x6Mn формы со7 обращаются в нуль, а фор­
мы последовательности (2) становятся инвариантными формами 
группы преобразований, названной Г. Ф. Лаптевым [7] дифферен­
циальной группой D'1 порядка .s. В касательном пространстве 
Тх(Мп) группа Dn представлена как группа преобразований 
локального векторного репера: 1ек, .. „ ^ „ . . j , ! . 

В частности, группа D\ с инвариантными формами <в£ представ­
лена в слоях касательного расслоения Тх(Мп) как группа пре­
образований репера JeKy.6eJC=coksi- (В дальнейшем индекс «x» 

\х ) х х 
мы будем опускать). 

Зададим теперь в Мп подмногообразие Мт, определив его как 
образ отображения / : Sm{to}Mn гладкого m-мерного многообра­
зия Sm (именуемого пространством параметров) в многообра­
зие Мп. Этому отображению соответствует гладкое отображе­
ние df: T(Sm)-+T(Mn). 
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Используя (1), это отображение можно записать следую­
щим образом: 

co* = Afe', • (4) 

где 8* — структурные формы многообразия параметров, удов­
летворяющие уравнениям вида (3). Уравнения (4) называются 
параметрическими уравнениями Мт в Мп. 

Мы будем считать, что в каждой точке х Тх(Тт)аТхВ(Мп),. 
где Tj,(Mn)—ограничение касательного расслоения Г(М„) 
на Мт. 

Функции Л.* образуют геометрический объект. Поле этого 
объекта на Мт определяется [12] системой: 

dAf+At cof - лГ e i=л£е г , (5) 
где 8'—линейные формы и б8^--==8,./\6 .̂ 

В каждой точке %£Мт векторы 

AI~A.UK (6) 
определяют касательную плоскость Тх(Мт). 

На Мт можно задать поле объекта {Ni}: 
dN't + NWK-Nfal^Nitf*, (7) 

где 6а — линейные дифференциальные формы, удовлетворяющие 
в произвольно фиксированной точке xQMm структурным уравне­
ниям линейной группы 01 (п — т, /.>). В каждой точке хвМт векторы 

i V a = i V f e (8) 

определяют соответствующее нормально оснащающее простран­
ство Nx(Mm). 

2. Пусть Мп — келерово многообразие вещественной размер­
ности m ( = 2k), -/— поле объекта, определяющего на нем почти 
комплексную структуру и G — поле объекта эрмитовой метрики, 
т. е. метрики, согласованной, с почти комплексной структурой -/. 
Это означает, что: 
— J есть тензорное поле типа (1.1), которое в каждой точке 
х£Мп определяет эндоморфизм в Тх{Мп) такой, что Я = —/, где 
/ есть тождественное преобразование в Тх(Мп); 
— G есть поле симметрического тензора типа (0-2); 
— выполняются соотношения: 

G(JX, JY)=G(X, Y) (8) 
для всех X, Y&Tx(Mn). 

Отметим, что каждое метрическое почти комплексное много­
образие Мп, если на нем задано поле симметрического тензора 
G' типа (0.2), допускает согласованную метрику G: 

G(X, Y)=G'(X, Y)+G'(JX, JY). (9) 
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Известно, что в римановом многообразии однозначно опре­
деляется симметрическая связность такая, что 

V*G = 0, (10) 
где VxG есть оператор ковариантного дифференцирования 
относительно X. Такая связность названа римановой связностью 
или СВЯЗНОСТЬЮ Леви — Чивита. В терминах полей геометри­
ческих объектов это означает, что, заменив в уравнениях поля 
тензора G: 

формы coj преобразованными формами: 
^ - c o j - r ^ a - - , (12) 

где T/L образуют геометрический объект, поле которого на Мп 
определяется системой уравнений: 

d r l - r f i c o ^ — ry/col + r^cuf + w^ — r^/co^, (13) 
получим 

VQjK^iQjKL + OncYjL + GjiT1^)^ (14) 
где мы обозначали: 

def 

4GiK^dGiK~GLKaLj-QJL(UK. (15) 
Потребовав, чтобы 

VG/tf—0 (16) 
(т. е. чтобы связность была римановой), однозначно определим 
компоненты объекта связности: 

TjL~-^QKr(GJU-QijL~Guj). 07) 

Очевидно, что таким образом определенный объект Y/L сим­
метричен по индексам JL. 

Введем операцию, применяемую к компонентам любого 
геометрического объекта, присоединенного к группе Dn- или к 
прямому произведению нескольких групп преобразований [12]. 
Возможность осуществления этой операции предполагает на­
личие связности в главных расслоенных пространствах, слоями 
которых являются соответствующие групповые пространства. 

Результат, полученный путем применения этой операции, 
будем называть (обобщенной) ковариантной производной дан­
ного объекта в соответствующих связностях. 

Так, например, для объекта {Ah1} (5) «ковариантной произ­
водной» будем называть выражение 

Гу г>' 1 

V АЛ' = K'ju=A;ft - AJT!
KLA.t + AWJ» 
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Очевидно, что 

( V*AJ). 6*-= dA^ + Af 5ic - Л£ё.у, 
где формы ш^ —формы связности Г, определяемые равенствами (12), 

а формы тангенциальной связности у определяются равенством 

Мы не предполагаем обязательного отнесения многообразия 
к специализированному реперу, например, к реперу, относительно 
которого (nr

K=Ti(LdxL. 
о г и 

Выражение VA/0 будем называть ковариаитным дифферен-
1 Г 

rv 1 
циалом, a VftAje* = Лу/йел---- вектор ом ковариантной производной. 

Многообразие M(J, G) называется келеровым многообрази­
ем, если тензор почти комплексной структуры / параллелен 
в римановой связности, т. е. 

V / = 0. 
•Кручением структурного тензора / называется тензор типа 

(1.2), известный под названием тензора Нейенхейса, определя­
емый следующей формулой: 

N(X, 7)=-([/X, JV]-[X, Г ] - / [X, JY\-J\JX, Y\), (18) 

где [X,Y] = (Yl
KXK-Xl

KY«)eI. 
Следовательно, при записи тензора Нейенхейса в координат­

ной форме имеем: 

^--Л^-/^+/[(4;-^). (19) 

§ 1. СЯ-ПОДЛШОГООБРАЗИЯ В ЭРМИТОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 

Дифференциально-геометрическая теория подмногообразий 
в метрических комплексных и вещественных многообразиях, ос­
нащенных почти комплексной структурой, весьма богата. На­
личие в объемлющем пространстве оснащающих структурных 
тензоров ./ и G позволяет присоединить к подмногообразию нор­
мально оснащающее расслоение, ортогональное касательному 
расслоению Т(Мт), и уже в первой дифференциальной окрестно­
сти определить в многообразии риманову связность, внутренне к 
нему присоединенную. Одновременно определяются внутренне 
присоединенные к подмногообразию поле метрического тензора 
и поле тангенциальной связности и нормальной связности 

о 

(в частности, индуцированная связность у и вертикальная 
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связность v (см. [12], стр. 36)), ассоциированные полю ортого­
нальных нормалей., , . . . - , . , , ...:. 

Благодаря наличию, поля'' тензора /, в многообразиях 
Mn(J, G) можно различать три основных класса подмногообра,-

•зйй :ЛГт, обусловленные характером действия структурного тен­
зора / на касательное .пространство Тх(Мт)- подмногообразия 

• Мт в его текущей точке х: 
— голоморфные или инвариантные подмногообразия (см., 

например, [70]), характеризуемые тем, что JTx(Mm)czTx(Mm); 
— вполне •вещественные (или айтиинвариаитные) подмного­

образия,'т ;,е,.такие, что,,' JTx(Mm)=Tx(Mm)-L, где Тх(Мт)х — 
ортогональная нормаль в точке х£Мт (см.,. • например, [70]); 

— родовые подмногообразия (или антиголоморфные), т. е. 
•такие,, чтр lTJ-(Mm)czTx{Mm) и Т»(ЛГ.,) =Hx(Mm)®JT^(Mm) 
[70]. 

, :г .Как было:указано во введении (см. определение 1) CR-под-
многообразие Мт— это вещественное, подмногообразие в 
Мп(1, G), на котором существует дифференцируемое распреде­
ление D; удовлетворяющее условиям: i 

1) /(£>«)= Д . * 2) J{D±)dTx{Mm)x 

(для всех х6Мт), где Dx—дополнительное к D в Т(Мт) рас­
пределение на Мт, ортогональное D. 

Если , коразмерность многообразия Мт равна dimDJ-, то 
подмногообразие Мт называется родовым СУ?-подмногообрази-
ем [70], „ [71], „[74]. ,, 
, ' -,' Распределение D • на _ G^-подмногообразии называется голо­
морфным или горизонтальным, а распределение D±—вполне 
вещественным или вертикальным. ' 

<:.::,Очевидно,-что" голоморфное-и вполне вещественное подмно­
гообразия можно считать частными (тривиальными) классами 
.(^подмногообразий. •• Поэтому нетривиальное СЯ-подмногооб-

.'•'р'азие именуется 'инбгдк собственно С/?-подмногообразием. 
1. Основные соотношения. 

:::("•*")*. Далее.-МЫ будем-предполагать, что связность Г — рима-
нова связность и подмногообразие Мт — собственно С./?-подмно­
гообразие (proper C/?-submanifold), оснащенное полем ортого-

def 
нальных нормалей,, т. е. N {Mm)=Ti- (Mm). 
...V, Заметим, что при таких предпосылках индуцированная связ-
.гость .у,.. ассоциированная ортогональной нормали, также риманова 
(см. [12], стр. 44). 

Для обозначения операторов ковариантного дифференцирова­
ния (обобщенного), (см. § 0) относительно связности Г, индуци-

., , . о 

рованной связности у в касательном расслоении и вертикальной 
связности у в ортогональном (нормальном) расслоении введем, 
соответственно [Г2], следующие обозначения: V> V> V. 



Обобщенные уравнения Гаусса —-Вейнгартена и Ван дёр'' 
Вардена —Бортолотти для структурных объектов касательного 
и нормального расслоения (л(} и {Nf

a} и других векторных 
полей на Мт приведены в [12]. ,* . ' • • 

• Если в качестве тангенциальной и нормальной связности 
о # 

Принять индуцированную и вертикальную связности у и у, то эти, 
уравнения примут следующий вид: 

о 

Z гт " , . 
УлЛг--=Л;й=///й Na, ^ ,„v 

* T v ' , ' , • • - . • ' • • ч • • ' : • > 

(знак <: ~-» над V означает, что - операция V производилась 
в связности Г), где 

* -
* а / 

Htt-7= NjAifo ... • ' . .''-' ,Л\ 
• , • • ' • - ' • ' ' • ' • ' : Г * ; ' ' • ' • 

V • . 

lak—'AfNixk-
- Исходя из предпосылок (*) (стр. 66), имеем: 

•-- f • - „ gro. = QiKAriN«*=0, (5) 
OjKAi^gikAk

K, GJKN«=ga&N$, (6)' 
•"••. G//a.—О, • gi}k=Q,''• - ' (7> 

Из этих соотношений получаем: • . 

С/*(лЖ+л[-у£.)=Р . 
или 

т. е. с учетом (4), 

ga|3H?* + g ; A — 0 . (8) 
Отсюда, в силу симметричности //?у по нижним индексам, следует:. 

g.iAk-gkll'ai = 0. (S'> 
Hfk и /-.j. называются вторыми фундаментальными тензорами пер" 
вого роад и второго рода, соответственно, подмногообразия 
Мт [12]. 

При помощи уравнений (3), (4) мы находим ковариантные 
производные для векторов ХеТх(Мт) и V£NX (Mm). 

Пусть X==xiAi = XIe/, где 
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тогда 
V*X*=Afv-*x4.*'H?*-V£\ (9) 

Пусть V=>vaNa=>Vrei, где 

тогда 

V > /---=-Viv*t>a + o«/iftA{. (10) 
Для векторов ковариантных производных из (9) и (10), свер-

:нув с ек, получаем: 
о 

X^----i.A,+x'#fftiVa (11) 
г * 
VZex^VeLAi + rtN*. (12) 

Если смещение по Мт производится в направлении, опреде­
ленном координатами yk: т. e. 0ft=t/*8> то из (И) и (12) (свернув 
c yk и учтя, что yk—A;Y ) получаем в бескоординатной записи: 

V.vX = VrX+/3(X, К), (13) 
VrX=~-AvY+brV, (14) 

где 
В {X, Y) = Щх*уШа = H^hx^No,, (15) 

-AvY=v4^*Kl = M\*Y% = VKN%l\J&YL\l, (16) 
где Hf; и /„у определены в (4). 

Форма Б(Х, У) называется второй фундаментальной фор­
мой подмногообразия Мт. В каждом касательном пространстве 
Тх(Мп) форма .S(X, У) представляет собой симметричную би­
линейную векторнозначную форму, принимающую значение 
в ортогональной нормали Tx(Mm)L. Вторая форма A, которая 
многими авторами также называется второй фундаментальной 
формой, представляет собой косое сечение векторного рас­
слоения Мот(Тх(Л1т), S(Mm))> где S(M) означает расслоение, 
слоями которого в каждой точке х являются пространства ли­
нейных симметрических преобразований Тх(Мт)—*-Тх(Мп), т. е. 
для Ve7,A(Mm) Av : Tx(Mn)^Tx(Mm) (см., например, [74], [71]). 

Для второй фундаментальной формы В(Х, Y) находим сле­
дующую ковариантную производную [71]: 

Vz-5 (X, Г)---- Vz(-5 (X, Y))~B (VzX, Y)-B(X, ЧгП (17) 
где X, Y, Z£Tx(Mm) в каждой.точке х£Мт. 
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Аналогично для формы А получаем формулу [71]: 

(VxA)vY~S7x{AvY)-A. -AvVxY. (18> 

Имеет место соотношение [74], [71]: 
G(B(X, У). V)=G(A-,X, У). (19) 

Оно непосредственно следует, при предпосылках (*), из (8) 
в силу того, что выполняются соотношения (5), (6). 

2. Распределения D и D-Ч Так как, по предположению, Мт 
есть CR-подмногообразие, то в каждой точке х&Мт в Тх(Мт) 
определены два подпространства Dx и Dx

x, взаимно дополни­
тельных и взаимно ортогональных, порождающих на Мт пару 
распределений: D и Dx . 

Пусть dim Д—p, dimD/- = q = m—р. Распределения D и D x 

определяются парой геометрических объектов {Do'} и {/?«'}, 
компоненты которых являются коэффициентами в следующих 
разложениях: 

а= 1,...,р, и = р + 1 , . . . , / » . 
Dl

a По построению очевидно, что det 
Di 

-f-=0, т. е. ранг матри-

(21)> 

цы равен т. 
Вводя обращенные объекты {£)?}, {£)"}> устанавливаем сле­

дующие соотношения: 

* * * (20У 
DtlDl^&l, Г4£>Г = 0. Dl

aDf = 0. 
В Тх(Мт) естественно появляется пара проекторов I и т, 

определенных следующими аффинорами: 

ll
} = bajDl

a, m'j^D'ub'j, 
rang(/)=p, rang(m)=-m—-p. 

Пусть Х£Тх{Мт), 
lX = llx*\l=*X*DiabiAl~=UaDi

aA.l=*UaDa, 
mX=uvDv, 

т. е. операторы I и m, соответственно, проектируют T-{to}(D-)- и 
TX-+(DU)X. Применив оператор I, (соответственно пг) к любому 
вектору из подпространства Dx

x (соответственно Dx), убеж­
даемся, что он действует на него как аннулятор. 

Следовательно, подпространство Dx есть образ оператора I 
и ядро оператора т , а подпространство D^ образ оператора m 
и ядро оператора /. 
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Компоненты операторов удовлетворяют следующим соотно­
шениям: 
v" " "7-='.', т2^.т,'Ы=т1=0, 1+т = 1.' 

3. Преобразование базисных векторов Л., Na аффинором / 
на С7?-подмногообразии. Если С/?-подмногообразие Мт осна­
щено полем нормалей N(Mm) (в частности, ортогональных нор­
малей Тх(Мт)),?о вектор любого векторного поля, заданного 
на Мт, в каждой точке хвМт можно однозначно представить 
"разложением 'по лекторам репера, образованного векторами 

. ЫТх(Мт) и Na&rx(Mm).. 
репера эти разлож 

-/A /-=/*AA4--' l l?--Va, 

Для образов векторов репера эти разложения мы запишем сле­
дующим образом:' ; • • ' " • ' ' 

/Л^——^Л.+р£Л-у -':.:: .(22) 

Известно [9], [11], что / , g, r\, p образуют четверку.. геомет­
рических объектов, являющихся структурными объектами струк­
туры, названной -(/§т)р)-структурой, . Эти.,-,компоненты.. связаны 
следующими соотношениями 

... ; ::. .• . ' , . . . . . / * / * = • - e / + - l " | i . , : . . ' : • ' ' ; . , 

/*&=*-?%&, /^—-p^f, : " (23) 
.'.,. •• "• ' : Р * Р ? — - eS+s«-f?J--

Компонентьг ; / , • g, г), р структурных объектов индуци­
рующейся на Мт (/^-структуры имеют следующее строение 

В силу предположения (*) из формул (5) следует, что gia = 0. 
Непосредственным подсчетом из (6) и (7) с учетом (24) 

устанавливаем: . . . 
QsjcAfJbNf-gH/dJbN?- -glk?a. (25) 

.'С другой стороны: 

M№?--o/.»Af«-.-^5/X---a 
т. е 

giu%i=ga^. .: . • (26) 
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Д л я метрической' (/|т]р)-структуры при условии g--a-----0 имеет 
место ряд соотношений\(см.[15]). " <•• . •*• 

4. Преобразование касательных и нормально оснащающих 
векторов. Для произвольных касательного.д нормального векто­
ров X = xlKt и V^vv-Na, используя формулы (22), получаем 
следующее разложение: . ' . , . . . . . 

/ X = x ' ( / f A f t + Tlf.^a) — . x ^ A f t + x V N a , . ••- у 

y y = ^ ( _ ^ A i + p ^ p ) - - - - — i > « i ; A / + ^ p p
a J V p . {2) 

Эти формулы в 'бескоординатной записи МОЖНО представить' 
следующим образом (см... [28], [71] и д р . ) : -• ( ; . ' ".' 

JX^FX+EX, 

' iy=r.TX + PX,, 
(28) 

где первое слагаемое в правой части каждого равенства -
тангенциальная компонента, а второе — нормальная компонента 
векторов JX я IV соответственно. Очевидно, что F есть эндо­
морфизм в касательном расслоении; а E - - 1-форма в касатель­
ном расслоении, со. значениями в нормальном-расслоении. . 

,Если векторы X и V определить-;координатами'.относительцо' 
репера {е-}, .то операторы F , Е, Т, Р можно записать следую-• 
щим образом: •-•• 

F {to} A i / t A f ; E {to} AiyfiN*; 

Из равенств (27) (или (28)) следует ряд соотношений [72] . 
a) ДляХ,УеТя(АГп): • "...••... 

G(/X,;y)---'G(/7X,y). (30) 
Это соотношение одновременно выявляет косую симметрию 

выражения G(FX, Y). 
b) Д Л Я векторов V, U±T(Mm): 

G(IV;U)=G(PV;U),< ; (31) 
откуда очевидна .'косая симметрия выражения; G(PV,. U). 

c) Следствием (27) является также отношение 
G(EX, V) + G(X,TV)=0. (32) 

1 Исходя из разложения (28) , для вектора ХвТх(Мт) запишем 
JlX^FiX+ElX, : '• '•( ' ; ; ' , . , 

' JmX=FtiiX+EmX. '" '.' .•)>• .;:...** К" 
Учитывая, что JIX^DS, FlXc=.T+-{Mm),. а также что JmXa 
аТх(Мт)х, получаем следующие- соОтиошения, связывающие 
проектирующие операторы / и т с -операторами F, Ь (299): ^, 
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mFl=0, E/=0, Fl=F, fm = 0. (33) 
Учитывая также и соотношения (23), находим 

/---—Я, т = Я Ч 1 . (34) 
5. /-структура, естественно возникающая на CR-подмногооб-

разии. В силу предположения (*) (см. стр. 66) N(Мт) = 
= TJ~(Mm). Как было отмечено ранее, в каждой точке х£Мт 
СЯ-подмногообразия Тх-*-{Мт) пересекает JTx{Mm) no подпро­
странству Nx{Mm) = / ^ Х . 

1 
Обозначим Nx(Mm) ортогональное дополнение пространства 
Ntc(Mm) в нормальном пространстве Nx{Mm). При этом имеем: 
1 

Тх (Mm)=Dx®Dx
l, N (Mm)±T (Mm), 

Т± (Mm) П JTX (Mm)=Nx, Nx = JDl-, NX±NX, (35) 
1 1 1 2 

т. e. 
T±(Mm)=*JD$®Nx. 

2 

Из определения С/?-подмногообразия Mm, при принятых в 
(35) обозначениях, следует, что векторы JAt будут расклады­
ваться только по векторам Ai и Nai и. следовательно, в раз­
ложении (22) 

т,?'=0 (36) 

Исходя из формул (22), при учете (35), (25) и (36), устанавли­
ваем: 

/ Л ^ — £аА. Ра,-0. (37) 
1 

/ATe-pfe-Ms,, ?L-=0, р&'.—Э. (38) 
2 2 ' 

(o6j и а2 принимают, соответственно, значения m + 1 , . . . 
. . . , m + ? и /ra + ^ + l , . . . , п, где q=6.\mDx). 

Первые равенства (37) следуют из того, что (по условиям 
(35)) 

(JNJ^Di1. 
1 

Покажем справедливость второй группы равенств. Так как 
Na!±Nai, то 0JKNi.tNa2 = gaiaг = 0. Из (26) следует, что 
/-„- — О. На основании свойства Q(JX, Г)= - 0 ( Х , JY), имеем: 
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или 
QJK(.-EUf+ A'.-Vp' + pfeAtf) N^-Quc (-EUf} - < • 
В силу соотношений (35), из этих равенств получаем 

следовательно, pt, — 0. 
Из (38) следует, что подрасслоение N /-инвариантно. 

2 

Соотношения (23) сводятся к следующим: 

£ ^ f — 8S|. (39a) 

РХ' .Р? ' . --^. (39B) 
а уравнения (22) принимают вид; 

^ „ — l i A , (40) 

Преобразовав векторы Da и Дц оператором ./ и воспользо­
вавшись требованиями (35) и формулами (40), получим: 

1. JDa = DiafA.t = Di
a{flAh + -n'l,Nai). 

Так как, по определению, иа С/?-подмногообразии 
JDa^Dcka, то -D^.?-0, 

(т. е. векторы £>ае(7,а1)).Так как ранг [y]t') = q, то объект {т,?1} 
в каждой точке х^Мт определяет элемент распределения D. 

2. jp^DUA^DlifX + ^N^). 
Но •/D-L=-=(A''a,), следовательно 

а) Z)„/*--=0, т. е. в каждой точке xeMm Ранг (/)-=.% —<7=—p 
и оператор / действует на Dx как аннулятор; 

def 
б) Du-qi

l<=Du'4i ==o„; 
в) JNai=— 1аЛк HO(/Nai) = L)-L. следовательно, 

. .Ou-==ia,.---m-t-i.:Aii 

т. е. объект {?£.} в каждой точке хШт определяет элемент 
распределения £)•--. 

Итак, мы доказали теорему. 
Теорема A. Н'а CR-подмногообразии Мт в Mn(J,G), 

оснащенном полем Tf-(Mm) ортогональных нормалей естествен-
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но возникает дополнительно нормально оснащенная /-структу­
ра ранга, равного .размерности элемента голоморфного распре­
деления-D. Структурные объекты'f, | , г\ этой структуры удов­
летворяют соотношениям (39а). . , •'" • • ' ' - •' • : • •- ". 

Структурными объектами {£„., •} и -{r]ia-} этой структуры ЯВ­
ЛЯЮТСЯ объекты, определяющие,- соответственно, распределения 
D1- и D на подмногообразии Мт. .•;•.. \ , ,с: .. '• .. ••:• 

Т е о р ем а В. Если, на многообразии,Mm>-p-УИ„(/, G) задана 
дополнительно нормально оснащенная /-структура ранга q 
(0<q<m), определенная объектами f, •&•,,-'Ч]а, удовлетворяющи­
ми соотношениями (39а), то она индуцирует на Мы ..CR-струк-
туру, горизонтальное распределение которой определено объек­
том -(т)1-}, а вертикальное—объектом {|а}. 

.6. Необходимые » достаточные условия, определяющие 
•СЯ-подмногообразие. При формулировке необходимых и доста­
точных условий предполагается, что, .-предположения (*•) • ./(см:.. 
стр. 66) выполнены. 

1. Мы приведем ряд* условий,,• являющихся необходимыми и 
достаточными ДЛЯ существования на Мт С^-структуры. 
• • • В работе [27] Б ежа нку, констатирует, что на каждом С7?-под-
многообразии почти эрмитова многообразия, оснащенном нор­
мально оснащающим расслоением я, существует структура 
(F, со, л), определенная полем тензора типа (1.1) F.l-формой 
<о со значениями-в нормальном расслоений, удовлетворяющими 
следующим условиям:-

F2=—I+m, о oi?=.o, '••'"••'•.' • ••'• 
где т — проектирующий оперктор (см. стр>69);. • •' ; ' 

(F, со, я)-структура названа натуральной. 
Позже [34] аналогичное утверждение приводится для ке-

лерова многообразия Мп в следующей формулировке. 
Л е м м а 1 ( [34]) . Пусть Мт — собственно ^ - п о д м н о г о ­

образие келерова многообразия Мп. Тогда существуют на Мт 
/-структура f и не нулевая 1-форма со со значениями в нор­
мальном расслоении, удовлетворяющие условиям 

FX=Q, если и• только .если. X6D-1-, 
юГ=0 , если и только если YGD. 

Доказательство проведено в предположении, что F и <Й опре­
делены следующим образом: .-; . ... Л 

FX=JIX, (uX:=JmX. (41) 
Необходимое и достаточное условие того, чтобы • Мт- в ке-

леровом многообразии Мп было С^-подмногообразием, сформу­
лировали позже (1981) Яио и Кон [71], выразив его в. виде тре­
бования, чтобы тензоры F. и Е (введенные в первом уравнении 
(28)) : IX—FX-\-EX, удовлетворяли условиям ., ..... -.:•.. ., 
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E3 + F=0, FF = 0.; ' -; (42) 
Доказательство, проведенное с привлечением операторов / 

•и т и разложений (28), приведено в [71], [72]. 
Одновременно показано,-.что тензоры Т и Р из второго урав­

нения (28): 
jy=T'X+PX 

удовлетворяют условиям: 
P3+P-=0, PE---0. '• (43) 

Из (42) и (43) следует, что в касательном и нормальном 
расслоениях индицируется f-структура. 

В работах:[72], [74] необходимые.ц достаточные условия ос­
лаблены и теоремы формулируются, следующим образом. 

Г е о р е м а 1 .[72],. [74]). Для того:чтобы- подмногообразие 
Мт келерова многообразия М^-.было С^-подмногообразием, не­
обходимо и достаточно, чтобы EF = 0"..''.'.'• ... 

Т е о р е м а 2 (•[72}, •:![74]):,Пусть Мт—• СЯ-подмногообра-
зие келерова многообразия Мп: «Тогда F есть ./-структура на Мт, 
а Р—-/-структура :.в нормальном расслоении подмногообра-

. З и я Мт. : . • ; • . : . . • .::.": "•' 

Другой критерий был предложен Блэром. и. Ченом [40]; Они 
формулируют необходимые и достаточные условия, определяю­
щие С^-подмногообразие в комплексной пространственной фор­
ме М„(с), где С-7--.0, в терминах тензора кривизны, 

Т е о р е м а 3 ([40]). Пусть iWm —подмногообразие в комп­
лексной пространственной форме М(с), где с-?--0. Тогда Мт 
•есть С/?-подмногообразие пространства Mn, если: и только если 
максимальное голоморфное:' подпространство Dx=Tx(Mm)(] 
,[\1Тх(Мт) определяет нетривиальное . дифференцируемое рас­
пределение D на Мт такое, что 

G(R(X, Y),Z, W) =0 

для всех X, YGD и Z, W\6D\ где D1- — ортогональное дополнение 
распределения D в Мт и R — тензор кривизны пространства 
Мп(с). 

Приведено доказательство. 
Эрмитово многообразие Мп, в котором выполнено условие 

dQ=Q/\®, где Q — фундаментальная 2-форма Q(X,Y)-= 
-=G(Q, JY), келерово тогда и только тогда, . когда <4Q=-0 [40]. 

Т е о р е м а 4 ([40]).; Для того чтобы подмногообразие Мт в 
эрмитовом многообразии, в котором выполняется равенство 
dQ = QAco, было С/?-подмногообразием, необходимо, чтобы рас­
пределение D-- было интегрируемым. 

: Отправляясь от того, что собственно CR-подмногообразие 
Мт коразмерности 2 почти эрмитова многообразия Мп, оснащен-
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ное полем ортогональных нормалей, допускает (fguvO) -структу­
ру, автор работы [64] формулирует следующую теорему. 

Т е о р е м а 5 ([64]). Всякое подмногообразие коразмерности 
2, несущее (fguvO) -структуру, несет естественно определенную' 
на нем структуру С7?-подмногообразия. 

Т е о р е м а 6 ([55]). Пусть Мт — многообразие (fgD2l)-
структуры в почти эрмитовом многообразии. Мт является CR-
подмногообразием тогда и только тогда, когда функция Я тож­
дественно равна нулю. 

(Структура (fgD2X) названа метрической составной струк­
турой, она эквивалентна (fguvK) -структуре.) 

2. В проблеме установления необходимых и достаточных 
условий, определяющих С/?-подмногообр.азие Мт в многообра­
зии (почти) комплексной структуры Мп, равно как и в самом 
•определении CR-структуры, имеет место некоторое «стеснение» 
широты понятия, если речь идет о (почти) эрмитовом многооб­
разии, а также различных его подклассах. 

Известна (см. [1], [13]) 
О с н о в н а я т е о р е м а . На поверхности Мт, погружен­

ной в многообразии Мп почти комплексной структуры, оснащен­
ной нормально оснащающим полем N (п—m)-мерных нормалей,. 
в общем случае естественно возникает (flip)-структура ранга 
т и коранга п—т. 

Предположение, что п—т<т, которое в [1] имелось в ви­
ду, может быть снято и восполнено требованием, чтобы голо­
морфное касательное подпространство было нетривиальным 
(см. § 4). В этом случае любое нормальное оснащающее поле 
индуцирует на Мт (/grip) -структуру соответствующего ранга и. 
коранга. Известно также [10], -что дополнительно нормально 
оснащенная f-структура это подкласс (/|r|p)-структуры, 
выделяемый инвариантным требованием е—0 или требованием 
надлежащего понижения ранга матрицы компонент аффинора р. 

Геометрическая интерпретация этого факта СОСТОИТ В том, 
что в каждой точке х&Мт нормальное пространство Nx(Mm) пе­
ресекает образ касательного пространства по подпространству 
соответствующей размерности ([10]). 

Если на многообразии Мп задано поле метрического тензора 
G, согласованного с почти комплексной структурой, то поле 
ортогональных нормалей Тх{Мт) подмногообразия Мт опреде­
ляется естественным образом однозначно и на подмногообразии 
Мт, при условии, что голоморфное касательное пространство 
нетривиальное, и дополнительном требовании, что Т^-Щт) пе­
ресекает JTx(Mm) по подпространству максимально возможной 
размерности, естественным образом возникает метрическая 
/-структура [2]. 

На основании теоремы В на Мт определяется С./?-структура. 
Обратно, при том же условии нетривиальности голоморфного. 
распределения D на Мт в каждой точке х£Мт в Тх(Мт) одно-
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значно определяется ортогональное дополнение DJ- подпрост­
ранства Д>- и ортогональная нормаль Тх

х(Мт). 
Если образ /Д..-- подпространства DV- принадлежит ортого­

нальной нормали Тж(.Мт)-- касательного пространства, то на 
Мт определяется С^'-структура. 

Итак, мы можем сформулировать следующую теорему. 
T e o p ем а. Пусть Мт — подмногообразие почти эрмитова 

многообразия. Для того,, чтобы Мт было С/?-подмногообразием 
необходимо и достаточно, чтобы на Мт существовало поле не­
тривиальных голоморфных касательных подпространств раз­
мерности р и dim Tx-L(Mm)f\JTx(Mm) =m—p—q. 

Эта теорема открывает путь к введению понятия С7?-под-
многообразия в неметрическом почти комплексном многообра­
зии (см. § 4). 

§ 2. ИНТЕГРИРУЕМОСТЬ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ D И D--
В КЕЛЕРОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ 

В этом параграфе мы будем считать, что Мп — келерово 
многообразие. Поэтому в дополнение к предпосылкам (*) (см. 
§ 1, стр. 66) будем иметь в виду, что 

(**) выполняются равенства: 

v/==o. 
1. Условия интегрируемости. 
\. Пусть на подмногообразии Мт дифференцируемого много­

образия Мп задано распределение X с г-мерными (г < т) элемен­
тами, определенное полем объекта {Хс}. Это означает [8], что 
функции xi определяют на Мт поле геометрического объекта: 

dVa + XWL -VX=lokQk- (1) 
Распределение X называется интегрируемым или инволю-

тивньш, если ОНО допускает интегральные многообразия мак­
симальной размерности (т. е. в данном случае, размерности г). 
Эти многообразия получили в последние годы название листов 
распределения. Как известно, для этого необходимо и достаточ­
но, чтобы система 

ш / = ^ е * , ей = ЯаО°- (2) 
где 

была вполне интегрируемой. Первая подсистема определяет под­
многообразие Мт и> следовательно, она вполне интегрируема. 
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Дифференцируя внешним образом вторую подсистему, полу­
чим с учетом самой системы: 

Так как {Ко} определяет поле на подмногообразии Мт, то: 
dA---—Лр^+А/О0А--=-ХстДр'б'р. 

Следовательно* Я̂ ЯрчЭ̂ Я'в' — 0 и условие полной интегрируемости 
системы (2) имеет вид: 

Я<-Др—ЯРАЛ(-=-0. (3) 

Если в ^(Mm) введена индуцированная связность у, то она 
индуцирует в распределении {ка} связность у с компонентами {/&}. 

Уравнения поля объекта Я* можно переписать при этом отно -

сительно форм связности tfS = i3£-— j%Qk, ёл—б! — 4mQl-

dXa — ̂ p^a + ^o8A-=Xo/.V6"P-
где 

Яо* — Ясй+Яр Jolt Я<- yik-
При этом равенства (3) мы можем записать в терминах коза-

риантных производных компонент АЛ объекта {Х1
0, К1^}: 

Я<-Др—Яр̂ Яр — О. (З^) 
Заметим, что векторы 

• •• Яр = Я,-Л/ — Я,., Д . б^.-=Я|- в к: 
о б р а з у ю т в элементах Я р е п е р . ' 

Рассмотрим в е к т о р ы 

(Я-Др) Л/ = ЯсгДр (Я/Яг + Я; Я 0 ) , (4) 

где ЯЙ=Я(Д — векторы, натягивающие ортогональное дополне­
ние к Ка в Тх(Мт). Векторы Яф и Я» в каждой точке xQMm 
образуют две подсистемы линейно независимых векторов. Компо­
ненту по векторам Я0 в разложении (4) обозначим: 

. » „ _ . .def 

tfA-US = Л»р. (5) 
A a P

 е с т ь второй фундаментальный тензор распределения \ 
(см. (1)). Если h^p симметричен, то (3') выполняется тождественно 
(т. е. выполняются условия теоремы Фробениуса об интегрируе -
мости распределения). 
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: Условия инйолютивности распределения А, в терминах второй 
фундаментальной формы этого распределения формулируются 
следующим образом .[46]: 

Распределение К интегрируемо, если и только если к сим­
метрично на %Х%, 

•2. Далее мы приведем необходимые и достаточные условия 
интегрируемости вполне вещественного (или вертикального) 
распределения D1- CR-подм'ногообразия в келеровом многообра­
зии. 

Эти условия формулируются в разных терминах, в том чис­
ле и как непосредственно следующие из аналогичных условий 
для эрмитова многообразия с учетом выполнения предпосылок 
(**) (см. стр.77). 

П р и м е ч а н и е . Из п. 5, § 1 следует, что голоморфное рас­
пределение D определяется полем объекта {л™1}- а вещественное 
распределение D1—полем объекта {ll}. Поэтому условиями 

.инволютивности распределений D и О 1 являются условия инво-
лютивности распределений т]Ч и | „ г В то же время условия рас­
пределений D и D-- могут быть сформулированы в терминах 
условий интегрируемости /-структуры, индуцированной на Мт 
полем ортогональных нормалей Г--(.Мт) и условий инволютивно­
сти распределений L и М, порождаемых проекторами / и га со­
ответственно (см. § 1, п. 2). 

B комплексном многообразии тензор Нейенхейса 
N(/)-o. . . . . . . 

На С/?-подмногообразии.Мот существует поле тензора N(F) 
(называемого тензором Нейенхейса индуцированной f-структу-
ры F). Его компоненты относительно репера {е2} определяются 
следующими формулами 

NJ
KL(F) = FK (FLM — FML)—FL (FKM—FMK)I 

где .F —аффинор индуцированной на Мт /-структуры (см. § 1, 
(29)). 

Известно, что со структурными объектами f-структуры и 
объектами, полученными их продолжением, ассоциируются пять 
тензоров типа (1.2), часто называемых S-тензорами /-структу-
ры (см. [67], '[!54]), а также тензор-L, известный под названи­
ем тензора Леви. 

Первый' из тензоров 5 имеет следующее строение: 

SJ*«W}ft(F) + « s ! * - T ] ? & ) . (6) 

Подмногообразие Мт в комплексном многообразии М„ такое, 
def 

что Hx(Mm) = Tx(Mm)r\JTx(Mm)^{0} и касательная плоскость 
Тх(Мп) есть прямая сумма голоморфного расширения касатель-
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ной ПЛОСКОСТИ Тх(Мт) и некоторого голоморфного подпрост­
ранства Nx, называется /-поверхностью. 

Известно [67], что для /-поверхности в комплексном прост­
ранстве S'j/, 3= 0. 

ДЛЯ эрмитовых многообразий Бежанку устанавливает усло­
вия интегрируемости распределения Dx следующей теоремой. 

Теорема 1 ([27]). Необходимым и достаточным условием 
интегрируемости распределения D-1 является выполнение равен­
ства 

NF(X, Г)=0 для всех X, УФ\ 
где Np—тензор Нейенхейса аффинора F /-структуры 

Распределение D 1 в каждой точке х£Мт определяется 
векторами Du=Dl

uAt и структурным объектом распределения D1 

является объект {Da}. Так как (JNai) = Dx, то .£>«•——gm+« 
def 

{a,i — m-\-u) и, следовательно, необходимые и достаточные усло­
вия интегрируемости Dx, как это следует из (3), с учетом 
соотношения 

и равенств 
^ „ 0 , g< - 0 

имеют вид 

Из (6), при Sj/ — О, следует 
NUn+tflU-nHLj^o. (7) 

Если NljkXlyk=0 для всех X, YQD1, TO 
WVaik-wyaij=o, (8) 

это равенство эквивалентно 

Свернув с gJk, получим . 
fcft pi — i ] it = 0 

Последнее равенство выражает необходимое и достаточное 
условие интегрируемости распределения D 1 . Обратное очевидно. 

Следует заметить, что, в силу соотношений (33), § 1: Fm = 0 
в келеровом пространстве 

Nl
Jk{F)m{xlm№=0. (9) 
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Итак, приходим к следующей теореме. 
Теорема 2 ([44]). Вполне вещественное распределение 

С7?-подмногообразия в келеровом многообразии вполне интег­
рируемо. 

Замечание . Эта теорема, вследствие того, что для келе-
ровых многообразий форма dQ = 0, получается [40] из теоре­
мы 4 (см. § 1). 

Из теоремы 2 следует, что СЯ-подмногообразие в келеровом 
многообразии несет р-параметрическое семейство q=(m—р)-
мерных антиинвариантных подмногообразий. Эти подмногообра­
зия названы листами распределения Dx. 

3. Необходимые и достаточные условия интегрируемости 
распределения D формулируются в виде ряда эквивалентных 
требований [27]. 

Для того чтобы р было инволютивным распределением на 
Мт, необходимо и достаточно, чтобы система: 

г|?'е'—0 при 6 --=£>«'fl"-
была вполне интегрируема, т. е. чтобы 

tfWAQ'^D'aDl^A® —0. 
Отсюда следует условие: 

№ - ^ / ) £ я М = 0. (10) 
Иначе говоря, необходимым условием инволютивности распре­

деления D является выполнение равенств 
№-rift

a/)x'yft=o (п) 
для всех X, Y6-D. 

Это условие является и достаточным. 
Необходимое и .достаточное условие инволютивности распре­

деления D может быть также сформулировано как требование, 
чтобы пля {Dla} удовлетворялись соотношения вида (3): 

ЯМ-ЗМ^о. (12) 
Другой тип условий инволютивности горизонтального (т. е. 

голоморфного) распределения, D формулируется в терминах 
второй фундаментальной формы подмногообразия Мт. Это 
наиболее широко принятый критерий установления инволютив­
ности распределения (см. [38], [26], [40], [33], [39], 
[66], [62], [44]). 

Теорема 3. Горизонтальное распределение D Ск-подмно-
гообразия Мт инволютивно, если и только если вторая фунда­
ментальная форма В удовлетворяет условию 
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B(X,JY)=B(JX,Y) (13) 

для всех X, YeD (см. (15), § l ) . 
Доказательство дано Бежанку [28] для приблизительно 

келеровых многообразий и почти эрмитовых многообразий, а 
также Урбано [66] и Сато [62]. Оно приведено и в [26], [40]. 

Установлены также условия инволютивности голоморфного 
распределения в терминах тензора Нейенхейса аффиноров и 
J, F, а также проектирующего аффинора т. 

T e o p e M a 4 ([27]). Необходимым и достаточным условием 
инволютивности голоморфного распределения D является вы­
полнение одного из следующих условий 

1. tNj{X,Y) = NF(X,Y), 
2. tLNj{X, Y)=E([JX, Y] + [X,JY]), 
3. tlNy(X,Y)^0, mNF(X,Y)^0, 

цля всех X, YQD. 
Здесь t означает тангенциальную, а /-—нормальную компо­

ненту Nj (X, Г). 
2. Свойства распределений D и D1. 
О п р е д е л е н и е 1. Вполне вещественное распределение 

Dx называется ,0-параллельным на Mm, если для всех XQD и 
YQDX выполняется условие 

4xYzDL, 

где V — риманова связность на Мт. 
В келеровом многообразии справедливы следующие утверж­

дения. 
Лемма 1 ([36]). Вещественное распределение D1 С/?-поД-

многообразия .О-параллельно, если и только если 
G( JB(X ,X) ,yZ) = 0 для X,YG(D), Zb{DL). 

Т е о р е м а 5 0[44], [40]). Голоморфное распределение ин­
тегрируемо тогда и только тогда, когда 

G ({В (X, JY), JZ) = G (В (JX, Y), JZ) 
для всех X, Y из D и Z из D-4 

Л е м м а 2 ({44}, [36]). Если выполнено условие 
G(B(D,D±), / (D--))=0 

и D интегрируемо, то для всех X из D и V из ID1- имеем 
Л у / Х = —JAyX. 

Л е м м а 3 ([36], [46]). Если вполне вещественное распре-, 
деление D параллельно, то голоморфное распределение D ия-
волютивно. 
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О п р е д е л е н и е 2. Распределение А,: 
— минимально, если вектор средней кривизны к: 

г 

A=-i-2-MX«.X«r 
равен нулю тождественно; 

— вполне геодезическое, если Л=0, где h — второй фунда­
ментальный тензор распределения К (см. (5)). 

Чен [46] доказывает следующее предположение. 
Т е о р е м а 6. Пусть Мт—CR-подмногообразие келерова 

многообразия. Тогда: 1) голоморфное распределение D мини­
мально, и 2) распределение D вполне геодезическое, если и 
только если D интегрируемо и его листы вполне геодезичес­
кие в Мп. 

3. Свойства листов распределений D и D-Ч Как было ука­
зано выше, вполне вещественное распределение С/?-подмного-
образия Мт келерова многообразия Мп инволютивно. Следо­
вательно, распределение Dx расслаивается на р-параметриче-
ское семейство g-мерных элементов, огибаемых ^-мерными: 
листами. При выполнении надлежащих условий голоморфное 
распределение также может оказаться инволютивным (см. п. 2 ) . 
Таким образом, для С/?-подмногообразий может идти речь о 
вполне вещественных и о голоморфных листах. 

Введем для них обозначения Lx и L, соответственно. 
Одной из тем при исследовании С/?-подмногообразий яв­

ляется изучение свойств этих двух разновидностей листов. 
Приведем некоторые предложения, указывающие на свой­

ства листов 2> и L. 
Л е м м а 4 ([44]). В келеровом многообразии Мп лист 

распределения Dx вполне геодезический в Мт, если и только 
если ч 

G(B{D,DX), /£>•-) =0 . 
Это же утверждение справедливо для приблизительно келе­

рова многообразия при дополнительном требовании интегри­
руемости распределения D-1 (['63], [62]). 

Л е м м а 5 ([39], [31]). Лист Lx вполне вещественого рас­
пределения Dx CR-подмногообразия Мт келерова миогообра--
зия Мп — вполне геодезически погружен в Мт, если и только-
если: 

1. B(D, D^&Nz, где (N2).)- —ортогональное дополнение под­
пространства JDx в Тх (Mm); либо 

2. S/xJYczJDx, где V —символ ковариантного дифференци­
рования в связности у, индуцированной в Т1 (Мт). 

Л е м м а б ([39]. Необходимым и достаточным условием то­
го, чтобы подмногообразие Lx было вполне геодезически по­
гружено в Мт, является выполнение соотношения В(Х, У) б 
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<€P7--(Afm) для всех XGDX и YBD. (Р —аффинор /-структуры 
в нормальном расслоении). 

Доказательство приведено в [39]. 
О п р е д е л е н и е 3. С/?-подмногообразие Мт называется 

^-геодезическим (соответственно Дх-геодезическим), если его 
вторая квадратичная форма удовлетворяет соотношениям 

В (Д D) ={0} (соответственно В (Dx, Dx) ={0}). 
Л е м м а 7 ([44]). Лист Lx вполне вещественного распреде­

ления Dx вполне геодезически погружен в келерово мно­
гообразие Мп, если и только если Мт есть Дх-геодезическое и 
В (D, Dx) cr.V2. 

Т е о р е м а 7 :[46], [44], [69]). Пусть Мп — CR-подмногооб­
разие келерова многообразия Мп. Тогда 

1) Распределение D интегрируемо и его листы вполне гео­
дезически погружены в Мт, если и только если B(D,D)czN<£, 
где N2 — ортогональное дополнение JD1 "в Г х (М т ) . 

2) Распределение D интегрируемо и листы вполне геодези­
чески погружены в Мп, если и только если Мт есть D-геодези-
•ческое, т. е. В (D, D) ={Щ. 

Доказательство приведено в [46]. 
П.1 теоремы формулируется и следующим образом 
Л е м м а 8 ([.46], [44]). Пусть Мт — С/?-подмногообразие в 

келеровом многообразии Мп. Тогда голоморфное распределе-
яие интегрируемо, и его листы вполне геодезически погружены 
в Мт, если и только если G(B(D,D), /Dx)={0}. 

Приведем также одну теорему, касающуюся листов распре­
деления Dx. 

Л е м м а 9 ([46]). Пусть Мт — СЯ-подмногообразие келеро­
ва многообразия Mn. 

a) Если листы распределения Dx вполне геодезические в 
Мп, то 

B(DX Dx)={0}, G(5(D,DX), /Dx)={0}, 
HB{X, Z) =2||5(X, Z) \\*+2G(AJZJX, /AJZX) 

для всех единичных векторов X из D и Z из Dx, где Нв — голо­
морфная кривизна сечения в двумерном направлении много­
образия Мп-

b) Если а) выполнено, то листы распределения Dx вполне 
геодезические в Мп-

§ 3. НЕКОТОРЫЕ КЛАССЫ СЯ-ПОДМНОГООБРАЗИЙ 
В КЕЛЕРОВОМ МНОГООБРАЗИИ 

В настоящем параграфе будут рассмотрены некоторые 
классы С7?-подмногообразий Мт, выделяемые ..как определен­
ными свойствами самого Мт_ непосредственно, так и некоторы­
ми свойствами интегральных многообразий максимальной pas-
Si. 



мерности (листами) распределений D и Dx в случаях, когда 
эти распределения инволютивны. 

Напомним некоторые хорошо известные ПОНЯТИЯ, К кото­
рым мы будем часто прибегать в настоящем параграфе. 

— Вторая фундаментальная форма В подмногообразия Мт 
в многообразии Мп называется параллельной на Мт, если 
Vx-8-O для всех ХеТ{Мт). 

— Вектор средней кривизны \х подмногообразия Мт опре­
деляется формулой [А--=- Tr В, где Tr В —след В. 

— Если B s O , то Мт называется вполне геодезическим 
подмногообразием. 

— Если |х=0, то Мт называется минимальным подмного­
образием. 

— ЕСЛИ вторая квадратичная форма удовлетворяет равен­
ству 

B(X,y) = G(X, Y)\x 
для всех X, Y6T(Mm), то'-Мт называется вполне омбилическим.. 

1. Вполне геодезические CR-подмногообразия. Пусть Мт — 
вполне геодезическое CR-подмногообразие келерова многообра­
зия Мп. ИЗ теорем 3 или 4, § 2, следует, что распределение D 
инволютивно. Пусть L — лист распределения D. И З теоремы 2, 
§ 2, следует, что распределение D x также инволютивно. Его 
лист обозначим L-1. 

Установлено [40], что L и I х вполне геодезические в Мт. 
Т е о р е м а 1 ([40], [34]). Каждое вполне геодезическое 

С/?-подмногоо,бразие келерова многообразия есть .римаиово 
прямое произведение келерова подмногообразия и вполне ве­
щественного подмногообразия. 

Доказательство приведено в [40]. 
2. Смешанно вполне геодезические и D±- (или D-) вполне 

геодезические CR-подмногообразия. 
О п р е д е л е н и е ! ([31]). CR-подмногообразие келерова 

многообразия называется: 
1) Смешанно вполне геодезическим, если для его второй 

фундаментальной формы выполняется условие B(X,Y) —Q для. 
всех X6D и YGD-1. 

2) Dx- (или D-) вполне геодезическим, если B(X, У) = 0 
для всех X, УбБ-1- (соответственно .3D). 

Исследования СЯ-подмногообразий смешанно вполне геоде­
зических в основном принадлежат Бежанку [29], [31], [34], 
[33], [39]. 

Приведем ряд утверждений, устанавливающих важные 
свойства смешанно вполне геодезических С/?-подмногообразий. 

Л е м м а 1 ([34], [39]). Пусть Мт—смешанно вполне гео­
дезическое:CR-подмногообразие келерова многообразия Мп. 
Тогда каждый лист вполне вещественного распределения; 
вполне,геодезически погружен в Мт. 
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Т е о р е м а 2 ([31]). Пусть Mm — смешанно вполне геодези­
ческое CR-подмногообразие келерова многообразия Мп. Тогда 

1) Каждый лист вещественного распределения D1- вполне 
геодезически погружен в Мт. 

2) Каждый лист вещественного распределения Dx вполне 
геодезически погружен в келерово многообразие Мп тогда и 
ТОЛЬКО тогда, когда Мт есть ^---вполне геодезическое подмно­
гообразие. 

Для смешанно вполне геодезического С/?-подмногообразия 
келерова многообразия Мп справедливы следующие утвержде­
ния 

1) ([33]). Мт является слоеным тогда и только тогда, ког­
да выполняются следующие соотношения: 

AvF+FAv=Q, где VeT±(Mm). 
(А определен в (16), § 1, F— структурный аффинор индуци­
рованной на Мт /-структуры). 

2) [29]. Нормальное сечение V6IDX параллельно, если и 
только если Vx/V6D для всех XW. 

Л е м м а 2 ([34], ['29]). Пусть Мт—смешанно вполне геоде­
зическое С/?-подмногообразие келерова многообразия. Тогда 
.имеем: 

AJVX=JAVX для всех X6D и V6N2 

(здесь N2 — подрасслоение нормально оснащающего рассло­
ения N(Mm), причем N(Mm) =JD±0N2 и /D--_LiV2). 

В качестве следствия получаем [29]: 

J4xV=VxJV и VxVeN2 

для всех X6D и V6N2. 
В работе [33] Бежанку изучает специальный класс смешан­

но вполне геодезических СУ?-подмногообразий Мт, характери­
зуемый тем, что элементы вполне вещественного распределе­
ния Dx подмногообразия Мт одномерны. 

Отмечается, что геометрия такого С/?-подмногообразия во 
МНОГОМ схожа с геометрией гиперповерхности. 

Изучая связность в нормальном расслоении С7?-подмного-
образия, Бежанку [29] вводит понятие нормальной связности 
( Д N2) -плоской, характеризующейся тем, что тензор кривизны 
R1- нормальной связности обладает следующим свойством: 

/ ? Х (* , К) V- = [V;c. Vr](V)-Vylx.r]V = 0 
для всех X, YeD и VeNz-

Т е о р е м а 3 ([29]). Пусть Мт—смешанно вполне геодезичес­
кое слоеное С/?-подмногообразие келерова многообразия Мп. 
Нормальная связность V есть (D, Л/2)-Ш1оская тогда и только 
тогда, когда локально существуют 2s полей взаимно ортогональ-
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ных единичных нормальных векторов NaiGJ^2 таких, что каждый 
из векторов N(,1 D-параллелен .в нормальном подрасслоении /VV 

Эта теорема устанавливает связь между свойствами (D, 7V2)-
плоскостноста нормальной связности и существованием ^-парал­
лельных нормальных сечений в АГ2. 

Для родовых С/?-подмногообразий Мт (т. е. codMm = 
= dimD^) в келеровом многообразии Мп имеют место следую­
щие теоремы. 

• Т е о р е м а 4 ([31]). Родовое СЯ-подмногообразие Мт ке-
лерова многообразия есть смешанно вполне геодезическое 
тогда и только тогда, когда.каждый лист вполне вещественно­
го распределения вполне геодезически погружен в Мт. 

Т е о р е м а 5 ([31]). Пусть Мт — родовое С/?-подмного-
образие келерова многообразия Мп. Тогда каждый лист вполне 
вещественного распределения геодезически погружен в Мп 
тогда и только тогда, когда Мт есть смешанно вполне 
геодезическое и D-вполне геодезическое прдмногообразие. 

Необходимые и достаточные условия того, что CR-подмно-
гообразие является смешанно вполне геодезическим формули­
руются в виде следующей леммы. 

Л е м м а 3 ([33], [29], [39]). Пусть Мт — СЯ-подмногообра-
зие келерова многообразия Мп- Тогда Мт есть смешанно 
вполне геодезическое, если и только если выполняется одно из 
двух условий: 

1) AvXeD для всех X6D и Ver--(Mm); 

2) A--X6D для всех 7GD-- и УбТ--(Мт). 
Доказательство условия 1 приведено в {29]. 
Л е м м а 4. Пусть Мт — D-вполие геодезическое CR-поцит-

гообразие в келеровом многообразии Мп. Тогда каждый лист 
голоморфного распределения есть вполне геодезическое голо­
морфное подмногообразие многообразия Мп [34]. 

Голоморфной секционной кривизной Н(Х) С/?-подмногооб-
разия Мт, определенной вектором XGD, называется секционная 
кривизна многообразия Мт в двумерном направлении, опреде­
ленном парой векторов {X, JX} ([26]). 

Т е о р е м а 6 (['26]). CR-подмногообразие Мт келерова 
многообразия Мп(с) постоянной кривизны с есть D-вполне 
геодезическое, если и только если выполнены следующие усло­
вия: 

1) голоморфное распределение инволютивно; 
2) tf(X)=c для всех X6D. 

3. Слоеные и смешанно слоеные С/?-подмногообразия. 
О п р е д е л е н и е 2 ([33]). С/?-подмногообразие Мт назы­

вается слоеным CR-подмногообразием, если его голоморфное 
распределение инволютивно. 
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О п р е д е л е н и е 3. ([33]). Смешанно слоеным GR-подмно-
гообразием называется CR-подмногообразие, являющееся од­
новременно смешанно вполне геодезическим и слоеным. 

Основные результаты, полученные в исследовании слоеных 
и смешанно слоеных С/?-подмногообразий в келеровых многооб­
разиях и в комплексной пространственной форме, принадлежат 
Бежанку ([28], [29], [33]). 

П р е д л о ж е н и е ([29]). ^-подмногообразие келерова 
многообразия Мп есть слоеное С^-подмногообразие, если и 
только если вторая фундаментальная форма В удовлетворяет 
условию 

B(XJY)=B{JX,Y) 
для всех X, YGD. 

Л е м м а 5 ([29]). Пусть Мт—слоеное С/?-подмногообразие 
келерова многообразия Мп. Если Мт — смешанно вполне геоде­
зическое, то 

JAVX>=-AVJX 
для всех XGD и Ve^iM-m). 

Доказательство приведено в [29]. 
Из определения смешанно слоеных CR-подмногообразий. 

следует, что они характеризуются двумя условиями: 
1) D интегрируемо; 2) B(D,D±)=0. 
Л е м м а 6 ([44]). Пусть Мп — смешанно слоеное С#-под-

многообразие в келеровом многообразии Мп. Тогда для любых 
единичных векторов X6D и 26DX имеем 

H B ( X , Z ) = - 2 | | A / Z X | | 2 , 

где Нв (X, Z) — голоморфная кривизна многообразия Мп в дву­
мерном направлении X/\Z. 

Т е о р е м а .7 ([44]). Пусть М — келерово многообразие, 
y которого Йв>0. Тогда Мп не допускает смешанно слоеных 
собственно С^-подмногообразий. 

Как следствие Бежанку, Яно и Кон получают аналогичный 
результат для комплексной пространственной формы Мп(с), 
где£>0 ([39]). 

В работе [44] Чен исследует смешанно слоеные CR-подмно-
гообразия в эрмитовых симметрических пространствах. В част­
ности установлено, что всякое неприводимое компактного типа 
эрмитово симметрическое пространство не допускает смешан­
но слоеных собственно антиголоморфных подмногообразий. 

В п. 2 введено понятие нормальной связности (D, N2)-
плоской. 

О п р е д е л е н и е 4 ([29]). CR-подмногообразие Мт называет­
ся D•"-минимальным, если вторая фундаментальная форма В под-
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многообразия Мт удовлетворяет условию 
•7 

2{B.(EU,EH)} = 0, 
л-=1 

где {_„}-— поле локальных реперов в распределении D 1 и 
i7== dim До­

о п р е д е л е н и е 5 ([29]). С ./?-под многообразие Мт назы­
вается D-минимальным, если вторая фундаментальная форма В 
подмногообразия Мт удовлетворяет условию 

2{B(Ef l,Ea)}=0, 

где {Ea} —поле . локальных реперов в распределении D и 
p=6xvaRDx. 

Теорема 8 ([29]). Пусть Мт~смешанно слоеное CR-под-
многообразие келерова многообразия Мп. Если нормальная связ­
ность есть (£), Л^-плоская и Мт есть D-мишшадьное, то тен­
зоры Риччи Щс и Ric подмногообразия Мт и многообразия Мп>. 
соответственно, удовлетворяют условию 

Wc(X,Y) — Wc{X,Y)-

~ 2 {0(iVxEtt, lVrEu) + R{JEu, X; Y, JEu)} 
•н-=1 

для всех X, YQ.D И всех локальных полей ортогональных репе­
ров {Еи} в вертикальном распределении D1. 

В качестве следствия из этой теоремы имеем [29]: 
Пусть для Мт выполняется теорема 8. 
Если выполнены условия: 
1) вертикальное распределение Dx параллельно вдоль гори­

зонтального распределения, 
2) тензор кривизны R удовлетворяет требованию* 

R (Z, X) YQD для всех X, YGD и Z6.D--, 
то для тензоров РИЧЧИ Ric и Ric имеем: 

Ric(X,Y)"=RJc~(X,Y) 
для всех X, YW 

4.Вполне омбилические и псевдоамбилические CR-подмно-
гообразия. Как было указано выше, CR-подмногообразие Мт 
келерова многообразия Mn называется вполне омбилическим. 
если его вторая фундаментальная форма удовлетворяет условию 

В(Х, Y)'=G(X, Y)H для всех X, УеТ(Мт), 
где Я — вектор средней кривизны Мт. 
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Если нормально оснащающее расслоение 7х(М т) CR-под-
многообразия Мт допускает следующее разложение 

7--(Mm)---/Di©.V2, 
то в этом случае N2 есть голоморфное расслоение, т. е. рас­
слоение, инвариантное относительно действия почти комплекс­
ной структуры / . 

Введем в слоях распределения D1 и подрасслоения N2, соот­
ветственно, векторные реперы {Еи}: Еи — Ег

ие/ (и=\,..., q) и 

{Nb N*,=*JNa,}t 4 = 1 - • • • , • - • ; - . - - H I 2s. 
При этом для второго фундаментального тензора А подмного­
образия Мт можно ввести следующие обозначения 

A„ — Ay £ u , . ^ - . A W a . . A-~AN-. 

О п р е д е л е н и е 6 ([34]). С#-подмногообразиеМтназывается 
псевдоомбилическим, если второй фундаментальный тензор А под­
многообразия Мт определяется следующим образом: 

AuX^auX + baG(X,Eu)Eu, 

-4aX=^X+2^(X ,Eu)Eu , 
и-=1 

^Т^=^^+2^-0(Х,Еа), 

где aH, ba, a~ , a—, b'i , b~ —дифференцируемые функции на Мт 
и ХвТ (М,п). 

П р и м е ч а н и е . Определение псевдоомбилического под­
многообразия в терминах второй квадратичной формы .6(X, Г) 
для родового подмногообразия келерова многообразия дано в 
£70]. В этой же работе Яно и Кон проводят исследование ро­
довых псевдоомбилических многообразий. Напомним, что, по 
терминологии Яно, подмногообразие Мт в почти эрмитовом 
многообразии называется родовым, если 

где Нх{Мт)—голоморфное подпространство касательного 
пространства Тх(Мт). 

1. Исследование вполне омбилических CR-подмногообразий 
в различных классах эрмитовых многообразий занимались Яно 
и Кон [70], Чен [44], Барруш и Урбано [25], Блэр [40], Бежан-
ку [28], [34}, [26] и др. 

Бежанку устанавливает следующие важные свойства, ха­
рактеризующие вполне омбилические С/?-подмногооразия. 

Т е о р е м а Э ([26]). Всякое вполне омбилическое С7?-подмно 
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гообразие, горизонтальное распределение которого инволютив-
но, есть вполне геодезическое. 

Т е о р е м а 10 {]}28]). Если Мт — вполне омбилическое CR-
подмногообразие келерова многообразия Мп, m-\-q — n, т^Ъ 
(где q^dimD1-) и горизонтальное распределение D парал­
лельно, то Мт вполне геодезическое. 

Т е о р е м а 11 ([34]). Пусть Мт — вполне омбилическое соб-
ственно С^-подмногооразие келерова многообразия Мп. Если 
dim Лх-=(7>1, то Мт вполне геодезическое. 

Доказательство приведено в [34]. 
В связи с этими теоремами, как указано в [34], доказаны 

следующие две теоремы. 
Т е о р е м а 12 (Яно и Кон [70]). Пусть Мт— m-мерное ро­

довое подмногообразие (т. е. такое, что Тх(Мт)=Их{Мт)® 
®JTx

±(Mm)) келерова многообразия Мп. Если п—т>1 и Мт 
вполне омбилическое, то Мт — вполне геодезическое. 

Т е о р е м а 13 (Чен [45]). Всякое вполне омбилическое 
CR-подмногообразие коразмерности 2 келерова многообразия 
разия есть вполне геодезическое. 

Т е о р е м а 14 (Барруш, Урбано; см. [68]). Пусть Мт — 
вполне омбилическое С/?-подмногообразие келерова многообра­
зия Мп. Если 

a) голоморфное распределение параллельно, 
b) /-структура Р (см. теорему 2, § 1), определенная в нор­

мальном расслоении, параллельна, 
то Мп есть вполне геодезическое подмногообразие. 

Л е м м а 7 ([40]). Если Мт — вполне омбилическое CR-
подмногообразие келерова многообразия Мп, то либо вполне 
вещественное распределение D--одномерное, либо вектор 
средней кривизны Я перпендикулярен JD±. 

Применяя лемму к антиголоморфным подмногообразиям, 
получаем теорему. 

Т е о р е м а 15 ([40]). Если Мт— вполне омбилическое ан-
тиголоморфное подмногообразие келерова многообразия, то 
Мт либо вполне геодезическое, либо вполне вещественное 
подмногообразие. 

Для СЯ-подмногообразий плоское сечение Xf\Z, где X&D и 
ZGD--, называется CR-сечением. Секционная кривизна К(п) 
CR-сеченяя п называется С/?-секционной кривизной. 

Т е о р е м а 16 ([40]). CR-секционная кривизна вполне ом­
билического С#-подмногообразия Мт келерова многообразия 
Мп равна нулю для всех С#-сечений, определенных векторами 
X6D и ZGD--. 

Доказательство приведено в [40]. 
На основе теоремы 11, и используя теорему 2 и лемму 4, 

Бежанку доказывает следующую теорему разложения, 
Т е о р е м а 17 ([34]). Пусть Мт — вполне омбилическое 

«собственно С/?-подмногообразие келерова многообразия Мп. 
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Если dim Dx
±=q>l, то Мт локально есть риманово прямое 

произведение вида Мт Х-И--, где Afr — вполне геодезиче­
ское голоморфное подмногообразие многообразия Мп ком­
плексной размерности p/2, Мх — /?-мерное вполне веществен­
ное подмногообразие многообразия Мп, вполне геодезически 
погруженное в Мп-

Для доказательства теоремы устанавливается, что струк­
турные объекты F и со, естественно возникающие на Мт до­
полнительно реперированной /-структуры (см. § I, п. 5), парал­
лельны на Мт и, затем, доказывается параллельность распре­
делений D и D-Ч Отсюда и следует, что Мт локально есть 
риманово прямое произведение M T ХМХ, где Мт —-. лист рас-
пределения D и Мх — лист распределения .0-4 Так как Мт — 
вполне геодезическое, то для него справедливы леммы Г 4 и 
теорема 2. Последним шагом доказательства устанавливается, 
что подмногообразие Мх вполне геодезически погружено в Мп 
и теорема полностью доказана. 

Приведем еще одну теорему, которая, как считает ее автор 
[65], является обобщением известного утверждения, что всякая 
вещественная гиперповерхность келерова многообразия есть 
GR-подмногообразие. 

Т е о р е м а 18 ([65]). Связное не вполне геодезическое впол­
не омбилическое собственно Cft-подмногообразие размерности, 
превышающей 4, в келеровом многообразии допускает саса-
киеву структуру. 

В работе [65] приведено полное доказательство. Исходной 
точкой является справедливость теоремы П. 
• В заключение сформулируем теорему, дающую классифика­

цию вполне омбилических С/?-лодмногообразий келерова мно­
гообразия. 

Т е о р е м а 19 ([49]). Пусть Мт (dim7Wm^5) полное просто 
связное вполне омбилическое С/?-подмногообразие келерова 
многообразия Мп. Тогда Мт есть подмногообразие одного из 
следующих типов: 

1. Локально риманово произведение голоморфного и 
вполне вещественного подмногообразий келерова подмногооб­
разия. 

2. Вполне вещественное подмногообразие. 
3. Многообразие, изометричное обычной сфере. 
4. Многообразие, гомотетичное многообразию Сасаки. 
Случаи 3 и 4 имеют место для нечетномерных Мт. 
Полное доказательство приведено в [49]. 
В качестве следствия получается классификация вполне ом­

билических подмногообразий в комплексной пространственной 
форме М„(с}. 

2. Исследованием непосредственно псевдоомбилических CR-
подмногаобразий- в келеровых многообразиях занимался в ос­
новном Бежанку. Основные результаты приведены в [34]. 
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Л е м м а 8 ([34]). Каждое псевдоомбилическое СЯ-поц-
многообразие келерова многообразия есть смешанно вполне 
геодезическое подмногообразие. 

Л е м м а 9 ([34]). Пусть Мт—псевдоомбилическое собственно 
С/?-подмногообразие келерова многообразия M„. Если dimDx — 
= q > 1, то все функции аи, а^ , ат2 обращаются в нуль тожде­
ственно (см. определение 6). 

На базе этой леммы доказана следующая теорема. 
Т е о р е м а 20 ([34]). Пусть Мт псевдоомбилическое соб­

ственно С/?-подмногообразие келерова многообразия Мп, Если 
<7>1, то вторая фундаментальная форма подмногообразия Мт 
коммутативна. 

Л е м м а 10 ([34]). Пусть Мт—псевдоомбилическое соб­
ственно CR-подмногообразие келерова многообразия Мп та­
кое, что q~>\ и вторая фундаментальная форма параллельна. 
Тогда вторая фундаментальная форма каждого листа вполне 
вещественного распределения параллельна. 

Т е о р е м а 21 ([!34]). В келеровых многообразиях положи­
тельной (или отрицательной) кривизны не существует псевдо-
омб'илических собственно СЯ-подмногообразий таких, что 
q>\. 

Сохраним для ограничения векторных расслоений D, Dx и 
N2 на листе Мх вполне вещественного расслоения те же обо­
значения. Нормально оснащающим расслоением многообразия 
Мх является K—D®JDX@N2. Каждый вектор ХЩ можно пред­
ставить разложением 

7 Z - 0 - - Z + P--Z, 
где c+ZgE»1 и р 1 Z£(E®A?). Оператор р 1 определяет '/-струк­
туру в расслоении К [68]. 

Т е о р е м а ™ ([34]). Пусть Мт — псевдоомбилическое соб­
ственно CR-подмногообразие келерова многообразия Мп такое, 
что q>\. Тогда следующие условия эквивалентны друг другу: 

1) [-структура ах параллельна на Тх(Мт); 
2) [-структура рх параллельна на К', 
3) Все функции Ь\г, Ь^г на Мт равны нулю тождественно. 
Доказательство приведено в [34]. 
Т е о р е м а 23 ([34]). Пусть Мт — псевдоомбилическое соб­

ственно CR-подмногообразие келерова многообразия М„. Если 
<7>1, то Мт локально есть прямое произведение MT©M--, где 
МТ — вполне геодезическое голоморфное подмногоообразие 
многообразия Мп и Мх—вполне вещественное подмногообра­
зие Mm, которое вполне геодезически погружено в Мп. 

З а м е ч а н и е . Лист подмногообразия Мх не обязательно 
вполне геодезически погружается в Мп. Это происходит тогда 
и только тогда, когда само CR-подмногообразие Мт вполне 
геодезически погружено в Мп. 
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К настоящему параграфу следовало бы отнести .и другие 
классы СЯ-подмногообразий такие, например, как нормальные 
GR-подмногообразия (см., например, [32], [39], [31]), косим-
плектические (см.. например, [37]), минимальные и D- (или 
D2-) минимальные [73], ряд других, на которых мы не имеем 
возможности остановиться. 

§ 4. О РАСШИРЕНИИ ПОНЯТИЯ С^-ПОДМНОГООБРАЗИЯ 
В МНОГООБРАЗИЯХ ПОЧТИ КОМПЛЕКСНОЙ СТРУКТУРЫ 

1. Существование СЯ-структуры на подмногообразии Мт в. 
почти комплексном пространстве Mn(J) непосредственно свя­
зано с существованием на Мт нормально оснащенного поля 
N(Mm). В (почти) эрмитовых многообразиях Mn(J,G) вопрос 
оснащения подмногообразия Мт нормально оснащающим по­
лем в явном виде и не встает, ибо наличие на Мп поля метри­
ческого тензора решает однозначно вопрос присоединения к 
Мт поля ортогональных нормалей 7,--(Afm). Что же касается 
многообразий Мп, не оснащенных полем метрического тензора 
(или, проще, неметрических многообразий), то задача постро­
ения внутренне присоединенного к подмногообразию Мт 
многообразия Мп нормально оснащающего поля является 
весьма сложной и, кроме того, требующей наличия на Мп 
поля объекта связности. 

Для пространств аффинной связности, в том числе и с кру­
чением, задача построения поля нормалей, внутренне при­
соединенного к подмногообразию, была решена Г. Ф. Лапте­
вым i[4]. Она была решена также и для распределения линей­
ных элементов и для поверхности в пространстве проективной 
связности [3], [5]. 

Таким образом, в многообразии Mn(J) подмногообразие Мт 
должно быть оснащено нормально оснащающим полем. 
При заданной в нем некоторой связности Г оно допускает 
построение такого поля, внутренне присоединенного к нему. 
Это обстоятельство дает возможность расширить понятие 
CR-структуры на Мт в Mn(J) и ввести С7?-структуру, ассо­
циированную к некоторому инвариантному относительно груп­
повых преобразований нормально оснащающему полю v{Mm) 
и, более того, ассоциированную полю пучков таких нормалей с 
общей осью надлежащей размерности, инвариантной отно­
сительно допустимых групповых преобразований. Такая 
структура названа нами С./?-структурой, ассоциированной полю 
нормалей v (пучков нормалей v(cr)) или С#у-структурой 
(СЯ^-структурой). 

2, В построении теории С/?v- (С/?vfa)-) структур так же, как и 
в теории С/?-структур, усматриваются два аспекта: изучение 
заданной на подмногообразии Мт в MX(J) CRv-(CRy{ay) струк­
туры и изучение CRv-(CRvM-) структуры, индуцированной на 
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подмногообразии Мп в Mn{J) другими структурами, заданными 
на ЛГ„.[П]. 

О п р е д е л е н и е 1. я-структура, заданная на подмногообра­
зии Мт многообразия почти комплексной структуры Mn{J)t 
оснащенном полем нормалей -v, парой распределений D и D 
таких, что в каждой точке х£Мт: DxcTx{Mm), £>хсТх(Мт) 
и JDX—DX, JDxcv, называется С/?-структурой, ассоциирован­
ной нормально оснащающему полю v или C^v-структурой. 

Из определениям следует, что Tx(Mm) = Dx@Dx\ diraDx< 
<codM m ; Dx[) JDx=^{x); Dx — голоморфное касательное под­
пространство касательного пространства. 

Если dim~Dx = q = codMm, то vxczJTx(Mm); _ 
Если dim D^==-7 < cod Mm, то vxf)JTx(Mm) = JDx. В этом 

случае в каждой точке ..c6Mm существует (п— т — ^-параметри­
ческий пучок нормально оснащающих подпространств vx(a) 
с общей осью JDX, порождающих на Мт поле нормально осна­
щающих пучков v (а). 

О п р е д е л е н и е 2. п-структура, заданная на подмногообра­
зии Мт в многообразии почти комплексной структуры Мп (У), 
оснащенном полем (/г — т. — q) = a-параметрических пучков нор­
малей vA.(a) с общей (7-мерной осью hx, парой распределений D 
H_D таких, что _в каждой точке _х£Мт: DxczTx(Mm), 
DxczTx{Mm), dim Dx = <7, JDX = DX, JDx=JTx{Mm) П v^(a)=--
= hx, называется С^ы-структурой. ассоциированной полю v (о) 
нормально оснащающих о-параметрических пучков нормалей. 

Подмногообразие Мт в Мп(1), оснащенное CRv-(CR4n)-) 
структурой, будем называть C-Rv-подмногообразием и соответ­
ственно, СТ^-подмногообразием. 

З а м е ч а н и е 1. CRv-структура, введенная определением 1,. 
является частным случаем СЯ^-структуры, соответствующим 
ситуации, когда п—m = q. Подмногообразие Мт, оснащенное 
С^-структурой, будем называть родовым С^-подмногообра-
зием. 

З а м е ч а н и е 2. Из определения CR^y (и, в частности,. 
CRV-) структуры очевидно, что Д. есть максимальное в Тх(Мт) 
голоморфное подпространство. 

Очевидно, что Dx^Tx{Mm){\JTK(Mm). 
Случаи: dimD.. — 0 и A\mDx — m приводят лишь к тривиаль­

ной CR^j-CTpyKType. 
В соответствии с предложенными определениями CRV- и 

СТ^-структуры можно различать два случая: codMm=q = m— 
—dim(Гж(Mm) П-/-"-.(-Мга)); cod Mm>q. 

3. Т е о р е м а 1 ([И]). Если подмногообразие Мт в много­
образии почти комплексной структуры Мп снабжено С7?„-струк~ 
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турой, то на Мт естественно возникает дополнительно нормально 
оснащенная f-структура ранга р ( — dimDx). 

Из компонент объектов {Da} и {D1,,}, определяющих, соответ­
ственно, элементы распределений D и D и обращенных объектов 
{/3?}, {£)"} строим следующие величины 

(т. к. мы рассматриваем первый случай, то индексы пробегают сле­
дующие значения: a-=1,...,p, и = р-\- 1, . . . , т, a— jn + l, . -. 
. . . , от + <7=я). 

Непосредственной проверкой убеждаемся, что для '/ , £, ц 
выполняются соотношения 

// ' /5 — - 6 ; + 4/-5i; Ж — О, / ^ - = 0 
и, следовательно, f3+/=0. 

Очевидно, что объект, определяющий нормально оснащаю­
щее поле, эквивалентен объекту {/•§,-'}• 

З а м е ч а н и е . Теорема обобщается и на второй случай [11]. 
4. Если подмногообразие Мт в многообразии почти комп­

лексной структуры Mn(J) оснащено полем нормально оснащаю­
щих пространств v, то на Мт естественно возникает (fliip)-
структура ([13]) в общем случае ранга т и коранга (п—т). 

Если в каждой точке хШт нормаль v* пересекает JTx(Mm) 
no k-мерному подпространству, то ранг (р) снижается на к 
единиц. В частности, если к —п—т, то р==0 и vx&'JTx(Mm). 

Если k = m—p, где p-dim (Тх (Mm)[]JTx(Mm)), TO ранг (р) 
d clef 

понижается на пг—р единиц. Если при этом ранг (k) — 
de f 
- ранг|Цр®г1р||=-/л—р, то (fgi-p)-структура вырождается и по­
рождает на Мт дополнительно нормально оснащенную /-струк­
туру ранга р. 

# # * 
Структурные объекты/, £, г\ этой /-структуры охвачены струк­

турными объектами(/|г|р)-структуры. Установлено, что г\* есть струк­
турный объект распределения p-мерных голоморфных подпространств 

* 
касательного расслоения Т (Mm), t определяет на Мт распреде­
ление т — р подпространств и в каждой точке XQMm Тх(Мт)= 
--=(?)*©(&* и {cdot}/(£),cv,. 

* * 
Из этого следует, что объекты т] 'и | определяют на Мт-

структуру, ассоциированную полю а-параметрических пучков 
(п — /га)-мериых нормально оснащающих пространств с общей 

* 
{пг — '/?)-мерной осью (./.-)*. 

Теорема 2 ([11]). На подмногообразии Мт в многооб­
разии почти комплексной структуры Mn{J), оснащенном полем 
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•.-•-параметрических пучков нормально оснащающих (п—т)-
мерных пространств -v (а) с общей (т—р) -мерной осью, естест­
венно возникает СЛ^.-)-структура с голоморфным .распределени­
ем р-мерных подпространств и v (а)-антиинвариатйым распре­
делением подпространств дополнительной размерности. (Поня­
тие v(a)-aHTHHHBapHaHTHOcra введено Н. Д. Поляковым '[15]). 

П р и м е ч а н и е . Если на Мп(7) задать риманову метрику, 
согласованную с почти комплексной структурой J, то CR^a)- и 
С/?,-структура превращается в С/?-струкгуру, ассоциированную 
полю Тл-{Мт). 
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