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Ф Л У К Т У А Ц И И МЕТОДА ЧАСТИЦ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА 
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(Москва) 

Численно исследуются флуктуации метода крупных частиц, ж под­
тверждается теоретический вывод о сходимости метода со скоростью 

Использование метода крупных частиц [ 1 ] - [ 4 ] численного решения уравнения 
Власова порождает погрешности двух типов: во-первых, погрешности статистиче­
ского характера, связанные с введением Аг частиц, динамика которых моделирует 
описываемую уравнением Власова систему, ж, во-вторых, погрешности разностной 
аппроксимации уравнений движения частиц. Вопрос о соотношении этих двух тнлов 
погрешностей важен в практических приложениях. Теория «власовского предела» 
[ 5 ] - [ 7 ] дает оценки погрешности первого типа, которые можно получить, если из­
вестно точное решение нелинейного уравнения Власова [8 ] - [ 1 2 ] . Поэтому указан­
ный вопрос можно исследовать экспериментально. 

Для этого была выбрана простейшая задача для одномерного стационарного 
уравнения Власова: 

Of е д(р df 

v — _|_ .—.= о, о<#<£, 

дх т дх dv 

, ° ^ ~ = - 4 i t e * ( l - j f dv}, ф ( 0 ) = Ф ( Ь ) = 0 3 

е=з(К> 
где j(x, и) — функция распределения электронов, (р(х) - потенциал самосогласован­
ного электрического поля, е > 0 , т — величина заряда и масса электрона, п - плот­
ность однородного ионного фона. Вводя безразмерные переменные 

vr = v/v*, xr = x/x*, f'=f/f*, ф' = ф/ф., 
1'де x*=XD - дебаевская длина, f*v* = l, еф* = ш!;*2, 4яеш; . 2 /ф* = р — некоторый число­
вой параметр, выбор которого рассмотрим ниже, получаем (штрихи опустим) 

v (df/dx) + (дфх) (df/du) = 0 , 0<x<L, 

-i-ca 

д2фх2=-$^1-§ fdv^, ф ( 0 ) = ф ( Ь ) = 0 . 

Плазменный период Т11е=2п/(йре=2п/(4юге2/т)1/2 в безразмерных переменных равен 
2я/р , / 2-

Легко проверить, что функция / ( # , v) =а ехр (—^е) , где г=и2/2-(р(х) - энергия 
электрона, а и у - произвольные постоянные, удовлетворяет уравнению Власова. 
Подставив ее в уравнение Пуассона, получим краевую задачу для определения по­
тенциала: 

d2cp/dx2 = — [J {1 - а (2щ)1/2 ехр[чф(я) ] } = F ( # , ф), 

Ф ( 0 ) = Ф ( Ь ) = 0 , 

которую легко решить численно, аппроксимировав на равномерной разностной сетке 
и применив итерационный метод последовательных приближений ' (см., например, 
[18, с. 271] ) . В [13] доказана сходимость разностного решения к точному при усло­
вии dFidty^niiX) и сходимость итераций, если max | dF/dcp| < 8 / / А Эти достаточные 
условия будут выполнены, если взять Ь=8 (т. е. SXD), 7 = 1 , а = 0 . 5 и (}=0.11 (в расче­
тах при итерации уже не сходились) . Для указанных параметров решение 
представлено на фиг. 1, а (сходимость с точностью 5 - Ю " 3 на сетке с шагом 0.211 до­
стигается за 19 итераций). Ясно, что полученное решение можно считать точным 
решением исходной задачи. 
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Решим теперь численно эту задачу методом частиц, взяв точное решение в ка­
честве начального условия, т. е. случайным образом «разбросаем» Аг частиц в данной 
полосе фазового пространства в соответствии с полученной функцией распределения 
f(x, v) = 0 . 5 ехр [ср(я) ] ехр ( ~ у 2 / 2 ) (для получения случайных значений координат и 
скоростей частиц использовались стандартные программы GSR2R и GSN1R). Размер 
частицы брался равным шагу сетки hx, заряд ее распределялся между двумя бли­
жайшими узлами сетки с помощью обратной линейной интерполяции; уравнения 
движения частиц решались с помощью схемы с перешагиванием, которая аппрокси­
мирует уравнения движения и закон сохранения энергии со вторым: порядком по 

a 
_ 

временному шагу т; напряженность электрического поля вычислялась с точностью 
О (hx

2) как во внутренних, так и в граничных узлах; на границе частицы зеркально 
отражались, т. е. метод крупных частиц был взят в стандартном виде. 

В [5] показано, что при Л'->°о случайная величина ^N=N112(Ф^— Фес) (флуктуа­
ция некоторого макропараметра ФСо) слабо сходится к о т о ( h ) Ы (0, 1 ) . Здесь Ы (0, 1) — 
гауссова случайная величина со средним 0 и дисперсией 1, 

Фоо = hf dx dv, G o o 2 (/г) = J h2f dx d v - ^ J hf dx dv j , 

/ нормирована, Ф № — макропараметр, соответствующий Ф т о , но вычисленный, исходя 
из точной динамики N частиц. Например, если в качестве h(x, v) взять характери­
стическую функцию некоторой подобласти Q области М={х, v: (0, L)fl(— оо, + < » ) } фа­
зового пространства Q= {х, v: (Li, L 2 ) П ( —°°, + ° ° ) } , (Lh L2) <= (0, L ) , то Фоо — отноше­
ние массы электронов в (Li, L2) к массе всех электронов * (0, L). 

В результате приближенного решения уравнений движения частиц получим не 

Фх, а некоторое Фту. Вычислим математическое ожидание случайной величины 

\N=N42 (Ф ?v — ФОО) и несмещенную оценку ее дисперсии 

0*=[(М-1)-1 j^iNi2 I 
1 = 1 

(М — число испытаний) и сравним последнюю с величиной о т о для исходной задачи. 

Проводилась также проверка нормальности распределения случайной величины | # 
по значениям асимметрии и эксцесса [13, с. 487] , которые в расчетах укладывались 
в нужные интервалы. 

Результаты расчетов приведены ниже. На фиг. 1, б изображен минимум потен­
циала в зависимости от времени для одного из испытаний. 

Поведение математического ожидания и дисперсии (вычисленных по 10 испы­

таниям) случайной величины с течением времени (измеряемого в плазменных 

периодах) для N = 2 5 0 , L2-Li = 2.m, fc*=0.211, т=2 / г ж , Ф^=0 .254 , а со =0.435 таковы: 

t/Tve 0 1 2 4 6 12 среднее 
. Ё д т 0.054 0.016 -0.032 0.320 -0 .110 -0.048 0.033 
Ън-Ооо 0.103 -0.115 0.101 0.078 -0.046 -0.018 0.017 

Результаты исследований статистических характеристик в зависимости от числа 
частиц N, которые проводились по 10 испытаниям при t=2Tре (остальные величины 
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такие же, как в ы ш е ) , таковы: 

N 40 160 250 500 1000 2000 
J E N | 0.113 0.097 0.032 0.103 0.195 0.062 

l a ^ - G o o l 0.186 0.023 0.101 0.112 0.048 0 i 2 5 

Зависимость от hx для А = 2 5 0 и t=2Tpe: 

hx 1.000 0.444 0.286 0.211 
L 2 - L , 2.000 1.778 2.286 2,105 
1%| 0.066 0.092 0.071 0.032 

I oN-a оо! 0.057 0.059 0.043 0.101 

Зависимость от т. при /? ж =0.444, Z/ 2 —Li=1.778: 

jr 2hx hx hx/2 
\EN\ 0.174 0.092 0.096 

iW-Ocol 0.110 0.059 0.049 

Время расчета варианта для А = 1 0 0 0 при 10 испытаниях и l=2Tve составляло 
-20 мин на БЭСМ-6. 

Таким образом, полученные результаты экспериментально подтверждают вы­
воды [51 о сходимости метода частиц со скоростью порядка l/Ni/9~ даже при наличии 
существенных флуктуации, вносимых в начальный момент датчиком случайных 
чисел, и позволяют в конкретных расчетах оценивать ошибку, вносимую ограничен­
ностью числа моделирующих частиц. 

Автор глубоко признателен А. А. Арсеиьеву за помощь и внимание. 
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