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c© 2003 £. �.�. �®å®¢∗����������������� ������� � ��������������� N-Ǳ������������������������, ������������������������ (N × N)-���������Ǳ��������� ��������� ���������®ª § ­®, çâ® ãà ¢­¥­¨ï, ®¯¨áë¢ îé¨¥ á®£« á®¢ ­­ë¥ (N × N)-¬¥âà¨ª¨ ¯®áâ®Äï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë, ®¯à¥¤¥«ïîâ á¯¥æ¨ «ì­ë© ª« áá ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå N -¯ à -¬¥âà¨ç¥áª¨å ¤¥ä®à¬ æ¨© ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå)  «Ä£¥¡à. �¡áã¦¤ îâáï á¢ï§¨ á ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë¬¨ ¤¢ã¬¥à­ë¬¨ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬¨ â¥®Äà¨ï¬¨ ¯®«ï, ãà ¢­¥­¨ï¬¨  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨, äà®¡¥­¨ãá®¢ë¬¨ ¨ ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ë¬¨¬­®£®®¡à §¨ï¬¨. �ë¤¢¨­ãâ  £¨¯®â¥§ , çâ® ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë¥ ¤¢ã¬¥à­ë¥ â®¯®«®£¨Äç¥áª¨¥ â¥®à¨¨ ¯®«ï á®®â¢¥âáâ¢ãîâ á¯¥æ¨ «ì­®¬ã ª« ááã ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© áá®æ¨ â¨¢­ëå ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à.�«îç¥¢ë¥ á«®¢ : ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢  ¨ äà®¡¥­¨ãá®¢   «£¥¡àë, ¨­â¥£à¨àã¥¬ ï ¤¥ä®à¬ Äæ¨ï  «£¥¡àë, â®¯®«®£¨ç¥áª ï â¥®à¨ï ¯®«ï, á®£« á®¢ ­­ë¥ ¬¥âà¨ª¨, ¬¥âà¨ª  ¯®áâ®ï­­®© ªà¨¢¨§­ë,ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢® ¨ äà®¡¥­¨ãá®¢® ¬­®£®®¡à §¨ï, ãà ¢­¥­¨ï  áá®æ¨ â¨¢­®áâ¨.1. ��������� ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¤®ª § ­®, çâ® ¯ãçª¨ á®£« á®¢ ­­ëå (N ×N)-¬¥âà¨ª ¯®áâ®ï­­®©à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë ®¯¨áë¢ îâáï á¯¥æ¨ «ì­ë¬ ª« áá®¬ ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå N -¯ à ¬¥â-à¨ç¥áª¨å ¤¥ä®à¬ æ¨© ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå (¢®®¡é¥ £®¢®àï, ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå)  «£¥¡à.�®­¥ç­®¬¥à­ ï  «£¥¡à Q ­ §ë¢ ¥âáï ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢®©, ¥á«¨ ¢ ­¥© ¢ë¯®«­ï¥âáïâ®¦¤¥áâ¢® (ab)c = (ac)b; a; b; c ∈ Q; (1)  â ª¦¥ § ¤ ­  ¨­¢ à¨ ­â­ ï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï á¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  〈a; b〉:

〈ab; c〉 = 〈a; cb〉; 〈a; b〉 = 〈b; a〉; a; b; c ∈ Q:� ¯®¬­¨¬, çâ® ª®­¥ç­®¬¥à­ ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï  áá®æ¨ â¨¢­ ï  «£¥¡à  á § ¤ ­­®© ­  ­¥©¨­¢ à¨ ­â­®© ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© á¨¬¬¥âà¨ç­®© ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬®© ­ §ë¢ ¥âáï äà®¡¥­¨Äãá®¢®©  «£¥¡à®© (¬ë ­¥ âà¥¡ã¥¬ §¤¥áì ­ «¨ç¨ï ¥¤¨­¨æë ¢® äà®¡¥­¨ãá®¢®©  «£¥¡à¥).
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����������������� ������� 21�áïª ï ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢   «£¥¡à  ï¢«ï¥âáï äà®¡¥­¨ãá®¢®©, â.¥. ¥á«¨¢ ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢®©  «£¥¡à¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢® ab = ba (ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì),â® ¢ ­¥© ¢á¥£¤  ¢ë¯®«­ïîâáï â®¦¤¥áâ¢ (ab)c = a(bc) ( áá®æ¨ â¨¢­®áâì);
〈ab; c〉 = 〈a; bc〉 (¨­¢ à¨ ­â­®áâì ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬ë):�®¦¤¥áâ¢® (1), ®§­ ç îé¥¥ ª®¬¬ãâ â¨¢­®áâì ®¯¥à â®à®¢ ¯à ¢®£® ã¬­®¦¥­¨ï ¢  «Ä£¥¡à¥: RaRb = RbRa, £¤¥ Rab = ba, ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢®§­¨ª ¥â ¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¤­®£® ¨§ á®Ä®â­®è¥­¨© ¢  «£¥¡à å, ®¯¨áë¢ îé¨å ­¥ª®â®àë¥ á¯¥æ¨ «ì­ë¥ ª« ááë áª®¡®ª Ǳã áá®­ ¯¥à¢®£® ¯®àï¤ª , «¨­¥©­ëå ¯® ¯®«¥¢ë¬ ¯¥à¥¬¥­­ë¬ (á¬. [1]{[3]). �¥®à¨ï «¥¢®á¨¬¬¥âÄà¨ç­ëå  «£¥¡à á ¤®¯®«­¨â¥«ì­ë¬ â®¦¤¥áâ¢®¬ (1), ®â¢¥ç îé¨å «¨­¥©­ë¬ ®¤­®¬¥à­ë¬áª®¡ª ¬ Ǳã áá®­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¨¯  ¨ ­ §ë¢ ¥¬ëå  «£¥¡à ¬¨ �®¢¨ª®¢ , ¡ëÄ«  à §¢¨â  ¢ à ¡®â å [4]{[6] («¥¢®á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥  «£¥¡àë ¨«¨  «£¥¡àë �¨­¡¥à£ , â.¥. «£¥¡àë á â®¦¤¥áâ¢®¬ a(bc) − (ab)c = b(ac) − (ba)c ¨«¨ LaLb − LbLa = Lab−ba, £¤¥Lab = ab, à áá¬ âà¨¢ «¨áì ¢ [7]). �®¦¤¥áâ¢® (1) ¥áâ¥áâ¢¥­­® ¢®§­¨ª ¥â ¨ ¢  «£¥¡à å,®¯¨áë¢ îé¨å ¢á¥ ¬­®£®¬¥à­ë¥ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¨¯  (â ª¨¥  «Ä£¥¡àë ¡ë«¨ ¨§ãç¥­ë  ¢â®à®¬ [8]).�¢¥¤¥­¨¥ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¢ áâ âì¥ ¯®­ïâ¨ï ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à¬®â¨¢¨à®Ä¢ ­® â¥®à¨¥© �ã¡à®¢¨­  äà®¡¥­¨ãá®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© [9] ¨ ¥áâ¥áâ¢¥­­ë¬ ®¡®¡é¥­¨¥¬äà®¡¥­¨ãá®¢ëå ¬­®£®®¡à §¨© (â ª ­ §ë¢ ¥¬ë¬¨ ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ë¬¨ ¬­®£®®¡à §¨ïÄ¬¨), á¢ï§ ­­ë¬ á ¯à®¨§¢®«ì­ë¬¨ ¯«®áª¨¬¨ ¯ãçª ¬¨ ¬¥âà¨ª [10] (á¬. â ª¦¥ [11], [12]).� ª ¤®ª § ­®�ã¡à®¢¨­ë¬, ¤¢ã¬¥à­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ â¥®à¨ï¬ ¯®«ï (äà®¡¥­¨ãá®¢ë¬¬­®£®®¡à §¨ï¬) ®â¢¥ç ¥â á¯¥æ¨ «ì­ë© ª« áá ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© äà®¡¥­¨ãá®Ä¢ëå  «£¥¡à,   â ª¦¥ á¯¥æ¨ «ì­ë© ª« áá ª¢ §¨®¤­®à®¤­ëå ¯«®áª¨å ¯ãçª®¢ ¬¥âà¨ª(á¬. [9], [13]). �¡é¨¬ ¯«®áª¨¬ ¯ãçª ¬ ¬¥âà¨ª «®ª «ì­® ®â¢¥ç îâ ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ë¬­®£®®¡à §¨ï (¬­®£®®¡à §¨ï á ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢®© áâàãªâãà®© ­  ª á â¥«ì­ëå ¯à®áÄâà ­áâ¢ å; á¬. [10]) ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®, á¯¥æ¨ «ì­ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå «£¥¡à. �­â¥£à¨àã¥¬®áâì ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨©, ®¯¨áë¢ îé¨å íâ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª¢ Ä§¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à, ¤®ª § ­   ¢â®à®¬ [14], [15] ¬¥â®¤®¬ ®¡à â­®© § ¤ ç¨ à áá¥Äï­¨ï (á¬. â ª¦¥ [11], [16], [17]; ¢ [18] ãª § ­  â ª¦¥ ¯ à  � ªá  ¤«ï íâ¨å ãà ¢­¥­¨©).� ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¤®ª § ­®, çâ® ¯ãçª¨ á®£« á®¢ ­­ëå ¬¥âà¨ª ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®©ªà¨¢¨§­ë â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«ïîâ á¯¥æ¨ «ì­ë¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãÄá®¢ëå  «£¥¡à. �ë ­ ¤¥¥¬áï, çâ® ¯®áâà®¥­­ë¥ ¢ áâ âì¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬ë¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª¢ Ä§¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à â ª¦¥ ®ª ¦ãâáï ¯®«¥§­ë¬¨ ¢ ¤¢ã¬¥à­ëå â®¯®«®£¨ç¥áª¨å â¥®Äà¨ïå ¯®«ï. � ç áâ­®áâ¨, ¬ë ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® ­ ©¤¥­­ë¥ ­¥¤ ¢­® � â ­§®­®¬ [19] (á¬.â ª¦¥ [20]) ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå  áá®æ¨ â¨¢­ëå  «£¥¡à, ®â¢¥ç îé¨¥ ®âªàëÄâ®-§ ¬ª­ãâë¬ ¤¢ã¬¥à­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ â¥®à¨ï¬ ¯®«ï, ¨­â¥£à¨àã¥¬ë ¬¥â®¤®¬ ®¡Äà â­®© § ¤ ç¨ ¨ ï¢«ïîâáï á¯¥æ¨ «ì­ë¬¨ à¥¤ãªæ¨ï¬¨ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ª« áá  ¨­â¥£Äà¨àã¥¬ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à. � á¢ï§¨ á íâ¨¬¨§ãç¥­¨¥ ¤¥ä®à¬ æ¨© ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à ¨ ®á®¡¥­­® ¢ë¤¥Ä«¥­¨¥ áà¥¤¨ ­¨å  áá®æ¨ â¨¢­ëå ¤¥ä®à¬ æ¨© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¡®«ìè®© ¨­â¥à¥á.



22 �.�. �����2. ������������� �������Ǳ��������� ��������� ��������� ¯®¬­¨¬, çâ® ¤¢¥ ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢ë ª®­âà ¢ à¨ ­â­ë¥¬¥âà¨ª¨ gij1 (u) ¨ gij2 (u) ­ §ëÄ¢ îâáï á®£« á®¢ ­­ë¬¨, ¥á«¨ ¤«ï «î¡®© «¨­¥©­®© ª®¬¡¨­ æ¨¨ íâ¨å ¬¥âà¨ª gij(u) =�1gij1 (u)+�2gij2 (u), £¤¥ �1 ¨ �2 { ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ª®­áâ ­âë, ¤«ï ª®â®àëå det(gij(u)) 6≡ 0,ª®íää¨æ¨¥­âë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¢ï§­®áâ¥© �¥¢¨-�¨¢¨â  ¨ ª®¬¯®­¥­âë á®®â¢¥âáâ¢ãÄîé¨å â¥­§®à®¢ à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë á¢ï§ ­ë â¥¬ ¦¥ á ¬ë¬ «¨­¥©­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬:�ijk (u) = �1�ij1;k(u)+�2�ij2;k(u) ¨Rijkl(u) = �1Rij1;kl(u)+�2Rij2;kl(u), ¢ íâ®¬ á«ãç ¥¬ë¡ãÄ¤¥¬ £®¢®à¨âì â ª¦¥, çâ® ¬¥âà¨ª¨ gij1 (u) ¨ gij2 (u) ®¡à §ãîâ ¯ãç®ª á®£« á®¢ ­­ëå ¬¥âÄà¨ª [17], [21]. Ǳ«®áª¨¥ ¯ãçª¨¬¥âà¨ª, ª®â®àë¥ ¥áâì ­¥ çâ® ¨­®¥, ª ª á®£« á®¢ ­­ë¥­¥¢ëÄà®¦¤¥­­ë¥ «®ª «ì­ë¥áª®¡ª¨Ǳã áá®­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¨¯  (á®£« á®¢ ­­ë¥áª®¡Äª¨ �ã¡à®¢¨­ {�®¢¨ª®¢  [22]), ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢ à ¡®â¥ [9]. �¢¥ ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢ë ª®­âà Ä¢ à¨ ­â­ë¥ ¬¥âà¨ª¨ gij1 (u) ¨ gij2 (u) ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë K1 ¨ K2, á®®âÄ¢¥âáâ¢¥­­®, ­ §ë¢ îâáï á®£« á®¢ ­­ë¬¨, ¥á«¨ «î¡ ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï íâ¨å ¬¥âÄà¨ª gij(u) = �1gij1 (u) + �2gij2 (u), £¤¥ �1 ¨ �2 { ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ª®­áâ ­âë, ¤«ï ª®â®àëådet(gij(u)) 6≡ 0, ï¢«ï¥âáï ¬¥âà¨ª®© ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë �1K1+�2K2,   ª®Äíää¨æ¨¥­âë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å á¢ï§­®áâ¥© �¥¢¨-�¨¢¨â  á¢ï§ ­ë â¥¬ ¦¥ á ¬ë¬ «¨­¥©Ä­ë¬ á®®â­®è¥­¨¥¬: �ijk (u) = �1�ij1;k(u)+�2�ij2;k(u) [17], [21]. �ë â ª¦¥ ¡ã¤¥¬ £®¢®à¨âì¢ íâ®¬ á«ãç ¥, çâ® ¬¥âà¨ª¨ gij1 (u) ¨ gij2 (u) ®¡à §ãîâ ¯ãç®ª á®£« á®¢ ­­ëå ¬¥âà¨ª¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë [17], [21]. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ¢á¥ íâ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢§ ¨¬Ä­® á®£« á®¢ ­ë, ¨ ¥á«¨ á®£« á®¢ ­­ë¥ ¬¥âà¨ª¨ ï¢«ïîâáï ¬¥âà¨ª ¬¨ ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ Ä­®¢®© ªà¨¢¨§­ë, â® ®­¨ ®¡à §ãîâ ¯ãç®ª á®£« á®¢ ­­ëå ¬¥âà¨ª ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®©ªà¨¢¨§­ë,   ¥á«¨ á®£« á®¢ ­­ë¥ ¬¥âà¨ª¨ ¯«®áª¨¥, â® ®­¨ ®¡à §ãîâ ¯«®áª¨© ¯ãç®ª ¬¥âÄà¨ª.� [23] ¡ë«¨ ¢¢¥¤¥­ë ¨ ¨§ãç¥­ë ­¥«®ª «ì­ë¥ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£®â¨¯ , ¨¬¥îé¨¥ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤ (áª®¡ª¨�®å®¢ {�¥à ¯®­â®¢ ):
{I; J} = ∫ ÆIÆui(x) (gij(u(x)) ddx + bijk (u(x))ukx +Kuix( ddx)

−1ujx) ÆJÆuj(x) dx; (2)£¤¥ I [u] ¨ J [u] { ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ äã­ªæ¨®­ «ë ­  ¯à®áâà ­áâ¢¥ äã­ªæ¨© (¯®«¥©) ui(x),1 6 i 6 N , ®¤­®© ­¥§ ¢¨á¨¬®© ¯¥à¥¬¥­­®© x, u = (u1; : : : ; uN) { «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ Äâë ­  ­¥ª®â®à®¬ § ¤ ­­®¬ £« ¤ª®¬N -¬¥à­®¬ ¬­®£®®¡à §¨¨M , ª®íää¨æ¨¥­âë gij(u) ¨bijk (u) { £« ¤ª¨¥ äã­ªæ¨¨ «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â, K { ¯à®¨§¢®«ì­ ï ª®­áâ ­â . �â¨ ­¥Ä«®ª «ì­ë¥ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  ¨£à îâ ¢ ¦­ãî à®«ì ¢ â¥®à¨¨ á¨áâ¥¬ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®Ä£® â¨¯ . �¨¤ áª®¡ª¨ (2) ¨­¢ à¨ ­â¥­ ®â­®á¨â¥«ì­® «®ª «ì­ëå § ¬¥­ ª®®à¤¨­ â. �ª®¡Äª  ¢¨¤  (2) ­ §ë¢ ¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, ¥á«¨ det(gij(u)) 6≡ 0. �á«¨ det(gij(u)) 6≡ 0,â® áª®¡ª  (2) ï¢«ï¥âáï áª®¡ª®© Ǳã áá®­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  gij(u) { ¯à®¨§Ä¢®«ì­ ï ¯á¥¢¤®à¨¬ ­®¢  ª®­âà ¢ à¨ ­â­ ï ¬¥âà¨ª  ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ëK, bijk (u) = −gis(u)�jsk(u), £¤¥ �jsk(u) { à¨¬ ­®¢  á¢ï§­®áâì, ¯®à®¦¤ ¥¬ ï ¬¥âà¨ª®©gij(u) (á¢ï§­®áâì �¥¢¨-�¨¢¨â ) [23] (®â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ «®ª «ì­ëå § ¬¥­ å ª®®à¤¨­ âª®íää¨æ¨¥­âë gij(u) ¨ bijk (u) áª®¡ª¨ (2) ¯à¥®¡à §ãîâáï ª ª á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¤¨ää¥Äà¥­æ¨ «ì­®-£¥®¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ®¡ê¥ªâë: ª®­âà ¢ à¨ ­â­ ï¬¥âà¨ª  ¨ á¢ï§­®áâì, á®®â¢¥âÄáâ¢¥­­®,K { ¨­¢ à¨ ­â). Ǳà¨K = 0 ¯®«ãç ¥¬ «®ª «ì­ë¥ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  £¨¤à®¤¨­ Ä¬¨ç¥áª®£® â¨¯  (áª®¡ª¨ �ã¡à®¢¨­ {�®¢¨ª®¢  [22]).



����������������� ������� 23� ¤ ç  ®¯¨á ­¨ï á®£« á®¢ ­­ëå¬¥âà¨ª ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë íª¢¨¢ «¥­-â­  § ¤ ç¥ ®¯¨á ­¨ï á®£« á®¢ ­­ëå ­¥«®ª «ì­ëå áª®¡®ªǱã áá®­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£®â¨¯ , ¯®à®¦¤ ¥¬ëå¬¥âà¨ª ¬¨ ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®©ªà¨¢¨§­ë (á®£« á®¢ ­­ëå áª®¡®ª�®å®¢ {�¥à ¯®­â®¢ ). � ¯®¬­¨¬, çâ® áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  ­ §ë¢ îâáï á®£« á®¢ ­­ë¬¨,¥á«¨ ¨å ¯à®¨§¢®«ì­ ï «¨­¥©­ ï ª®¬¡¨­ æ¨ï â ª¦¥ ï¢«ï¥âáï áª®¡ª®©Ǳã áá®­  [24]. � ª¯®ª § ­® ¢ [25], [26] (á¬. â ª¦¥ [17], [27], [28]), á®£« á®¢ ­­ë¥ áª®¡ª¨ �®å®¢ {�¥à ¯®­-â®¢  ®¯¨áë¢ îâáï á®¢¬¥áâ­®© ­¥«¨­¥©­®© á¨áâ¥¬®© ãà ¢­¥­¨©, ¨­â¥£à¨àã¥¬®© ¬¥â®Ä¤®¬ ®¡à â­®© § ¤ ç¨ à áá¥ï­¨ï (á«ãç © á®£« á®¢ ­­ëå áª®¡®ª �ã¡à®¢¨­ {�®¢¨ª®¢ ,â.¥. á®£« á®¢ ­­ëå «®ª «ì­ëå áª®¡®ª Ǳã áá®­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¨¯ , ¯à®¨­â¥£à¨Äà®¢ ­ à ­¥¥  ¢â®à®¬ [14], [15] (á¬. â ª¦¥ [17], [18])).3. ������������� ����������� ������Ǳ������� ������������������ ��Ǳ��¥¬¬  1. � § ¤ ç¥ ®¡ ®¯¨á ­¨¨ ¯à®¨§¢®«ì­®© ¯ àë á®£« á®¢ ­­ëå ­¥«®ª «ì­ëåáª®¡®ª Ǳã áá®­  ¢¨¤  (2) ®¤­ã ¨§ íâ¨å ¤¢ãå áª®¡®ª ¢á¥£¤  ¬®¦­® áç¨â âì «®ª «ìÄ­®© ¡¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨.�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¥á«¨ ¤¢¥ á®£« á®¢ ­­ë¥ ­¥«®ª «ì­ë¥ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  ¢¨¤  (2)
{I; J}0 (á á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ª®­áâ ­â®©K0 ¢ ­¥«®ª «ì­®©ç áâ¨) ¨ {I; J}1 (á ª®­áâ ­â®©K1) «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨á¨¬ë, â® ¢ ¯ãçª¥ íâ¨å áª®¡®ª Ǳã áá®­ , â.¥. áà¥¤¨ áª®¡®ª Ǳã áá®­ �0{I; J}0+�1{I; J}1, £¤¥�0 ¨�1 { ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ ª®­áâ ­âë,®¡ï§ â¥«ì­® ¥áâì ­¥­ã«¥¢ ï«®ª «ì­ ï áª®¡ª  Ǳã áá®­  {I; J} = �′0{I; J}0 + �′1{I; J}1, £¤¥ �′0, �′1 { ¯à®¨§¢®«ì­ë¥ª®­áâ ­âë, ã¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ á®®â­®è¥­¨î �′0K0+�′1K1 = 0. �âã áª®¡ªã ¬®¦­® ¢§ïâì¢ ª ç¥áâ¢¥ ®¤­®© ¨§ ®¡à §ãîé¨å ¢á¥£® à áá¬ âà¨¢ ¥¬®£® ¯ãçª  á®£« á®¢ ­­ëå áª®¡®ªǱã áá®­  (®ç¥¢¨¤­®, çâ® ¥á«¨ íâ  «®ª «ì­ ï áª®¡ª Ǳã áá®­  {I; J} ­ã«¥¢ ï, â® áª®¡ª¨Ǳã áá®­  {I; J}0 ¨ {I; J}1 ï¢«ïîâáï «¨­¥©­® § ¢¨á¨¬ë¬¨: �′0{I; J}0 + �′1{I; J}1 ≡ 0).� áá¬®âà¨¬ § ¤ çã ® á®£« á®¢ ­­®áâ¨ ­¥«®ª «ì­®© ¨ «®ª «ì­®© áª®¡®ª Ǳã áá®­ £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¨¯ 
{I; J}1 = ∫ ÆIÆui(x) (gij1 (u(x)) ddx + bij1;k(u(x))ukx +K1uix( ddx)

−1ujx) ÆJÆuj(x) dx (3)¨
{I; J}2 = ∫ ÆIÆui(x)(gij2 (u(x)) ddx + bij2;k(u(x))ukx) ÆJÆuj(x) dx; (4)â.¥. ãá«®¢¨¥, çâ® ¯à¨ ¢á¥å §­ ç¥­¨ïå ª®­áâ ­âë � áª®¡ª 

{I; J} = {I; J}1 + �{I; J}2 (5)ï¢«ï¥âáï áª®¡ª®©Ǳã áá®­  (â ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ã«  (5) ®¯à¥¤¥«ï¥â ¯ãç®ª á®£« á®¢ ­Ä­ëå áª®¡®ª Ǳã áá®­ ).�ë ¤ «¥¥ ¯à¥¤¯®« £ ¥¬, çâ® «®ª «ì­ ï áª®¡ª  {I; J}2 ï¢«ï¥âáï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®©, â.¥.det(gij2 (u)) 6≡ 0, ­® ­¥ ­ « £ ¥¬ ­¨ª ª¨å ¤®¯®«­¨â¥«ì­ëå ãá«®¢¨© ­  áª®¡ªã{I; J}1, â.¥.,



24 �.�. �����¢®®¡é¥ £®¢®àï, ®­  ¬®¦¥â ¡ëâì ¨ ¢ëà®¦¤¥­­®©. �ª®¡ª  (5) ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ëà®¦¤¥­Ä­®©, ¯®íâ®¬ã ãª ¦¥¬ §¤¥áì ®¡é¨¥ á®®â­®è¥­¨ï ­  ª®íää¨æ¨¥­âë áª®¡ª¨ ¢¨¤  (2), íªÄ¢¨¢ «¥­â­ë¥ ãá«®¢¨î, çâ® áª®¡ª  (2) ï¢«ï¥âáï áª®¡ª®© Ǳã áá®­ . �â¨ ®¡é¨¥ á®®â­®Äè¥­¨ï (¡¥§ ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨ï ® ­¥¢ëà®¦¤¥­­®áâ¨) ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¢ à ¡®â¥ [29] (á¬. â ªÄ¦¥ [30], [31]): gij(u) = gji(u);@gij@uk = bijk (u) + bjik (u);gis(u)bjrs (u) = gjs(u)birs (u);gis(u)(@bjrs@uk −
@bjrk@us )+ bijs (u)bsrk (u)− birs (u)bsjk (u) = K(gir(u)Æjk − gij(u)Ærk);

∑(i;j;r)[bsip (u)(@bjrk@us −
@bjrs@uk ) +K(bijk (u)− bjik (u))Ærp++ bsik (u)(@bjrp@us −
@bjrs@up ) +K(bijp (u)− bjip (u))Ærk] = 0;£¤¥∑(i;j;r) ®§­ ç ¥â áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯® ¢á¥¬ æ¨ª«¨ç¥áª¨¬¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬¨­¤¥ªá®¢ i, j, r.4. ������������ ����� ������������� Ǳ�� ������Ǳ® â¥®à¥¬¥�ã¡à®¢¨­ {�®¢¨ª®¢  [22] ¤«ï ­¥¢ëà®¦¤¥­­®© «®ª «ì­®© áª®¡ª¨Ǳã áá®Ä­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¨¯  {I; J}2 ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ãîâ «®ª «ì­ë¥ ª®®à¤¨­ âë u1; : : :: : : ; uN (¯«®áª¨¥ ª®®à¤¨­ âë ¬¥âà¨ª¨ gij2 (u)), ¢ ª®â®àëå íâ  áª®¡ª  ¯®áâ®ï­­ , â.¥.gij2 (u) = �ij = const, bij2;k(u) = �i2;jk(u) = 0. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¬®¦¥¬ ¢ë¡à âì ¯«®áÄª¨¥ ª®®à¤¨­ âë ¬¥âà¨ª¨ gij2 (u) ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬ áç¨â âì, çâ® áª®¡ª  Ǳã áá®­  {I; J}2¯®áâ®ï­­  ¨ ¨¬¥¥â ¢¨¤

{I; J}2 = ∫ ÆIÆui(x)�ij ddx ÆJÆuj(x) dx; (6)£¤¥ �ij = �ji, �ij = const, det(�ij) 6= 0. � ¤ «ì­¥©è¥¬ ¬ë ¡ã¤¥¬ â ª¦¥ ¨á¯®«ì§®¢ âì¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¯«®áª¨å ª®®à¤¨­ â å ª®¢ à¨ ­â­ãî ¬¥âà¨ªã �ij , ®¡à â­ãî ª ª®­âÄà ¢ à¨ ­â­®© ¬¥âà¨ª¥ �ij : �is�sj = Æij .�¥®à¥¬  1 [27]. Ǳà®¨§¢®«ì­ ï ­¥«®ª «ì­ ï áª®¡ª  Ǳã áá®­  {I; J}1 ¢¨¤  (3) (¢®§Ä¬®¦­®, ¢ëà®¦¤¥­­ ï) á®£« á®¢ ­  á ¯®áâ®ï­­®© áª®¡ª®© Ǳã áá®­  (6) â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ®­  ¨¬¥¥â ¢¨¤
{I; J}1 = ∫ ÆIÆui(x)[(�is @Hj@us + �js @Hi@us −K1uiuj) ddx++(�is @2Hj@us@uk −K1Æikuj)ukx +K1uix( ddx)

−1ujx] ÆJÆuj(x) dx; (7)



����������������� ������� 25£¤¥ Hi(u), 1 6 i 6 N , { £« ¤ª¨¥ äã­ªæ¨¨, ®¯à¥¤¥«¥­­ë¥ ¢ ­¥ª®â®à®© ®¡« áâ¨ «®Äª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â.�¯«®áª®¬ á«ãç ¥ á®£« á®¢ ­­ëå áª®¡®ª�ã¡à®¢¨­ {�®¢¨ª®¢  (K1 = 0) á®®â¢¥âáâ¢ãÄîé¥¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¡ë«® áä®à¬ã«¨à®¢ ­® ¨ ¤®ª § ­®  ¢â®à®¬ [32]{[34] (á¬. â ª¦¥ ãáÄ«®¢¨ï ­  ¯«®áª¨¥ ¯ãçª¨ ¬¥âà¨ª ¢ [9]).5. ������������� ��������� ��� ������������������������� Ǳ��� �������¥®à¥¬  2 [27]. �¥«®ª «ì­ ï áª®¡ª  ¢¨¤  (7) (¢®§¬®¦­®, ¢ëà®¦¤¥­­ ï) ï¢«ïÄ¥âáï áª®¡ª®© Ǳã áá®­  â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  ¢ë¯®«­¥­ë á«¥¤ãîé¨¥ ãà ¢Ä­¥­¨ï : @2Hi@uk@us �sp @2Hj@up@ul = @2Hj@uk@us �sp @2Hi@up@ul ; (8)
(�ir @Hs@ur + �sr @Hi@ur −K1uius)�jp @2Hk@up@us == (�jr @Hs@ur + �sr @Hj@ur −K1ujus)�ip @2Hk@up@us : (9)� ¯«®áª®¬ á«ãç ¥ (K1 = 0) á®®â¢¥âáâ¢ãîé ï â¥®à¥¬  ¯®«ãç¥­  ¢ à ¡®â¥ [33], £¤¥ ¡ëÄ«  áä®à¬ã«¨à®¢ ­  â ª¦¥ £¨¯®â¥§  ®¡ ¨­â¥£à¨àã¥¬®áâ¨ á¨áâ¥¬ë (8), (9) ¯à¨ K1 = 0¬¥â®¤®¬ ®¡à â­®© § ¤ ç¨ à áá¥ï­¨ï, ¤®ª § ­­ ï ¢¯®á«¥¤áâ¢¨¨ ¢ à ¡®â å  ¢â®à  [14],[15], [17] (á¬. â ª¦¥ [18], £¤¥ ãª § ­  ¯ à  � ªá  ¤«ï íâ®© á¨áâ¥¬ë). �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥®¡é¨¥ ãá«®¢¨ï ­  ¯«®áª¨¥ ¯ãçª¨ ¬¥âà¨ª ãª § ­ë ¢ à ¡®â¥ [9].�ç¥¢¨¤­®, çâ® «î¡®© ­ ¡®àN «¨­¥©­ëå äã­ªæ¨©Hi(u) = aikuk+ai, £¤¥ aik { ¯à®¨§Ä¢®«ì­ ï ¯®áâ®ï­­ ï ¬ âà¨æ , aik = const, ai = const, ¢á¥£¤  ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ ­¥«¨Ä­¥©­®© á¨áâ¥¬ë (8), (9) ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢á¥£¤  ®¯à¥¤¥«ï¥â á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ª ­®­¨Äç¥áªãî ¯ àã á®£« á®¢ ­­ëå áª®¡®ª Ǳã áá®­  (6), (7) (á¬. [27]).� ¯«®áª®¬ á«ãç ¥ (¯à¨ K1 = 0) ­ ¡®à N ª¢ ¤à â¨ç­ëå äã­ªæ¨© Hi(u) = cijkujuk,£¤¥ cijk = cikj , cijk = const, ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ ­¥«¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë (8), (9) â®£¤  ¨â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  áâàãªâãà­ë¥ ª®­áâ ­âë aijk = �iscjsk ã¤®¢«¥â¢®àïîâ á®®â­®è¥­¨Äï¬ (á¬. [10]) aijs askl = aiks asjl ;(aisl + asil )ajks = (ajsl + asjl )aiks ;ª®â®àë¥ íª¢¨¢ «¥­â­ë ãá«®¢¨î, çâ®N -¬¥à­ ï  «£¥¡à  á ¡ §¨á®¬ e1; : : : ; eN ¨ ã¬­®¦¥Ä­¨¥¬ ei · ej = aijk ek ï¢«ï¥âáï  «£¥¡à®© �®¢¨ª®¢ , â.¥. ¢ë¯®«­ïîâáï â®¦¤¥áâ¢ (ei · ej) · ek = (ei · ek) · ej ; (10)ei · (ej · ek)− (ei · ej) · ek = ej · (ei · ek)− (ej · ei) · ek (11)(á¬. [10]). Ǳà¨íâ®¬­  íâ®©  «£¥¡à¥�®¢¨ª®¢  ®¯à¥¤¥«¥­  ¨­¢ à¨ ­â­ ï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ïá¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬  (ei; ej) = �ij , â.¥.(ei · ej ; ek) = (ei; ek · ej); (ei; ej) = (ej ; ei):



26 �.�. ������ ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ á¯¥æ¨ «ì­ë© ª« áá ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå «£¥¡à,   ¨¬¥­­® ¢ â®ç­®áâ¨ ª« áá «¥¢®á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à,®¯¨Äáë¢ îé¨å«¨­¥©­ë¥ ®¤­®¬¥à­ë¥«®ª «ì­ë¥áª®¡ª¨Ǳã áá®­  £¨¤à®¤¨­ ¬¨ç¥áª®£® â¨¯ (á¬. [4]).�¥¬¬  2. �á«®¢¨¥ «¥¢®á¨¬¬¥âà¨ç­®áâ¨ (11) ¢ «î¡®©  «£¥¡à¥ B á ã¬­®¦¥­¨¥¬ei · ej = aijk ek ¨ â®¦¤¥áâ¢®¬ (1) (¨, â ª¨¬ ®¡à §®¬, ¢ «î¡®© ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢®© «£¥¡à¥) íª¢¨¢ «¥­â­® ãá«®¢¨î, çâ® ¤«ï «î¡®£® u = (u1; : : : ; uN ) á¨¬¬¥âà¨ç­ ï¡¨«¨­¥©­ ï ä®à¬ 
〈ei; ej〉 = (aijk + ajik )ukï¢«ï¥âáï ¨­¢ à¨ ­â­®©, â.¥.
〈ei · ej ; ek〉 = 〈ei; ek · ej〉:Ǳ à ¬¥âàë u1; : : : ; uN ®áãé¥áâ¢«ïîâ ¤¥ä®à¬ æ¨î ¨­¢ à¨ ­â­®© ä®à¬ë.� ®¡é¥¬ á«ãç ¥ á®£« á®¢ ­­ëå ¬¥âà¨ª ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë ¨­â¥à¥á­®¨§ãç¨âì  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¥ áâàãªâãàë, á¢ï§ ­­ë¥ á ­ ¡®à ¬¨ N ªã¡¨ç¥áª¨å äã­ªæ¨©Hi(u) = cijklujukul, £¤¥ cijkl = cikjl = cijlk, cijkl = const. � ¦¤ë© â ª®© ­ ¡®à ªã¡¨Äç¥áª¨å äã­ªæ¨© ï¢«ï¥âáï à¥è¥­¨¥¬ ­¥«¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë (8), (9) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ ,ª®£¤  ¤«ï áâàãªâãà­ëå ª®­áâ ­â aijkl = �iscjskl, aijkl = aijlk, ¢ë¯®«­ïîâáï á«¥¤ãîé¨¥ á®Ä®â­®è¥­¨ï: akimsasjnl − akjnsasiml + akinsasjml − akjmsasinl = 0;

∑[l;m;n][(3aismn + 3asimn −K1ÆimÆsn)ajkls − (3ajsmn + 3asjmn −K1ÆjmÆsn)aikls ] = 0;£¤¥ ∑[l;m;n] ®§­ ç ¥â áã¬¬¨à®¢ ­¨¥ ¯® ¢á¥¬ ¯¥à¥áâ ­®¢ª ¬ ¨­¤¥ªá®¢ l, m, n. � íâ®¬á«ãç ¥ ¤«ï «î¡®£® u = (u1; : : : ; uN ) ¢ N -¬¥à­®©  «£¥¡à¥ C(u) á ¡ §¨á®¬ e1; : : : ; eN ¨ã¬­®¦¥­¨¥¬ ei ∗ ej = aijlkulek ¢ë¯®«­ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢®(a ∗ b) ∗ c = (a ∗ c) ∗ b¨, ªà®¬¥ â®£®, íâ   «£¥¡à  C(u) ®¡« ¤ ¥â ¤¢ã¬ï ¨­¢ à¨ ­â­ë¬¨ á¨¬¬¥âà¨ç­ë¬¨ ¡¨«¨Ä­¥©­ë¬¨ ä®à¬ ¬(̈ei; ej) = �ij ; 〈ei; ej〉 = 3(aijkl + ajikl)ukul −K1uiuj ;â.¥. (ei ∗ ej ; ek) = (ei; ek ∗ ej); 〈ei ∗ ej ; ek〉 = 〈ei; ek ∗ ej〉:� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¢ íâ®¬ á«ãç ¥N -¯ à ¬¥âà¨ç¥áª¨¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ª¢ §¨äà®Ä¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à (C(u); ( · ; · )) ¨ (C(u); 〈 · ; · 〉).�¥®à¥¬  3 [25], [26]. �¨áâ¥¬  ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢­¥­¨© (8), (9) á®¢¬¥áâ­  ¨ ¨­Äâ¥£à¨àã¥âáï ¬¥â®¤®¬ ®¡à â­®© § ¤ ç¨ à áá¥ï­¨ï.�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ [25], [26] ¯®«ãç¥­  ¨ ¯à®¨­â¥£à¨à®¢ ­  á¨áâ¥¬  ­¥«¨­¥©­ëå ãà ¢Ä­¥­¨©, íª¢¨¢ «¥­â­ ï á¨áâ¥¬¥ (8), (9) ¨ â®¦¥ ®¯¨áë¢ îé ï á®£« á®¢ ­­ë¥ ­¥«®ª «ìÄ­ë¥ áª®¡ª¨ Ǳã áá®­  ¢¨¤  (2), ­® ¢ ¤àã£¨å á¯¥æ¨ «ì­ëå «®ª «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å, £®Äà §¤® ¡®«¥¥ ã¤®¡­ëå ¤«ï ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨ï (¢ íâ¨å á¯¥æ¨ «ì­ëå ª®®à¤¨­ â å ¬¥âà¨ª¨®¡¥¨å á®£« á®¢ ­­ëå áª®¡®ª ¤¨ £®­ «ì­ë). � ¯«®áª®¬ á«ãç ¥ (K1 = 0) á®®â¢¥âáâ¢ãîÄé ï á¨áâ¥¬  ¢ á¯¥æ¨ «ì­ëå\¤¨ £®­ «ì­ëå"«®ª «ì­ëåª®®à¤¨­ â å ¯à®¨­â¥£à¨à®¢ ­ ¢ [14], [15].



����������������� ������� 276. ����������������� �������� �� ������������� ����������� áá¬®âà¨¬ áª®¡ªãǱã áá®­  (7), ®¯à¥¤¥«ïîéãîª ­®­¨ç¥áªãî¯ àã á®£« á®¢ ­­ëåáª®¡®ª, ¨ ®¯à¥¤¥«¨¬ ¤«ï «î¡®£® u = (u1; : : : ; uN)  «£¥¡àãA(u) ¢N -¬¥à­®¬ ¢¥ªâ®à­®¬¯à®áâà ­áâ¢¥ á ¡ §¨á®¬ e1; : : : ; eN ¨ ã¬­®¦¥­¨¥¬ei ◦ ej = �is @2Hj@us@uk ek:�à®¬¥ â®£®, ®¯à¥¤¥«¨¬ ­   «£¥¡à¥ A(u) á¨¬¬¥âà¨ç­ãî ¡¨«¨­¥©­ãî ä®à¬ã (\¬¥âà¨ªã¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ëK1")
〈ei; ej〉 = gij1 (u);â.¥.

〈ei; ej〉 = �is @Hj@us + �js @Hi@us −K1uiuj:�®£¤  ãà ¢­¥­¨ï (8) ®§­ ç îâ, çâ® ¢  «£¥¡à¥A(u) ¢ë¯®«­ï¥âáï â®¦¤¥áâ¢®(ei ◦ ej) ◦ ek = (ei ◦ ek) ◦ ej ; (12)  ãà ¢­¥­¨ï (9) íª¢¨¢ «¥­â­ë â®¦¤¥áâ¢ã
〈ei ◦ ej ; ek〉 = 〈ei; ek ◦ ej〉: (13)� ª¨¬ ®¡à §®¬, «î¡®¥ à¥è¥­¨¥ ¨­â¥£à¨àã¥¬®© ­¥«¨­¥©­®© á¨áâ¥¬ë (8), (9) ¯à¨ «î¡®¬ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ u = (u1; : : : ; uN ) ®¯à¥¤¥«ï¥â ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ã  «£¥¡àã A(u) á ã¬­®Ä¦¥­¨¥¬ a ◦ b ¨ ¨­¢ à¨ ­â­®© á¨¬¬¥âà¨ç­®© ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬®© 〈a; b〉,   á¨áâ¥¬  (8), (9)®¯à¥¤¥«ï¥â N -¯ à ¬¥âà¨ç¥áªãî ¤¥ä®à¬ æ¨î íâ®© ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢®©  «£¥¡àë. �âÄ¬¥â¨¬, çâ® ­  ¯®áâà®¥­­®© ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢®©  «£¥¡à¥A(u) ¢á¥£¤  ¨¬¥¥âáï â ª¦¥ ­¥Ä¤¥ä®à¬¨àã¥¬ ï¨­¢ à¨ ­â­ ï ­¥¢ëà®¦¤¥­­ ï á¨¬¬¥âà¨ç­ ï ¡¨«¨­¥©­ ïä®à¬  (\¯«®áÄª ï ¬¥âà¨ª ") (ei; ej) = �ij ; (ei ◦ ej ; ek) = (ei; ek ◦ ej):� ª¨¬ ®¡à §®¬, á®£« á®¢ ­­ë¥ ¬¥âà¨ª¨ ¯®áâ®ï­­®© à¨¬ ­®¢®© ªà¨¢¨§­ë �ij ¨ gij1 (u)®¯à¥¤¥«ïîâ ¯à¨ ª ¦¤®¬ u = (u1; : : : ; uN ) ¤¢¥ \á®£« á®¢ ­­ë¥" ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ë  «Ä£¥¡àë (A(u); ( · ; · )) ¨ (A(u); 〈 · ; · 〉). �¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ë áâàãªâãàë, ¢®§­¨ª îé¨¥ ¢¯«®áª®¬ á«ãç ¥ ¯à¨K1 = 0, ¡ë«¨ à áá¬®âà¥­ë ¢ à ¡®â¥ [10].�¨¯®â¥§ . �¥ä®à¬ æ¨¨ ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå  áá®æ¨ â¨¢­ëå  «£¥¡à, ­¥¤ ¢­® ¯®Ä«ãç¥­­ë¥ � â ­§®­®¬ [19] (á¬. â ª¦¥ [20]) ¨ ®â¢¥ç îé¨¥ ®âªàëâ®-§ ¬ª­ãâë¬¤¢ã¬¥à­ë¬ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¬ â¥®à¨ï¬ ¯®«ï, ¯à¨­ ¤«¥¦ â ª ¨­â¥£à¨àã¥¬®¬ãª« ááã ¤¥ä®à¬ æ¨© ­¥ª®¬¬ãâ â¨¢­ëå ª¢ §¨äà®¡¥­¨ãá®¢ëå  «£¥¡à ¨ ï¢«ïîâáï ¨­Äâ¥£à¨àã¥¬ë¬¨ ¬¥â®¤®¬ ®¡à â­®© § ¤ ç¨ à áá¥ï­¨ï.Ǳ®áâà®¥­¨¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¨­â¥£à¨àã¥¬ëå à¥¤ãªæ¨© ï¢«ï¥âáï ®ç¥­ì ¨­â¥à¥á­®©¨ ¢ ¦­®© § ¤ ç¥©.



28 �.�. �����7. ���������� ������������� �������®¯ãáâ¨¬, çâ® ã¬­®¦¥­¨¥ ¢  «£¥¡à¥A(u) ª®¬¬ãâ â¨¢­®: ei ◦ ej = ej ◦ ei, â.¥.�is @2Hj@us@uk = �js @2Hi@us@uk :�®£¤  áãé¥áâ¢ãîâ cpl = const â ª¨¥, çâ®�ps @Hs@ul = �ls @Hs@up + clp − cpl;¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, @(�psHs + cpsus)@ul = @(�lsHs + clsus)@up :� ª¨¬ ®¡à §®¬, áãé¥áâ¢ã¥â äã­ªæ¨ï �(u) (\¯®â¥­æ¨ «") â ª ï, çâ®Hi(u) = �is( @�@us −
12(csk − cks)uk); (14)£¤¥ ¨á¯®«ì§®¢ ­®, çâ® á¨¬¬¥âà¨ç­ ï ç áâì ¬ âà¨æë (cks) «¥£ª® ¢ª«îç ¥âáï ¢ \¯®â¥­Äæ¨ «" �(u): 12(csk + cks)uk = 12 @(cprupur)@us :� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¤«ï ª®¬¬ãâ â¨¢­®©  «£¥¡àëA(u) ¨¬¥¥¬ei ◦ ej = �is�jp @3�@us@up@uk ek;

〈ei; ej〉 = 2�is�jp @2�@us@up −K1uiuj:�§ á®®â­®è¥­¨© (12) ¨ (13) á«¥¤ã¥â, çâ® ª®¬¬ãâ â¨¢­ ï  «£¥¡à A(u) ï¢«ï¥âáï  áá®Äæ¨ â¨¢­®©: (ei ◦ ej) ◦ ek = ei ◦ (ej ◦ ek);¨ ®¡« ¤ ¥â ¨­¢ à¨ ­â­®© á¨¬¬¥âà¨ç­®© ¡¨«¨­¥©­®© ä®à¬®©
〈ei ◦ ej ; ek〉 = 〈ei; ej ◦ ek〉;â.¥. ¯à¨ «î¡®¬ u = (u1; : : : ; uN)  «£¥¡à A(u) ï¢«ï¥âáï äà®¡¥­¨ãá®¢®©.� à¥§ã«ìâ â¥ à¥¤ãªæ¨¨ (14) ãà ¢­¥­¨ï (8) ¯à¨®¡à¥â îâ ¢¨¤ ãà ¢­¥­¨©  áá®æ¨ â¨¢Ä­®áâ¨ �¨ââ¥­ {�¨©ª£à  ä {�¥à«¨­¤¥{�¥à«¨­¤¥{�ã¡à®¢¨­  (á¬. [9], [35]{[38]):@3�@uk@ui@us �sp @3�@up@uj@ul = @3�@uk@uj@us �sp @3�@up@ui@ul ; (15)  ãà ¢­¥­¨ï (9) ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¨¬¥îâ ¢¨¤

( @2�@ui@us −
K12 �ir�slurul)�sp @3�@up@uj@uk == ( @2�@uj@us −

K12 �jr�slurul)�sp @3�@up@ui@uk : (16)�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¯«®áª®¬ á«ãç ¥ (¯à¨ K1 = 0) ¢á¥ ¤ã¡à®¢¨­áª¨¥ ¯®â¥­æ¨ «ë �(u),®¯à¥¤¥«ïîé¨¥ ¤¢ã¬¥à­ë¥ â®¯®«®£¨ç¥áª¨¥ â¥®à¨¨ ¯®«ï, ¢á¥£¤  ï¢«ïîâáï à¥è¥­¨ï¬¨®¡®¨å á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ãà ¢­¥­¨© (15) ¨ (16) áK1 = 0 (á¬. [9]).�« £®¤ à­®áâ¨. � ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ä¨­ ­á®¢®© ¯®¤¤¥à¦ª¥ �®­¤  �«¥ªá ­¤à ä®­ �ã¬¡®«ì¤â  (�¥à¬ ­¨ï),   â ª¦¥ �®áá¨©áª®£® ä®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ Ä­¨© (£à ­â ò 02-01-00803) ¨ ä®­¤  INTAS (£à ­â ò 99-1782).
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