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K LMNOPQ ONRSTUMVPRW XOYLORZ[ RXW\M]]ZQ R YLON^Q_O` YORPLOQ]aW M^bOLaP_OX
U^W RLMX]Q]aW S\^OX a \McQY^Q]a`d eMQPRW ON\OL RSfQRPXSVfag YOUgOUOX a OR]OXh
]Zg LQ\S^iPMPOX X jPO` ON^MRPad KkMRP]ORPa[ ONRSTUMVPRW LM\^ak]ZQ lO_Na]MPOLh
]ZQ RYORONZ YLQURPMX^Q]aW \McQY^Q]a`[ a\^MbMVPRW M^bOLaP_ mMlQ]M LMRYO\]MXMh
]aW PLaXaM^i]ObO S\^M a RgQ_M YORPLOQ]aW ONfQbO M^bOLaP_M RLMX]Q]aW \McQY^Q]a`[
OR]OXM]]ObO ]M aUQWg mMlQ]Mn OYaRZXMQPRW YOUgOU[ OR]OXM]]Z` ]M YLQURPMX^Q]aa \Mh
cQY^Q]a` \M_l]SPZ_a lORM_an U^W bLSYY lOR OYaRZXMVPRW a\XQRP]ZQ M^bOLaP_Z U^WLQoQ]aW YLON^Q_Z LMXQ]RPXM a YLON^Q_Z ROYLWTQ]]ORPan ONRSTUMQPRW R^OT]ORPiLMRR_MPLaXMQ_Zg M^bOLaP_OXd K LMNOPQ YLaXOUaPRW PMlTQ ]OXZ` RYORON lO_Na]Mh
POL]ObO OYaRM]aW S\^OX a OR]OXM]]Z` ]M ]Q_ ]OXZ` M^bOLaP_ LMRYO\]MXM]aW PLah
XaM^i]ObO S\^M[ aRYO^i\SVfa` YLOcQUSLS _O]OPO]]ObO SYLOfQ]aWd K \MXQLoQ]aQLMNOPZ RpOL_S^aLOXM]O ]QRlO^ilO \MUMk[ LQoQ]aQ lOPOLZg YO\XO^a^O NZ YLOUXah
]SPiRW X qM^bOLaP_a\Mcaar PQOLaa S\^OXdsaN^aObLMpaWt uv ]M\XM]a`d
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R# ���������� ��������$���� ���%&�' ���� � $��(� )*) ��$�+ ,���!� ��-"�(! ��"�� ��"�' �"������� �����.
"��% ��� � /012 /31+ 4����! ��������5��$�' ������ ��"�� �6��������"��% � ��5�"�
)) ��$� � ��-��� 7�+8"�$�������29+7:��2;+ <�'6����� =+>�'����'�����+ ?�@.
�� �� �����"��% ����!� ��$�����"%���� ��������"%����� $��$����! ��"��+

� ��-��� /A12 /B1 ��"! -!"� ��������"��! � 5���� $��-�������! ������� C � ��.
��D%E ��@�"���! ����$(�' � �������' >�'����'�����+ ,������ -!"� �������.
�� ���@�� $��-��������� �������� C � ����D%E ���$���! $�� � �������' 9��$���
/F12 /G1+ H��� @����! $�� -!"� ������"��! I+ 8������ /J12 /K12 $����!'2 $���� ��@�2
��&�" �"� �� ���-"��� ���������+ � �����' ��"����� )) ��$� �����"�� ��� ��.
$�����"%��� ��������"%����� � ��:$����"�������� $��$����! ��"�� L��������2 �
����"%�������� ���@�5"��� 8"�$�������M2 ����$� �� �������! 0NFOP @���� �� -!"�
����������� ����@� �-D�@� �"@������2�������"���ED�@�2��"����� "� ����!' ���"
������"%�!�2�2 ��� -�"��2 �"� ��������� ��� �������"%�! ��"��+

� /N1 �+Q�$��2����"%��� �����E�����"%�! ;+=������ /0O12����"���" �"@�����
�"� ������������� ������"%��@� ��"�2�!5��"���� �����������"%��@� ��"�2� ��$��
������"����2��"����� "� ������ ��(��"���� ��������!�+ Q+R�-��� /0012�����"���
��-���Q�$���2�������" �"@����� �"� ���"������ �����������@� ��(��"���� � ����.
��E ����� �����! �"�@���! + H�D���������� � �������������% ��$�@� ���"������
�"� ��"�� -!"� ��$�����R�-����� ����� � /0312 � �� �������"%�!� ��(��"���� :���
����"%��� �-�-D�" S+Q�&�(��� /0A1+

Q�$�� �6����"�����" ��$�� ���� ��&���� �-D�' ����5� ������������� ��(��"�.
��' � ����D%E ������������� � ����"����"%�! �����������2 $����!� ��"�E���
��$���!����!�� �������5�� -�"%&������@��-������� /0B12 /0F1+ <��5���"%�!'���.
@���� � ���"���(�� ���@����! Q�$��� -!" �����@��� -"�@����� �������E ������
�������5�� -�"%&� ���@��-����' � ��-��� T+ ��"%� ������ /0G12 S�@������� /0J12
U+ 7��'$� � ,+ R:"��� /0K12 � ��$�� ��&���E 7�+ Q������� ���-"��! ��������.
����� � @����� $"����� ���-������' /0N1+ ,��-"��� �"@������5��$�' $"����6�$�.
(�� ����������! �������5�� -�"%&� ���@��-����' L���@��-����' Q�$���M������.
$����� �-V��"�"��% ��&����' /3O1C /331+ 4���$�2 $�$ �$���" H+�+ 9������ /3A12 :�� 
����"%����� -!"� ��� �D� ���������5�� �"� �����&���� ���@����!Q�$���+ 9������
����"�" ���-�" � ����D%E -�"�� ������ ����"%����� /3B12 /3F1+ ,����-��� ��������
�"@����������������������@��-����'Q�$���2��ED�@� � 5������ �"�5�� �"@�����
������������� ��(��"���'2�����"��% "�&% ������� � /3G1+
zMNOPM XZYO^]Q]M YLa YOUUQLTlQ zORRa`RlObO pO]UM pS]UM_Q]PM^i]Zg aRR^QUOXM]a` WbLM]PX ª�Yª�Yªªv��Zd



��������� ������������� � �	���� '���� �u
?�$�� �-�����2������� 6����"%��' �����&������ ����5� ��������� ��� ����! 

��(��"���' �5������� ��&���!�+ 4���$� �"@����� � /3G1 �����"%$� �"����2 5�� ���.
������% �@� � ��-���ED�E$���%E�����E���@��������$��5��$� ���������� ����
� �� �"�5�� 2 $�@�� :$����"�������% �"� ��:$����"�������% ����! ��"�� 
�5����.
���+ I�� �-������"%���� ������� �� �!�"%2 5�� ��D�����ED�' �"@����� ��"�$� ��
������"��2� ���������� ����$ ���! ��� ���� $ �"@������5��$�' $"����6�$�(��+

7��@�' ��� �� $ �"@������5��$�' $"����6�$�(�� ���@��-����' Q�$��� �������
�� ������� ?������� � @����-�"���(�� /3J12 /3K1+ 4���$� �����-��� �@� �������� �
"��������� �����������+

� $��(� 0NGOP � ��-��� ;+H+ 9�$����� /3N1 � T+ ;����'�� /AO1 ����������
-!"� ��&��� ���-"��� ������������� � @����� $��+ ,�"�5���!� �"@�����!
���-���"� �5��% -�"%&�@� ����-���+ ;����'� �$���" ��$�� � ���!' �"@�����
�"� ��&���� ���-"��! ��������� � @����� $��2 :��� �"@����� ��$�� -!" �5��%
���"���!�+ 4������25�� �������� �� �������! 0NKOP @���� �"������% �"@�������2
�� �������! �������E � ��&����� �� ��5��$� ����52 �� �-�����"��%+ 
������
$ ����-�!� �������� �����"�� � ����� � &���$�� ���������������� �������"%�! 
$���%E�����2 �����"��&� ��������% ���������!� �"@�����! �"� ��"%��'&�@�
���"��������+ � 0NKOP @@+ U+ ?������ ��D�������� �"�5&�" �"@����� ;����'�� �"�
������������� $�� � ��"�5�" �"@����� � ��"������"%��' �� �"��� � ��� �(��$�'
�� ����� ��-��! /A01+ ?������ ��$���"2 5�� @����! $�� �-"���E� -����������'
����$����'+

����"������� � �"@����� �"� ������������� $"����� ������������� $�� -!" ��.
D�������� ��$���� /A31C /AB1+

� $��(� 0NKOP C ��5�"� 0NNOP 7�+������ � U+9��:�$� ���"� �$����� ��������%
��� ��8"�$�������C9��$���2��������!' ����������"���� ��(��"���' ���$���!��
$����� /AF1C /B01+ >�����!� ��� �����! �����"� $ ���������E ����@� �"@������ �"�
������������� ������"%��@� ��"� /B312 $����!'2 ��P��������2 �������� �"@������
Q�$��� � �$������2 �� �����"��� ��"�5��% ����!�2 ��"���!� �"� ��"%��'&�@� ���"�.
�������+ I�� ������ ��P�������� �� ������ � ������ �$�����' �����-��$�+

� �������' ��-��� /BA1 ����� ����"���" �D� ���� �"@����� ������������� ���.
���"%��@� ��"�2����(����"%��� ��"�5�� $�����@� �� ����� �������! ������� � ���2
5�� �� �� ����"%���� ����"����"%�!� $������$(�� ��$��2$�$ �����@�"�(�� ����"��.
��"%��@� ������������ � ����"����!� ���$�2 � ��-����� ��������������� � ���@���.
���� ��"��2 ��������� � ����D��+ ?�� �� ����� �����"��� �� ����% ���"������
��(��"���� �� �����!� ����������!� �"�@���!�+
������D�� ��-��� �����D��� �-���� ����"%�����2 �������! � �"@������5��$��

�������������� ��"�� � ��(��"���'+ ,� ����������� �! �������� $"E5��!� $��.
����$(�� ���� �"@�������2 "�-� ��"�@��� � ������!� ����+ ,�� :��� �! $�������
��"�$� �� ��� �"@������5��$� ����$��� ������ ��"��+ 9! �� ������������� ��.
������2 �������! � ����5��"����� ��"��2 �+�+ ����������� ����$�� ��"��2 � $����! 
��������"�� $���!' �������5��$�' $"���2�� �� �-�����"%�� ����� ���� ���+ ,� :��.
�� ������ ��+ /BB1C /BG1+ 9! ��$�� �� �-������� ��������2 �������! � �"@������.
�� �!5��"���� $"����5��$� ����������� ��"�� L��$"E5���� ������"��� ��� ��"�M+
I���� ������� �����D���2 ��������2 ��-��� /BJ1+

<���% ����"�@����� ��$�� ��$�����"%���� �������@� ����"%���� /BA12���$�"%$� ��.
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"�5��� �� �������5�"%��@�+ I�� ��$�����"%���� �����$"� � ����"%���� �-��������
�
+ I@�"�� �� ����� ���@� ������ � ����������� &����
""���'� � ��$�@� � ������3OOA @���+9! ������"�@��� �������!�� ���������!� ������� ������ ��"��2 $����!� �����
��'�� � "E-�� �5�-��$� �� ��"��2��������2 /BK12 /BN1� ���"2 ��(��"����2 ������� ���.
��2��������� �����2����� ����% <�'6����2��� ��"�2������"%�!' ���"+ >��������.
��E��� ��"%$� ��5�!� ��"!+ � ����������� �� �����(��2 �! ��-����� � @"��$�' �"�
$���5��P"���'��' $���@����2�� �@�������� :�� ���(��"%��+ ��� �-V��"ED�� �����.
��� �"� �������! ���!��E��� ������ ����������2 ���$�"%$� ��$�$� ���@� �! ��
�������������+

�� ������� �	���
�
��
�
 ����
 � �������
��
���� 	���	 �����
�
�	
�� ������� ,��������� "E-�@� �"@������2 ��-���.

ED�@� � ����"�@�5��$��� �-V�$���� ��$���2 $�$ ��"!2 ����������� ��5��% � �!-���
��$�����@� $��-��������@� �����-� ������� :�� �-V�$���+ ������ � ���2 � ����.
D%E $�$�' $��-��������' ����"� "�5&� ��������"��% ��"!2 ����� ��$����%�� ��.
����!� �� ����!' ��@"��+ 7�'������"%��2 ��� �����-!2 $����!� �! ����% ���&��2

��"������"%�� :$����"����!� � ��5$� ������ �"������� ����"%��ED� � �"@�.
������+ 8 ������2 ��"� ���" ��������"�� $�$��P"�-� �� �$�����! ����% �����-��2
��������� �@� �� ���@�� 
��!$�� ����� �� �����2 ��"������"%��� �� �"������� ��.
 ����@� ��������"����+ ?�$�� �-�����2 ��"� �"� ����@� �����-� ��������"���� ��.
"�� $�$�'P"�-� �"@����� �$���"�� ��"������"%�!�2 �� ��"������"%�!' �"@�����2
��&�ED�' ���� ����5�2��'����� � �"� ���@� �����-��+ �� ��@����&��' ���% �� ��.
D������� ��P������D��� -!���! �"@�������2��������ED� ��"!2� �"@������5��.
$�� �"������% ����52 �������! � ��"���2 �-��������� �� ������ ������"�������
$"����� � � L5�D�M ��+

�������� �� ��"%$�5�� �$�������2�!����$"E5���25�� ���5�!' �!-�� 
$��-���.
�����' ����"�� �"� ��"�� ��@ -! ����$����% -�"�� :66�$������ ��&���� �"@������.
5��$� ����5 ������ ��"��+ H���� "� ���������%2���$�"%$�����!� ��"����� �!-��
����(�����' ������! �5��"���� �"� ���������� �"@������� �!��"����� ���6����.
5��$� �����(�'� ��������25�� ��������� � ���������� �"@������� �������������
��"�� ������!2�� $��'��' ���� ��5����2 � �����5�!� �!-���� 
������! �5��"�����+

4-����5�� 5����� ��������� �������5��$� $"����� ��� ��(��"���'+ T����"%.
�� ��� ��������� ��! ��"#$%& ��(��"���' �! �������� ��-�� L'()(*(+M2 @��' C
��$������ ����5��"���� ��������� L:"�����! $�����@� ���!��E��� "��, ������M2
) C ��$������ ����5��"���� ������������ � '

×
' L:"�����! $�����@� ���!��.

E��� -$#�#��� �.�� / #�� �0�1���2��M2 *� '
→ � C ��$������ ���-������� �

+ � '
→ N

C ��$������ �!5��"���� 6��$(�� L���!������ 34��5�#! 6$�7��6��M ��.
$��2 5�� �!��"���! �"���ED�� ��"���� �

0M ��D������� �"@�����2 �!5��"�ED�' �� �������' ���@����� 8 ��$������ ��.
(��"����9: �� $"����*L8M $�$��-�� "����! �

R# � (�"�5��"���!�����&�.����2 � ��$�� �"@�����2�!5��"�ED�' �� ��������� ��(��"���E92��������.
"��������-���� "����! �

R#2��$�����E���@�����8 ��$�E25��9 ∈
*L8M

L� 5��������2 ���-������� * ��"��� -!�% �E�V�$�����M;



��������� ������������� � �	���� '���� ��
3M ��������� *L8M � *L8′M ����� ����� ��@�� � ��"%$� ��@��2 $�@��8 ∼ 8′

2 @��
5���� ∼ �! �-����5�"� ����&���� :$����"�������� � ' 2 ����������� ����.
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+�"(
��
� � ��
�� ��%�+%�* #������,�"��(%��"(! ����
!��� �#���&�*�

0M ��#�'-�%��� 5 7→ +5+−+) 5( + ∈ �� 
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���@����!2 �������������!� � ��5����%E �� @�������6����� �"��$���� ����
L6(7M 7→ L� L6M(� L7MM2 @�� � 2 � C ��������ED�� 6��$(��+ ���-! ������% :��2 ����.
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$������ @��������"%��� ������ �2 ��� ���D�� ���� �����' ���@����!+ <���� ����.
��5���� ���@����!���� �� ���@�� �����"$���E��� ���� ��� �+ ,�� :��� $���!' ���
��-��"����� �� ��� �����$�"%�! ��-��2� �D� ��� ��-��"�E��� �� $����E ������E
$��������� �� ����' ���@����!+ =�@�� �!&� � �� �������� ������5���'2 ��� �� �.
��D���� ��� ��@� ����� �����6���������% � �-V�������� �����$�"%�! � @������.
��"%�! �����$�� -�� ��-��"���� ����"����"%�! �����$�"%�! ��-��+

�G�B �+ �LQXLMfQ]aQ Y^ORlO` UaMbLM__Z X YLW_OSbO^i]SV

�� ���+ G ��$�����2 $�$ �� ��������������' ������@�"%��' ���@����� � ������.
��% $��� 5 ��$�E25�� 9� ∼ 9�+ 7"� :��@� $����� @��������"%��� ��-��2 �������(��
$�����@����������"�����������(�� @��������"%��' ���2���������� �� ��� 
����".
����"%�! ������$�+ ,�� :�������� ���! ������5���� �����$�"%�!� �����$� ���.
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�� ��� ���� ��� @��������"%�!��+ ,��"� ��"�@� &���"���� ��"�5����� ��@�"�����
����$(�� $��! 5+

,������� $���$�E �����$� � ���2 $�$ �������� �"������% ��������"���� L�  ��.
&�� �"�5��M ��� ���� ��� �� ����' $��-��������' ����"� $ ���@�' �

����-��������� ��������� �"�������
$��� 7→ �"��$�� ���@����� � 7→ �

�"��$�� ���@����� 7→ ������@�"%��� ���@����� � 7→
3�

������@�"%��� ���@����� 7→ �"��$�� ���@����� � 7→ �.�B
������@�"%��� ���@����� 7→ $��� � 7→ �.�B

�� �$�����!� ����% ����-��������� ����� ��"�5��% $������(��' �$�����! +
2� ��
�� ����
�

,���% ) C ��� ������ $����$���� ���@��-����� L��������2 � $����M2 ����"�����
�����@�"�(��' � + H�-������� �"������� ����� ����% � ⊂

) ���!������ �� ��$%�
��! �� ����&���E$ �����@�"�(�� � 2��"� ������5�����∩������ ����� � �$���!�AP����"�$��� � ∈

� ������� �� ����@�"%��$�� � 5��!�� �@�"%��$��2 ���&��! $���.
�! "������������� ���"�5�! ��-�� ����"�$���2��+���+ J+ ?�$�� ����@�"%��$�
� 5��!�� �@�"%��$� ���!��E��� -$#�#��� �.�� "�6����+ 7�� :"��������! ���.
$� ������"���� ��������/42 ��"� � @����(! ������$�E� ���� � �� �� ��-��+ ���@�
������� J� ����� :"��������! ���$��2 @�� � C �-D�� 5��"� AP����"�$��� � �����@�.
"�(�� � +
������
��� H�D������� ���@�'2 
���"%�!'�2��� ��$ ������"���E�����"%�! 

����� �����'+ 7"� ��@� ������ �����@�"�(�� ���@��-����� ����"%������ ���-�����
�� ��5$�+ H 6����"%��' ��5$� ������ :�� ��� ��! �����&���� :$����"����!+ H ��5.
$� ������ ���$��5��$�@� ���������� ��� ��2 ��������!' �� ���-����� �� ��5$�2 ��.
�$�"%$� :66�$������� ������! ��������' �"� �� ������� 6���������"%�! ����� .
�����' L��+����M��"�5�E��� ���D�+ 4���$� ��5% ����% ���� �� � $�5��������� �"�5.
&���� ���������5��$�' �"������� �"@�������2 � �- �"�5&���� ��$����! $�������
� �(��$� �"�������+ � $��$����! ������� ��"�' �"������� �-!5�� "�5&� ���.
��"%�����%�� ���-������ �� ��5$�+ 4���$� �������� ������ ���������� ���D�2 ��"�
��"%�����%�� �����@�"�(����2 5�� �! � -���� ��"��%+
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�����"%�!� ����� ����� -!"� ������! Q+ =������� /0O12 $����!' ����"%����" � 
�"� �(��$� ���� � 5��"� �������������""�"%�! � ��������$�ED� �� ���������! 
�6�� � ��� ������ ���@��-�����+

7"� ������� �����"%��' ����� ����� Q�$�� ����"���" �����������% ���! :"�.
�������! ���$�� � ����������% $����' �����"%��' ����� ����� � (�"�5��"���!'
��$��� 6L� M � L6+( � � � (6��M2 �P� $��������� $�����@� ����� $�"�5����� :"��������! ���$�� �P@� ����2 ������"�ED� ����� ����% � + ��"�5��! 6�L� M ���!��E��� �� �
��$%�.�� ��� "������� ����� ����� � + ��$��� 6L� M �������5�� ������"��� ��.
��� ����% � � ��5����%E �� �������� � $"���� �����"%�! ����� �����'2 �� �� ���
��-��! (�"! 5���" 6 ∈ Z

�� �����������E� �����"%�!� ����� ������+ 9���� �!.
�����% ������� ��������' � ����������2 ����ED�E ������������ ��� ��$����� ��.
�� 6L� M+ I�� ��"����� �"���ED�� �-�����+��P����! 25��-! ��$��� 6 ������" ��$�����E �����"%��E ����� ����%2 ��"���2
�5������2 �!��"���%�� ��"����
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O( � � 0( � � � (J�� LAM
��P����! 2 ����% ��� AP����"�$���+(�. ∈ � ���E� �-D�E 3P@���% � + ,�����5�.

��� �∩� ��������� ��@2$��(!$����' �� $����! "������ ����! ������� @���� � +���@� ������� ��� ���� ��@+ =�"�5����� ��@ $����@� ���� ����� �!5��"��%2 ����
5��"� :"��������! ���$�� � �+2 ��� -���� ����% ��� 6� �6� L����� ��� ���� ���$��
� ����� AP����"�$�� ������ �$"�� � $�"�5����� ��@ �����@� ����M+ ?�5�� ��$ ��2 �@�
����� �!�����% 5���� 5��"� :"��������! ���$�� � �. 2 �$����26� �6� + ?�$�� �-.
�����2�"� $����' 3P@����2�� "���D�' ��$��� �) 2 �"����� �!�����% ��� ���������
����

6� �6� � 6� �6� � LBM
��$���(2��$����!� ���! ���$�� �����������!� ��� ��!"�25�� "E-!� ���$� :�� 

����� �-�����"%�� ������$�E���2 ��:���� ��� �� ��@�� ������������ � ����% � ���.
��"%��E����� ����%+ 8 ������2� $����� AP����"�$�� 5��!�� �@�"%�!� :"�������.
�!� ���$� ������������������!+ ,�:������$���! 6L� M ����"������E� ��$�� ��"�.
��E
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�
����	�
�� ���� ���"�� 6 ∈ Z

��  ����" %�����(%
! #�,���%��"( "���� �
"��(�� "����) ����� �% 
��,��",��'�" 
���,�'� LAMCLFM1
�4�"��#���$%�.�  #�#��#� ������! LAM2 LBM ���!������ ��$�� ��&���� 6 ∈ Z

�� 2
5�� 6 ��"%�� ��������"%�!� �-����� ���"����% � ����� 6 � 6+ � 6. ��� ���@� 
��&���'+ �����"%�!� ����� ����� � 2 �"� $����! 6L� M ��"����� 6���������"%�!�
��&����� ������! LAM2 LBM ��$�� ���!��E��� 6���������"%�!��+ H"���ED��2 "�@$�
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7"� ������ Q�$��� �� ����� ����(����"%��@� ���5����2$�$�� ������ �-����� ��.
��� ���" �"� ��(��"����+ ,���!' &�@ �"@������ Q�$��� ������� � �� ������� ���.
��@�"�(�� ����"����� $ ���-5���' �$��������� �����@� ��(��"����+ <���� �!���!.
������ ������� ��������' � ���������� LAM2 LBM � �� ������ �� 6���������"%�!� ��.
&����+ H���� �� ��-���E��� ��2 $����!� ����"������E� ��"���E LFM+ ��$���(2
����� ��'����! 6���������"%�! ����� �����' ��-������� � ����� ����% <�'6����
������%&�@� ���� � �"�5�� �� ������� ���� ��"� �"� ���-���ED�� �6��� � �"�5��
������$� ������������ �����@� ��(��"����+

>���"%���Q�$��������"���2� 5��������2��������% �"@����� ������������� ���.
���"%��@� ��"�2���$�"%$� :�� ����������!' ���" ���� ��"%+

H"���� ������ Q�$���2R�-��� ��$���" � /001 �"���ED�' ����"%���+
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7�$�����"%���� ����� �������� �� ���2 5�� ����� ����%2 $������ ��� �����2 C
� ������ �"�5�� 6�$������ED�E �6��� C ���@�� ����� ��'�� ����� 6���������"%.
�! +

?�$�� �-�����2 ����5� �"@������5��$�' $"����6�$�(�� ��"�� � ��(��"���' ���.
����� $ ����5� ��������� ��� �����! ����������! ��(��"���'+ � /0B12 /0F1 Q�$��
����"���" ���@����� ��&���� ���"����'2 $������ -!"� �����&��� "�&% ������� �
$��@� 9������� /3G1+ ,�"�5���!' � ���@� �"@����� 5�������� �"����2 ��$ 5�� ��
����� ��!�"� �-������% ������ � �@� ���$��5��$�' ���"���(��+ =���� ������ ���.
��"%�! ����� �����'2 �"� �@� ���������� ������-�"��% ����"%���! ��-�� /0J1C /0N12
/3B12 /3F1+

U$���� �5��% $���$� � ����� ������ ���� � ������!� ��������� ��� ����������
��"%$� 5�� ���������@� �"@������ ��������� ��(��"���'+ 9! -���� �"������% ��.
��������(�� 9�������+ ,����� ���@�2 �"� ����! ��(��"���' �������� �����@�"�.
(�� L�"� ���-����� �� ��5$�M � ����"����"%�! �����������2 ����% )+2 ). + =�$
��������2 ����"����"%��� ������������ �� �������� ��"��' ��6����(�� � ��(��"�.
���2�� ��"� �� $����' $��������� �@� @����(! �$����% �������� � ����""�"%2�� ��.
"�5����� ���,��� �0�# 6 40� �� �� � �# �������5�� ������"��� �����������ED��
��(��"����+

��"� ����!� ��(��"���� ����������!2 �����! � �� ��"�E��� ������"%�!�� ��.
"���2 �� ���@��-����� )+2 ). ������"���� $"���� ��$ ���!����! ���,��� �0�!
���#�� L����������! 2 @����5�� ����������! � �������D� ��$�����E �������.
���E ����� ����%M+
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 �� %� �). 1

I�� C -�"�� �-D�� �����������2 5�� ���-����� �"� �"@������5��$�@� ���������
��(��"���'+

7"� ��������� ��� ���@��-����' Q�$��� � $����� �� �� ���(��"%�!� �-�����
�� ������ �������!' ��"�:��2���-���ED�'���@��-������� ��� ����!�&��!2���.
"� 5�@� ��'����!� ���-����� ��������E���+ U�����������2 5�� ���(����� �� ����.
��� ���-����� ����� ��������% ��$�� �-�����2 5��-! ����"%��� �� ������" �� ���.
��@�"�(�� ���@��-�����+

>��-���ED�� ��"�:��! �� ������ � ����D%E ���������� ��$ ���!����! �# � �
��!+ 
���� �� � ���@��-����� Q�$��� � C :�� ���"�������"%����% �) � �/ ⊂
�+ ⊂ �. ⊂ · · · ⊂ �� �������! ��"�:����2 �"�����! � ) 2 � $�����' $���!' �"�.
��ED�'2 ���+2 ��"�5����� �� ����!��D�@�2 �� 2 ��-��"����� ��$�����' ����� �����
�� ⊂

)
\ �� 2 � ���"����' ��"�:�� �� ���-����� ) �� $"��$�+ �� $����� &�@�

:�� ����� ���"��% ���$�"%$��� �����-���2��:���� ���5�"� �"@����� �� ���� -�"%.
&�� ����'���� ���-����' ���@��-����� ) 2 � ����� �!-����� ����� �� ������%&��
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4������� ��������% ��� �"@������5��$�� ���������� $�����5��$�@� ���-�����
���@��-����� Q�$��� ������� � 6����"����$� �����"�2 �� $������� �� $����� &�@�
$ ��"�:����� -���� ��-��"��%�� ����� ����% ��+ I�������"� ��"��� ����"�������%
�"���ED�� ��"������

0M "E-�� ����� �� �-�!������ �� $���5��� 5��"� &�@��2 �� ����!&�ED�� ��$�.
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�����E ?������� /3B12 /3F1 ��66�����6����� ����� �����'2 $������ -!"� ���-"�$�.
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@����-�"�5��$�� ����$����2 $������ ��D������� �� ������� ?������� � @����-�"�.
��(��+ 7�$�����"%���� :��' ������! ��+ � /3K1+



vª �,�, (����)��
?�$ ��2 $�$ � �"@����� ���������� ����� �'2 �"@����� �"� �� ������� @����.

-�"�5��$�' ����$���! �� ������� ���@��-����� Q�$��� �5��% �"����+ � 5������.
��2 �� ���-��� ��&���� ������ �"@�-���5��$� ��������'2 ����ED� ������������
��������"���' @����! �+) � ��9L3(CM+ 4���$� ������ 
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7"� ���"� 6 ∈ �� � -�����' ��5$�'2 ����5����' ∗
2 5��"� |6|� �$��!��E� $�"�5�����

������5���' ���"� 6 � �P� ����������� ��"����25�� ��� 
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"���� F+02 ��"�5����� 
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,���!' ��"������"%�� �"���!' �"@����� �"� ������������� $�� -!" ��������
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����� �� �����' $��� 5 ����@� :"�������� ��� �&$� $"���� /51+ 4���$�2�"� ���������
��� $"����� /5+1 � /5.1 :��@� ���������5��+���-! �������% ��� $"���� �����������.
��2 ��� ��P�������� ����� �!5��"��% ��� �&$�  ��� -! ����@� �� �� ��"����%E+

?�������% :��' ����5� ������� � ����� �-������"%������ � ��P����! 2 �"� 5��"�
:"������� � L5M �� �������� �(��$� "�5&�'2 5�� :$������(��"%��� �� �"��� $��! 5;
��P����! �"� ��@�2 5��-! �-����%��2 5�� ��'���� ��� ��� �&$� � L5M2 $ $������ ��
��'����! :"������� �������������% ����������!���������!� ���������� � ���.
�����%2 5�� �� ��"�5�E��� ���!� :"�����!+

� ��-��� /AB1 ��$�����2 $�$ �-�'�� �����E ��������% � �"� �� ������� ���' ���.
 �&$� $ $������ ��'������� :"������ � ∈

� L5M �������5�� ��������% ��$�� �����.
���!� ���������� � 7→ �−

+� ��� 2 5�� �"� "E-�@� "���@� ��-�������@� ��"���"� ��
′:"������ �� ∈ ��� ���������� � 7→ �−

+
�
′
���

′
�� ��"����� ��������!�2 �+�+ �−+�

′
���

′
�∈� L5M+ 4$��!������2 5�� :�� ��D�������� ������ ����-��2 ���- ����!' �"� �� ��.

����� $����@� �"���ED�@� :"������ �� ��� �&$�2 ��"�� �@� ��"������"%�!�2� ��.
�� ����������% �!��"���% �"@����� �� ���$��$� �"� $�� ��-�"%&�' �"��! L0OC3O
-�$� ��M+

��2� �	���
�
�� � ������ ,��!�$� ����"%�����% ��� �� 8"�$�������C9��P
$��� $ �������E ��(��"���' � ����D%E ���$���! $�� �"� ���������� �"@�������
������� � ��"����� ��-����%�� �� ���- �������� ���"������% ����"����"%��� ���.
��������� ��(��"���� � ����������% ������ :��@� �-V�$����2���ED��� 
-�"�� ���.
�����5��E� �������+ ;"����� ��������% � ����"%�������� $�� �"� �"@������5��$�'
$"����6�$�(�� ��(��"���� ������� � ����������� ������' �"@�-���5��$�' ��������.
��(�� �����@� �������� 9��$��� L���-�"���(�� � �����-�"���(��M+

� ��-��� /AF1C /B01 ���������5��$� �����-��!������ �� ��$�2 $������2 ��������2
�����"�� ��-��%�� ������� � :��� �������+ 4���$�2 �� ��@����&��' ���% �-D�@� �".
@������ ��������� ��� ��(��"���'2����"%��ED�@� ���(�6�$� ���$���! $��2�� ��.
�������+
������2����$�2�"@����� �"� ������������� ������"%��@� ��"�+ �@� ����.
"���"� 7�+������ � 9+Q��& � /B31+

,������� $���$� ���� �"@������ ������CQ��&�+ � ������������ 6�$��������
(�"�����5��$�� ������� $�������� � ��%E �+ ="���! ������������� $�� ����(����.
E��� � ���$���!�� $���!��2�� ������$�ED��� � � ����������"%�!�� ��"��"��$��.
��� � � �����2 @�� � C �@"���� $���������+ ��"� ��$�� ���$����� $��� 5 ������ ���.
���"%�!' ���"2 �� �� ����� �������% ���$�� � ��$��2 5�� �� � 5+ �!-��� ��$�'
���$ �-D�@� ��"������2 ����� ��-��%��2 5��-! �"����� � 2 �������� �@����5�����
�� � \ � 6���! �� 2 ���"� ��"%$� �������$�� ���-�������+ =���� ��@�2 �� ��$����.
������������� 6��$(�� �∣∣�

\�
����� ��-����%�� ��� ���D�' ��6����(��' ���$� �

L��+ ���"�@�5��E $������$(�E ����M+ ?�@�� �"����� � -���� ����% ��"%$� ���"�2 �
-�� �@����5���� �-D����� ����� �5����%2 5�� ��$�$�� ��� �� �� �� "���� � ����'
��"��"��$���� � � �����+

,�"�5����� ��$�� �-����� �"����� � ����� ������% $��-��������+ 7�-���� $
$��-��������' ����$���� �"����� � ��6����(�E � �����$� ��5�$ ������5���� � ∩ �
����� �� (�$"�5��$�������$� ����"��� ��"�����"%��� �- �����$��@ �2�!��"�5��
��-�� ����! 2�� $������� $"��� ������������� $��! 5 ���������"������� �������5.
��+



��������� ������������� � �	���� '���� v�
8"@����� ������CQ��&� ��"��� �"���ED��+ ;����������� �����$ ����������! 

�"����' �� ���$�"���� ���$�2 �� ����������E �"�������+ 7"� $����@� �� �� ���.
��������E��� ����������!� (�$"�5��$�� �������5���� ����" � ���&�� L��5�$ ��
� ∩ �M+ 7"� $����@� ��"�5����@� ��-��� ����! �������E��� ��$����!� ��"����2
����5�ED�� �� � ���"��������% ��� ��$������ �"������ ���$� 8. �

R#+ <���� ��
$������ ���"�������� �"����E �!���!������ $��� �� �����������ED�@� $"���� ��.
�����������+

I��� �"@����� ������� �����$�����������"�' �� ����������! $"����� ��������.
����� $��2 ����ED� ������"%�!' ���"+ 7"� $����' �����' $��! 52 ��������"�E.
D�' ������"%�!' ���"2 �� $"��� ������������� ��"��� ���� �"� ������ ��������%��
� :��� ����$�+ H ����D%E ������ �����"%�! ����� �����' ������ �(��$� ���� �2
�$�"%$� :"������� ����$� �������5�� ����-���%2 5��-! � �"�5��2 ��"� $"��� �����.
�������� $��! 5 ����� �� �� �������"��2 -!�% �������!�25�� 5 ��������"��� �����.
���"%�!' ���"+

H���@� @�����2 :��� �"@����� �� ���� ����@� ��&���� ���-"��! �"@������5��.
$�' ���������������� ������"%��@� ��"�2 ���$�"%$� ����"%���� �(��$�2 ����� ���.
D�E�� �����E �����"%�! ����� �����'2$�����' ����' �� ��-� ��� �������5�� �"�
��$�����"%����+ 4���$� �"@����� ��"�5����� �����&���� �� �� ���� �� �"@�����
Q�$���2 � @"����� �@� ������D����� ������� � ���2 5�� �� @��������� �����$ $"��.
��� ������������� $��2 ����ED� ������"%�!' ���"+ � ��-��� /GF1 �$��!������2$�$
���5���"%�� ��$�����% ���- ����!' �"� :��@� ����-��+ 4������� (�"% :��@� ��� �.
�� ������� � ��$��"���� $��$�����' ��6����(��2$������ ��@"� -! ����$����% ���!�
���� ���������� �"@������� $"����6�$�(�� ��"�� � ��(��"���'+

�� ��
�
�

�� ��	���
��
�!"� -! ��������� ��'�� ��&���� ���-"��! ��������� ��"�� � ��(��"���' � ����

�"@������ ���������� $ $�����5��$��� ����2 ����(�� $�����@� ������" -! � ����.
D���� �����@� ��(��"���� �� �� ���2 ��$� :�� ��������2 ��$2 5��-! ��"�5����� �
����"%���� ����D���� ��������"���� �����@� ��(��"���� ������"�"��% �@� �������.
5��$�� �����+ � 5��������2 "E-�E ���@����� ������"%��@� ��"� ��$�' �"@�����
��"��� ��������� ������!���% �� ��$�����' ����������'2 ������'&�'2 ���@����!+
L<������25�� ����-�!' ��� �� ���-�"�� -"���$ $ ����(���2$����!��!��"%������2
������!��� ���������E �����$�+M

������� ���@� �������� �"��$� ���@���� ������"%��@� ��"�2 �� $����! ��"%.

�� ��"�5��% ���@����� -�� ������5���' � ����D%E �������' >�'����'�����2�� ���.
"�5���ED� �"������% ���@����! �� ����@�+ ���$���5��� ����� ��$� ��������
��������� � /GG1+ ,�����'&�� ���@����� �� :��' ����� ��$����� �� ���+ 0O+

,�� �� 8"�$�������C9��$��� ��$�� �� ���� �"@������ ���������@� ����D����+� /GJ1 ��$�����2 5�� ���!$���� $��! � � �−+
#

�.�−+#
�.�#+�−+. �+�−+. ∈ �� ��"�����

������"%�!� ��"��2 ����$� "E-�� ���"�������"%����% �������' 9��$���2 ������.
D�ED�� � � $��� 0

∈ �+2 ��"��� ����"%�����% ���-�"���(�E+ I�� ���5��2 5�� $�"�.
5���������'2 � ���5��2� �"������% $��!2��"��! -!�% � $�$�'P�������� ���"�5��!+

H"���ED�� �����������2 ��$������� ������� ������� /BA12 ��$��!����2 5�� ����
���������� ��(��"���' $ $�����5��$��� ���� ����� ����� �� ��D����������+
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��� ���� �!	�' #�'��
���(%�' ��������� "��,���(%��� 
 �� ��#
���$

�" %��"���� ��%�"�%%�� 
#����%�� 
����%"��%��� #���	�� �,�%�'��) "1�1
��-�" 	�"( #��,����%� , #���"�*�
! ��������
 ����-%��"� �,�� &����$
+������ #����"�%�,����) ������,���� � ���"�	��� �&�'��1

4�����"���� ������@�"%�! ���@���� � :"��������! ����-��������' ��+� ���.
��"� 3+ 7"� ��$�����"%����������! G+0����"%��E��� ��$���!����!�$����!�����.
����"���� ��(��"���' L���P������������� �
 �����M2 ��+������"���� ����+ ,�����@�"%.
�!� ���@����! C :�� �����- $���������� $����! ��������"���'+ ,�:���� 6�$��.
5��$� ������� G+0���������� ����������% ���������@� ����D���� "E-�@� $�����.
@� ��������"���� ������"%��@� ��"�+9! �������� ����% ��"��� ��$�����"%���� ������! G+02 ���$�"%$� ��"�5��� �� ��.
@�2 $������ ���� � /BA1+ 
��� ��$�����"%���� �� ���@�� �����������! ������� �� ��.
-�� /GK12 /AN12 /F012 ��:���� ���5�"� �! ����� �����-��E ������5��$�E �����$�+� /GK1 7+ �����$�� ��$���" �"���ED�� �����������2 ����!��ED�� 5��"� ����' �
�������"%��' $��! 52 �"@�-���5��$�� 5��"�� ������5���' � 5 � ������%&�' ������.
�!' ��� � ����� ����� <�'6���� �"� 9�2 �������(�� $�����' ��@"������� � �������.
(��' ��(��"���� 9� 3�

−
0

> |�| − �� L0FM

��� ��$�����"%���� ������"� � �"���ED��+ �����$�� ���������" � �# �"����� >�.-�� � ���������" ���$���!� $��! $�$ ��(��"����2 ����������"%�!� :���� �"����E+
��������25�� �"����� >�-� �������� ���� ���$���!' �"�'2 @�������6�!' ������.
���� ����

T
. 2 $����!' �����"��� �# �� ��� ��"�������2������� � )+ � ). + �E-��

��(��"����2 ����������"%��� �2 ��"��� (�"�$�� "����% � )+ �"� ). � ����% ���
���$����' $��!+ ����� �5����%2 5�� ��� "���� � )++

7�"�� �����$�� ���������" �@����5���� � �"����� � �� �������"%��E ����� .
����% <�'6���� � 2 �� � 9�+ 4� �����-���"2 5��-! ������5���� � ∩

). ������"�
�� ���������"%�! ���$��+ �����$�� ��$���"25�� ������' ���! 9�2� �� ��������E
9�

′
(� ′ ����� ��-����%�� �� ��"�5�� � �"����� � ������"���! 6��@������+ 7"�

�"�����2 �� �������D�@� :�� 6��@������2 ����������� �����$��� ��"�5����� :"�.
�������!� ����5���� :'"�����'  ���$�������$� �L� M � ������� ���-�������' �"�.
���� � +
��� �� ������-���� ����������� �����$���2 �� ������-���� ����"�@�5��$�� ���.

��!2 $����!�� �� �������� ���� ��(��"���������� ����% �� ��������E ��$2 5��-!
�"������ ������"��% �����������������!� �-�����+9!���!���� :�� �����!��E.
$��� �����$���+ ������ ���-������% :�� ������� ������� � ���2 5�� ����������%



��������� ������������� � �	���� '���� u�

� ���������� @������������ ����$����' �"����� � + I�� ���5��2 5��2 �� @"���2 $�$
������ ����� ����% � �"����� � �#2 � ���� ��"%$�2 $�$ �!@"���� �� ��' �"����� � 2
�!����� �$����%2$�$���� ��E$�� �����$��� ���������������������% � $�$ -����
�!@"����% �"����� ���"� :��@�+

<������25�� ��"% �"����� ������ ��"������� ). � $������$(�� �����$��� ����.
D��������2 ��:���� �"����� >�-� ����� �������% �� -�"�� �������� ��"������� ).
����� ������% � �$�������% �+ ⊂ �#2 ����"����� $ $�����' -���� ����"���� ��$�!.
�!�� ���$��� ��$���2 5�� �+ -���� $���� ���!$���� $����@� �� �� +

<������ ��$��2 5�� �����$�� �� �-������� ������2 $�$ �� �"@�-���5��$�� ��!$�
������% ��������� $��! 5 7→ 5′ � ����"%���� �@� ��E$��2 ���$�"%$� ����"����� "�&%
(�"% ��$����% ����������� L0FM+

� ����� ��-�� /AF1C /BO1������ � 9��:�$� ��"�5�"� ��� ����"%����� � ����"%����.
���� ��E$�� �����$���+ 4�� �����������"� ����"����� �# \ �+ �� ���$� � ��������.
"�"� ���$���!� $��! $�$ ��(��"����2 ����������"%�!� :���� �"����E+ ������ �9��:�$� ������"�������"�25�� ����� ���� � $���' � ����"%���� ���������� ��E$��
�����$���� ���"� �/# �5�& ���#�� L����������

��M2 ��$������E�� ���+ 00+ 4����.
(�� �-���� ���"�@����� � $������(�E �������' 9��$���2 �$"E5�ED� ���� ���-�.
"���(�E2 ���� �����-�"���(�E � ���������� �

�−+� 5��5′ 7→ �−.� 5��5′�� 7→ �−.� 5��5′�����+
7→ �����+�−.� 5��5′ � �−.��+�����+5��5′ 7→ ��5���+���−.��+5′
7→ ��5�−.� ���+��5′ 7→ ��5′��5�−.� ���+ 7→ ��5′��5�−.� 7→ ��5�−+� 5′ �

�G�B 		+ xYQLMcaW ON_Q]M U^W lOR

������ � 9��:�$� ��$���"� �"���ED�� ��� �����������+

��
��� ���� ���� 9� 
 "��,���(%�* 
 ��) "� � 5 ��-%� #��
+�"( 0

∈ �+
��%�+%�� +����� �#���&�* �	��%�) ��#�'-�%�* � ���"�	��� �&�*1


��
��� ���� ���� 9� 
 �� ,������  �&�#��%��) "� ��%�+%�� +����� �#���$
&�* �	��%� � ��#�'-�%�* 5 ��-%� #��,��"� � ,��
 5 � 5+5. ) ��� 5+ ∈ 〈�+( � � � (
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