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Анатолия Ивановича Мальцева 

Объектом изучения статьи является решетка С ( ^ ) , э л е м е н т а м и к о ­
торой являются смежные классы (или блоки) некоторой алгебры Д по в с е ­
возможным е е конгр\:-нциям вместо с п у с т ы м подмножеством. П е р в о н а ч а л ь ­

но. 

но нами было установлено, что если в многообразии у алгебр п р е д с т а в и -

мо многообразие -у всех групп или многообразие всех полурешеток , 

то для любой алгебры ^ из и , имеющей (конечный ник бесконечный) 

порядок |л | ^ 3 I решетка С[РС) лодпрямо нелриродима. В д а л ь н е й г в м 

наши усилия были направлены на расширение области применимости *той т е ­

оремы. 

Пусть § - многообразие всех полугрупп. Т а к как S представимо 

в % и в , а отношение представимости транзнтивно , то п р е д с т а в и ­

мость % или J в I? влечет п р е д с т а в и м о с т ь . Одна ­

ко условие предыдущей теоремы нельзя о с л а б и т ь , треб\ 'я лишь п р е д с т а в и м о с ­

ти в U многообразия S . С другой стороны, п р е д с т а в и м о с т ь в 

многообразия %J впечет выполнимость в v условий Мальцева , х а р а к ­

теризующих конгруэнц-перестановочность и конгруэни-регулярность . Поэтому, 

естественно , возник вопрос о справедливости первоначальной теоремы для 

многообразий с теми или иными условиями М а л ь ц е в а . В окончательном в а ­

рианте та ч а с т ь теоремы, когда в 2̂  представимо многообразие , д о ­

казана нами в более обшей ситуации, когда многообразие к о н г р у э н и - л е -
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рестановочно или конгруэнц—регулярно. Можно ли распространить этот р е ­

з у л ь т а т на произвольные конгруэнп-модулярные многообразия , неизвестно . 

Особенным образом ведут себя решетки блоков конечных к о н г р у э н ц - р е -

гулярных алгебр , например, решетки блоков конечных групп. Нами д о к а з а ­

но, что для каждой конечной конгруэнц-регулярной а л г е б р ы ^ порядка /2»*3 

решетка С(А) является простой. Для бесконечной конгруэнц-регулярной а л г е б ­

ры $ (например, для квазицикпической группы типа/7°"" (/2 - п р о с т о е число) ) 

решетка C(Jfi) может не быть простой. Для трехэлементной алгебры ^ из 

конгруэнц-лерестановочного многообразия решетка С (А) т а к ж е может не быть 

простой. Существует трехэлементная решетка IJ , для которой С(£/) н е явля 

ется простой. 

Авторы надеются , что найденные классы подлрямо неприводимых р е ш е ­

ток окажутся полезными для внутренней теории многообразий решеток . 

§ 1. Предварительные з а м е ч а н и я 

Пусть [\ — множество и 

Р(А) 
— множество всех е г о подмножеств . 

Как известно , о п е р а т о р о м з а м ы к а н и я на ^ н а з ы в а е т с я 

отображение р ! F'(А) *"F(A) > удовлетворяюшее условиям: 

2 ) f 2 ( X ) = f (X j ; 
впечет 

F(X) Zf(y). 
Подмножество А — Л н а з ы в а е т с я з а м к н у т ы м , если 

Множество р в сех з а м к н у т ы х подмножеств м н о ж е с т в а А о т н о с и т е л ь ­

но данного оператора з амыкания I по включению я в л я е т с я полной р е ш е т ­

кой, в которой 

FOQvFM-FlXvy), F(X)AFW)-F(X)r\F{y). 

Оператор з а м ы к а н и я F н а з ы в а е т с я а л г е б р а и ч е с к и м , 

если он удовлетворяет условию 

4 ) F(X)-U{F(in/#cX, \У\<сд). 

Решетка Hip з а м к н у т ы х подмножеств относительно алгебраического о п е р а ­

тора замыкания р я в л я е т с я алгебраической , 
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Вилле £ l j рассматривал алгебраические операторы з а м ы к а н и я , о б л а д а ю ­

щие также свойствами: 

5 ) F{{X}) = {X] для всех X€ А , 

Решетка р з а м к н у т ы х подмножеств относительно алгебраического о п е ­

ратора F , удовлетворяющего условиям 5 ) и 6 ) , является точечной, 

т. е, любой элемент е е , отличный от 0 , я в л я е т с я верхней гранью ( в о з ­

можно, бесконечного) множества а т о м о в . 

Пара {А^Р) С аксиомами 1)—6) н а з ы в а е т с я обычно а б с т р а к т ­

н о й г е о м е т р и е й , а з а м к н у т ы е подмножества в А о т н о с и т е л ь ­

но F — п о д п р о с т р а н с т в а м и . Вэшетки подпространств г е ­

ометрий, оператор з а м ы к а н и я F в которых подчинен еще следующей аксиоме 

7 ) zsF(XU{y}), XflF(X)=* y<LF(X\J№), 

играют фундаментальную роль в общей теории решеток Q>, гл . 4\. Мы будем 

рассматривать оператор з амыкания С на а л г е б р а х , который, как мы п о ­

кажем, аксиоме з а м е н ы может не удовлетворять . 

Пусть А - алгебра и X — . Ч е р е з в\Г\) обозначим к о н ­

груэнцию алгебры ^ , порожденную подмножеством X * X м н о ж е с т в а 

. Положим 

CW- ® , С(Х) = х/в{Х) (яеХ), 
т. е. С(Х) е с т ь смежный класс по конгруэнции &(Х) • содержащий X . 

Легко проверить , что С ~ оператор з а м ы к а н и я на множестве А , у д о в л е т ­

воряющий условиям 1 ) - 6 ) . Отвечающая е м у решетка Sjq з а м к н у т ы х п о д ­

множеств н а з ы в а е т с я р е ш е т к о й к о н г р у э н и - к л а с с о в 

алгебры ^ . Как уже было с к а з а н о , она я в л я е т с я алгебраической и т о ч е ч ­

ной. Е е атомы - это одноэлементные подмножества в А и только они, нулем 

является пустое подмножество 0 и единицей — множество А • В д а л ь ­

нейшем при конечном Х~ \Ct^t.,,fC2^ в м е с т о 0 будем п и с а т ь 
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Решетку конгруэнц—классов произвольной алгебры А условимся о б о з н а ­

ч а т ь через С {.А") ' а решетку конгруэнции этой алгебры - ч е р е з @{1К)-
В дальнейшем нас будут интересовать решетки 

Пусть ij - произвольная точечная решетка с наименьшим э л е м е н т о м О • 

Главная конгруэнция в Q(£,J вида Q(GL,0) . г Д е О, - а т о м в / ! / , будет 

н а з ы в а т ь с я с у п е р г п а в н о й . 

ЛЕА\МА 1. П р и ОСф(£, г л а в н а я к о н г р у э н ц и я 

&[0СЧ^) р е ш е т к и ^ - с о д е р ж и т х о т я б ы о д н у 

с у п е р г л а в н у ю к о н г р у э н ц и ю &(QjO) э т о й р е— 

in е т к и 
Действительно , утверждение верно, если один из э л е м е н т о в £С или ^ 

равен О • Пусть , например, у = 0 • Т о г д а иСф Q , и п о э т о м у 

X — УХ , где X - множество а т о м о в в £ / , меньших или равных X . 

Пусть 0L - какой-либо а т о м из X . Так как ЗС—0 (ff (JC,0)) , т о , п е р е ­

секая обе части сравнения с Q, , получим CLS0(9(^,0)\откуда 

Пусть ооф О и у ф О . Т а к как 1/ - точечная решетка , то 

Х=УХ и у=^У , где X, У - множества а т о м о в . Поскольку 

30 фу , то т а к ж е ХФ У П у с т ь , например, Q, € X и О. ^У . 

Т о г д а CL А у = О . Т а к как X*U {в faff)) 
, то , п е р е с е к а я с CL , 

получим 

Как уже о т м е ч а л о с ь , для любой алгебры решетка С(А) 
я в л я е т с я 

точечной с наименьшим э л е м е н т о м 0 , а е е а томами являются п о д м н о ж е с ­

тва вида У Q £ А И ТОЛЬКО ОНИ,. Поэтому суперглавные к о н г р у э н ­

ции в Q [Cifaty имеют вид 0 ) » г Д е О-€. А - В силу л е м ­

мы 1 атомы решетки в {С[А)) 
следует искать среди конгруэнции вида 

Конгруэнцию @{{Q.~}fy 0 ) в 8\0[А)) условимся о б о з н а ч а т ь кратко 

через в а 

ЛЕММА 2 , П у с т ь ^ - а л г е б р а и Х- н е к о т о р о е 

п о д м н о ж е с т в о е е э л е м е н т о в . Е с л и э л е м е н ¬ 

т ы Q и $ а л г е б р ы А т а к о в ы , ч т о CL^iCiX) 
и а*С{Хи {6}) , то &а q &£, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО . Т а к как [ ^ } = 0 ( ^ ) , т о , объединяя обе 
части с , получим 
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иметь 

C(Xu{t})^C(X)(es). 

Пересекая обе части последнего сравнения с , будем 

C(Xu{a}) = C(X)(0g). 

Поскольку Q. ф С (X) , то {#}П CiX) — 0 . Поэтому п е р е ­

сечение обеих частей с itt j д а е т сравнение 

[а}= 0 
откуда Qa ^ в # . 

§ 2 . Полурешетки 

П о л у р е ш е т к о й н а з ы в а е т с я коммутативная идемпотентная п о ­

лугруппа. Многообразие всех полурешеток Р= (Р^ *) обозначим ч е р е з ^Р . 

ЛЕММА 3 . П у с т ь Р={Ру ' ) - п о л у р е ш е т к а . Н е ­

п у с т о е п о д м н о ж е с т в о Л — Р з а м к н у т о о т ­

н о с и т е л ь н о о п е р а т о р а 

С н а Р т о г д а и т о л ь ­

к о т о г д а , к о г д а ^ - в ы п у к л а я п о д п о л у р е — 

ш е т к а в Р 
Действительно , п у с т ь АФ 0 и С(А)= А . Следовательно , /4 

е с т ь смежный класс по конгруэнции @[А) полурешетки Р . Поэтому 

если a.SeA , T0a=S(e[A)) , отК у Даа=а6(в[А)) , т.е. 

aSeA . Если а^С**£ *а,$еА , то также С t Л 

Таким образом , А - выпуклая подполурешетка . 

Обратно, пусть / \ - выпуклая подполурешетка в Р . Покажем, что 

Л я вляется с м е ж н ы м к л а с с о м по конгруэнции Q (А) 

Пусть Q € A JeP , а^НвШ) . По известному описанию 

конгруэнции # ( ^ ) , данному А. И. М а л ь ц е в ы м [т^г существуют такие 

элементы 1 * , . . . , ^ = S в Р , что (в^в^) £ Г[А\ 
где в нашем случае 

Г(А)={(рх,ру) \х,уеА,ра Р] и скауР. 
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Следовательно , в ' — Р ' и = D- Ц. , причем £>4 По¬ 

скольку В; 11- < В** ^ (1' , то из предположения, что в- 6 Л , сле¬ 

дует € Л • Т а к как c j , £ Л , то получаем: в^-оЪ-П, 

Т Е О Р Е М А 1. В с я к а я р е ш е т к а £ — (//^ • 3 в л о ж и -

м а в р е ш е т к у к о н г р у э н ц - к л а с с о в 

С[1/) п о -
л у р е ш е т к и ^ — ^~)* 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для каждого элемента (ZG.li положим (p(Q)~ 

Ясно, что (p(Q) - вьшуклая подполурешетка в UJ 

По лемме 3 , (О) £ С {Sj ) . Легко проверить , что (р~ изоморфизм 

L в С(Г) , так как из равенства f{Q)~f{e) следует O-tf 
из 

и имеют место соотношения 

С Л Е Д С Т В И Е 1. У н и в е р с а л ь н а я т е о р и я к л а с с а 

в с е х р е ш е т о к к о н г р у э н ц - к л а с с о в 

п о л у р е ш е т о к т р и в и а л ь н а ( т . е. с о с т о и т л и ш ь 

и з у н и в е р с а л ь н ы х ф о р м у л , в ы в о д и м ы х и з 

а к с и о м р е ш е т к и ) . 

Аналогичный р е з у л ь т а т для эквапиональной теории класса решеток 

установили ранее Фриз и Нейшэн [ д ] . Однако Пейперт 

[4J доказала , что класс ^0{jP) \ Р €• удовлетворяет следующему н е т р и ­

виальному квазитождеству (кванторы опущены) : 

@г\<р = вп<// —+ вп(р - 0 л (<рчф). 

Отсюда получаем такое 

СЛЕДСТВИЕ 2 . С у щ е с т в у е т п о л у р е ш е т к а » ^ , 

р е ш е т к а к о н г р у э н ц - к л а с с о в ^ * ) к о т о р о й 

н е в л о ж и м а н и в о д н у и з р е ш е т о к к л а с с а 

Напомним, что алгебра *А н а з ы в а е т с я п о д п р я м о н е п р и ­

в о д и м о й , если ее решетка конгруэнции Q («Л) имеет е д и н с т в е н ­

ный атом Sq и @q — О для любой ненулевой конгруэнции Q а л г е б -

http://ZG.li
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ры J\ . Атом в0 в У [ЦК] в э т о м случае называют обычно м о н о ­

л и т о м . 

Т Е О Р Е М А 2 . П у с т ь ^ - а л г е б р а п р о и з в о л ь н о й 

с и г н а т у р ы Q . с о д е р ж а щ а я п о к р а й н е й м е ­

р е т р и р а з н ы х э л е м е н т а , Е с л и с у щ е с т в у е т 

т е р м р[ ЗС,у) в с и г н а т у р е £2 т а к о й , ч т о в а л ­

г е б р е ^ и с т и н н ы т о ж д е с т в а 

pfa р (у, Z)) =р [р (х, у), z), р fafiftyA* Pfc 

т о р е ш е т к а к о н г р у э н ц - к л а с с о в С' (А) а л г е б ­

р ы А п о д п р я м о н е л р и в о д и м а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Т е р м р(йГ,у) определяет на множестве А опв-
раиию JC>у~р^(ЗГ^у.) , относительно которой а л г е б р а (А7* ) я в л я е т с я 

полурешеткой. Поэтому отношение 

Пусть Х^уеА и С(Х^у)шХ/в(Х,у)- элемент решетки С[/А) . 
Поскольку 8(СС, у) я в л я е т с я также конгруэнцией по пу решетки , то 

xsz^y ze С(х,у), 
Следовательно , если ЗС<0.£$'< у , то лф С [Ой) ,S^.C(y) и, по л е м ­

ме 2 , 

Пусть § — множес!во всех максимальных и Т — множество всех мини­

мальных э л е м е н т о в полурешетки «Л . Ясно , что если И* 0 , то 7 

состоит лишь из одного э л е м е н т а , который будет наименьшим в А • Д о к а ­

ж е м утверждение: 

atk^aiSulва£ вх в сех хеА. ш 

По условию выбора элемента CL , существуют такие э л е м е н т ы $ и С 

в А , что § <&<С» 
СЛУЧАЙ 1 . Пусть X . В э т о м случае существуют т а к ж е 
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элементы и % в Д т а к и е , ч т о у < Х < % • Если CL^X , то 

&<Q.^ Я < Z и, в силу ( 1 ) , 0^ — 0Я . Аналогично ^ = ^ 

при X^CL • Пусть Q, и X несравнимы» тогда GL'JC<CL<C и 

d'X<X<Z • В силу ( 1 ) , в& £ 8ai£ и вх ^&а.х • С другой с т о р о ­

ны, конгруэнция 0[GLjX) алгебры ^ является конгруэнцией п о л у р е ш е т ­

ки А, и, в силу Х=а(&Ш,2й , имеем также Q'X= 0,(в(С1,Х)) , °т-
куда Д.Д?€ С(а,Х) • Т а к как Ц'Х^С{Х) а^Х^ССЛ), т о , по л е м -

И т а к , в случае 1 и м е е т место равенство 8^ • 

СЛУЧАЙ 2 . Пусть X S l , т . е . Х- наименьший э л е м е н т в А . 

Следовательно , *< (X < С , и, в силу ( l ) , 0 ff , 

СЛУЧАЙ 3 . Пусть . Т а к как &ф§ , то 0.ф X и п о э т о м у 

&'Х<Х . Следовательно , пябо 0,'Х ^ S V Z , mboQ-XtX . По 

доказанному, = • ^ другой стороны, если ЦгХфСЬ , то 

a-Xf( C(d) нО.'ХеС(0,Х) , о ткуда , по л е м м е 2,0Q .д , - ^ ' 

если же G*«C = & , то и, в силу ( 1 ) , т акже 

tyt'X ~ " С п е Д ° в а т е п ь н о ' ^ — у̂.̂ р — @Х ' к утверждение 

( 2 ) доказано . 

Таким образом , если A^(SuI) ф 0 и Q, - какой-либо э л е м е н т из 

этой разности, то всякая ненулевая конгруэнция Q решетки с о д е р ­

жит некоторую главную конгруэнцию &(С(/С)г С (У)) ,С[Х)ф С[У) , а 

последняя, по лемме 1 , содержит некоторую суперглавную конгруэнцию $g 

В силу ( 2 ) , Q S в £ Q . С л е д о в а т е л ь н о , Q - монолит решетки 

@{С{^}} , и поэтому решетка С(А) подпрямо неприводима. 

Пусть A = SUl • Т а к к а к \А\> 3 « . то в 5 

найдутся по крайней мере два разных э л е м е н т а Д и ^ . Т а к как OL'S^ 

$CL> HGL'S , то равенство $— CL влекло бы неравенство CL 

которое н е в о з м о ж н о , т а к как Q. 6 S . С л е д о в а т е л ь н о , G L ' $ < CL и поэтому 
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Ct'S ^ S • Т а к и м о б р а з о м , Q'^^.X З а м е ч а е м теперь , что 

0 * С. Q для всех X 6 А . В с а м о м д е л е , это включение верно , 

£ J 

если • Е с л и ж е хфа-и , то хЦ и п о э т о м у Х€и 

при хФа элемент axel и поэтому CLX — а'0 • Следовательно , 

при ХфО, и м е е м Д-^У С(й) ъ Q'S£ С(CL,X) . По л е м м е 2 , 6L,/£ 
^ вх • Е с л и ж е . 2 = С , то CZ'6ftC(6) ,О'4бС(О,0) и снова , 

по лемме 2 , 6 ,̂̂  — $g • Таким о б р а з о м , при A~SUJ~ решетка 
имеет монолит . Т е о р е м а 2 д о к а з а н а . 

Е с л и в о с п о л ь з о в а т ь с я понятием п р е д с т а в и м о с т и многооб­

разий в смысле Йонссона [V], то теорему 2 можно сформулировать в следую­

щем виде: 

Т Е О Р Е М А 2 ' . Е с л и в м н о г о о б р а з и и $ а л г е б р 

п р е д с т а в и м о м н о г о о б р а з и е п о л у р е ш е т о к , 

т о д л я л ю б о й а л г е б р ы А и з V п о р я д к а ) / 4 | ^ 

^ 3 р е ш е т к а к о н г р у э н и - к п а с с о в 

С(А) п о д -

п р я м о н е п р и в о д и м а . 

Заметим, что ограничение на порядок а л г е б р ы А в т е о р е м а х 2 и 2* 

существенно. Например, если Р = ({Ф }̂» • ) - полурешетка из двух 

элементов , то С {Р^ ) =» и поэтому решетка С{Р^ ) прямо р а з ­

ложима. 

Е с т е с т в е н н о , возникает вопрос, можно ли в условии т е о р е м ы 2 ' м н о г о ­

образие J з а м е н и т ь многообразием S в сех полугрупп. Однако легко 

видеть, что этого с д е л а т ь н е л ь з я . Пусть , например, Sp е с т ь м н о г о о б р а ­

зие полугрупп, определимое т о ж д е с т в о м Ху ^ X . Т а к как Sg^~ S > т о 

$ представимо в $р , но для любой полугруппы *А 6 Sp р е ш е т ­

ка С (Л) изоморфна решетке всех подмножеств множества А • С л е ­

довательно, решетка С(Л) дистрибутивна и п о э т о м у подпрямо неприводима 

лишь при (Л | = 2 

Т е м не менее утверждение т е о р е м ы 2 о к а з ы в а е т с я верным, если J 

з а м е н и т ь на $ (многообразие всех г р у п п ) . При этом мы з а м е ч а е м . , что 

если J представимо в каком—либо многообразии 

г? , то & конгруэнц-

переогановочно и конгруэни-регулярно . Действительно , класс Жп в сех 

конгруэнц-переетановочных многообразий я в л я е т с я сильным к л а с с о м Мальцева , 
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и так как Жр , т о , по т е о р е м е Тейлора [jb] , класс Жп содер¬ 

жит также любое многообразие U , в котором представимо многообразие 

"§ . Аналогично класс 0С<^ всех конгруэнц-регулярных многообразий 

определим условиями Мальцева [ б , т е о р е м а 5 . 4 ] и в м е с т е с $ т а к ж е 

содержит всякое многообразие $ , в котором $ представимо . М о д и ­

фикацию теоремы 2 будем д о к а з ы в а т ь для произвольных многообразий, 

которые конгруэнц-перестановочны или конгруэни-регупярны. 

§ 3'. Алгебры из конгруэни-перестаноБочных многообразий 

Т Е О Р Е М А 3 . Е с л и а л г е б р а ^ п о р о ж д а е т к о н -

г р у э н ц - п е р е с т а н о в о ч н о е м н о г о о б р а з и е 

~ lIOJl ( $ ) и и м е е т п о р я д о к ) Л I ̂  3 
ш е т к а С (Л) к о н г р у э н ц - к л а с с о в е е р я -

м о н е п р и в о д и м а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По условию, многообразие $ допускает 

Мальцева f7l(CC4U, J ? ) , и п о э т о м у в алгебре А 

т о р е -

т е р м 

истинны тождества 

( 3 ) 
пъ{х>х,у)-уу т[х,у,у)=х. 

Следовательно , для любых э л е м е н т о в X,y^Z из А и м е е м 

m{x,tfj)*z[6{xy)\ m,(x,y,z)*x {S(y,z)). (4j 
Из (з), ( 4 ) получаем 

x€.C(m(x4y,z),y,z), ze.C[т, fay,z\y,x), 

/n(xyy,z)e C{x,y,z). 
( 5 ) 

ло лем— Если xiC[y,Z) , то также ffl(X,U,Z) fl С (frZ) и из ( 5 ) , 

ме 2 , получаем ^ = 6т^ ^ • Аналогично, если Z$ С(X, у) 

то также /П(Х,у,Я)# С fay) и, в силу ( 5 ) и леммы 2 , & g ~ 
Пт[ЗС,у*2) • Т а к и м образом , д л я всех Х,у,2 из А верна 

следующая импликация 

xiC(yj), z4C(x,y)=> в х = в х . (e) 
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вательно, 

Пусть Q-,STC — три разных э л е м е н т а алгебры fl\ . Докажем , что 

множество &q J линейно упорядочено по включению и содержит 

не более двух э л е м е н т о в . Перебирая в о с е м ь возможных комбинаций, мы и с ­

пользуем при этом л е м м у 2 и условие ( б ) . 

DueCific), 6еС(а,с), ceCiaJ) . т а к как а4С(£) 

и 0.4 С (С) , т о , по лемме 2 , &а £ и 9^ Q 9^ . А н а л о г и ч -

2) Cltf C(tf,C), &eC(Q,C), CeC(Q,£) - В э т о м случае 

3 ) аеС(&с)} ь4С(Q,C), сеС(а,ъ) . в э т о м случае 

4 ) С(£,С)Г £eC(Q,C), CJ.C[Q,$) . В э т о м случае 

5) a^C(S,c)y fyda,c), ceC(aJ) . B c m y i e i , ^ , 

и, по лемме 2 , £ ^ £ ^ — • 

6 ) й £ % ) , -$4 С(а,о,с4С (a,S) . по n e M M e г, ^ с 

— t7£ и 0^ £ В силу ( 6 ) , вр — ^ . Следовательно , 

-DuiC&Z), $tC{Q,C), c4C{a,S) . В э т о м случае 

S)a40{6>C\ O^Cfifi)-, c4C{a,Q) • В этом с л у ч а е , в 

силу ( 6 ) , в а = 6$ = в с . 

Если теперь для всех э л е м е н т о в ОС и из J имеет место р а в е н ­

ство бд, = 6ц , то решетка С {А) подпрямо неприводима. Пусть 

для некоторых элементов Q, и § из А имеем 0^ ф и ОС - п р о ­

извольный элемент из А . П о доказанному, множество у 
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линейно упорядочено по включению и содержит не более двух э л е м е н т о в . С л е ­

довательно , ffg — BQ^ или — @j и либо 0£ С 0^ , либо Qfj^ • 

Таким образом , 0^ либо 8g я в л я е т с я монолитом в О (А) , и п о э ­

тому решетка С (А ) снова подлрямо неприводима. 

Для циклической группы fflg второго порядка решетка С(2^)=* 

прямо разложима, и поэтому ограничение на порядок алгебры А в т е о р е ­

ме 3 снова- существенно. 

§ 4. Регулярные алгебры 

Следующая т е о р е м а принадлежит А. В. Рейбольду, 

Т Е О Р Е М А 4 . Е с л и ^ - р е г у л я р н а я а л г е б р а п о -

р я д к а | л | ^ 3 I т о р е ш е т к а к о н г р у э н ц - к л а с ­

с о в С {А) п о д п р я м о н е п р и в о д и м а . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно п о к а з а т ь , что 0., для в с е х 
J j 

X и U из А 
Р а с с м о т р и м произвольные э л е м е н т ы из А 

СЛУЧАИ 1. С toe) + А . С л е д о в а т е л ь н о , найдется э л е м е н т С 

из п такой , что с4С{аЛ) . В силу регулярности а л г е б р ы АЛ 
главная конгруэнция 0[Q,u) и отношение р а в е н с т в а А не могут 

иметь общих смежных классов . Поэтому существует элемент deA т акой , 

ЧТО 

c^d и c=d{$(aj)). (т) 

Следовательно, С с . Т а к как при э т о м 

C4C((lt&) *d4C[Q,£) . т о , по л е м м е 2 , & e t $ J / « 
Главная конгруэнция 0(C,d") также не может иметь общих смежных 

4 . Поэтому существует такой элемент т в А у что классов с 

( 8 ) 

В силу ( 7 ) имеет место включение &[Cyd) £0(Gt,$) • Т а к и м о б р а з о м , 

а^СЫ) *f4C[c4) . »oaeC(c,dJ) ^М(с^а) . 



6 9 6 Д. М . Смирнов, А. В. Рейбольд 

По лемме 2 , Sn ~ @j> • 

f ~ О • т о получаем 0а — . Если же f ф £ Если 

в 
гой 

/У С(8) • *°f$-C [Q>£) Б С И Л У ( 7 ) и ( 8 ) , откуда , по лемме 2 , 

# = Я„ С ^ . . в силу симметрии также 0s £ . Т а к и м о б р а з о м , 

при (/(Q,5) ф Л имеет место равенство & ^ — 

СЛУЧАЙ 2 . С(CL,8) Ш А • Если существует такой элемент Сф(2. 

А , что C{afi) + А , то , по доказанному , 0^ 0^ . С дру— 

стороны, С£ Cifl.S) — А ,сфС{0,~) , и, по л е м м е 2 , 0^0^, 
Т а к и м образом , ff^ Q<5j^. 

Пусть при всех С фа имеет м е с т о равенство С (О,С) = А . Убедим­

ся сначала в т о м , что 0(0Cf^) ~ А для всех ОС ф у из А Дей -

ствительно , п у с т ь ОС ф ^ • В силу регулярности , 0(£Г,у) и А не 

имеют общих смежных классов . Поэтому в А существует такой э л е м е н т 

7фа , чтоz=a{в{т,у)) , откуда 0{а,я)^0{ог,и) . т а к 

как по предположению С{0,2)~ А , то 0(O>Z):=9(OCty) = V . С л е ­

довательно, C(X>U) ~ А • Выберем теперь какой-нибудь э л е м е н т 

С € л ,Cf& жСфд* . Так как а 4 С(С) *а€С(С,$=А , т о , 

по л е м м е 2 , 0^ G 9g , 

В силу симметрии также @g £ . Т а к и м образом, , при 0(Q,S)TA} 

как и при Q{(1$) ф А , имеет м е с т о р авенст во 0^ — 0g . Т е о р е м а 3 

доказана . 

СЛЕДСТВИЕ . Е с п и ^ — к о н е ч н а я р е г у л я р н а я а л ­

г е б р а п о р я д к а ГЬ i т о р е ш е т к а С{А) п р о с¬ 

т а я . 

Действительно, п у с т ь CL - фиксированный э л е м е н т в А . П о д о к а ­

занному, #р = 9^ для всех ЗС&А • С л е д о в а т е л ь н о , | # } = 0 ^0^ ) 
для всех X€LA . Откуда 

У[Х\Х£А}= ® (ва), 

т . е . / s 0 ( @q j , где 1 - единица точечной решетки О {А) • Т а ­

ким образом , 0£ ~ V и, следовательно , решетка {/(А) п р о с т а я . 

Яркий пример простой немодулярной решетки С[0) д а е т ч е т в е р -

ная группа Клейна & В А * & ~ прямое произведение двух циклических 

групп А и В второго порядка . Пусть порождающие э л е м е н т ы групп ^ , 
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$ - соответственно Q. , S • Подгруппами группы (т являются 

, А > JB Ю~ и Смежные классы по ним в м е с т е 

с пустым м н о ж е с т в о м составляют решетку , изображенную 

на рисунке 1. Она содержит Пентагон £ 0 ? (/), (/,#), и 

поэтому немодулярна. Т а к как группы я в л я ю т с я регулярными а л г е б р а м и , то 

в силу следствия из т е о р е м ы 4 решетка С(4!г) простая . 

Абстрактная решетка , изображенная на рис . 1 , как пример полумодулярной 

решетки, приведена в книге Гретцера Qi, с . 2273-

Решетка С (А) конечной а л г е б р ы ^ порядка 1Ъ ~i S из произвольного 

конгруэнд-перестановочного многообразия может не быть простой. Контрпри­

мером может служить алгебра , указанная А. И. Мальцевым [j , § 2~}. А 

именно п у с т ь А, ~ |(7, ^ , С J - множество из т р е х э л е м е н т о в . Положим 

Для х, ̂ , Z А 
С 

X 

9 
Z 

если Хуу^% различны^ 

если у~Я\ 

если X— Z ^ 

если Х=у. 

допускает т е р м Мальцева Таким образом, . а л г е б р а А ~ 

/71 (oC,y^Z) и поэтому порождает конгруэнц-перестановочное м н о г о о б р а з и е . 
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С другой стороны, алгебра А 

цию. определяемую разбиением {<2,$J U {.Cj; 
ка CIA) 

состоит из элементов 

имеет виг., изображенный на рис. 2. Т а к и м о б р а з о м , решетка 

имеет единственную нетривиальную конгруэн-

Следовательно , решет-

ляется простои. 

(0,0,/) 

[^шетка U \lf\ I трехэлементной алгебры #\ из конгруэнц-дистрибу-

тивного многообразия также может не быть простой. Примером может служить 

решетка U \ff\ ) трехэлементной решетки изображенная 

на рис. 3 . 

Примером бесконечной регулярной а л г е б р ы , для которой решетка конгруэнц-

классов не является простой, может служить квазициклическая группа Р т и ­

па р 0 0 ( р - простое число) . Если (л*) , {В) - блоки из С(Р) > г о 

пусть ((fl*), {ЗУ)£& тогда и только т о г д а , когда каждый из них содержит 

конечное число а т о м о в решетки С{Р~) или же А~В . Ясно , что 9 — к о н ­

груэнция решетки CiP) и имеют м е с т о включения Д*—9^ ^.Q —V » 
где / - единица группы Р . Т а к как ((Р\ ( / ) ) Ф & , то монолит 

отличен от V = Р и, следовательно , решетка С(Р) не п р о с т а я . 

В заключение э т о г о параграфа покажем, что в аддитивной группе $ ц е ­

лых чисел оператор С н е удовлетворяет аксиоме з а м е н ы 7 ) , сформулкро— 

А. 
ванной в § 1. Действительно , каждое з а м к н у т о е подмножество в % о т н о с и ­
тельно оператора замыкания С- это смежный класс по некоторой подгруппе 

т. е . множество вида Если 

X, у - целые числа и ct — JC~• t£ , то конгруэнция &(Хуу) группы 
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2 определяется подгруппой И^ : 

Отсюда C[X,lj) — Hrf . Положим Х = 3 , Ц=2 и Х={/, - j } . 

Тогда £(Х)=/£+/, ^Хи(2} ) = Л +
 и Ш и Ы К Л ^ . 

Следовательно , JTG £(Х U {^] £^ С(Х) , но ^ £ ('X О' ) 

§ 5 . Дизъюнкции строги: , условий .'мрлыгевл 

Класс многообразий V , в которых п р е о с т а т ^ • « : w•'. • юбо.";;'«? f̂' 
групп или многообразие лолурешеток , определим в д е й с т в и т е л ь н о е ! ••. 

дизъюнкцией строгих условий Мальцева . Поэтому предыдущие теоре»1ы 

дят к рассмотрению классов многообразий, определимых яроилчо:(ь*ч>!>":! (>.. 
выми или бесконечными) дизъюнкциями строгих условий Ма.ты'рря, CnpuiKvs-

в а г однако, следующая простая 

Т Е О Р Е М А 5 . К л а с с м н о г о о б р а з и й о - р е i> о 
л и м ( к о н е ч н о й и л и б е с к о н е ч н о й ) д и з ъ к; !: к 

e i ^ V ^ V , , , с т р о г и х у с л о в и й . М а л ь ц е в а (/• т с 
д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а Ж е с т ь о б ъ с д и к 

н и е с и л ь н ы х к л а с с о в М а л ь ц е в а C *̂J ( т - с - я ' 

л я е т с я 5g - к л а с с о м [&] ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 

Нужно д о к а з а т ь , что . Т а к как , то д о к а ж е м 

лишь обратное включение, С этой целью рассмотрим многообразие н х . 

Все я в л я ю т с я конечными конъюнкциями равенств от функциональ­

ных символов и предметных переменных. Пусть это будут соответственно ci 

волы pi » IZ ' ' ' ' " л е Р е м е н н ы е XjjXgy' • • • Выполнимость 

дизъюнкции ^ V ^ V , , , в tf о з н а ч а е т , что существуют т е р м ы 

/L > • • • о т (Z^,^!^,... в сигнатуре многообразия 1? т а к и е , что 

где формула получается из 0f з аменой каждого f _ на т„ 

(/ ft I < ' К 


