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СУПЕРСИММЕТРИЯ И СУПЕРПРОСТРАНСТВО 

.8. Я.( Огиевецкий, Е. С. Сокачев 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 
1. В связи с растущим интересом к суперсимметричным тео­

риям в статье дается обзор основных идей этого нового на­
правления теории поля и физики элементарных частиц. Статья 
спланирована следующим, образом. 

Введение кратко знакомит читателя с причинами популяр­
ности суперсимметрий, с надеждами, на них возлагаемыми., 
В следующем разделе приводятся сведения о'группах Лорен­
ца и Пуанкаре, необходимые для дальнейшего изложения. 

В разделе 3 дается полный перечень супералгебр, связанных 
с возможными спинорными расширениями группы Пуанкаре и 
используемых в суперсимметричных теориях поля. Здесь же 
кратко обсуждаются их представления. 

Раздел 4 посвящен вопросам, связанным с суперпростран­
ством и суперполями на нем для случая простой суперсиммет­
рии /V —1. Среди этих вопросов — реализация супералгебр, раз­
ложение суперполей по компонентным полям, приводимость су-
перполей и суперполя со связями, комплексное и вещественное 
суперпространства, аналитические (киральные) суперполя, су­
пералгебра спинорных производных. Далее излагается прин­
цип действия в суперпространстве с использованием интеграла 
Березина по нечетным переменным. Приведен простой пример. 

Чтение перечисленных разделов подготавливает читателя к 
ознакомлению в разделе 5 с суперсимметричными, расшире­
ниями калибровочных теорий Янга—-Миллеа и гравитации. 
Именно на эти теории физики возлагают наибольшие надежды. 
Их построение представляет пока весьма трудную задачу, пол­
ностью решенную только для случая N=\ и ждущую своего 
решения для расширенных суперсимметрий N~>-1*. Обсуждают­
ся два подхода, эквивалентных по конечным результатам, но 
резко различных 'по своему существу. Первый состоит в на­
ложении алгебраических связей специального вида на тензоры 
кривизны и кручения в вещественном суперпространстве' [48, 
49]. Соответственно, возникают ограничения на потенциалы. Во 
втором подходе вместо потенциалов с самого начала вводятся 
более фундаментальные объекты, предпотенциалы. свободные 
от каких-либо связей или ограничений и внутренне присущие 
геометрии комплексного суперпространства [16, 17, 27, 40]. Ве­
щественное суперпространство возникает как вещественная ги­
перповерхность комплексного, причем указанные выше связи 
для вещественного случая удовлетворяются тождественно. 

* См. примечание при корректуре на стр. 17L 
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Чтобы проиллюстрировать оба подхода, суперсиммет-
ризованная теория Янга—Миллса при .№=1 излагается в рам­
ках первого, а супергравитация iV= 1 — в рамках второго под­
хода. 

Попытки феноменологических приложении суперсимметрич-
БЫХ моделей, особенности их квантования и ряд других вопро­
сов в статье не затрагиваются. Авторы поставили своей целью 
создание общих представлений у читателя-математика. 

Число статей по суп ер симметрии огромно и быстро увеличи­
вается Поэтому в статье даются ссылки на основные обзоры 
[3, 6, 9, И, 14, 19, 24, 25, 28, 37, 43, 44, 47, 48, 52] и только на 
отдельные статьи, отбор которых, естественно, не может пре­
тендовать на какую-либо полноту. В статье приняты следую­
щие сокращенные термины: СУ СИ — суперсимметрия, СУГРА— 
супергравитация. 

2. Объединительные тенденции. Развитие физики в значи­
тельной мере определяется развитием нашего понимания един­
ства физического мира, основывающегося на все более глубо­
ких и широких принципах симметрии. Принципы ! симметрии 
означают инвариантность физических законов относительно tex 
или иных групп преобразований входящих в них физических 
величин. Фундаментальными пространственно-временными 
симметриями являются группы Лоренца и Пуанкаре. Из внут­
ренних .симметрии особо отметим симметрию £/(1) электроди­
намики, симметрию SU{2)XU(l) единой теории электромагнит-
наго и слабого взаимодействий и симметрию SU(3) XSU(2) X 
X t/ (1) так называемой теории великого объединения, вклю­
чающей в единое описание также и сильное взаимодействие. 
Каждая последующая из этих теорий содержит предыдущую 
и все они относятся к так называемым калибровочным теори­
ям. Калибровочными полями BI НИХ служат поля фотона, W± и 
Z0 бозонов и восьми глюонов, переносящие, соответственно, 
электромагнитное, слабое и сильное взаимодействия. Всего в 
природе имеется четыре вида фундаментальных взаимодейст­
вий. К перечисленным только что трем остается добавить гра­
витационные. Замечательно, что в теории тяготения Эйнштейна 
гравитационное поле также можно считать калибровочным. Та­
ким образом, п е р е н о с ч и к и в с е х ч е т ы р е х фундамен­
тальных взаимодействий оказываются к а л и б р о в о ч н ы м и 
п о л я м и . Подчеркнем, что будучи; полями целого спина, они 
являются бозонами, т. е. подчиняются статистике Бозе—Эйн­
штейна. 

Поля частиц (электронов и кварков), из которых состоит 
вещество, в обсуждаемых теориях имеют принципиально иную 
природу. Будучи полями полуцелого .(1/2) спина, они являют­
ся фермионами и подчиняются статистике Ферми—Дирака с 
характерными для нее антнкаммутацжжными перестановочны­
ми соотношениями. По. этой причине ;поля материи не могут 
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•быть калибровочными в любой теории, симметрия которой за­
дается обычной группой преобразований. При таких симметри-
ях вообще невозможно построить преобразования, смешиваю­
щие фермионы и бозоны. 

3. Зачем суперсимметрия? Чтобы восстановить равноправие 
между полями — переносчиками взаимодействия и палями ве­
щества, между бозонами и фермионами, необходимо ввести 
симметрии совершенно нового рода. В них часть параметров 
преобразований должна приобрести фермионные качества, 
должна быть спинорами и представляться антигоммутирующи-
(Ми грассмановыми числами. Такие новые симметрии получили 
название суперсимметрий, СУСИ. 

СУСИ-модели теорий поля возникли около двенадцати лет 
назад [1, 5, 8, 49]. В последние годы они приобрели большую 
популярность, хотя реалистическая суперсимметричная модель 
до сих пор еще не создана. Приведем несколько причин этой 
популярности: 
- а) Все известные модели квантовых теорий поля, включая 
электродинамику, встречаются с большой трудностью: в про­
цессе вычислений в них возникают бесконечности, расходи­
мости, которые затем искусственным образом отбрасываются. 
В СУСИ-моделях теории поля возникает резкое сокращение 
числа расходимостей за счет взаимного сокращения вкладов 
'фермионов и бозонов [14, 28, 47, 48]. Более того, сейчас найден 
класс СУСИ-расширений калибровочных теорий, которые вооб­
ще конечны [23, 33, 34]. 

б) Сокращение расходимостей возникает и в теории с ло­
кальной СУСИ, в СУСИ-расширений теории тяготения, назы­
ваемой супергравитацией (СУГРА). Появляется надежда на 
преодоление трудностей с квантованием теории тяготения [19]. 

в) Если для обычных симметрии действуют так называемые 
«no—go» теоремы о невозможности нетривиального слияния 
внутренних и пространственно-временных симметрии, то в рам­
ках СУСИ такое слияние оказывается осуществимым (за счет 
грассмановости параметров) [1,4, 25, 28, 32, 48]. 

г) Имеется тенденция продлить цепь объединений «электро­
магнетизм — электрослабая теория — теория великого объеди­
нения электромагнитного, слабого и сильного взаимодействий» 
включением завершающего звена — «сверхъединая теория 
всех взаимодействий, включая гравитационное», принципиально 
возможного благодаря СУСИ [9, 19, 24]. В такой сверхъединой 
Теории ожидается отсутствие расходимостей, если все частицы 
вместе с гравитоном будут помещены в один супермультиплет. 
Вое поля—и фермионные, и бозонные— будут калибровочны­
ми. Структура теории определится единым геометрическим 
принципом. 

д) До создания такой теории пока еще далеко. Однако и 
сейчас уже СУГРА простейшего вида, /V..-1, нашла уникальное 
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применение в теории великого объединения для объяснения 
так называемой проблемы иерархии [6]. 

•е) Только в рамках теории СУГРА впервые удалось состоя­
тельно описать частицы со спином 3/2 и нулевой массой по­
коя. Такие частицы играют важную роль в сугре: они служат 
суси-партнерами гравитона и были названы гравитино [51]„ 
Этот список мог бы быть продолжен, однако мы' ограничимся 
указанными мотивами, их более, чем достаточно. 

Мы предварим рассказ об идеях СУСИ разделом, в котором 
читателю напоминаются сведения о группах Лоренца и Пуан­
каре и о спинорном анализе, необходимые для чтения статьи,. 
а также описываются принятые обозначения. 

§ 2. О ГРУППАХ ЛОРЕНЦА И ПУАНКАРЕ 
И О ПРИНЯТЫХ ОБОЗНАЧЕНИЯХ 

1. Релятивистская инвариантность теории означает, что все 
физические процессы происходят одинаково в системах коор­
динат ха (а = 0, 1, 2, 3), связанных линейными преобразова­
ниями 

ха' =Аь
ахъ-\-са, (2.1) 

сохраняющими интервал 
-s2=x\abdxadx\ .a6=-diag(l, - 1 , - 1 , - 1 ) . (2.2 

Эта совокупность преобразований образует группу Пуанка­
ре. Подгруппу однородных преобразований (2.1) называют 
группой Лоренца. Группа Лоренца есть ортогональная группа 
SO (3.1), так как из условия сохранения интервала (2.2) следу­
ет, что 

В (2.1) — (2.3) и во всех формулах ниже по повторяю­
щимся и н д е к с а м п о д р а з у м е в а е т с я суммиро­
вание . Всегда суммируют верхний индекс с нижним. Верх-
лие векторные индексы опускают с помощью метрического тен­
зора, в данном случае плоского -а& (2.2), например, 

Лва-=ПаАс-- (2-4) 
Для инфинитезимальных преобразований Лоренца из (2f3) сле­
дует, что 

Aflu = r]aft + oa6, ©ай=—сойа. (2-5) 
2. Алгебра группы Пуанкаре задается коммутационными 

соотношениями между генераторами ее инфинитезимальных 
преобразований, сдвигов Ра и четырехмерных вращений ЬаЬ— 
——Lba(Lij, i,j=l, 2, 3. —- трехмерные вращения, _i0 —преобра­
зования Лоренца). Она имеет вид 

[P f l,P,]=0, 
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[-ей. Рс\ ~= ~ i (ЧасРЬ - % Л ) , ( 2 6 ) 

[•--аб. -с.-.] — lv\ac^bd — г1йс--'а.4— Л а ^ б с 4"Tlft.i~oc)-
Эта алгебра определяется реализацией Л- и Lob в пространстве-
времени. Действительно, рассмотрим инфинитезимальные пре­
образования (2.1) скаляра Ф'(х')=Ф(х), т. е. 

Ф Ч х ) - Ф ( ^ — ш / ^ - ^ ) ^ ( 1 — ш ^ х ^ — С « А ) ф ( л ) = -

Ф И , (2.7) 

(2.8) 

—=[1-|со^й& — ̂ Р £ 

откуда следует, что генераторы Ра и Z,a& реализуются в про­
странстве-времени Минковского в виде: 

(а) Pa=-~id/dxa, 

(б) Lab = i{xa^g, —xb ——.j 
is. что их алгебра есть алгебра (2.6). Генераторы для полей, 
преобразующихся по представлению, отличному от скалярного 

ФА(Х')=МВ
АФВ(Х), (2,9) 

содержат матричное слагаемое в (2.8, б). 
3. Различные представления отличаются между собой зна­

чениями операторов К а з и м и р а , т. е. операторов, ком­
мутирующих со всеми генераторами группы. Для группы Пу­
анкаре имеется два таких оператора Казимира, оператор квад­
рата массы 

т2==рара (2.Ю) 
я. оператор квадрата спина (при т2^=0>) 

J2^yayai (2,11) 
где Уа — вектор Паули-Любанского, 

V"~s^LbcPd, (2.12) 
a eabcd—абсолютно антисимметричный тензор, е0 1 2 3-1. Форму­
ла (2.10) выражает знаменитую связь между энергией, импуль­
сом и массой, так как генераторы Р0 и Pi (1=1, 2, 3) представ­
ляют операторы энергии и импульса, соответственно. Физиче­
ский смысл оператора (2.11) также понятен: в системе покоя 
Pii = 0, Р0=т и, соответственно, вектор Паули—Любанского 
(2.12) становится «вектором спина» 

Операторы Казимира группы Лоренца LahLab и ЕаЪййЬаЪЬи пере­
стают быть операторами Казимира группы Пуанкаре, потому 
что не коммутируют с генераторами сдвига. Вместе с тем по­
ля обычно классифицируются по группе Лоренца (спиноры, 
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тензоры, спинтензоры), а неприводимые представления группы 
Пуанкаре выделяются подходящей калибровочной инвариант­
ностью или наложением соответствующих дополнительных усло­
вий. 

4. Нам неоднократно придется использовать спинорный 
а н а л и з и поэтому мы приведем сейчас основные сведения 
:[14, 25, 37, 41, 48]. Универсальной накрывающей группой для 
группы Лоренца является SL (2, С), — группа комплексных уни-
модулярных 2Х2-матриц 5 

Чтобы представить 4-'вектор 2 X 2-матрицей, привлечем матрицы 
Паули ok и единичную матрицу а0 

ста = (а0, сг); а0 = ^0 j j , <П-=^ Q], ~2 = ^ 0J, 

сг3-—(о ——?)» (2-13)-
Любому вещественному 4-вектору, например, Ха, сопостав­
ляется эрмитова матрица X 

Обрати^ 

где 

X-^u-{$Xf#tZ%\ (2-14) 

Х«*-^Ь$"Х)% (2.15). 

а*-~(1,"а), сга-(1, -Л) (2.16) 

Тг(тва^2»)вй. (2.17)" 
Важно, что детерминант матрицы, соответствующей 4-векто­

ру, равен квадрату длины этого вектора. Из (2.14) видно, что 
DetX=x<%. (2.18) 

Общее преобразование, сохраняющее вещественность матрицы 
,(2Д4) и оставляющее неизменным ее детерминант, дается уни-
.мрдулярной матрицей 5 

-Y-SXS+. (2.19) 
Это преобразование эквивалентно преобразованию Лоренца 
4-вектора и может быть записано в форме (2.1) с са—0 и 

Ab
a = jTr(o"ScbS+) или Aa^-TriOaSu^) (2.20). 

при выводе используется (2.17)). 
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Унимодулярная матрица -S входит в закон преобразования 
векторов (2.19) квадратично, S и —5 задают одно и то же 
преобразование Лоренца для вектора. Фундаментальными пред­
ставлениями группы Лоренца являются спиноры, закон преобра­
зования которых содержит S один раз. Имеется два различных 
фундаментальных представления группы Лоренца. В одном из 
них, обозначаемом как (1/2,0), пара комплексных чисел 
"^г-г-ц1) преобразуется при (2.19) согласно 

y'a(x') = Sfi$b(x) или ¥ '= .5¥ . (2.21) 

Комплексное сопряжение дает второе фундаментальное пред­
ставление (0, 1/2) 

Ы + , = (%)+(Й)+. (2.22) 
Оно не эквивалентно первому и, чтобы отличать их, во вто­
ром принято снабжать индексы точкой и, кроме того, употреб­
лять у -ф+, S+ черту вместо знака :+, т. е. писать вместо (2.22) 

^ ( * 0 = % (*)S| или ЧГ' = ~ 5 . (2.22'> 
Можно было бы ввести спиноры, преобразующиеся транспони­
рованными матрицами 

%' = STK или %<*'-=--xPSf? (2.23) 
и 

- ? = к 5 г или к«=Щ%$. (2.24} 
Однако, принимая во внимание, что 

ST-*CSC-\ (2.25) 
где С = ( . 0)—матрица зарядового сопряжения, мы видим, что-
представление (2.23) эквивалентно представлению (2.21). Экви­
валентный спинор С¥ принято снабжать верхним индексом иг 
вводя антисимметричную величину еаР==-—eP°S записывать 

фа = sa(4j)|-. 
Опускают индексы обратной матрицей еар. Легко видеть, что 
поскольку матрицы S унимодулярны, эти величины являются 
инвариантными тензорами, например, 

Аналогично, представление (2.24) эквивалентно представлению 
(2.22) и отличается от него высотой индекса, теперь точечного 
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а величины е«Р== — &.-« и е -̂, =- — s ^ —снова инвариантные 
тензоры. При этом мы принимаем, что 

8-2==:-812 = 1, еаР8р-., = б", 

,12 с t ' p . . p P f = f i Y 
' — — s

1 2 — - ' 8 а р Ь °а-
(2.26) 

Как можно было заметить из написанных выше формул, 
начиная с (2.21), повторяющиеся спинорные индексы без точки 
принято располагать сверху-вниз/а с точкой — снизу-вверх, и 
по ним, конечно, подразумевается суммирование: 

Зная фундаментальные спинорные представления, можно 
построить все неприводимые представления группы Лоренца. 
Поскольку индексы с точкой и без точки принимают только, 
два значения, любое-неприводимое представление группы 
Лоренца описывается полем мультиспинорного вида 

*-,.......-!,....-,(•-). <2-27) 

абсолютно симметричным как по индексам без точки, так и по 
индексам с точкой. Такое представление обозначается символом 
(-J-, — ] и имеет (2/z-f-l)(2&-f-1) компонент. Например, векторное 
тюле—это 9acj. в двухкомпонентном формализме, и является 
представлением (1/2, 1/2). Согласно теореме о связи спина и 
статистики, поля с четным числом спинорных индексов описы­
вают бозоны и подчиняются статистике Бозе—Эйнштейна (ком­
мутируют между собой), тогда как поля с нечетным числом 
спинорных индексов описывают фермионы и удовлетворяют ста­
тистике Ферми—Дирака (антикоммутируют между собой). 

5. Связь между векторным и спйнорным формализмами 
осуществляется посредством матриц (<уа)а& (C7a)"cc = £ap6a"p(^a)pp 
{2.13) и (2.16), у которых спинорные индексы расставлены 
в соответствии с определением (2.14) и трансформационным 
законом (2.19), так чтобы 4-вектор ха представлялся величи­
ной ха^. Эти 2Х2-матрицы удовлетворяют соотношениям 

<№, + tfutfa-=-=2rW, Тгааай==2.а6, (2.28) 
K U K F - - 2 6 P 6 | , (2.29) 

^ - - - i l a j - y s ^ ^ . (2-30) 

Преобразующие спиноры унимодулярные матрицы S я S инфи-
нитезимально имеют вид 

ЙЦ1+>°Ч.^; -5| = ( 1 - T ^ < 4 . (2-31> 
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где 
(°ab)i^ " J (Wb - <*Ь*а?*\ К » ) | = ^ {ОаОь - ObUa)\ . (2.32) 

В физической литературе пользуются часто (а несколько лет 
назад — почти всегда) векторным формализмом с четырехком-
понентными спинорами. Дираковский биспинор есть столбец из 
разных двухкомпонентных спиноров 

*-•-(£)• (2-33) 

а майорановский—из сопряженных друг /фугу спиноров 

T*-(|i)- <2-34> 
При этом подразумевается параметризация матриц Дирака, 
в которой 

/ ° аа\ /1 0\ 
7а = Ь а 0 ) , Y5 = (o — lj» (Ya, Y^H-^W {Ya, Y5}—= 0.(2.35) 

]Двухкомпонентные спиноры являются собственными функциями 
матрицы 75. Их часто называют вейлевскими спинорами. 

Отметим, что только в последние годы, в связи с тео­
рией твисторов и с суперсимметричными теориями, возникло 
понимание предпочтительности спинорного формализма перед 
.векторным в большом числе задач, а также возникло более 
широкое применение вейлевских спиноров. Задачи, в которых 
спинорный формализм удобнее векторного, обильно встречают­
ся и в других областях физики. Например, в калибро­
вочных теориях напряженность Fab преобразуется по 
приводимому представлению группы Лоренца (1,0),+ (0.1). 
В спинорном формализме Раъ распадается на пару 
-Fc-p->(•-, 0) и F^->(0,1) . Условие самодуальности Fab== 
==-2&abcdFcd превращается просто в утверждение, что Fа*р-=0» 
а антисамодуальности—что Fa$ = 0. Изящно записываются 
р спинорном формализме и соотношения из общей теории 
тяготения, весьма упрощается процедура так называемого 
«фирцевания» (перестановки местами фермионных полей) 
и т. д. 

В заключение этого раздела сделаем еще несколько заме­
чаний по обозначениям. Как читатель уже заметил, малые 
буквы из начала греческого алфавита а, |3, у... используются 
для спинорных индексов, малые буквы из начала латинского 
алфавита а, Ь, с . . . — для векторных индексов (в плоском про­
странстве). Для производных будут приняты обозначения 

-.---Jr. (2-36) 
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§ 3. СУПЕРАЛГЕБРЫ ПУАНКАРЕ 

1. Супералгебра Пуанкаре является спинорным расширением 
алгебры Пуанкаре. Кроме генераторов преобразований Лоренца-
Lab% 4-сдвигов Ра, она содержит также спинорные генераторы 
суперсдвигов (или суперсимметрии) Qa, Q-,. Алгебра группы 
Пуанкаре (2.6) расширяется соотношениями, говорящими, что Q& 
и Q^ суть спиноры (1/2,0) и (0, 1/2) группы Лоренца 

{Lab, Qa] = ~(OabtQ&y [Lab, Q ^ Ц & " 4 Щ V (ЗЛ> 

что они коммутируют со сдвигами 

и что их коммутационные соотношения между собой устроены 
следующим образом 

{Qa,Q«}=2(Ga)a-aPa=2Pa.a, (3.3): 
{Qa,QpH0, {Q^Qp}-=0. (3.4* 

Последние соотношения содержат антикоммутаторы для пра­
вильной связи спина со статистикой. Другими словами, супер­
алгебра является Z2 градуированной алгеброй: бозонные опера­
торы (Р, L) снабжены градуировкой р=0, фермионные (Q) — 
градуировкой р—1, а коммутационные соотношения имеют вид, 
(3.1)-(3.4). 

Супералгебра (2.6), (3.1)—-(3.4) является единственной, со­
держащей только генераторы группы Пуанкаре и два спинор-
ных генератора. Например, в первой части (3.3) должна стоять-
величина, преобразующаяся по группе Лоренца по представле­
нию (1/2, 1/2), а такой величиной может быть только Ра; в со­
отношениях (3.4) в правых частях могли бы появиться величи­
ны из представления группы Лоренца (1,0) и (ОД), т. е. Lab,r 
однако это бы противоречило тождествам Якоби, возникающим 
в повторных коммутаторах. 

В случае, когда число генераторов _спинорного характера 
равно 2/V (N взаимно сопряженных пар, Q î = (Q«)+, /.-==1,2,... 
. . . , N), говорят о /V-расширенной СУСИ. (В такой классификации 
сама группа Пуанкаре есть /V—-О СУСИ), Соответствующая 
супералгебра получается следующим образом: соотношения (2i6) 
не меняются, в (3.1) —(3.2) следует заменить Qa на Q«, а Q,., 
на Q-ji, соотношение (3.3) превращается в 

{QL Qcij}=26/a°tjP0> (3.3'> 
а в правых частях (3.4) могут появиться операторы Z-j= — Zj-,, 
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{QLQi}^a^J, {Q^Q^}^abZip (ЗА1) 
называемые центральными зарядами, поскольку они коммутируют 
между собой и со всеми генераторами алгебры: 

[Z-j, Z«].-= [Z-j, Zkl] = [Z</, Pa] == [Z-j, Zfl&] = 
-=[Z^Qft

a]==[Z^Q.J===0„ (3.5) 
Супералгебры (3*3,) — (3.5) обладают внутренней симметрией 

ортогональной группы SO (N), при этом спинорные - генераторы 
Qa, Q^j образуют векторное представление этой группы. Содер­
жится в алгебре и внутренняя унитарная симметрия U (N), и у 
генераторов Qa, Q̂ y индексы намеренно поставлены в первом 
случае сверху, а во втором — снизу, чтобы подчеркнуть, что 
первые преобразуются по кварковому, а вторые по антикварко-
вому представлению U(N). В работе ![32] было показано, что 
этими супер алгебрами исчерпываются все возможности, реализу­
емые в локальной теории поля при ненулевых массах (при ну­
левых массах покоя возникают дополнительно так называемые 
конформные супералгебры, включающие генераторы дилатации, 
собственно конформных преобразований, киральных преобразо--
ваний и дополнительных спинорных преобразований). Инфини-
тезимальные преобразования СУСИ содержат параметры еца, еа-1 

Эти параметры с необходимостью должны быть спинорами, по­
скольку Q являются таковыми и должны иметь «фермионные» 
свойства 

{8, б} = {б,б}=:0, 
{8, Q}={e, Q}=0 

для обеспечения правильной связи спина со статистикой. Вели­
чины eQ, eQ подчиняются соотношениям, содержащим обычные 
коммутаторы, например (3.3) записываются в виде: 

[6Q,lQHeQ&Q-—eQsQ:=8f^^^ (3.3'") 
В суперсимметричных моделях теории поля возникают сохра­

няющиеся спинвекторные токи 
да/?{х)=0, да7?,(х)~0, (3.6) 

трехмерные интегралы от которых дают генераторы СУСИ 
Qi = I Фх/Ц (х), Q^ = ] &х11, (х). (3.7) 

Явное выражение спинвекторных токов может быть получе­
но в каждой конкретной модели обычной нётеровской процеду­
рой. 
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2. Представления супералгебр на массовой оболочке, т. е. 
при р2~т2, найти не очень трудно. Поучительно начать с прос­

той /V—+ СУСИ для частиц с ненулевой массой покоя т. 
Перейдем в систему покоя, в которой 4-импульс имеет только 
одну ненулевую компоненту 

pa-l(m,0,0,0). 
В этой системе (3.3) и (3.4) станут соотношениями клиффордо-
вой алгебры операторов рождения и уничтожения, так как (3.3) 
перейдет в 

{да,^}==2(а0)а.^==2^ба.. (3.8) 
Построим теперь фоковский столбец. -Определим клиффордов 

вакуум j s > как состояние со спином s такое, что 
Q « | s > - 0 . (3.9) 

Будем образовывать столбец состояний последовательным 
.действием операторов Q с учетом перестановочных соотношений 
(3.3), (3.4). Результаты сводятся в таблицу: 

Спин Кратность 

S 
l 

s + -
l 

s — -

s 

2s+ l 

2s+ 2 

2s : . 

2s+ l 

Действие Q^ изменяет спин на +1/2 по правилу вектор­
ного сложения (сам спинорный генератор несет спин 1/2). В 
последней строчке из-за антикоммутативности спинорных гене­
раторов имеет место тождество 

Ъ&Щ—\чЦ№. (З.Ю) 
и поэтому такое произведение не изменяет спина состояния. 

Итак, неприводимый супермультиплет iV —1 СУСИ содержит 
состояния со спинами s—72, s, s, s + l/2, где s — любой спин, 
целый или полуцелый. Средний,спин s, характеризующий су-
пермультиплет, называют суп ер спином. Он может быть 
получен также в процессе суперрасширения вектора Паули— 
Яюбанского и оператора квадрата спина в группе Пуанкаре. 
Характерное для СУСИ свойство супермультиплета втом, что о« 
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содержит равное число состояний (по 4s+ 2, как видно из таб­
лицы) бозонов и фермионов. Равенство чисел бозонов и фер-
мионов может быть выражено в виде общего правила сумм. 

2(-1)2 5=0, (3.11) 
мульт 

где s— спин, а сумма берется по всему мультиплету. Сущест­
вует довольно много и более изощренных правил сумм типа 
(3.11). 

3. Представления расширенных СУСИ для нулевой массы 
покоя на массовой оболочке. В этом случае супермультиплеты 
устроены проще, чем при тфО, а интересен он нам потому, что 
в наиболее важных теориях (супергравитация и суперкалибро-
вочные теории Янга—Миллса) масса полей равна нулю. Мы. 
будем считать, что центральные заряды обращаются в нуль. 
(Кстати, при тФ0 и при специальной связи между величинами 
центрального заряда и массы также уменьшается в два раза 
число состояний в супермультиплете). При нулевой массе покоя 
можно выбрать такую систему отсчета, в которой 4-импульс за­
пишется 

Pa*={Pi О, О, Р)-
В этой системе основной антикоммутатор (3.3) примет вид 

{<%, Ъь)=М/(\ + о^р, (3.12) 
т. е. перестановочные соотношения (3.3) и (3.4) приобретают 
форму клиффордовой алгебры: 

{Qil, %}=>46/р, (3.13) 

а все остальные антикоммутаторы равны нулю: 

{Q^...}={Q2;,---}-={Qi£ . Q i ' H R v ' Q j k } - 0 - (3.14) 

Аналогично (3.9) определим «клиффордов вакуум» | К) как 
состояние со спиральностью X (масса теперь равна нулю, 
поэтому спиральность, а не спин), удовлетворяющее условиям 

QiM-̂  > -=Q2
£]^ > -=02/1-^ > ==°- ( З Л 5 ) ' 

и построим неприводимое представление /V-расширенной супер-
симметрии, применяя к | % > операторы Q -^. Они антикомму ти­
руют между собой, каждый понижает значение спиральности 
на 1/2, и мы находим: 
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Стшральность Кратность 

Q . Q . 1 А. > 

§3...<Э|я> 

Я—1 

А,—--

1 

iV 
iV(.<V—l) 

2 

ОД--

(3.16) 

В частности, при N=1 супермультиплеты содержат пары 
состояний с соседними спиральностями X, Я--—, при N=2— 
триады .V, Я — —, Я—-1 и т. д. Спиральности обратного знака 
получаются СРТ-сопряжением. Значительный интерес представ­
ляют самосопряженные супермультиплеты, в которых сама 
процедура (3.16) дает сразу все спиральности от X до —Я без 
помощи сопряжения. Особенно интересны два самосопряжен­
ных супермультиплета: 

а) N—4 — наивысшая калибровочная теория Янга—Миллса, 
максимальная спиральность 1* 

1, (1)\ О-, (~4) \ - 1 (3-17) 
(индексы сверху указывают кратность состояния); 

б) /V—-8—наивысшая СУГРА, максимальная спиральность 2 

2, (3)., 128, ДО. 0-„, ( _ | } . (_1)2, ( _ . ) . , _2. (3.18) 
4. Наибольшее /V. Из (3.16) видно, что iV=8 — расширенная 

суси является максимальной, в которой супермультиплеты со­
держат состояния со спиральностями, меньшими либо равны­
ми 2. Уже при N — 9 (даже при т = 0) в любом супермультипле­
те обязательно наличие состояния со спиральностью Х>Ь/2, так 
как разность спиральностеи между состояниями в верхней и 
нижней строках равна N/2. Известно, однако, что описание .без­
массовых частиц со спиральностью ,>1 в рамках явно реляти­
вистски инвариантной теории поля всегда влечет за собой на-

* Расширенные суперсимметричные модели оказалось удобным тракто­
вать в плане теорий Калуз а — Клейна [21]. Например, теория Янга —Миллса 
с N=4 в 4-мерном пространстве (d=4) естественно получается редукцией по 
размерности ИЗ N = 1 , d=10 калибровочной теории. Аналогично, N=-8, d==4 
•'СУТРА притягательно получать и исследовать редукцией d==4 из N = 1 , d== 
.*=Н СУГРА. При этом возникают нетривиальные конструкции и выявляются 
неожиданные связи [21, 24]. См. также1 примечание при корректуре на 
стр.' 171. 
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личие глубоких свойств симметрии и соответствующих геомет­
рий. Безмассовые частицы со спиральностью 1 должны 
описываться теорией Янга—Миллса с присущей ей калибро­
вочной инвариантностью; безмассовые частицы со спирально­
стью 2 —уравнениями Эйнштейна (со всеми их нелинейностя-
ми), обладающими уже много более глубокой . калибровочной 
инвариантностью относительно группы общих преобразований 
координат и, соответственно, неразрывно связанными с рима-
новой^геометрией [38]. Частицы со спиральностью 3/2 и нулевой 
массой покоя впервые научились состоятельно описывать [49] 
только в рамках теории СУГРА с ее супер геометр и ей, о которой 
мы будем говорить позже [16, 17, 27, 28, 37, 48, 49, 51, 52]. Ко­
нечно, супергеометрия включает в себя геометрию искривлен­
ного пространства-времени теории тяготения Эйнштейна (А—• 
;=0-— сугра, как теперь говорят). Возможность описать состоя­
тельно безмассовые частицы со спиральностью 1^5/2 явно 
релятивистски инвариантным образом повела .бы к сверхмощ­
ным геометриям, пока не известным, и кажется маловероятной*. 
Поэтому приходится ограничиться значением JV—8. При таком 
значении N простейший супермультиплет есть гравитационный 
супермультиплет (1.24), содержащий 1 гравитон, 8 гравитино, 
28 векторных полей и так далее. Отдельных материальных по­
лей быть не должно (материальные супермультиплеты содер­
жали бы спины, превышающие 2). «Розовая надежда» состоит 
в том, чтобы поместить в этот мультиплет гравитацию и всю 
материю (или праматерию) и достигнуть на этом пути завер­
шения цепочки объединений: «электрослабая теория —теория 
великого объединения — супергравитация» всех взаимодейст­
вий, включая гравитационное, в единую и к тому же конечную 
(?) теорию. К сожалению, пока на этом пути не преодолены 
многие трудности. 

5. Представление суси вне массовой оболочки на полях. 
Модель Весса и Зумино. Мы уже научились строить представ­
ления суси на состояниях на массовой оболочке. Перейдем те­
перь от состояний к полям, их описывающим вне массовой 
оболочки, и в качестве примера рассмотрим так называемый 
киральный супермультиплет. В этом простейшем случае супер-
спин s = 0, и поэтому киральный мультиплет содержит скаляр­
ную и псевдоскалярную частицы, описываемые, соответственно, 
вещественной и мнимой частями комплексного поля Л (х), и 
частицу со спином 1/2, описываемую спинорным полем ,-{alpha}(#). 
Нам понадобится еще одно комплексное поле F{x), называемое 
вспомогательным, к обсуждению необходимости которого мы 

* Отметим, однако, недавнюю работу [22], в которой содержатся аргу­
менты в пользу того, что состоятельные уравнения для полей с нулевой 
массой и спиральностью <>5/2 возможны ценой отказа от явной инвариант­
ности относительно группы Лоренца (явной остается только инвариантность, 
связанная со световым конусом). 
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вернемся чуть позже. Законы преобразования суперсимметриж 
на этих полях записываются: 

6А = У2г% -{ЪА^А' — А), 
^a = iy2(oas)adeA + V2saFt (3.19) 

6F = iV2eoaday. 
Стоит запомнить, что правая часть преобразования вспомога­
тельного поля F является полной дивергенцией. Запишем для 
общей ориентировки также и действие, инвариантное относи­
тельно (3.19) 

-f т(АР — ~щ^-\-g{A*F— Ащ)-\-ъуч. сопр.] . (3.20) 

Преобразования суперсимметрии и инвариантное действие луч­
ше не угадывать, а получать регулярным образом, через супер-
поля, что будет обсуждаться в следующем разделе статьи. 

Приведем еще сохраняющийся спин-векторный ток супер­
симметрии для этой модели, полученный по обычной процеду­
ре Нётер 

Jl-d^A'+io^JF, daJ" = 0. (3.21) 
6. Вспомогательные поля. Поле F входит в действие без про­

изводных и поэтому может быть исключено с помощью его 
уравнений Эйлера 

|A.=F+mA*.-f.gA*a--0 и эрм. сопр. (3.22) 

Исключая из преобразований (3.19) вспомогательное поле с ис­
пользованием (3.22), находим 

бЛ=У"2бф, 
бфа = г У 2 (раг)адаА —У.2еа (mA* + gA*s). (3.23) 

Преобразования (3.19) образуют группу только с явным 
учетом уравнений движения. Можно исключить с по­
мощью (3.22) F и из лагранжиана: 

I = _- 0афаатф-f _А * П ̂  + -----ыЩ — g^A + эрм. сопр. -f 
•±-(m,A + gA*)(mA + gA2)*-

Возникший в третьей строке потенциал есть F*F, где F — реше­
ние (3.22), и поэтому неотрицательно определен. Это важное 
свойство характерно для суперсимметричных моделей. 

Существенно, что если действие с лагранжевой плотностью 
(3.20) инвариантно относительно преобразований суперсиммет­
рии (3.19), то после исключения вспомогательного поля F дей-
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ствие с L (3.24) инвариантно относительно (3.23) т о л ь к о с 
т о ч н о с т ь ю д о - у р а в н е н и й д в и ж е н и я . Этот пример 
предсказывает следующие общие выводы: 

1. Чтобы алгебра суперпреобразований замыкалась, понадо-. 
бились бы вспомогательные поля. 

2. Наличие вспомогательного поля в действии необходимо' 
для обеспечения его явной инвариантности относительно супер-
преобразований. Вспомогательное поле определяет в значитель­
ной мере взаимодействие между физическими полями. Эти и 
другие свойства вспомогательных полей определяют их важную 
роль в суперсимметричных теориях. Концепция вспомогатель­
ного поля на самом деле не нова. Вспомните, например, элект­
родинамику. Кулоновское поле также является вспомогатель­
ным, оно выражается (правда, нелокально) через заряженные 
поля. Отметим, что размерность вспомогательных полей отлич­
на от размерности физических. (Напомним, что размерность фи­
зического бозонного поля — см -1). Из (3.22) следует, что IF) = 
|=см~2, в единицах •n=c = l, так как F входит в действие без 
производных. 

Теперь мы переходим ко второму основному примеру супер­
симметричной теории. 

7. Калибровочный супермультиплет. Этот мультиплет со­
держит вещественное векторное поле va{x), спинорное поле 
Ха (х) и вспомогательное вещественное скалярное поле D (х), пре­
образующиеся по суперсимметрии согласно (vab — daVb—<3&t>0): 

Sla^isaD + {G"i>s)avab, (3.25> 
8D =- 8<хвдД --8oradfl:.v, 

а при калибровочных преобразованиях — 
6va (x)=да9 (х), 6Ъа - О, Ю=0. (3.26) 

Соответствующий инвариантный лагранжиан имеет вид 

1= -±.v°bvab-iXQadak + ~D2. (3.27> 

Вспомогательное поле D, как и F в киральном мультиплете, 
имеет размерность см-2, входит в действие без производных и 
при преобразовании суперсимметрии с константными парамет­
рами изменяется на дивергенцию. Последняя позволяет вво­
дить инвариантную добавку к действию 

SFI = l\dAxD(x), 

играющую важную роль в спонтанном нарушении суперсиммет­
рии и называемую членом Файе—Илиополуса. 

Можно было бы рассмотреть и неабелев случай калибровоч­
ной Суперсимметрии и вообще увеличить число примеров. Мы 
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не будем делать этого, так как ниже излагается явно кова-
риантный суперполевой подход, позволяющий получать инва­
риантные действия для моделей и законы преобразования регу­
лярными методами, не требующими удачных догадок и специ­
ального искусства. 

§ 4. СУПЕРПРОСТРАНСТВО И СУПЕРПОЛЯ 

1. B предыдущем разделе мы познакомились с двумя про­
стейшими моделями суперсимметричной теории поля, с моделью 
Бесса и Зумино (3.20) и суперсимметричным расширением ка­
либровочной теории (3.27). Законы преобразования полей, опи­
сываемых в этих моделях, достаточно сложны. B их записи 
(3.19) и (3.25) нелегко усмотреть соответствие с супер алгеброй 
и проверить инвариантность теории. Более того, трудно угадать 
.вид (3.19) и (3.25) и подобрать инвариантные действия (3.20) 
и (3.27) (хотя это было сделано в свое время). Причина в том, 
что запись суперсимметричных теорий в терминах обычных по­
лей (часто называемых «компонентными») не является явно 
ковариантной. Вспомним, насколько проще иметь дело с урав­
нениями Максвелла в принятой сейчас явно релятивистски ин­
вариантной формулировке 

d*Fab=Jb> Fab=daAb—dbA.a, (4.1) 

чем в терминах трехмерных векторов £ и Л и скаляра р, а тем 
более чем во все еще встречающейся в очень старых учебниках 
компонентной записи. Инвариантность уравнений (4,1) относи­
тельно преобразований Лоренца и сдвигов очевидна, с ней не 
возникает каких-либо трудностей при переходе к квантовой 
теории поля и т. д. 

Возможность формулировать суперсимметричные теории в 
явно ковариантном виде предпочтительна не только ввиду тех­
нических удобств и более четкого понимания ;[14]. Она незаме­
нима при анализе таких сложных систем как A—4 теория Ян-
га—Миллс.а или N=8 супер гравитация. Отметим, что большин­
ство результатов на первом этапе развития суперсимметрии 
было получено преимущественно в компонентном формализме 
125]. Однако сегодня создание адекватного явно суперковари-
антного языка является одной из главных задач в теории су­
персимметрии. Эта.задача пока решена полностью только для 
простой (N==1) суперсимметрии, к описанию чего мы присту­
паем в настоящем разделе. 

2. Вещественное суперпространство. В разделе 2 было про­
демонстрировано, как реализовать труппу Пуанкаре в прост­
ранстве-времени Минковского 

т> 
R4--!*"}- (4,2) 



Оно параметризуется четырьмя вещественными координатами ха> 
соответствующими четырем генераторам сдвигов Ра— —ida. 
В алгебре СУСИ (2.6), (3.1) —(3.3), кроме Ра, имеются также 
спинорные генераторы суперсдвигов Qa, Q«. Если оставаться 
с 4-мя обычными вещественными координатами ха, то супер-
сдвиги могут быть реализованы дифференциальными оператора-
ми, если ввести дополнительные спинорные координаты 8а, 
6« = (0°,Г\ 

R*'4---={*-», Qa,JaY (4.3) 
Как и Qa, Qa, спинорные координаты подчиняются антиком-
мутационным соотношениям, т. е. являются грассмановыми чис­
лами 

{е.«, 0Р}={еа,ёР}=={0«)ёР:}--О .(4.4) 
и, соответственно, квадрат любой из них равен нулю, напри­
мер, 

(ву-^О. (4.5) 
Мы будем называть R4/4 (4.3) вещественным суперпрост-

ранством. Вещественным потому, что оно имеет 4 веществен­
ных бозонных координаты и 4 фермионных ба, Ф, которые 
можно объединить в «вещественный» майорановский спинор 

е = ( У . ,e-'tfe-. (4.6) 
В R4/4 уже можно реализовать преобразования СУСИ: 

ха' =ха-{- J0aae~— i&aa§, 
e«'=-ea-T-sa, ё"—=ё"а*-Ь8«. (4J) 

Напомним, что параметры еа, га - также грассмановы числа. 
Можно непосредственно убедиться в согласованности преобра­
зований (4.6) с супералгеброй (3.1)-(3.3). 

Отметим, что хотя вещественное супер пространство кажется 
естественным для суси, на самом деле более адекватным для 
многих целей оказывается комплексное с у п е р п р о с т ­
р а н с т в о С4/2, в котором комплексифицируется обычная коор­
дината ха. Мы будем подробно обсуждать это несколько позже, 
-а сейчас обратимся снова к R4/4 и к суперполям на нем. 

3. Суперполя на R4/4. В R4 рассматриваются поля, функции 
от ха. В R4/4 будут рассматриваться суперполя—функции от ха, 
<Qa и 6е* (4. 3). При преобразованиях Пуанкаре (2.1) и суперсдви­
гах (4.7) они преобразуются по закону 

Ф(0 '(*', 8 ' ,Ю^Л$Ф и ) (хг 0, 0), (4.8) 
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где. (г)—набор лоренцевых • индексов, Л—матричное представ­
ление группы Лоренца. В частности, при суперпреобразованиях 

дФ=(&«С}а+\ЩФ (4.9)-
генераторы Qa, Q^ реализуются как дифференциальные опе­
раторы 

Qa==— t - i . (аа) .о« д 

f аа дГ (4.10> 

Дифференцирование (слева) на алгебре Грассмана определяется? 
с учетом антикоммутативности 0 [2, 11]: 

—!—-ер—.б£, _!_(е^)—а>—б£ее. (4.и> 
Мы приходим к выводу, что суперсимметричные теории естест­
венно описывать в явно ковариантном виде с использованием 
суперполей. Но мы видели раньше, что их можно формулиро­
вать (хотя и не в явно ковариантном виде) в терминах обыч­
ных полей. Какова связь между теми и другими? Рассмотрим, 
разложение суперполя Ф(х, 0, 9) по степеням грассмановых. 
переменных. Ввиду их нильпотентности (4.5) это разложение 
обрывается и превращается в полином: 

Ф{х, 0,"0)= А(х) + Qayba(x) + V^ + Q"QaF(х) + 

+ B-JFG {х) + 0а (ав)в(1е« А" (х) + 0 • ¥даК (х) + 
+еввавйх« (.х)-|- е а е а \ ¥D (Х). (4.12> 

В этом разложении учтена антикоммутативность спинорных пе 
ременных 

е«е0=^ [ва, 00] =--—§• 8aP0v0r 

Коэффициенты в (4.12) —это не что иное как обычные поля — 
функции ха. Таким образом, скалярное суперполе Ф объединяет 
конечное число (24=16) бозонных и фермионных полей в еди­
ное целое, преобразующееся единым, ковариантным образом 
(4.8). Используя явные выражения для генераторов (4.10), не­
трудно найти законы преобразования мультиплетов полей— 
компонент суперполя, в частности, мультиплетов полей (3.24) 
и (3.27), приведенных ранее. 

4. Ковариантные спинорные производные. В теории поля ди­
намика определяется дифференциальными уравнениями (урав­
нениями движения). При этом, если в теории есть какая-ни­
будь симметрия, уравнения движения следует писать в явно* 
ковариантном виде (см. снова пример уравнений Максвелла 
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Х4.1)). Для этого необходимы дифференциальные операторы с 
ковариантными свойствами относительно преобразований сим­
метрии. 

В случае суперполей есть дифференциальные операторы 
двух типов — векторная и спинорная производные. Векторная 
производная коммутирует с суперсдвигом, например, • 

-——г» Qt» J -=--0, 
то спинорная — нет, например, 

Я — ' 
Это означает, что производная ——Ф(л:, в, 0) уже не есть су-
периоде, т. е. не преобразуется по закону (4.9). Однако су­
ществуют ковариантные формы спин'орных производных [43]: 

л л (4-13) 
Г). == - . - /А» (аа) • 

а < # д * а ' 
Они антикоммутируют с Q, Q (т. е. коммутируют с преобразо­
ваниями супер симметрии sQ, sQ): 

{Da, Qp}={Da, Qp} = { ^ , Q P } - { J - A , Qp}=-0. (4.14) 

Поэтому их можно применять для написания явно ковариантных 
уравнений движения (см. ниже). _ 

Примечательно, что между собой операторы D a , D-a обра­
зуют ту же супе>ралгебру,,, что и генераторы Qa, Q^' 

{Da,D^}=2(o%.Pa, {Da ,£>p}--{D i f5&}-0, 

{Da,Pa}={D^Pa}=0. (4.15) 

Все эти замечательные свойства операторов Da, П-а (коммута­
тивность с Qa, Qat та же супералгебра) объясняются следую­
щим. Они образуют представление СУСИ, действуя как диффе­
ренциальные операторы на суперполя справа и имея (при 
.действии справа) такую же форму, как и Q (с умножением на 
—i). Их представление (4.13) получается при переходе от пра­
вого к левому дифференцированию. Указанные свойства кова­
риантных производных помогают при анализе состава неприво­
димых представлений в суперполях. Кроме того, последнее из 
соотношений (4.15) говорит о том, что в суперпространстве 
производная д/дха не является основной операцией — ее можно 
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заменить повторным ковариантным спинорным дифференциро­
ванием. Этот факт обобщается в калибровочных теориях 
(суперсимметричная модель Янга—Миллса и СУГРА). Исполь­

зуя соотношения (4.15),, можно вывести целый ряд полезных 
тождеств для спинорных производных (см., например [14, 
28,48]). 

5. Важный прием. Разложение суперполей на компоненты 
часто удобно находить, не прибегая прямо к разложению по 0, 
6, а используя ковариантные производные. Например, для су­
пер поля Ф определим 

(Ф)о--4(.х), 
(DaO)Q = ^a(x), (ГьФ)о-—Ф£ (*), (4Л6) 

(DaDa0)Q=F (x)r (D^D«(b)Q^G(x) и т. д. 
Здесь ( )0 означают значение суперполя в скобках в точке 
Q -=- Q -----. 0В Законы преобразования этих полей легко найти, 
используя то обстоятельство, что при 0 — 0 = О 

(QiD)0=-i(D<D)Q. (4Л7> 
Например, 

ЬА = (6Ф)0 = [(eQ -feQ) Ф]0 = - i [{sD +~&D) Ф]0 = 

Этот прием весьма полезен также при сведении суперполе-
вых лагранжианов к компонентно-полевым '[28]. 

6. Приводимость суперполей. Обычные поля часто описыва­
ют приводимые представления группы Пуанкаре. Например» 
четыревектор Аа(х) описывает спины 1 и 0. Чтобы выделить то-
или иное неприводимое представление, налагают условия не­
приводимости. Так, чистый спин 1 описывается при условии 

даАа=0, (4.18) 
а спин 0 — при условии 

даАь-дъАа=*0 i-fA^da). (4.19) 
Суперполя в общем случае тоже задают приводимые пред­

ставления суперсимметрии. Так, общее скалярное суперполе 
Ф(л, 8, 0) содержит суперспины 1/2, 0, 0 i[14, 43]. Суперспин 
V2 выделяется условиями 

£ ) а / ) а Ф = ^ 5 « Ф = 0 , (4„20> 
Такое суперполе иногда называют линейным (поскольку условие-
(4.20) означает, грубо говоря, что суперполе зависит от 0,9 
Только линейно). Один из супер спинов 0 в Ф(х, 0, 0) выделяется; 
условием 
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Da0>=0, (4.21> 
а другой — условием 

Я ^ Ф - О , (4.22) 
Суперполя, удовлетворяющие условиям (4,21) и (4.22), часто 

называют правым и левым киральными соответственно. 
Поскольку {DaDp}=0 и (£>)3=0, условие (4,21) имеет решение 

Ф==£а£>сД, (4.23) 
а (4.22) 

Ф = £Ь_>«¥, (4.24> 
где "Ф" - - суперполе общего вида. 

Киральные суперполя реализуют простейшие неприводимые 
представления СУ СИ, которые к тому же являются фундамен­
тальными. Заметим, что если произведение двух левых (пра­
вых) киральных суперполей OLWL(ФВ¥В) есть снова левое-
(правое) суперполе, то произведение левого и правого Фь^н 

уже общее скалярное суперполе. Киральные суперполя находят 
себе большое применение. Как мы сейчас увидим, они являют­
ся аналогом 1[7] аналитических функций. 

7. Комплексное суперпространство. Киральные суперполя: 
допускают простую и очень важную геометрическую интерпре­
тацию. Рассмотрим базисы в суперпространстве R4/4, получа­
емые сдвигами вещественной координаты ха на мнимые величи­
ны ±£6(7*0: 

Левый базис: {xf=xaJriQoaQ, Ga, в".}. 
(4.25> 

Правый базис: {x% = xa — iQoaQ, в", 0а}. 
Нетрудно проверить, что в левом базисе ковариантная произ­
водная D^ становится просто —г. Поэтому условие левой 

киральности D^ Ф означает, что Ф есть суперфункция только-
xL и 6, но не б: 

' 2 ) & Ф — O ^ - O f e 6). (4.26) 

Аналогично, в правом базисе Da= —-— и 

£аФ=0-±Ф = Ф(^ ,е ) . (4.27) 
Таким образом, естественно возникает важная иды, состоящая 
в следующем. Целесообразно перейти от обычной вещественной 
координаты ха к комплексной координате х*=••(•£%)* и опреде­
лить комплексное супёрпространство С4/2 [16, 40], парамет-
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ризуемое комплексным 4-вектором х^ и комплексным вейлевским 
спинором еа: 

С4/2==й=={^,0а}, Е—-л5.в«. (4.28) 
Аналитические суперполя Ф(£) будут левыми киральными, 
а антианалитические Ф(£) —правыми киральными (ср. (4.26), 
(4.27)) [7]. 

Подчеркнем, что теперь можно рассматривать вещественное 
суперпространство R4/4 как вещественную гиперповерхность 

Imjc2«-eae"e (4.29) 
в комплексном пространстве С4/2 (2X4+2X2 вещественных ко­
ординат). Это наблюдение играет ключевую роль при постро­
ении теории супергравитации. 

В комплексном суперпространстве можно реализовать пре­
образования супер симметрии 

x2'-=xl + 2lQo% 0 a ' =0 a + sa. (4.30) 
Главное преимущество такой реализации в том, что применяется 
только одна двухкомпонентная грассманова переменная 6 (без 
сопряженной 0, как было в R4/4). Поэтому аналитические (т. е. 
зависящие только от £, но не от £) суперполя, определенные 
на С4/2, имеют более короткое разложение, чем общие функции 
на R4/4 (ср. с (4.12)) 

®(xL,B)=A(xJ + &*ya(xI) + &*QaF{xL). (4.31) 
Это как раз те неприводимые киральные суперполя, о которых 

' шла речь выше. Отметим, что входящие в разложение (4.36) 
поля соответствуют полевому составу модели Весса и Зумино 
(3.24). 

8. Интеграл Березина. Основной объект в теории поля — это 
действие. Варьируя его, получают уравнения движения. Оно 
служит отправным пунктом при квантовании и т. д. Аналогич-

' ный формализм может быть развит и для супер полей. Дейст­
вие— это прежде всего интеграл по всему пространству от 
лагранжевой плотности. В супер пространстве интеграл по 
грассмановым переменным определяется по Березину [2, 4] 
следующим образом: 

(а) ^ G a = 0 , 

(б) .^eaeP=6Pa, (4.32) 

{-26a, -%}- -0 , {0a, -%}~8ар 

и аналогично для 6. Кратное интегрирование понимается как 
повторное. 
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(Согласование с Лоренц-инвариантностью потребовало некото­
рой модификации правил Березина, сравни (4.32,6) с (3.10) в 
i[2]). Важно, что грассманово интегрирование эквивалентно 
дифференцированию [14]. Например, в силу (4.32) 

]dQ&(x,Q,fy=-~<3>(x,Q,~Q)- (4-33) 
По существу, интеграл по всему суперпространству от су-

перполя Ф(л;, в, В) сводится к обычному интегралу от последней 
компоненты в его разложении: 

d4xd2Qd2№(х, е, ё)=- 16 \ dAxD (x); (4.34) 
аналогично для киральных суперполей 

id4xLd2<dO(xL, e)=—4^„4xF(x). (4.35) 
Что дает нам основание называть эту операцию интегриро­

ванием? У нее есть два свойства, роднящих ее с обычным ин­
тегрированием и играющих важную роль в лагранжевой тео­
рии поля. Во-первых, интеграл от производной равен нулю. 
Например, 

{. d*xdWQDaG>= ^ d*X(PM*B (--- + i {oaQ)a j~\Ф—0, (4.36) 

поскольку в первом члене нет членов типа 0202, а второй есть 
обычная полная дивергенция. Это свойство позволяет интегри­
ровать по частям, что лежит в основе вариационного принципа. 
Оно же обеспечивает явную супер симметрию интеграла от 
суперполя 

б \ ^4^2е^2ёФ-= \ d^^erf2! (eQ-feQ) Ф-=О. 
Во-вторых, в интеграле можно делать замены переменных: 

(*,е,е)->(*', е', е'),. 
d4*'d?6 W . . . - = ( d*xd4d2№zt -4*', 9', (Р) ^щ 

J д{х, е, е) ' 
где Вег — березиниан или супердетерминант матрицы преобра­
зований [И]. Если задана матрица 

J-
-4 В\ дхг $Х' ддг ^ дВ' 

**=\С D)' н а п р ш е р ' Л = = = ^ ' 5 = = Ж ' с = = ^ ' л = < э е ' 
то ее березиниан равен 

Вег ̂  = det {A ~~BD~lC) deH D. (4.39) 
Как и детерминанту, березиниану свойственна мультипликатив­
ность 

Вегс5^.5В--=Вег^-Вег53. (4.40) 
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Мы уже отмечали, что интегрирование по Березину эквиваг 
лентно дифференцированию. На этой основе можно вывести 
следующую полезную формулу: 

[ d*xdWD=* j \ ФхйаВаФ. (4.41) 
Для интегрирования по Березину можно определить грассма-

нову б-функцию [14] 
бг(е)=1е

аеа: ^2e6r(e)=-i, \ ^ебг(е)/(е)=/(0). (4.42) 
Однако в разительном отличии от свойств обычной б-функции 

бг(0) = 0, (бг(е))2=0. (4.43) 
Учет этих свойств б-функции играет важную роль в доказа--
тельстве сокращений расходимостей в модели Весса и Зумино 
(см. ниже). 

9. Суперполевая формулировка модели Весса и Зумино* 
Располагая суперполями, их кшариантными производными и 
интегрированием, мы уже можем писать явно суперинвариант­
ные лагранжианы. Начнем с рассмотрения простейшего приме­
ра— модели Весса и Зумино [49]. 

Как уже было отмечено выше, поля модели Весса и Зумино 
содержатся в аналитическом суперполе Ф(х^, 0) (и его сопря­
женном Фд(хд, 0)). Кинетический член действия имеет следуюг 
щий вид: 

£кин == \ d4xd2Qd2Q<3) (х + /000, 0) Ф (х — *еоё, 0)- (4.44) 
На первый взгляд, в этом лагранжиане нет производных. Одна­
ко напомним, что киральные суперполя Ф и Ф определены каж­
дое в своем базисе в R4/4, но в интеграле (4.44) они записаны 
в одном и том же базисе. Поэтому их естественные аргументы 
xL, xR выражены через Jc + £0a0 (см. (4.25)). Разлагая Ф и Ф 
в (4.44) по компонентам, мы видим, что нильпотентные сдвиги 
+ z*0a0 приводят к появлению производных от полей. 

Варьировать SK— (с целью получения уравнений движе­
ния) следует с учетом ограниченности суперполей Ф и Ф (они-
не являются произвольными функциями всех переменных ин­
тегрирования в (4.44)). Например, варьируя по Ф, с помощью-
приема (4.41) мы перепишем интеграл по R4/4 как интеграл 
по С4/2 в левой параметризации, где уже бФ(л.ь, 0) есть произ­
вольная функция: 

6Ф£кИН-= \ -24х^-0с^бФФ= — \ d4xd2Q№DDQ)= 

----—.$ ^4.М20бФ(*х, Q)(DDQ))(xL, 0). (4.45> 
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Массовый член в модели Весса и Зумино записывается сразу 
в С4/2: 

5 = - \ jj d*xLd2№2{xL, 9) + эрм. сопр. (4.46) 
С точки зрения последующего квантования желательно уметь 
записывать Sm и в R4/4 (наряду с 5КШ-). Для этой цели вос­
пользуемся б-функцией (4.42): \ 

Sm = — | jj d*xd2№2W (ё) Ф2 -f эрм. сопр. (4.47) 
Член самодействия тоже имеет простой вид: 

Sg= - 1 (j d*xLd2B<D* (xL, е) + эрм. сопр. (4.48) 
Рассматривая вместе вариации 5К-ИЦ, Sm и Sg, получаем 
уравнение движения для модели Весса и Зумино: 

jDDO^mO+gQ)2 и эрм. сопр. (4.49) 
Это уравнение содержит все нужные уравнения для компо­
нентных полей, в чем легко убедиться, например, с помощью 
приема (4.16). 

Расмотренный пример наглядно показывает преимущества 
суперполей записи — комплектность и, главное, явную супер-
симметричность. Одного взгляда на действие (4.44), (4.46), 
(4.48) достаточно, чтобы убедиться в его суперсимметричности. 
Отметим, что вспомогательные поля F, чье существование нуж­
но было угадывать в компонентной записи, здесь присутствуют 
автоматически. Еще более убедительны достоинства суперполе-
вого формализма при расмотрении теории возмущений. Не 
вдаваясь в детали, мы хотим только продемонстрировать ме­
ханизм сокращений расходимостей, который становится про­
зрачным в суперполевой записи [14], 

При1 взаимодействии (4.48) в теории есть два типа вершин 
gO>i и g&l (4.50) 

Пропагатор, соединяющий две £-вершины, имеет вид: 

- ^ ^ p - - m - + i £ • Л ' 

Поэтому в однопетлевой диаграмме собственной массы 

•—-{[£ > > - . (4.52) 
ег—^ 

(6r(6i-02))2--O. (4.53) 
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Таким образом, без всяких вычислений можно увидеть сокра­
щение большого числа диаграмм для бозонных и фермионных 
полей, скрывающихся за компактным и явно суперковариант-
ным выражением (4.52). Аналогичным образом анализируют и 
высшие порядки по теории возмущений и доказывают, что со­
кращаются все расходимости, кроме логарифмических в волно­
вой функции. Детально познакомиться с суперполевой теорией. 
возмущений читатель может по [28, 48]. 

§ 5. СУПЕРСИММЕТРИЧНЫЕ КАЛИБРОВОЧНЫЕ ТЕОРИИ 

1. Суперсимметричные калибровочные теории (и теория 
Янга—Миллса, и супергравитация) в настоящее время нахо­
дятся в центре внимания. Именно с ними тесно связаны попыт­
ки построить реалистические феноменологические суперсим­
метричные модели, именно в их рамках уже появились первые 
примеры конечных .локальных квантовых теорий поля (теорий, 
не содержащих расходимостей), именно они обсуждаются в ка­
честве кандидатов в сверхъединые теории всех взаимодействий 
и так далее. Суперсимметричные калибровочные теории ока­
зываются чрезвычайно интересными и по своему внутреннему 
строению, по присущим им геометриям. К настоящему време­
ни сколько-нибудь глубоко исследован только простейший слу­
чай /V—1*. Поэтому мы не будем рассматривать здесь расши­
ренные СУСИ и ограничимся в этой статье этим случаем. Даже 
в этом простейшем случае геометрическое устройство калибро­
вочных теорий оказывается необычным и нетривиальным. 

Изначальная отличительная черта геометрии суперсиммет-
ричных калибровочных теорий состоит в следующем. B калиб­
ровочных теориях в четырехмерном пространстве-времени, к 
которым мы привыкли, в качестве первичных объектов высту­
пают так называемые потенциалы — связности Аа(х) в теори­
ях Янга—Миллса, метрика, или тетрада (репер), или опять 
связности в теории гравитации Эйнштейна. Эти потенциалы яв­
ляются полями.. адекватно описывающими требуемые физичес­
кие степени свободы {Аа(х)—спиральности ±1 векторной час­
тицы, gab (х) — спиральности ±2 гравитона). 

Эти потенциалы в суперсимметричных теориях допускают 
прямолинейное обобщение. Нетрудно ввести суперполя, описы­
вающие суперсвязности (в случае СУСИ теории Янга—Миллса 
и СУГРА) и суперреперы в теории СУГРА, Оказывается, одна­
ко, что такие суперпотенциалы, отягощены большим количест­
вом лишней и ненужной информации, не соответствующей фи­
зическому содержанию теорий. Существуют два подхода, позво­
ляющих преодолеть эти трудности. Первый подход можно на-

* См. примечание при корректуре на стр. 171. 
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звать «подходом, вещественного супер пространств а» [48, 50— 
52]. Он сводится к наложению ряда специфических связей на 
супер потенциалы в виде ограничений на значения тензоров кри­
визны и кручения вещественного супер пространства [28—30, 37, 
48]. Во втором подходе вскрывается новый слой в геометри­
ческой структуре: суперпотенциалы удается выразить через более 
фундаментальные объекты («предпотенциалы»), связанные с 
геометрией комплексного супер пространств а (в случае iV — 1) 
[16, 17, 27, 29, 40]. Тем самым, кстати, решаются связи, посту­
лируемые в первом подходе. Второй подход мы будем назы­
вать подходом комплексного супер пространств а. 

Здесь мы проиллюстрируем оба подхода — первый на слу­
чае суперсимметричнюй (JV —1) теории Янга—Миллса, а вто­
рой на случае простой (JV —1) суп ер гравитации, хотя они оди­
наково) применимы и к той, и к другой. 

2. Суперсимметричная (N=1) теория Янга—Миллса. Под­
ход вещественного суперпространства. В полной аналогии с 
обычной (N—0) теорией Янга—Миллса в этом подходе мы на­
чинаем с введения локальной в вещественном супер пространст­
ве R4M группы внутренней симметрии: 

Ф' = е-*Ф, ДГ=^(х , е , ё )^ . (5.1) 
Здесь Ф,— «материальное» суперполе, преобразующееся по 
какой-то группе внутренней симметрии G с генераторами tiv 
а К1(х, 0, 0) — локальные в R4/4 параметры этих преобразований. 
Далее обобщается понятие ковариантной производной. В данном 
случае это прежде всего спинорные производные: 

23a^Da + igAa, ^^D^-igA^. (5.2) 
Здесь 

Aa=zAl
a(x, 0,0) V А^ = А[(х, 0, в)** (5.3)' 

— суперсвязности, преобразующиеся по закону 
Aa^e^Aae-iK-^-eiKDae-iK (5.4) 

(аналогично для А^,). Тогда производная &а.Ф будет снова 
суперполем с законом преобразования (5.1). Векторную же кова-
риантную производную можно не вводить как независимый 
оператор, а выразить ее через спинорные (по аналогии с(4.15)): 

{<Юа,Щ}=-21(о%^2)а. . (5.5> 
Тем самым и векторная связность Аа определена через спинор" 
ные. Далее, образуя коммутаторы и антикоммутаторы этих 
производных, получаем тензоры напряженности (кривизны) FАв 

и кручения TAB 

т 



&A&B-1-IY(AMB)23B®A=~FAB{X1 0, e) + Тс
АвЯс, (5.6) 

„ .-, - ( - - - ч /д\ 0» если .Л == #, 
где -Ол-(Л, .^а, ^ ) , /7(A)—1( е с л и л = а или а. 

Эти тензоры содержат все инвариантные величины в теории. 
К. сожалению, кроме нужных физических величин, тензоры содер­
жат очень много ненужных, не имеющих отношения к делу и к 
физике. Так, значения Faa, Fab и т. д. при в = 6 == 0 соответствуют 
полям со спинами 3/2, 2 и т. д., которых нет в физической су­
персимметричной теории Янга—-Миллса. Палевой состав этой 
теории сводится к двум физическим полям со спинами 1 и 1/2 
и одному вспомогательному со спином 0 [14, 28, 48] (калибро­
вочный супермультиплет затрагивался в разделе 3.7). В этом 
месте приходится сделать главный постулат в подходе 
дифференциальной геометрии R4/4 — наложить ограничения на 

с 
значения FAB и ТАв- Кстати, одно такое ограничение нами уже 
введено выше — из определения (5.5) следует, что 

- % » - 0 . - ! » - - - - ( - - ) « * • <5-7> 
Оказывается, что вдобавок необходимо наложить и связи 

Используя тождества Якоби для двойных коммутаторов ковари-
антных производных, можно показать, что отсюда следует 

^а-(<Уа)аЬШК 3)сМь==0. (5.9) 

Наконец, компонента FаЪ тоже выражается через Wa и W^. 
Таким образом, все содержание теории теперь сосредоточено 
в киральном суперполе Wa и легко увидеть, что оно уже соот­
ветствует физическому спектру полей, входящих в калибровоч­
ный супермультиплет. __ 

В терминах киральных величин W„, W-a записывается и 
действие теории: 

- 5 Я м = ™ ^ ^ ^ 2 е Т г ^ а ^ а + э р м . сопр. (5.10) 

(величина TrW2 киральна в н'ековариантном смысле, т. е. она 
зависит только от xL и 0). Подчеркнем, что это действие сле­
дует рассматривать вместе со связями (5.9). Иначе говоря, 
динамические переменные Аа, А-а, через которые выражено 
действие, подвергнуты ограничениям, которые надо учитывать 
на каждом шагу. Это крайне неудобно, а иногда и очень трудно 
(особенн9 в супер гравитации, см. ниже). 

3. Геометрический смысл ограничений (5.8). Легко убедить­
ся, что они являются условиями интегрируемости для сущест­

ве 



аования киральных (аналитических) суперполей [30]: 
$аф.=0, ^ Ф = 0 . (5.11) 

Таким образом, требование, чтобы обобщалось понятие анали­
тичности в суперпространстве, является основным и определя­
ющим для суперсимметричной теории Янга—Миллса. На этом 
•пути удается вскрыть истинную геометрию, внутренне прису­
щую суперсимметричным (iV — 1) калибровочным теориям. Ни­
же мы это сделаем подробно для случая супер гравитации 
{аналогичная трактовка возможна и в случае теории Янга— 
Миллса [35, 42]). 

На самом деле, связи (5.8) нетрудно разрешить (к сожале­
нию, это далеко не так легко в расширенных (N>\) суперсим-
метричных калибровочных теориях), а именно 

Аа =- - j el^Dae~1^,' Мф1№, (5.12) 
где M(*£, 0, 0) —общее комплексное скалярное суперполе с за­
коном преобразования 

eigM'^eiKeigM^ (5.13) 
Иначе говоря, «потенциал» А^ выражается через «предпотенЗ 
циал» М. Нетрудно увидеть, что М в (5.12) определен неодно^ 
значно — любые замены типа 

eigw = eigMeiK^ DaA{x, 0, 0) = О (5.14) 
не меняют значение Ла, С другой стороны, из ковариантно 
{т.е. с законом преобразования (5.1)) кирального суперполя 
(5.11) можно получить суперполе 

Ф = е - ^ Ф , (5.15) 
которое кирально в обычном смысле, с неудлиненными 
спинорными производными (см. (5.12)): 

£аФ==0. (5.16) 
Суперполе Ф аналитично, зависит только от xL, 0 и преобра­
зуется по закону 

Ф'-=-,е*Лф (5.17) 
с аналитическим параметром Л (см. (5.14)). Таким образом, 
произошло следующее интересное явление: введение предпотен-
диала повлекло за собой возникновение новой группы «пред-
калибровочных» преобразований с а н а л и т и ч е с к и м и (т. е. 
Заданными на С4/2) параметрами. Она никак не связана с ис­
ходной калибровочной группой с вещественными (т. е. задан­
ными на R4/4)- параметрами К (5.1). Мост между двумя груп­
пами перекидывается вещественной частью предпотенциала М. 
Действительно, если положить M=U,+ iV, то можно выбрать та­
кую калибровку (по iC-группе), в которой £7=0. Тогда, соглас­
но (5.13) и (5.14), параметры ./(выразятся через Л, Л и V, 
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т. е. произойдет подмена исходной калибровочной группы на 
предкалибровочную. Как мы увидим в следующем разделе на 
примере супер гравитации, именно предкалибровочная группа 
и ее связь с С4/2 лежат в основе геометрии, внутренне прису­
щей теории. 

4. Супер гравитация и геометрия комплексного суперпрост­
ранства. Теория гравитации Эйнштейна является динамической 
теорией искривленного пространства-времени R4. Естественно 
ожидать, что ее простейшее суперсимметричное расширение 
N—1 — супергравитация — будет теорией искривленного супер-
пространства. Здесь, однако, возникает проблема выбора: с 
какого супер пространства следует начинать — с вещественного 
"R4/4 или комплексного С4/2? 

Как и в случае теории Янга — Миллса, возможна формули­
ровка Д /=1 супергравитации в рамках дифференциальной гео­
метрии R4/4. Начальные шаги суть прямолинейное обобщение 
понятий дифференциальной геометрии на случай суперпростран­
ства. Можно определить ковариантные производные (Л== 
= а, а, а) 

Я А - Я А ^ + М * ) . (5.18) 

Здесь zM=(xm, 0Р, ёД), 
д, __( д д д__\ 

dzM [dx>»rdQ»> а-дД J ' 

—«ковариантный 8-вектор» при общих преобразованиях коор­
динат 

zM' = zM'(z); (5.19) 
ЕА (Z) — суперреперы — объекты, преобразующиеся как по 

«мировой» супергруппе (5.12), так и по касательной (локальной) 
группе Лоренца 

Ef(zf)^LB
A(z)EUz)~; (5.20) 

®А {z)— суперсвязности со значениями в алгебре группы 
Лоренца. Далее, как и в (5.6), 

mA3)B~-(~-\)p{A)piB)2)B2)A=-Tc
AB(z)3)c + RAB(z), (5.21) 

где ТАВ (z) — супертензор кручения (кручение не исчезает даже 
в случае плоской суперсимметрии, см. (3.3)), a RAB{Z)—кри­
визна со значениями в алгебре группы Лоренца: Как и в слу­
чае Янга—Миллса, этих ковариантных тензоров слишком много 
для адекватного описания простой супергравитации. Снова при­
ходится постулировать целый ряд ограничений, решить которые 
уже не так легко ![28,..48]. 
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G другой стороны, анализ супер симметричной (N—1) тео­
рии Янга—Миллса в разделе 5.3 показал, что этой калибровоч­
ной теории внутренне присуще именно комплексное супер про­
странство С4/2, что ее внутренняя геометрия связана с локаль­
ностью симметрии именно в этом суперпространстве, а не в 
вещественном супер пространстве R4/4. 

Простейшая (.№=1) супергравитация (СУГРА) также может 
быть сформулирована сначала в рамках ' дифференциальной 
геометрии вещественного супер пространства с наложением в 
этом случае уже более емких подходящих ограничений на ком­
поненты кривизны и кручения. Решение этих ограничений ве­
дет к внутренней геометрии, связанной с комплексным супер-
дространетвом ![28—30]. Мы построим изложение теории сугры 
ЛГ—= 1, стартуя прямо с комплексного супер пространства 1[16,„ 
40], в рамках второго подхода в соответствии с историческим 
развитием. Эта геометрическая теория характеризуется тремя 
основными положениями, которые мы сейчас изложим i[16, 17, 
27,40]. 

I. Исходным суперпространством в N—1 сугре является 
Cil2=№~(x?,&)}' (5.22) 

В нем следует рассматривать супергруппу общих аналитиче­
ских преобразований координат: 

ei-EHSz). . (5.23)* 
На самом деле супергруппа (5.23) соответствует т. н. конформ­
ной супергравитации ![10, 16, 40, 53]. Физической (эйнштейнов­
ской) супергравитации соответствует подгруппа, определенная 
требованием сохранения суперобъема С4/2: 

Вег (щ^) = h T. е. d*xLg4L = iw. (5.24) 

Подчеркнем, что выбор супергруппы (5.23) связан со стремле­
нием сохранить понятие кирального (аналитического) представ­
ления в его обычном (нековариантном) смысле (как и в случае 
Янга—Миллса, см. (5.16) и (5.17)). 

II. Физическое суперпространство N=\ супергравитации 
определяется как некоторая вещественная гиперповерхность, 
вложенная в _С4/2, задаваемая аксиально-векторной супер функ­
цией Нт(х. е, 0) [15]: 

R4 /4- {*«= Re JC«, №=.ej, 1» = ё ^ } , 

Imjcf =*Ят(х, e.'e). (5.25). 
Ясно, что актом вложения R4/4 (5.25) наделяется определен­
ной нетривиальной геометрией, гораздо более специализирован­
ной, чем общая геометрия R4/4. Оказывается, что именно 
такая геометрия в точности соответствует /V —1 супергравита-
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щии (и она совпадает с геометрией, выделяемой рядом ограни­
чений в подходе, описанном в начале этого раздела). 

III. Суперполе Нт(х, 6, в) в (5.25), задающее форму гипер­
поверхности R4/4, отождествляется с единственной динамиче­
ской переменной в теории. Конкретнее, рассматривается дей­
ствие {% — гравитационная константа связи) 

Ss° = 4 S d*z Ber Vs* (Нтъ> (5*26) 

тде'Я^ — суперреперы, выраженные через Нт, a d8z Ber (Ем) — 
инвариантный суперобъем R4/4 [51]. Иными словами, гиперповерх 
ность должна быть типа мыльной пленки, ее суперобъем дол­
жен быть экстремальным (заметим, что и в случае струны дей­
ствие означает минимум площади, ею заметаемой). 

Варьированием (5.26) по предпотенциалу Нт, свободному 
-от каких-либо связей, получаются уравнения движения сугры, 
содержащие уравнения Эйнштейна и уравнение для гравитино. 

В этих трех принципах заключается достаточно простая, но 
нетривиальная геометрическая картина JV —1 суп ер гравитации. 
Она внутренне присуща теории, хотя, разумеется, по получен­
ным результатам эквивалентна описанию в рамках одного R4M, 
но со связями. Чтобы перекинуть мост между двумя подходами, 
следует привлечь формализм дифференциальной геометрий на 
гиперповерхности (3.25) [20]. При этом все «потенциалы» — 
'Суперреперы ЕА

М и суперсвязности соА выражаются через един­
ственный предпотенциал Нт (сравни (5.12)). Преобразования 
(5.23) индуцируют мировую супергруппу (5.19) на гиперпо­
верхности R4/4, они же индуцируют и касательную группу Ло­
ренца. Наконец, если вычислить значения тензоров кручения 
и кривизны (5.21), то они совпадут со значениями, которые 
•приходится постулировать в подходе вещественной геометрии в 
качестве сторонних связей. Последние тем самым удается ре­
шить. 

Рассмотренная выше конструкция относится к простейшей 
(т. н. минимальной) версии ЛГ—1 супергравитации. Существу­
ют и другие, для описания которых следует начать с суперпро­
странства ![46] 

C 4 / 4 = { ^ = (JC-, 9^, (5.27) 
-в котором действует «треугольная» калибровочная супергруппа 
<8?--(*Г- ЭЙ): 

^ - ^ ( 5 .2 8 ) 
(б) Ф^=~Ф2Ч£х, Ф£ ) . 

'Ори этом мультипликативным свойством обладают как берези-
ниан преобразований С4/\ так и березиниан преобразований 
C4/2~fe}- Условие выделения подгруппы Эйнштейна (5.24) 
-заменяется на более общее: 
-Ш 



* - ! % 
Зв+1 

* - . & (5.29) 

еде п—произвольная константа,. Далее, при вложении R4 / | 
s С возникают дополнительные спинорные предпотенциалы: 

R4^.={^..—Re^, eIi-—0j, ё-1—-ej}, 
Im.*,£_-.#«(л% 6,0), (5-30) 

Ф£_е2=#^(х,е,ё); ^ - ? £ - № ( * , е, в). 
При Й = - 1 / 3 (5,29) не ограничивает преобразований ф (5.28,6) 
и они могут быть израсходованы на обращение в нуль спинор-
ных предпотенциалов Ям, НК При этом суперпространство С4/4 

редуцируется к С4/2, и случай п=-1/3 сводится к рассмотрен­
ному выше варианту, называемому сейчас старым минималь­
ным. Выделен также случай п=О, когда сохраняется супер-
объем С4М. В этом случае мы приходим к «новому' минималь­
ному» варианту, весьма ограниченному, а если снять эти огра-
ничения, вводя добавочное скалярное суперполе, то к «гибко­
му» варианту. При п=?-=0, —1/3 имеют место «неминимальные* 
.варианты. Различные варианты супер гравитации. TV-1 отли­
чаются друг от друга составом вспомогательных полей. 1[27]. 

Примечание при корректуре 
Совсем недавно был найден, наконец, метод явно инвари­

антного описания расширенных iV—2 и N>—3 суперсимметрий с 
помощью суперполеи вне массовой оболочки, не ограниченных 
какими-либо связями (Galperin A.; Ivariov E.s Kalitzin S., Ogie-
yetsky V., Sokatchev E., Unconstrained iV==2 matter, Yang-Mills 
and supergravity theories in harmonic superspace. Class. Quan­
tum Gravity, 1984, 1, 469-498; Unconstrained off-shell JV = 3 
supersymmetric Yang-Mills theory. Препр. ОИЯИ Е2—84—441, 
Дубна, 1984, 16стр). 
.. ; Это описание достигается в гармоническом суперпространст-

SU (2) .ве, четная часть которого есть М4Х- и(1) для /У-2 СУСИ и 

М4Х T/myUm' Для -V=3 СУСИ, где М4-пространство-время 
Минковского. Роль гармоник, координат, факторпространств, 
состоит в том, чтобы связать группу автоморфизмов суперал­
гебры (5-7(2) для JV-2 , SU(3)№5i N=3, см.-раздел 3.1), реа­
лизованную на компонентных полях, с £7(1) (или V(\)X'U(1)) 
группой, действующей на суперполях. Введение "этих координат 
позволяет определить грассманову аналитичность [7] и выде­
лить аналитическое подпространство. Все представляющие ин­
терес гармонические суперполя задаются как суперфункции на 
этом аналитическом, подпространстве., 



ЛИТЕРАТУРА 
1. Акулов В. П., Волков Д. В., Голдстоуновские поля со спином половина 

Теор. и мат. физ., 1974, 18, № 1, 39—50 (РЖМат, 1974, 5Б621) 
2. Березин Ф. Л./Метод .вторичного квантования. M.: Наука, 1965, 235 с 

(РЖМат, 1966, 5Б517К) 
3. —, Введение в алгебру и анализ с антикоммутирующими переменными 

М.: МГУ, 1983, 208 с. (РЖМат, 1983, 8Б1059К) 
4. Валуев Б. Н., О реализации интеграла по антикоммутирующим перемен­

ным. Теор. и мат. физ., 1979, 40, 46 -50 
5. Волков Д., Акулов В., О возможном универсальном взаимодействии ней-

трино. Письма ЖЭТФ, 1979, 16, 621—624 
6. Высоцкий М., Суперсимметричные модели элементарных частиц. Москва 

1983. Препр. ИТЭФ—119, 55 с; Препр. ИТЭФ-120, 67 с. 
7. Гальперин А., Иванов £., Огиевецкий В., Грассманова аналитичность a 

расширенные суперсимметрии. Письма ЖЭТФ, 1981, 33, 176—181 
8. Гольфанд Д. Ю„ Лихтман Е., Расширение алгебры генераторов группы. 

Пуанкаре к нарушение Р-инвариантности. Письма ЖЭТФ, 1971, 13, 452— 
455 

9. Зумино Б., Супергравитация и великое объединение. В сб. «Геометр 
идеи в физ>. М.: Мир, 1983, 191—202 (РЖМат, 1983, 12Б771) 

10. Зупник В., Суперполевой формализм конформной супергравитации. Ядео_ 
физика, 1982, «35, 779—789 

П. Лейтес Д. А., Введение в теорию супермногообразий. Успехи мат. наук* 
1980, 35, № 1, 3—57 (РЖМат, 1980, 6А613) 

12. Манин Ю. И., Суперсимметрия и супер гравитация в суперпространстве* 
нулевых геодезических. В сб. «Теоретико-групповые методы в физике».. 
М.: Наука, 1983, 1, 203—209 (РЖФиз, 1983, 10Б391) 

13. Мезинческу Л., О суперполевой формулировке" 0(2)-суперсимметрии.. 
Объедин. ин-т ядер, исслед. Дубна. Препр., 1979, № Р2-12572, 18 с. 

14. Огиевецкий В. И., Мезинческу Л., Симметрии между бозонами и фер-
мионами и суперполя. Успехи физ. наук, 1975, 117, № 4, 637—683 

15. —, Сокачев E.t Уравнения движения для суперполей. В сб. «Материалы 
IV. Межд. совещания по нелок. теориям в Алуште, 1976». Дубна, 1976* 
Д-9788, 183—206 

16. —, —, Аксиальное суперполе и группа супергравитации. Ядер, физика., 
1978, 28, 1631—1639 

17. —, —. Гравитационное аксиальное суперполе и формализм дифферен­
циальной геометрии. Ядер, физика, 1980, 31, 821—840 

18. Рослый А., Шварц А., Геометрия нелинейной и альтернативной мини­
мальной супергравитации. Ядер, физика, 1983, 37, 786—794 

19. Феррара С., Перспективы теорий супергравитации. В сб. «Геометр, идеи в 
физ.» М.: Мир, 1983, 104-124 (РЖМат, 1983, 12Е770) 

20. Чжень С. С, Мозер Ю. К., Вещественные гиперповерхности в комплекс­
ных многообразиях. Успехи мат. наук, 1983, 38, № 2, 149—194 

21. Шерк Док,, Расширенная суперсимметрия и теория расширенных супер-
гравитаций. В сб. «Геометр, идеи в физ.», М.: Мир, 1983, 203—239 
(РЖФиз, 1983, 11Б332) 

22. Bengtsson A., Bengtsson I., Brink L., Cubic interaction terms for arbitra­
ry spin. Prepr. 8 3 - 10l Goteborg, 1983, 17 pfp. 

23. Brink L., Lindgren O., Millson В., The ultraviolet finiteness of the N=4-
Yang-Mills theory Phys. Lett., 1982,7.2.5.5, 323—328 

24. Duff M. J., Nilsson B. E. F., Pope C. N., Superunification from eleven d i ­
mensions. Niicl. Phys., 1984, B233, 433-456 

25. Fayet P., Ferrara S., Supersyrnmetry. Phys. Repts, 1977, 32C, 250—331 
26. Fradkin E., Tseytlin A., Quantization and dimensional reduction: one-loop* 

results for super "Yang-Mills theories and supergravities in d=4. Phys,. 
Lett., 1983, 123B, 231—236 

27. Galperin A., Ogievetsky V., Sokatchev E., On matter couplings in JV—1 
supergravities. Prepr. JINR E2-83—589. Dutoa, 1983.. 24 pp. 

172 



-28. Gates S. J., Grisaru M. Т., Rocek M„ Siegel W., Superspace or one thou­
sand and one lessons in supersymmetry. Benjamin-Cummings publ, Co. 
Inc., Reading, 1983, 548 pp. 

'29. —, Siegel W., Superfield supergravity. Nucl. Phys., 1979, В147, 77-104 
30. —, Stelle K. S., West P. C, Algebraic origins of -superspace constraints in 

supergravity. Nucl. Phys., 1980, B169, 347—364 
31. Gayduk A. V., Romanov V. N.. Schwarz A. S., Supergravity and field 

space democracy. Comrnun. Math. Phys., 1981, 79, № 4. 507-528 (РЖМат. 
1981, 11Б714) 

32. Haag R., Lopushanski J., Sohnius M., All possible generators of supersym-
metries of the S-matrix. Nucl. Phys., 1975, B88, 257—298 

.33. Howe P. S„ Stelle H. S., Townsend P. K-, Miraculous ultraviolet cancella­
tions in supersymmetry made manifest. Prepr. ICTP/83-83/20. London, 
1983, 57 pp. 

•34. —, —, West P., A class of finite four-dimensional supersyrnrnetric field 
theories. Phys. Lett., 1983, 124B, 55--58 

35. Ivanov E., On geometric meaning of the N== 1 Yang-Mills prepotential. 
Phys. Lett., 1982, 117B, 59—63 

36. Kugo Т., Townsend P., Supersymmetry and division algebras. Nucl. Phys., 
1983, B221, 357-380 

37. Nieuwenhuizen P. van, Supergravity. Phys. Repts, 1981, 68, № 41, 191— 
398 

38. Ogievetsky V., Polubarinov I., Interacting fields of spin 2 and Einstein 
equations. Ann. Phys. (N. Y.), 1965, 167—208 

39. —, Sokatchev E„ On a vector superfield generated by the supercurrent. 
Nucl. Phys., 1977, B124, 309-316 

40. _ , — Structure of supergravity group. Phys. Lett., 1978, 79B, 222-226 
•41. Penrose R., A spinor approach to general relativity. Ann. Phys, (USA), 

I960, 10, № 2, 171-201 (РЖМат, 1961, 6A510) 
42. Rosly A., Geometry of N = 1 Yang-Mills theory in curved superspace. J. 

Phys. A: Math, and Gen., 1982, 15, № 12, L663-L667 (РЖМат, 198З, 
7A698) 

43. Salam A., Strathdee /., Superfields and Fermi-Bose symmetry. Phys. Rev. 
D: Particles and Fields, 1975, 11, № 6, 1521-1535 

44. —, —, Supersymmetry and superfields. Fortschr. Phys., 1978, Bd. 26, Hf. 
2, 57—142 

45 . Schwarz A. S., Are the field and space variables on an equal footing? 
Nucl. Phys., 1980, B171, 154—166 

46. Sokatchev E. S., Complex superspace and prepotentials. In «Superspace 
and Supergravity». Eds Hawking S. W., Rocek M. Cambridge, Cambridge 
Univ. Press, 1981, 197—219 

•47. Stelle K. S., Introduction to supersymmetry. Lect. Notes Phys., 198З, 181, 
450—510 (РЖМат, 1984, 3A351) 

48. Wess L, Bagger J., Supersymmetry and supergravity. Princeton, Princeton 
Univ. Press, 1983, 180 pp. 

49. —, Zumino В., Supergauge transformations in four dimensions. Nucl. Phys., 
1974, B70, 39—50 

50. —, —, Superspace formulation of supergravity. Phys. Lett., 1977, 66B, 
361—364 

,51. _ , _._, Superfield Lagrangian for supergravity. Phys. Lett., 1978, 74B, 
51—53 

.52. Zumino В., Supergravity and superspace in Recent developments in gravi­
tation. Cargese, 1978. Eds Levy М., Deser S. N. Y. Plenum Press, 405— 
459 

53. Zupnik В., The equations of conforaial sup et gravity. Phys. Lett, 1981, 105, 
153—154 


