
наличия спектральной теоремы мы можем определить "квадрат" элемента 
Q = ] А р ( & А) по формуле а ( 2 } s | Л 2 р ( d А) * В нашем примере 

произведение элементов 0 и |> , задаваемое формулой Qo£ = ±((Q+ 
, однако не обладает свойством билинейности» 
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Ф.Ф.Султаябеков 

О МУЛЬТИШШКАТРШНЫХ HEPABEHCTEiAX Д Ш СЛУЧАЙШХ НОРМ 

§ I . Законы композиции в пространстве распределений 

Пусть В - множество всех невозрастающих непрерывных слева 
функций ̂  1R -*'[o,l] таких, что ^ ( х ) =И при 1 4 0 и lim\{x)=Q 
(такие функции называются вероятнеетными, так как 1 - $ есть 
функция распределения некоторой неотрицательной случайной величины)» 
Относительно естественного порядка, ̂  4 ^ <=Ц(х)47(х)(Х£ 1R) множество 
[В имеет наименьший элемент А 7Д(х)=0 ( х > 0) • В множестве В 
будем рассматривать топологию слабой сходимости, порожденную метри­
кой ПДеви 

г п | [ б > 0 ^ ( Х + 8 ) ~ Ь < ^ ( Х ) ^ ^ ( Х ~ £ ) + £ ( Х € Ю } . 

Полезно привести еще одну формулу для метрики I • Обозначим через 
^ нецрерывную кривую на плоскости, полученную из $ после до­

полнения ее разрывов вертикальными отрезками* Пусть Р($,0) - точка, 
пересечения ^ с прямой $>£-ьа (ае IR) . Тогда 
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^ M ) = y f Tnai { l P ( ^ a ) P ( l , a ) l ' - a € l R ) . ' , 

где 1 P($ a) P (̂  } Q) I - длина, отрезка., соединяющего точки плоскости 
р (^а)и а) • Отметим также, что метрическое пространство (Ь,1) 
сепарабёльно и полно, 

Определение I [I]. Закон композиции JK задающий в В струк -
туру коммутативной упорядоченной полугруппы, называвтся функцией 
треугольника (фт), если Д - нейтральный элемент этого .закона... 

Аналогичный непрерывный сверху закон композиции на множестве 
неотрица.тэльных чисел I R * (соответственно на отрезке [ 0 7 l ] ) на­
зывается S ^фташией (соответственно t -функцией), если 0 • -
нейтральный элемент этого закона. • .. -

Определение 2 .[3]. [4]. Закон композиции.-"ЗГ задающий в Ь 
структуру коммутативной упорядоченной полугруппы с нейтральным эле -
ментом, н а з ы в а е т с я . Ш Ш Ш Ш а ш Ш 1 В М (мз), если #(Д.^ )=Д' 
для любой функции \ е Ь . . _ ' . , 

Также в соответствии с определением 2 на [R + определяется ,Р -
фгашш» Приведем примеры таких функций: \ 

S p(x4)=(x V p + ̂ ) P (р>0)- S0(x^bmax(x,tf) ЩЩ) , 

T p (a ,«)=mm(Sp(a ,6) , i ) •, T+(a,B)=a+fe~a€ (a ,Ko , i ] ) , 

Пр(.14)=ехр[(еп^/р + (Ц) , / р ] Р (р>0) ( x ^ a j 
(предполагается, что степенная функция Xе1 нечетным образом про -
должена на отрицательные значения X )« 

Тещем^^ Пусть S - s -функция, Т t -функрйя, П -
р функция с нейтральным элементом d , Тогда формулы 

S(x',x"J<x П(х',х!')<£ 

определяют фт и соответственно мз е нейтральным элементом 

[ 0 1 & >oL . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение для фт было уста­
новлено в [б], для мз доказательство получается аналогично* 
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Замечание. Некоторые законы приведенной выше конструкции носят 
специальные обозначения 

Приведем также два интегральных закона композиции 

о 

Основным для данной работы является понятие полудистрибутивно­
сти.' 

Определение 3 [ 8 ] . Мз St назовем нолудистрибутивным относи-
Т»дьцо фт jn , если 

для любых • Аналогично s «-функция S называется 
ПОЛУДИСТРИ6УТИВНОЙ. если S(Ax7A^)«;A S(x,ifj для любых Д/Х,^€ | + \ 

Примером полудистрибутивной (даже дистрибутивной) S-функции 
является 5р (р>0) , 

Теорема 2. Справедливы утверлодения: ~ 
t) ^ т полудистрибутивен относительно тогда и только 

тогда, когда T ^ T Q И 5 полудистрибутивна, 
Ц) Если | ^ полудистрибутивен относительно jwg, , то Т=Т 0 

и S полудистрибутивна. 
itt) Мз и $ т не являются полудистрибутивныш относи -

тельно , какую бы ни выбрать t " ф н ^ Т • 
Для доказательства нам понадобится операция умножения неотри -

цательных чисел на вероятностные функции о^)(jc) — Ну*) у 

если А > 0 и 0о£ = Д . Для любых двух конечных упорядоченных на­
боров чисел ] > а1 > аг > а к >0 ; 0 = Х О < Х ^ Х К оцределим фу­
нкцию , 

Q g 1 , если £ 4 0 , 
Д 1 " Ш А ; е с л и х и < £ « х { f i - i , . . . , fc) ; 

I 0 , если г > Х к 
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Тогда неотрудно убедиться в справедливости следующей леммы. 
1 е м м а • Для любых чисел Х,ЦЬ&+ 7 Q,i i [o,t] имеют место 

равенства 

* ( « \ M V = V , А , ) А » , 

Т / а ч T ( a , S ) с mitt(a,l) 

с = f Q > 0 С Л И гоах(х,у)==.х, 
г д е , если: тяах(х,1|) . . 

Установим теперь критерий сравнимости произвольной фт с jng° . 
Критерий сравнимости. Пусть S полудистрибутивна. Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим отображение ЭС (^)("Ь) = 
~ i n j ? j x : l ( x ) < t ) 7 t €(0, |] , I .* 15 .• Это отображение инъективно, сохраня­
ет неравенства, произведение (т.е. Ж Ц о $ ) = АЗб ( t ) ) и 

*(ri(M))(t) = itif S(3e(^)(t'),3e(?)(t")j 
T(t',t"J<t 

(см. [6], [?] ). Поэтому из условия JHiJ*T° имеем ge(jviUo^0o^))(t) 

< ( Ы М Ш ^ $ Ы Ш Ь ) , М д о \ ) Ш ) 4 * ( W ) S U , 9 ) . 

Следовательно, 
Обратно, пусть фт JA такова, что j * ( 1 ,9о 6 S(A,fl)o \ 

для любых | € Б,Л,9 t R + . Для любого £ > 0 существует пара чисел 
х', X" такая, что S(x',x") < X и Tnax(£(x ' ) ,2 ( *0)< /s ' (^ ) (x )+£ . 

Положим <fx)sefflQx{^W,(-p о?)(Х)} . Тогда 0 1 . 
Поэтому 

r ( t ^ ^ ( ^ f , ' 4 ) ( x ) 4 S ( l , f ) о ^ ] ( х ) - ? ( - ^ ф у ) ^ 



Д о к а. з а т е л ь с т в о теореш 2. [) Пусть 3tr по­
лудне трибу тивна относительно J H T . Тогда, учитывая, что 5ГТ(£; Л^) = 
=Ло§,и используя л е щ у , имеем8 JKJ (Д О ̂ g 0 $) = Х ( З Г Т ( ^ дД*т($ &еЖ 

4 jr TC ^ ^ 3 ХДд , Де)) ^ ^ Т ( ^ ; Д8(Л,а) ̂  S (As0) о ̂  . Полагая в этом 
неравенстве $=Аг и применяв лемму, получим Д 5(лл ,0*)=jul ( Л д х , W = 

U о Л х 7 0 о л х ) 4 S(Л,0)о д х = д х ; Значит,. S U x ; 0 x U 

^ X S (Л,0) и S является полудистрибутивной„ Но тогда по 
критерию сравнимости получим JAT

$ 4 м|* * Но ©то возможно лишь ггои 
т=т0. _ * 

Обратно, установим, что jf1 полудистрибутивен относительно^0 . 
Снова обратимся к отображению Ж , .Идя мз вида $^ справедли­
во равенство 

ж(ж1(\7%Ш)- inl П ( з с Ш ) , 3e(^)(t")) ( te (0 , i ] ) . 
T(t';t"/<t 

(Доказательство его аналогично доказательству соответствующего ра -
венства для фтjuj.) -

Имеем 
« ( ^ ( ^ О и Ш ) = itif «(!)(t')S(3eCz)(t"),x(Oa'0)> 

T(f/)<t 

> inf S(3e(U(t'Jx(^(t"),ae(p(t')^)(t"))^S( inf зе(ДО-

•3e(?)(t"), tnf ae(^Xt')3eto)(t"))=S(3e(iT(i^))(t) ; 

3 e ( j r T(^C ) ) ( t ) ) = 3 c ( j K j (* r (4^) ,JrT(4,^)))(t) 

(в первом неравенстве использовалась полудистрибутивность S , во 
втором - монотонность S ). Отсюда следует требуемое неравенство 
полудистрибутивности ST

 в 

it) Заметим, что (^,АЛ)=Л0^ • Поэтому доказательство такое 
же, как в пункте i) .. 

tit) Допустим, что мз Тт полудистрибутивен относительно фт 
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fa * Тогда, учитывая, что fa (дх, Д 0) = дА+е получим fa Ц о . ^ И ) -

- ^ Л ^ ^ А А ) ? / ( ^ Д 9 ) ) 4 1 Т ( ^ ^ ( Д Л 7 Д е ) ) ^ 1 Т ( ^ Д , + д ).= . 
— (Л + 0) ° ̂  для любых j\;0£(R+ . По крите -
рию сравнимости должно быть fa^ jvî  . Но для вероятностной функ­
ции $ ( х ) = е * ( х » 0 ) имеем fa ) ( х ) « ( t + x ) - e * ( Д > 0 ) , 
JK £ ($ Д)(Х) = ( 2 о ^ ) ( х ) = е Л / 2 - ( х > 0 ) . Сопоставляя эти функции,. 

легко обнаружить их несравнимость. Доказательство для мз Л* ана­
логично. . • • ' 

§ 2. Об ограниченных операторах в случайном ; 
нормированном пространстве 

Напомним нужные нам определения. Пусть X - векторное прост­
ранство, № - кольцо над полем Л комплексных или вещественных 
чисел, уи - фт, f - мз. 

Определение 4 [2|. Пара (X, jK ) называвтся случайным нормиро­
ванным пространством (СНП), если задано отображение (называемое слу­
чайной нормой) II • II X (В . , удовлетворяющее аксиомам CHI l i t II = 
- Д « Y = 0 . ||Д̂ Ц=1Л1 х> Hfll CH3||^f-fY||4^(|IYII ;|lYll) 

Определение 5 [4]. Тройка (Af , ju f St ) называется случайным 
нормированным кольцом (СНК), если определено отображение 1И1 R , 
удовлетворяющее требованиям: а) (М, IHI, М ) - СНП; б) IIYYil ^ 
i K l f l J l Y l J i t r e i f ) ; в) если-в АГ есть единица t , то IIС11 
нейтральный относительно Ж элемент. . 

Примером ( Ж с .законами композиции .и 5, "" является прост­
ранство всех случайных величин S(H,0L , Р ) 0 0 случайной нормой 
llfll(x) = р { ш € Л Ч г ( и ) 1 >хЬ 

Определение 6 [3]. Цусть ^ и Х - два СНП* Линейное отоб­
ражение Д : £ —* / называется ограниченным относительно мз 
(или -ограниченным), если существует вероятностная функция f 
такая, что 

IIAril ^ l U J M I ) (*) 
для всех п х . 

Скажем, что случайная норма.пространства X плотна слева от 
63 - ' • 



k Ь & «если для любой ^ 1 Е Д < | существует элемент <f \ X такой, 
что \< llf II ̂  ̂  . Ясно, что это выполняется, если значения слу­
чайной нормы покрывают Ь .Так обстоит дело, например, в СНП 
всех случайных величин на отрезке [0,1] с мерой Лебега. 

Теорема 3. Пусть - СНП, случайная норма которого плотна 
слева от Д< и мз JtT полудистрибутивен относительно «Тог­
да множество Ъ(Х1 $т) всех 1 т -ограниченных линейных операто­
ров k'X—*X можно наделить структурой СНК с законами компози -
щ и JK и 1 т . 

Д о к а з а т е л ь с т в о » Для ЗГТ -ограниченного опера­
тора к'-%-+Х обозначим через В (А) множество всех §е (В , удо­
влетворяющих условию (*) . Положим || А||(х) = ini inl £ (а) 

х \ т ^ М В Д * 
Используя нецрерывность сверху t -функции Т нетрудно показать, 
что операцию Щ можно вносить к аргументам Т . Поэтому полу­
чим 

IIAyl(t)* inf inf in{ T«(|) Jlfll(t))=iji| T( inf 
1пЖт) Jlyl l (t))- in| T(IIAIl(7)jlfll(t))=5rT(IIAIIJ|v>l|)U). 

Отсвда следует аксиома CHI. Далее в силу линейности оператора А 

IUA-fll = |IAU(f)IUiT(llAII,IU«fll) = tT(IIAII,fr(Am ,llfll)) = 

= 1тиТ(А,л|,11А1),||У||)=1т(Що||А11 JlYll) . Значит, верно 

неравенство || Л AIU |А| о li АН для всех Л € Л . Но тогда Ц АН = 

H I | A A I U о ПЛАН , т.е. ПЛАН>Щ»ПАИ . это значит, что 

выполнена аксиома СН2. В силу полудистрибутивности Жт имеем 

II (А+ В Ь IU j« ( И А ? 1, II Br II) * j« (iT (!l All, N11), я т( IIВI, lit 11)) 4 

« ^ T ( J K ( J I A I I , I I B H ) , llTll) . Отсвда следует ЦА + BII ̂ (llAliJIBIl)., 
т.е. справедлива аксиома СНЗ. Мультипликативное неравенство выте -
кает из монотонности 1 т : || ABf I U ЗГТ (II АII ,11 By II) * £ Т (Ш , 

Наконец покажем, что для тождественного оператора I будет 
IIIИ = А 1 (тем самым; будет выполнено требование в) определения 5)• 
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В самом деле, так как Д 1 - нейтральный элемент мз # т ., то 
= ВТИ^СД^НТ II) влечет неравенство ||Ц|« д 1 . Если Щ||< д 1 ? 

то в силу плотности слева случайной нормы в Ai существует feX 

такой, что ЩИ < IMU Д< . Но тогда IIXIf < j | y l U , 
4 3tT (III If, AjHll I il . Противоречие. Теорема доказана. 

Пусть (X,ju) - СНП. Тогда если фт f непрерывна в Д , то 
семейство множеств IL 
определяет базис фильтра окрестностей нуля в X [б]. Эту типологию 
обозначим Х(Х); она порождает структуру топологического векторного 
пространства в X в Нам понадобится более сильное условие на фт 

И : l(L} д) - * 0 ' влечет sup £(м (Чп Л ) Л ) ~* 0 (равносте-
пенная непрерывность jw в Д ). т 

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда каждый 1 -
ограниченный оператор непрерывен в топологии Х(Х) 9 Если рав­
ностепенно;; непрерывна в Д и X полно в топологии f (X) , то СНК 

полно в топологии 
Д о к а з а т е л ь с т в о , Прежде всего убедимся, что ус­

ловие полудистрибутивности мз Жг относительно f влечет неп ~ 
-рерывность f в А • Действительно, имеем JK ( ) = , А 1) , 
l T(^A 1))^l T(^jw (u 1 , д Д Так как мз Iх' непрерывен сверху, то 
$ п -* д влечет f Д . Но тогда из / ( ^ п Д и )4/(tnox(^/ 

wax (j nХ)У следует, что Д ^ - Д при ^ - д ^ — 
—* Д. Итак, топология Х(Х) определена. 

Пусть Уп—*У в топологии t(X) . Снова в силу непрерывности 
1 Т сверху неравенство || Ayn-*Ay NfT(IIAII J v ~ f II) влечет Ауп~*Ау 
в топологии Т(Х). 

Пусть A.tt - фундаментальная последовательность в топологии 
t(B(X,#T)) . Тогда последовательность[Anf « ne N ] фундаменталь­
на в Т(Х) : IIAtl

(f-Am

cflUfT(IIAtrAmll JlYII) •• Обозначим ее предел в 
2? через А У = lift, An<f . Равностепенная непрерывность М "в А it J 

обеспечивает сходимость норм IIAyll—tim ||АП¥ И , а. также сходимость 
в IB последовательности {II кп II:"п € Ш)% . Действительно, используя 
геометрические свойства метрики Леви, можем написать неравенства 
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U H A J J A J I ) 4 r nax (e ( I IAJ I , f ( I I А Л - А Л И , I IAJD) , 

Ш А т 1 1 ^ ( | 1 А п - А ш 1 и 1 А ш 1 1 ) ) ] 4 sup 
tea 

Отсвда следует, что последовательность случайных норм [ | | A J I ; t l * N j 

фундаментальна, в В • Но (В полно, значит || A J I сходится. Непре­
рывность сверху мз t 1 и неравенство | IA f t ¥ lkjr T(||AJI , I IУII) 
влекут ||A «f II * l T (lim IIAnII 7 I I <f I I) . Итак, оператор А # т ) . 

Так как || AnII сходится, то в- силу неравенства ||А П~~А Ш И 
(IIА^ II, II кт II) шожество случайных норм (|| к~ A m | | " n ? m £ IS) ог­

раничено в I в Пусть £ d ft такая, что |1А й~~А т11 * К лш всех 
n7m IN .'.Для любого 1 > £ > 0 положим ( I , если X 4 £ 

I , если £ < je 4 эе(С)(б) ? 

£(х), если х ( е ) . 

Пусть теперь М такое, что |1 А п - А № II (£)< £ для всех п,ш>Ж » 
Тогда для этих же n , m справедлива оценка НА^—Ащ II $ ^ 6 . Сле­
довательно , I А ^ У — А т а ¥ II « т (t t, II ¥ II) ( и , т > $ ) . Перейдя к преде­
лу в последнем неравенстве при т — * + <хх , получим | I A t t ¥ . ~ А ¥ II 4 
^1 Т(С £ J j f I I ) . Это означает, что ||Ай~~АН < £ Е , или А П ~"*А в топо­
логии Т ( В ( Х ; # Т ) ) . Теорема доказана. 
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БАНАХОВЫ ПРОСТРАНСТВА, АССОЦИИРОВАННЫЕ 
с П Р О С Т Р А Н С Т В О М состшний, и Ф У Н К Ц И Я шшовшда • 

Введение , 

Данная работа выполнена в рамках подхода, при котором состояния 
квантовой системы описываются как элементы некоторого шпугаого мно­
жества (см*, напр., [9] ). * .• 

В § I вводится банахово пространство V с конусом V , ба­
зой которого служит шожество состояний К . * Отметим, что аналоги­
чные конструкции рассматривались в работах многих авторов и большин­
ство результатов этого параграфа являются в той или иной степени из­
вестными [13] - [15] . 

В § 2 для каждого состояния J) ~ из К мы вводим пространство-
Xj) того же типа, как и рассмотренное в § I. Заметим, что если в 
качестве К взять множество нормальных состояний на алгебре Ней­
мана., то базу в пространстве Хр образуют состояния, почти доми­
нируемые [ll] состоянием J3 • , что показывает существенность от -
сутствия в § I требования зай^нутости.конуса М..' 

Центральное место в работе 'занимает § З.-.В нем для произволь -
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