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В работе определяется игра Г непрерывных автоматов. Отмечается, 
что распределение вероятностей внутренних состояний коллектива v 
автоматов описывается v-мерным уравнением Фоккера — Планка. Изу­
чается игра Гура с независимым штрафованием в предположении, что 
минимум кривой штрафа достаточно мал по сравнению с '/г, а память 
автоматов L неограниченно возрастает вместе с v. 

1. Игры конечных и стохастических автоматов с конечным числом со­
стояний рассматривались в работе [*], где показано, в частности, что ав­
томаты с линейной тактикой (Zan, 2) обладают целесообразным, в смысле 
М. Л. Цетлина, поведением. Это позволило использовать автоматы и кол­
лективы автоматов для решения различных технических задач (см., на­
пример, [ 2 ] ) . В работе [ 3] был предложен непрерывный аналог автомата 
с линейной тактикой (L). Оказалось, что автомат L, так же как и авто­
мат Lzn, 2, обладает асимптотически оптимальным поведением в стацио­
нарной среде и целесообразным поведением в переключаемой среде, но 
технически реализуется более просто. 

В связи с этим нам кажется полезным изучить игры непрерывных 
автоматов и, в частности, игру Гура [4~6] с независимым Штрафованием 
в предположении, что минимум кривой штрафа достаточно мал по срав­
нению с V2, а память автоматов неограниченно возрастает вместе с чис­
лом автоматов. Способ расчета стационарных вероятностей состояний 
коллектива непрерывных автоматов — метод уравнений Фоккера — План­
ка — одинаково пригоден как для непрерывной, так и для разрывной кри­
вой штрафов. 

Пользуясь терминологией [*• 2], определим игру v непрерывных авто­
матов А следующим образом. 

Пусть каждый автомат AJ(l ^ 7 ^ у) задан входным сигналом s 1 '^) , 
принимающим два значения: 1 — «проигрыш» и —1 — «выигрыш», внут­
ренними состояниями <р̂ (£) б [—а^, а%Ц и выходом —стратегиями. 

Связь между состояниями <p*(t) и входом s'(£) определена уравнением 

(1) 

(2) 

при граничных условиях 

(3) 
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Вектор F(t) = {f1 (t),..., f (t)} назовем разыгрываемой в момент t пар­
тией, а вектор S (it) = {s 1 (t), s 2 (t),..., s v (t)} — ее исходом. 

Будем говорить, что коллектив автоматов А = {А1, А2,..., Av}[ участ­
вует в игре Г, если для каждой партии F задана вероятность ее исхода 
Р (S (t) | F (it)). Будем считать также, что 

**(*).= S,0 [F<*) — F*] ( 4 ) 
i 

где Fi — всевозможные различные значения (партии), которые может 
принимать вектор F(t), а функции в (ж) и Ъ3 (I) имеют вид: 

в (х) = { 1 п р и х ~/ °' у ( о = s g n ш (t)+ад, (5) 
v 0 при х ф О, 

где, в свою очередь, — некоторые детерминированные константы, 
Цг3 (t) — «белый шум», статистически независимый с v\ik(t) при всех г ф I, 
j в. к (в том числе и при / = к), такой, что безусловная вероятность 
Р(Ь) реализации = {>Л It, • • •, $?} равна P(S = h/F(t) = F { ) 
при всех i. Назовем, наконец, вектор Ф(£) = {ф4(0, • • • > 4>v(*)} состоянием 
коллектива А в момент t ж обозначим символически F(t) = i (Ф). 

Ниже мы будем рассматривать лишь эргодические игры, в которых 
существует стационарная вероятность # (Ф) состояния Ф. При этом ма­
тематическое ожидание выигрыша для автомата А. 

М3(А3) = llg(Ф)vi[f{Ф)]dФ, (6) 
о, 

где v3' — платежная функция 

^ ( Ф ) ] = 2 {Pls\....s"l-HtsW,....i?>\t(<l>)]-

-P[s\...,si-\Lsi+\...,sv\i(<b)}} (7) 

Для вычисления М3' достаточно найти # ( Ф ) . Как показывает анализ 
[ 7 ] , системе уравнений (1) — (5) соответствует v-мерное уравнение 
Фоккера — Планка для определения плотности вероятностей W (Ф, t): 

v д ( 

-^•^п[&п(Ф)Ш(Ф,г)]), (8) 

где М3'(Ф) — условное математическое ожидание W3(<f3(t), s3'(t)), 
а ^ '"(Ф) — второй смешанный центральный момент функций W3' (<р*, s}) 
и ¥ п ( с р и , sn) при условии Ф(0 = Ф. 

Уравнение (8) несколько упрощается для игр с независимыми исхо­
дами. В этом случае 

P(S(t)\F(t))=,]Jp3(si(t)\F(t)), 

В*»(Ф )=М*(Ф) , (9) 

4* 
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где 5jn — символ Кронекера, ОЦФ) —дисперсия W:(ф3', s3) при условии 
ф(2) - - ф . Тогда уравнение (9) можно записать в виде 

W(Ф,t)=-i^{мз(Ф)W(ф,t)-^^[D3(ф)W(ф,t)]} ( i o ) 

Для нахождения решений уравнений (9) — (10) необходимо задаться 
начальными и соответствующими граничными условиями, а также исполь­
зовать условие нормировки 

а2 

J ]¥(Ф, г ) й Ф = 1. (11) 
—а, 

Как известно [ 7 ] , приравнивая нулю левые части (8) и (10), можно най­
ти стационарное решение #(Ф) . = Urn И^Ф, t). 

2. Исследуем теперь асимптотическое поведение автоматов в игре 
Гура при произвольной форме кривой штрафов. 

Рассмотрим поведение У автоматов L в игре Гура с независимым штра­
фованием [4~6] при достаточно большой памяти р = а / к (см. [ 3 ] ) . На­
помним, что в игре Гура при всех к и I 

РЦ1) = р * ( 1 ) = р ( р ) , (12) 

где р = п(у) I v, a n(v) —число автоматов, разыгрывающих стратегию /г 
при заданном v, причем функция штрафов р(р) считается заданной для 
всех р 6 [0, 1]. 

Отсюда для автоматов L при всех /' 

П3(Ф) = £ > ( Ф ) . (13) 

В дальнейшем нас будет интересовать математическое ожидание М3 

выигрыша /-го автомата и стационарное распределение вероятностей ве­
личины р. Для этой цели достаточно найти стационарную вероятность 
g (q>3, m) того, что /-й автомат находится в состоянии <р', а из остальных 
v — 1 автоматов тп делают действие % = 1 

а а 0 0 

g((fl, го) = $ . . . $ J # ( ф \ . . . , ф ' - Л ф * . < р ' + 1 . . . . . 
0 0 - а - а 

m V—m—1 

ф ¥ ) й ф 1 , . . . , й ф Ь 1 , ^ ф ^ 1 , . . . , d(f. (14) 

Интегрируя (10) m раз от 0 до а и (v — тп — 1) раз от —а до 0, с учетом 
(13) и условия однородности игры при f-v 0 0 имеем 

- А { Л / * (<pi, то) * ( Ф ' , то) - 1 ^ - [Д ( ф * , то) g(ф1 то) ] } = 

feo V 

= 2 [ < W , - 0 ) - С г ( ф ' , - а ) ] + 2 [ ^ ( Ф ' , 0 ) - С г ( ф 3 » ] , (15) 
i = l , г'^з г=й. 0 +1 
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ко 
• с 

где 
'тп при /' > тп, 
bn + 1 при 7 ==С те, 

Ж^ф 3 ', тп) и D3((f3,m) —соответственно математическое ожидание и дис­
персия W3' (<pj, s 3 ) , найденные при условии, что автомат находится в со­
стоянии ф3', a m 13 остальных (v —.1) автоматов делают действие / 2 ; 
Сг(ф^', ж) — поток вероятностей для автомата L1 при ф* = ж (х = ± 0 , 
+ я ) , если автомат находится в состоянии ц>3; из остальных (v — 2) авто­
матов (??г — 1) или тп делают действие ji, соответственно, когда х = {+0 , 
+ а } или ж = {—0, —а}, а именно: 

Gi(yi, х) = ^МЦц>3, та)^(ф3', ф% от — 1) — 

1 д Г . л 

Z <7ф г ,» ф г = + х 

С,(ф% — ж ) = | м ' ( ф 3 ' , яг)£(ф'', ф'те) — 

1 .9 1 
- - Г ^ 1 Я ( < Р 5 ' т ) £ ( ф ' , Ф , \ т ) ] I * ' 

2 <7фг - V = - X 

(16) 

где 
а 0 

gey, ч>*. г) = - J . . . 5 J... J # ( Ф \ . . . , Ф?', . . . . Ф', . . . , Ф^ЙФ 1. . . 

-г-г . . . й ф Ь ^ ф ^ 1 . . . й ф г ' - У ф , , + 1 . . . йф\ 
n a 

Естественно предположить, что при р = -v оо сумма потоков ве­
роятностей (стоящая в правой части (15)) на границе выбранной области 
обращается в нуль. Это предположение эквивалентно предположению 
В. А. Волконского [ 5] для игры Гура конечных автоматов, которое форму­
лируется в нашем случае непрерывного времени следующим образом: 

(*) вероятность смены действия при • —>• оо за время dt более чем 
одним автоматом есть величина порядка 0(dt), т. е. на внутренних гра­
ницах v-мерных гиперкубов, образованных состоянием Ф, внутри которых 
«разыгрывается» лишь одна партия F, происходит «поглощение частицы». 

Это справедливо (для автоматов L), если m i n p ( p ) достаточно мал по 
р 

сравнению с 1 / 2 (понвидимому, чем больше а / к тем меньше «допусти­
мый» минимум р(р) может отличаться от 1 / 2 ) . В этих предположениях 
имеем соотношение 

- ^ { м % ; , т о ) £ ( ф З , ? п ) - y - ^ j j lD(^,m)g(^,m)yj=0, (17) 

которое может быть получено (для автоматов L) непосредственно из 
уравнений (1) — (5), (14), определения штрафа в игре Гура (12) и пред­
положения (*). Отсюда, предполагая поток на границе равным нулю, по­
лучим стационарное решение 

с(тп) 
D((f3,m) 

ехр 
Mi((f>i, тп) 

( ф 5 , ТП) 

Г М-

15 dtp3. (18) 
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Произвольные постоянные с(т) находятся из определения игры Гура и 
функций #(ф% т), а именно из условия 

а О 

J g(q>*,n»—1)Жр*= J g(q^,m)dq^, (19) 
О —а 

которое дает при всех т 
с(т) =с(т — А) = с. (20) 

Выражения (19) и (20) и условия нормировки позволяют определить 
вероятность f ( р п ) того, что в игре Гура действие /г делают п{\) •=•• pnv 
автоматов 

о те(р„) Л L 2 p ( p n ) g ( p n ) J J 

где 
'т(рп) = q(pn) —p(pn),q(Pn) = 1 — р ( р п ) , Р = а/к, 

Следовательно, математическое ожидание выигрыша 

, п = 0

 1 2 p ( P n ) g ( p „ ) J J 
M(LJ) = . (23) 

S f t » W »»"'•> J - l } m - ( p „ ) 
п = 0 Л L 2 Р ( Р » ) « ( Р " ) J J 

Если v фиксировано, а величина р->-оо (и, конечно, m i n p ( p ) < V2), 
р 

то 
М(&)'=тахт(р). (24) 

Р 

При этом с вероятностью, стремящейся к 1 (когда p - v o o ) , автоматы ра­
зыгрывают те партии, выигрыш в которых максимален; максимальный 
выигрыш может достигаться в одной или нескольких точках или на од­
ном или нескольких отрезках р. 

Однако, если v -*- 00 одновременно с Р ->• оо, что представляет наи­
больший интерес, то коллектив L ведет себя целесообразно лишь тогда, 
когда память р (у), как функция v, стремится к бесконечности достаточно 
быстро. При этом нетрудно убедиться, что скорость стремления P(v) к 
бесконечности, требующаяся для оптимального поведения L, существенно 
зависит от вида кривой р ( р ) ; т. е. из (21) — (23) можно получить сле­
дующее утверждение. 

Пусть v-+oo, m i n p ( p ) < V2 и значения р, на которых достигается 
р 

т ш р ( р ) априори неизвестны. Будем называть коллектив А асимптоти-
р 

чески оптимальным в данной игре Г, если при t->- 0 0 и p - v оо все авто­
маты с вероятностью, стремящейся к 1, разыгрывают лишь те партии, 
выигрыш в которых максимален (при этом, естественно, Mi (А3) = 
= max m(F)). 

F 
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Тогда для асимптотически оптимального поведения L в игре Гура, 
необходимо и достаточно, чтобы р (v) стремилось к бесконечности следую­
щим образом. 

1°. Пусть для р л б [0, 1] 

, „ ) - { » * > • ( 2 5 ) 

^ рг при р > р , 

•P(v)-^piv21n2, (26) 

тогда 

где 

Pi=. 
1 1 L+JL ~1 

Pi qi P2 qz 
При Pi И р2 < —, 

/ 1 1 \ 1 - 1 , 
( ) при р г < — , Pk>—, i,k = 1,2. \ pi qi/ 2 

(27) 

2 

2°. Пусть функция р(р) непрерывна в е-окрестности точки р ' своего 
единственного минимума. Если в этой точке первой отличной от нуля 
производной слева будет т-я, а оправа — к-я, то 

P(v) > p 2V+ 121n2, (28) 
г д е 

г = max (тп, к), (29) 

R _ / L . P ( P W ) I Р(Г)(РО Г1 

p 2 - \ L 1 + (,(Po-p(P')FJ"^T—/ ' 
Аналогичная ситуация получается, если р(р) достигает своего наи­

меньшего значения на отрезке [р', р"], где она постоянна, а производные 
в соотношениях (28) берутся слева от точки р ' и оправа — от точки р". 

3°. Пусть р(р) достигает своего наименьшего значения на отрезке 
[p'i р"] (причем может быть р' = р"), где она постоянна, и в точках р' 
слева и р " справа терпит разрыв, тогда 

P(v) ^ p 3 v21n2, (30) 

где рз, которая зависит от параметров р(р), в явном виде мы не выпи­
сываем. 

Подобным образом можно проанализировать и другие формы кривой 
р(р). Следует отметить при этом, что в случае непрерывной вблизи своего 
наименьшего значения кривой р(р) для асимптотически оптимального 
поведения L (при v - v оо) требуется тем большая память, чем быстрее 
меняется р(р) в е-окрестности этого своего минимума (см., например, 2°). 

Обозначим теперь 

minp(p) = р 0 . (31) 
р 

Пусть при фиксированном е > 0 выполняется неравенство 

1 Р ( Р ) - Р О | < - | (32) 

для всех рб [р' — 6 i ( e ) , р" + 6 2 ( e ) ] , причем е таково, что р(р) непре­
рывно в этой е-окрестности. Будем говорить, что коллектив автоматов L 
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ведет себя асимптотически е-оптимально в игре Гура, если при t -> оо и 
v —* оо величина |3E(v) — У оо, так что 

p { p , - f l i ( e X p < p / , + fi2(e)},->l, (33) 

где 8 фиксировано. При этом, естественно, 

1 - 2 р 0 - — < Д ^ ( # ) < , l - 2 p 0 - f - — . (34) 

Нетрудно видеть, что в случае 2° коллектив L ведет себя е-оптимально 
тогда и только тогда, когда 

, .p e(v> ^ р>21п2, (35) 
где 

Г 1 
р Е = max . —— 

Lp(o 

1 
р(р') g(p ') Р ( Р ' — 6 1 ( e ) ) ? ( р ' — 6 1 ( e ) ) J 

1 1 1 1 

Р ( р " ) ? ( р " ) Р ( р " + 6 2 ( е ) ) д ( р " + М * ) ) 
(36) 

Таким образом, для того, чтобы коллектив L вел себя асимптотически 
оптимально в случае разрывной кривой р ( р ) , либо асимптотически е-оп­
тимально— в случае непрерывной кривой р ( р ) , достаточно, чтобы 

8 
- — > оо при v оо (37) 
V 

сколь угодно медленно; т. е. условие (37) достаточно, по крайней мере, 
для приближенного асимптотически оптимального поведения автоматов 
независимо от априорных сведений. 

В заключение автор выражает благодарность за обсуждения и сделан­
ные замечания В. И. Варшавскому, В. А. Боровикову, М. В. Мелешиной, 
С. В. Фомину, М. Л. Цетлину, а также всем участникам ежегодного рас­
ширенного симпозиума лаборатории кибернетики ЛОЦЭМИ АН СССР, на 
котором докладывалась эта заметка. 
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