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Введение

В алгебраической геометрии доказана следующая фундаменталь­
ная теорема когерентности (Серр — Гротендик): если f :X -+ Y  — соб­
ственный морфизм алгебраических многообразий, то все прямые образы 
Rlf*( tf)  любого когерентного пучка 3* когерентны. Эта теорема относи­
тельно просто доказывается методами чистой теории пучков, в случае 
если X изоморфно локально замкнутому подмногообразию проективного 
пространства. Общая теорема получается при помощи леммы Чоу, 
утверждающей, что всякое алгебраическое многообразие является обра­
зом квазипроективного при собственном сюръективном морфизме. Не­
сравненно сложнее доказывается аналог теоремы когерентности в ана­
литической геометрии. Здесь неприменима лемма Чоу, и поэтому невоз­
можно следовать пути, подсказанному алгебраической геометрией. 
Теорема когерентности в аналитической геометрии доказана Грауэртом 
в известной работе «Теорема из теории аналитических пучков и про­
странства модулей комплексных структур» [1]. Однако сжатость изложе­
ния в этой работе приводит к тому, что многие красивые идеи и новые 
методы часто оказываются непонятными., и поэтому чрезвычайно трудно 
следить за ходом доказательства.

В настоящей работе данное Грауэртом доказательство теоремы 
когерентности приведено без пробелов.

Автор глубоко признателен проф. Р. Нарасимхану за чтение руко­
писи и многие улучшения.

^ К п о г г  K n u t ,  Ober den Grauertschen Koharenzsatz bei E igentlichen 
Holomorphen Abbildungen I, Antiali d e lla  Scuola Norm. Stip. di P isa , ser. Ill, vol. 
XXII, f. IV (1968), 729—761.
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I. Привилегированные окрестности

1.1. Норма Грауэрта

(1.1.1) О б о з н а ч е н и я .

/?+ — множество неотрицательных вещественных чисел; 
т и п  — натуральные числа;

р =  ( р и  • • • ,  p J € R + ;

Ро =  ( р 10). • • • > p ^ ) € R + .

Пусть р, р' 6 R+. Соотношения рг р', 1 -< i < ! т (соответственно 
P, <Cp|> обозначаются р < р '  (соответственно р<^р').

k =  (kb . . . ,
t =  (/j, . . . ,  tm), m переменных;

____

( т ) Ч т г ) * ' - ( £ ) ' " ;
О — открытое множество в С";
K ( t 0, р)— полицилиндр в С”  с центром t0 и полирадиусом р. Если 

/ 0 — начало координат в Ст , мы полагаем К  (t0, р) =  К  (р);
0  — пучок голоморфных функций на О  (значение показателя q 

всегда будет ясно из текста);
ef — когерентный пучок 0 -модулей.
(1.1.2) . В модулях сечений Г (О х  К  (р), 0 ") и Г (О х  К  (р), <̂°) 

можно ввести псевдонорму. Для этого разложим каждое сечение 
/  С Г (О х  К  (р), 0") в степенной ряд

k
коэффициенты f k которого являются сечениями из Г ( 0 , 0 я).

О п р е д е л е н и е  (1.1.3). (i) Пусть g  =  (gu ...,£• „) — сечение из 
Г (G, 0"). Положим

П

1UIIg =  I ! sup I ^ ( 2 )I-z£G
1

( 11) (норма Грауэрта). Пусть /  =  2  f k { ~ У  — сечение из Г ( ( ? х  
X  Л'(р), 0 я). Положим

l l / I U  =  s u p | / J 0 .
k

а
(Ш) (норма Грауэрта). Пусть 0 я of — 0 резольвента пучка ^  над 

G X К  (р), и пусть х С Г  (G X  К  (р), <У). Положим

Н о Р =  inf {|/||0?: / € Г ( 0  Х / С (р ),0я)) а (/) =  *}.

З ам ечание :  1 ) Если s ^ T (G  X К (р), <?) и И|Ор =  0, то 5 =  0 . 
Это легко следует из теоремы Картана ( 1 .3 . 1 ).

2) Для удобства вместо слова „псевдонорма" мы будем часто 
писать просто „норма".
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П р е д л  о ж е н и е  (1.1.4). У словие: пусть  / £ Г ( 0  X  К  (р0), 0 " ) . 
У т верж ден и е :  (/) Е сли  р <  р0, ото ||/||0р <1/1охлг(Р). (И) Е сли  G ' c c O  
й р < р 0, то ||/10 , < ° ° -  (*Н) Е сли  G ' а О  и р < р 0, ото|/|r/<||/foPo.

Л е м м а  (1.1.5). П уст ь  p0€ R + -  Д л я  к а ж д о го  Pj € R + ,  P i < p 0, 
существуют две  константы с, a € R + ,  с > 0 , 0 < а < 1 , т акие,  
что д л я  к а ж д о г о  открытого м н ож ест ва  В из С" и к а ж д о г о  
P € R ? ,  Р <  Рь  имеет место следую щ ее у т в е р ж д е н и е :  если  
f  (В X  /Г (Ро)> тпо д л я  коэффициентное р а з л о ж е н и я

/ - S / . ( - f ) ‘k

сп р аведли во  неравенст во  Ц/*||д<|/1вРоса1*1. З д есь  \k\ означает  
k\ +  • .. +  km.

Доказательство (1.1.4) и (1.1.5) тривиально.
(1.1.6). Пусть B t — открытые множества в С ( / = 1 , 2 ) и пусть 

Po€R+-  Пусть iQ означает пучок ростков голоморфных функций на
Ся*+т. Голоморфное отображение ф0: В х х  К  (р0) <— В 2 X К  (р0) назы­
вается отображением над К  (р0), если р г^ о  =  рг2 !).

Л е м м а  (1.1.7). П уст ь  ф0: В г х К (  р0)<—В 2 Х К  ^  — голоморф ­
ное о т об р аж ен и е  над  К ( р0). Тогда д л я  к а ж д о г о  P i € R + ,  Pi<Po> 
существует конст ант а  714 > 0 , т а к ая ,  что д л я  к а ж д о го  p <Cpi 
справедливо  следую щ ее у т вер ж ден и е :

если  /  € Г (B1 х  К  (р), 10 ), имеет место неравенст во

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала предположим, что /  не зависит 
от t (где t — переменная, пробегающая К  (р)). Тогда /  можно считать
сечением из Г (В х X К  (р0), i©) и, следовательно, g  =  / =  2  g k ( — )

а 4 v'
можно считать сечением из Т (В 2 х К ( р 0)> г©)- По лемме (1.1.5) имеем 
| | £*1к < 1£1к р .'са1й|- Из предложения (1.1.4) (1) следует, что

II ё  Ike, <  1 ё  Ik X K(Pl) <  1 /  Ik х К (Cl) =  II /  Ikp •
В результате получаем неравенство

(•) Ы К И Л к р ™ 1*1-

Пусть теперь /  =  S  / * ( - £ - ) * €  Г (B l х  К { р), !©) — произвольное се- 

чение. Тогда, очевидно, g  =  / ° ^ 0 =  2 (/ ftc''l'o) • Применяя (*)

к д о<|)0 =  2  ё£  ( т - ) 1*’ П0ЛУЧИМ следующее неравенство: |£Г*|к< 

< | Л к р са^|1, < 1 / 1 к р са|1''1- Элементарные подстановки дают

*=224 ( f  Ж 2 «Г') (тУи .. Т 11.̂  г 2

2) Здесь рг/ обозначает проекцию B t X  /С (р<>) (Ро)* — Прим- перее.
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Следовательно, справедливо неравенство

2 zris<  II f ь*с 2 aW = c (г=̂ )я
|J.<T Ц

( 1 . 1 .8) Пусть Ot — открытые множества в С"<(г =  1, 2) ,  и пусть 
Фо: Ог Х К  (Ро) * - G 2 X  К  (р0) — голоморфное отображение. Морфизм 
10 -модулей ф,: J0 ?» —> (ф0).,. (20 95) называется ф0-морфизмом и обозначается 
Фр  109>—>20«*. Каждой паре (В2, В {), где В { — открытое подмножество 
из ОхХ К  (р0), В 2 — открытое подмножество из Q2 X К  (р0) и ф0 (Д2) с  В и 
отображение ф! сопоставляет гомоморфизм

Ф1 (В2, B .y .T iB , ,  ft<n)->T(B2, г0 * ) .

П р е д л о ж е н и е  (1.1.9). Условие :
Фо • ° 1  X  К  (р0) «— С?2 X  К  (р0) — голоморфное от ображ ен ие  н ад  

К  ( ро) ;
ф  ̂ X0 ?1 —’- f t 4' — %-морфизм„
У т верж ден и е :  Д л я  к а ж д о го  G * c c z G 2 и для  к а ж д о го  pi<Cpo 

существует конст ант а  0 , т а к ая , что д л я  к а ж д о й  пары  
(В2, В х) открытых м н ож ест в  B xczQu B 2a G *  с условием  
Фо \В2 X  Д  (Ро)) В\ X Д  (р0) и для  к а ж д о го  р < р х имеет место  
следую щ ее:

Е сли  /  €  Г (Вх X К  (р), ! 0 ?‘)> то выполняется неравенст во
11ф1о/ к р < ^ 1 /||в1Р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть (ev)i<v<?1 — канонический базис 
в T{Qxx K  (Ро), i0 9‘) и /„ =  ф^е, € Г ( 0 2 X  К  (Ро), 20?,) ‘ Пусть теперь 
р и р' выбраны так, что р <С Pi <С ?' <С Ро- По лемме (1.1.5) для коэф­
фициентов разложения / , =  2 / ^ Г — Y  справедливо неравенство

k N Р ^
Из предложения (1.1.4) (И) следует, что 

C o  =  sup||/v|BiP/ <С°°. Имеем также ||/*||в, < *с 0с 1а|А!|- Пусть теперь

/  =  2  К е-, € Г {Bl X К  (р), !0 г>)- Из определения (1.1.3) (Ш) следует,
V

что 1/Цв1р =  2|^,|в1р- По определению морфизма ф! имеем g =  tyi°f =
v

=  2 (^°Фо)Ф1°еу =  2(^*°Фо).Л>- Из леммы (1.1.7) следует, что коэффи­

циенты разложения £„°Фо =  5! ^ ( — )  удовлетворяют неравенству
х  ̂ р '

| Л Л в,< Ж | Л Л в1Р. Элементарные подстановки дают

г - S  S S * ; / ; ( т ) 1 + - 2 ( 2  2  ( f ) ’ -
V—i г (д. = 1 {Х<т

Следовательно, справедлива оценка

2  S^x-tx/p. 2  ^  1^Лв\9сос \ 2 Л*̂  — М с0с х ^
Ч =1 fX<T V —: 1 {А>0
С л е д с т в и е  ( 1 . 1 . 10). У словие:
Q2 — голоморфно выпуклое открытое м нож ест во в Сп\ 

i ~  когерентный пучок f t -м одулей н а д О ь X К  (ро), (/ =  1, 2 ), 
f t qi — — 0 — резольвент а н ад  Gt X К  (р0) (/ =  1 , 2 ),
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Фо- @i X  К  (Ро) С?2 X  А" (р0) — голоморфное от обр аж ен и е
н ад  К  (Ро),

4»!: 3*J —* оР2 — Фо — морфизм.
У т в ер ж д ен и е :  Д л я  к а ж д о г о  G * c c G 2 и д л я  к а ж д о г о  рх< р0 

существует конст ант а  7 И > 0 ,  т а к ая ,  кто д л я  к а ж д о й  пары  
(.В2, В г) открытых м нож ест в В х с  0 V В 2с О * с условием  
%{В2 X  К  (Ро)) с  В х X  АТ (р0), и д л я  к а ж д о го  р рх имеет мест о  
следую щ ее :

Е сли  s £ T ( B 1 x K ( p ) ,  Дд, то справедливо  н еравенст во  
>Ыя)1в ,Р < л * | М к Р.

С л е д с т в и е  (1.1.11). Условие:
G — голоморфно выпуклое открытое м нож ест во в Сп,
& — когерентный пучок Q-м одулей над  G X  К  (Ро),
Q9'1 —> Д  —»0 (v =  1 , 2) — р езол ьвен т а д л я  над  G X  К  (Ро). 
У т вер ж ден и е :  Д л я  к а ж д о г о  G * a c z G  и д л я  к а ж д о г о  P i < p 0 

существует конст ант а М^> 0 , т а к а я ,  что д л я  к а ж д о го  B a G *  
и д л я  к а ж д о г о  р рх имеет  место следую щ ее:

Е сли  s £ . r ( B x  AT(р), 6Р), то справедливо  неравенст во
. (З десь  ч ер ез  || ||W обозн ачает ся  п севдонорм а, с в я за н ­

ная  с резольвент ой Q9-> —* & —» 0.)

С л е д с т в и е  (1.1.12). У сл ови е : б?»—* — морфизм над
О Х К (  Ро).

У т в ер ж д ен и е :  Д л я  к а ж д о г о  G *czczG  и дл я  к а ж д о г о  Pi< р0 
существует конст ант а  A f^>0 , т а к ая ,  что д л я  к а ж д о г о  B c z G *  
и д л я  к а ж д о го  р < O i справедливо  следую щ ее:

Е сли  f  С Г (В X  К  (р), 0 Ях), то выполняется неравенст во
' M / ) l k < ^ ! / k -

С л е д с т в и е  (1.1.13). У словие :
Q — голоморфно выпуклое открытое м нож ест во в С",

— когерентный пучок Q-модулей на G X К  (р0) (/ =  1, 2 ), 
Q9i —» <&>i —*- 0 — р езол ьвен т а над  G X К  (р0),
4 j : ofj —* cf2 — морфизм над G X К  (р0)-
У т в ер ж д ен и е :  Д л я  к а ж д о г о  G *czczG  и д л я  к а ж д о го  рх< [ р0 

существует конст ант а  Л4 > 0 , т а к ая ,  что д л я  к а ж д о го  B a G *  
и для  К аж дого  p<Cpi имеет место следую щ ее:

Е сли  s £ Г ( £  X  А'(р), ), то справедливо неравенст во
II Ф1 (г)Цвр<-М М ар- х

(1.1.14). П р и м е р :  пусть функция / ( 0 ~ j u j  опРеДелена на 
AT (1) =  {t € С :  | *| <  1 } .-Тогда f  (t) =  2  tn, следовательно, |/||i =  l.

П> 0
В то же время /• /  =  2  (п +  1) tn, так что \ f- f\ y  =  оо. Справедливо,

л>0
однако, следующее

П р е д л о ж е н и е  (1.1.15). Условие:
/  е  Г {В х  К  (р0), 0 ”) и I /  |Вр„ <  оо.

У т в ер ж д ен и е :  Д л я  к а ж д о г о  р<Ср0 существует конст ант а  

с > 0 , т а к ая ,  что д л я  к а ж д о го  р < Р  и д л я  к а ж д о го  
а £ Т ( В х  АГ (р), 0 )  выполняет ся неравенст во

||а-/1вр<с|Игр||/||вро.
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С л е д с т в и е  (1.1.16). Условие:
& — когерентный аналитический пучок над  В х К  (р0).
0 " о — резольвент а над  В X К  (р0)-

s £ T ( B x K ( p̂  Л  « I s k o < ° ° -

У т верж ден и е:  Д л я  к а ж д о г о  р < р 0 существует конст ант а

с ] > 0 , т а к ая ,  что для  к аж д ого  р < р  и д л я  к а ж д о го  
а £ Т  (В х  К  (р), 0 )  выполняется неравенст во  ||а-з!вр<с|а||вр||5|вр0.

1.2. Треугольные множества
О п р е д е л е н и е  (1.2.1). Пусть /« — натуральное число, и пусть 

V  R+_< — R+, 1 <  / •< «г — система монотонных положительных функ­
ций. Множество всех /«-мерных векторов (р15..., рт ) из R+, удовлет­
воряющих условию"

Pm— ( <  m̂—l (Pm>-"> Pm-i + l). О <  / < / «  — 1,

называется /«-мерным треугольным множеством, соответствующим 
( 8j , . . . ,  8m), и будет обозначаться Д Ьт).

П р е д л о ж е н и е  (1.2.2). 1) Е сли  А (81,..., 8т ) треугольное мно­
ж ест во , то дл я  всякого  е > 0  существует  р > 0  из Д (8Р ..., 8т ), 
т акое, что р* <  е д л я  1 <  i -< т.

2) Е сли  Д (S ',..., 8^) и А (£",..., 8") — треугольные м нож ест ва ,  
то Д (8|,..., 8̂ )П А (8" ,...,  8") т а к ж е  т реугольное множ ест во.

(1 .2 .3). Выражение „для достаточно малого pCR+,  удовлетворяю­
щего свойству ^?{р}, справедливо утверждение Л { р } “ означает, что 
существует p0€ R .(”, р()> 0 , такое, что для каждого р, 0 < р < р 0, 
уловлетЕорвкщего свойству /?{р}, справедливо утверждение Л {р}.

1.3. Привилегированные окрестности по Картану
Т е о р е м а  (1.3.1). ( К а р т а н ) .  Условие: П уст ь х  — точка в Ст, 

и пусть N  — подмодуль в 0?с.
У т в е р ж д ен и е :  Существуют
1 ) гомоморфизм h : ©л—*©? над  некоторой окрест ност ью  

точки х , удовлетворяющий условию  1 vahx =  N\
2 ) т реугольное  м нож ест во  А(8Р . . . ,  8т );
3) о т о б р а ж ен и е  М: А (81?. . . ,  8m) —► R +, т акое, что д л я  до­

статочно м алого  р £  А (8Р . . . ,  Ьт) выполняется следую щ ее:
Д л я  к а ж д о г о  f £ T ( K { x ,  р), 0 ?), \/\к(х, Р)< о о  и f x £ im h x% 

существует g  6 Г  (Л' (•*, р), ©р), такое, что h(g) =  /  и Ig 'lku , р )<
< - M ( p ) I / k u ,P).

Доказательство теоремы (1.3.1) можно найти в [2].

О п р е д е л е н и е  (1.3.2). Пусть h задано так же, как и в (1.3.1). 
Тогда каждая пара (К (х ,  р), М(р)) из (1.3.1) называется h-привиле- 
гированной окрест ност ью в смысле К а р т а н а .

З а м еч а н и е  (1.3.3). Пусть над открытым множеством U с  С" 
задан морфизм h: 0 р - ^ 0 ?. Тогда для каждой точки x £ U  суще­
ствуют треугольное множество Д (8Р ... , 8т ) и отображение М : Д (8Р ...

, 8J - » R + ,  такие, что для всех р £ А (8Р . . . ,  8J  пара (К (х ,  р), М(р))
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является Л-привилегированной.Приведем без доказательства несколько 
хорошо известных следствий.

С л е д с т в и е  (1 .3 .4 )!) Условие-.
П уст ь  (X , Ш ) ~  ком п лексное  прост ранст во, X  — к огерен т ­

ный пучок фе-модулей и (сf n), во зр аст аю щ ая  последова­
тельность когерент ных подпучков пучка X (т. е. Хп с  Хп + ,).

У т в ер ж д ен и е :  Д л я  к а ж д о г о  относительно компактного  
от крыт ого п одм н ож ест ва  К с  X  существует н а т у р а л ьн о е  
число п (К), т акое, Что Хп\Y =  X n(Y) \г д л я  всех п ^ -п  СП-

С л е д с т в и е  (1.3.5). У словие: Пуст ь (X, $6) — ком п лексное  
п рост ран ст во , X — когерент ный пучок Ш -м одулей  и X  — подпу­
чок в X.

У т в ер ж д ен и е :  Если  глобальны е сечения пучка X  п о р о ж ­
даю т  к а ж д ы й  его стебель, то X  к огер ен т ен .

1.4. Привилегированные окрестности по Грауэрту
О п р е д е л е н и е  (1.4.1). П уст ь X  — когерент ный пучок Q - m o - 

дулей. П учок  X н азы вает ся  {tx — х^-правильным в точке х  =  
=  (л^, . . . ,  х п)£  С", если  от обр аж ен и е  5Д - * ( ^  — Х х ^ Х х
инъективно.

П р е д л о ж е н и е  (1.4.2). П уст ь X  — когерент ный пучок  
Q- м одулей .

( 1) Д л я  к а ж д о г о  х  =  (х и ... , х п) £ С п, существует т акое н а ­
т уральн ое  число d ,  что (t̂  — x ^ X  я вл я ет ся  (tl — х^-правиль-  
ным в точке х.

(И) Если  X я в л я ет ся  (tx — х^-правильным в точке х  =  
=  (хи . . . ,  х п), то сущест вует  т а к а я  окрест н ост ь U точ­
ки х, что д л я  к а ж д о г о  у =  (yv . . . ,  уп) £  U пучок X я в л я е т с я  
{ti— у ̂ -правильным в точке у.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (1) Без ограничения общности можно считать 
д:1 =  0. Пусть А/, обозначает ядро отображения t\: X x- * X x (v£N,
|— Тогда последовательность (A^,)*eN есть возрастающая п осле­
довательность подмодулей в X х. Используя следствие (1.3.4), можно 
найти такое натуральное число d,  что N d =  N ,  для всех v ^ > d * 2). 
Покажем теперь, что отображение tx: tf Хх — tf Хх инъективно. Дей­

ствительно, пусть sx €  i f  Х х и tx sx =  0 . Тогда существует sx£ Хх , такое,

что i\ s x =  s *  и t f  +1 s x =  txs x =  0. Поскольку N d =  N d + 1, sx =  0 .
(li) Хорошо известно.
(1.4.3). Обозначим через г =  (ru ... , г п) «-мерный вектор из неот­

рицательных вещественных чисел и через р =  (рх, . . . ,  рт ) /«-мерный 
вектор из положительных вещественных чисел.

Пусть z = . ( x ,  у) — фиксированная точка в Сл X  С™. Обозначим 
через К  (г0, р0) =  К  (г0) X  К  (р0) полицилиндр с центром г  и полирадиу­
сом (г<°>,. . . ,  г®\ р<°>,..., р̂ >). В дальнейшем при доказательствах за г
будет приниматься начало координат.

Обозначим, наконец, через tv . . . , t m координатные функции в О .

*) Доказательство см. в [1], § 2 теорема 8. — Прим, перев.
2) Следствие (1 .3 .4 ) здесь не нужно, используется просто нетеровость м о­

дуля <5%. — Прим, перев.
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Пусть е =  ( е х, ... , е т) и е' =  (е [ , ..., е'т) принадлежит Nm.
Тогда е<^.е' означает, что 1 < > • <  т. Отображение F :  Nm—»N'n

•называется монотонным, если из следует F ( e ) ^ .F ( e ' ) .
Обозначим через J  (е) пучок идеалов /х‘ 0 4 - . . . + ^ т 0 . Существует 

хорошо известное соотношение:
0 ? ®  0 / J (е ) =  0 ?/J  (е) 0 ?.

0

Через д’ (е) обозначается канонический эпиморфизм 

q(e):  0 ® - > 0 « / J ( e ) 0 ? .

Т е о р е м а  (1.4.4). ( Г р а у э р т ) .  У словие : 
г  =  0 е С й Х С п,
А: 0 р —. 0 ? — гомоморфизм над  открытой окрест ност ью z.  
У т в ер ж д ен и е :  Существуют
1) т реугольное м нож ест во  Д (8Х, . . . ,  Ьт, 0l t . . . ,  0Л),
2) о т о б р а ж е н и е  М: Д (8l t . . . ,  Ьт, 0Р . . . ,  бл) -»  R +,
3) монотонное о т об р аж ен и е  F :  Nm —>Nm, Нш /г (е) =  оо,

£ —> оо

т аки е , что дл я  к а ж д о г о  (р, г) € Д (8р . . . ,  &m, . . . ,  е„) выполняется
следую щ ее :

(I) Д л я  к а ж д о г о  /  £ Г (АТ (г, р), 0?), || /  |к (г) Р <  оо и f z €(lm h)z 
существует g ^ T ( K ( r ,  р), 0 Р), т акое, что

h(g) =  f  и \ gb< n t< M { r ,  P)| / k ( , ) , .

(II) Если, к р ом е  того, q ( e x, ..., ет) (/) =  0, то g  в п. (I) м о ж н о  
вы брат ь т ак, что q (F  (ех, ..., е т)) (g) =  0.

Д ополнение.  Если пучок 0 9/imA является (fx — y j -правильным, 
то М  может быть выбрано не зависящим от рг

Сначала докажем два вспомогательных предложения.
Лемма (1 .4 .4 .1) (d , т). У словие:
2  =  0 £ С л + т ,
А: 0 р  —* 0 ?  _  гомоморфизм., н ад  от крыт ой . окрест ност ью z. 
У т в ер ж д ен и е :  Существуют
1) т реугольное м нож ест во  Ad (8̂  . . . ,  Ьт, 0 j , . . . ,  0П),
2 ) не зависящ ее  от pt о т о б р а ж ен и е

M d: Д

3) монотонное) о т о б р а ж е н и е  F d: N"2̂ 1 —» Nm_1, Пш F d(e) =  оо,
е —> оо

т акие, что д л я  к а ж д ы х  (р, г )£  Дй(8, , ... , 8т , 6р ...  , 6„) справедливо  
с л ед у ю щ ее :

I( d, т). Д л я  к а ж д о го  / £ Г ( А Г ( г ,  р),©*//* 0«),

ll/ lk (r)p < oo  и / , €  (im А (</)), *)

существует
g £ T ( K ( r , ? ) , e p/ t t Q p ), h ( d ) ( g ) - f  и 1 ^ 1к(г)Р< ^ Л р.Р)||/1к(ОР-

II(d, ш). Если, к р ом е  того, q ( e v ... , e m) ( f )  =  0, причем  
то g  в п. \а,т) м ож н о  выбрать так, что q (F d(e2, ..., ет)) (g) =  0.

*) h (d ): <5pjt\ Qp -> Qqj t dxQq — гомоморфизм, индуцированный гомоморфиз- 
mom h. — Прим, tie рев.
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Лемма (1.4.4.2) (оо, т). Л е м м а  (оо, т) есть прост о п ер еф ор м у ­
ли ровк а  т еорем ы  (1.4.4) с заменой. (I) н а  1(0о, Ш) ч (II) на  II(o0)m).

(1.4.4.3) Доказательство теоремы (1.4.4) проводится двойной индук* 
цией по следующей схеме:

Начало индукции

(О I(i. о >

(И) I п (оо, 1) *)•
1. Шаг индукции

1(1, т), 11(1, т) ^  I(rf, mb H (d, т) ■

2. Шаг индукции

0) \d+, т) -

( И )  1(м , т ) , I I (d + j m f $  И(оо, rn).

3. Шаг индукции

I(oo, т) j Н(оо, m) =̂ > 1(1, m + 1). H(l, m + !)•

Здесь d + обозначает натуральное число ( > 0 ) ,  такое, что 
tf+~1(Q9/im h) является /j-правильным в начале координат. Существо­
вание такого числа следует из предложения (1.4.2).

(1.4.4.4) Начало индукции, (i) Утверждение I<i, i) есть не что иное, 
как замечание к теореме (1.3.1).

(И) Для доказательства life», i> достаточно показать следующее:
Если в I(oo,i) /  таково, что <7 (£ i)(/ ) =  0, причем e 1^ d + ,  то g  

в 1(оо, о можно выбрать так, что q  (<?! — d + +  1) (^) =  0. Докажем это. 
По условию

/ - 2  « . ( * ) • - ( *  У ‘ + + '/ ' .k=ex
где

Очевидно, что

' ' - 2  « . ( £ ) '
t1 \b -  et + d+- 1

Чk = ex

I / , lk(r)p =  ll/k(/-)p.

и так как ^ + _1 (04/im h) является ^-правильным, / *£ (im A )z. Из I (oo, i> 
следует, что существует g' £  Г (К  (г, р), Qp), h ( g ') =  / ' ,  такое, что

! k ' l k ( o p < j W ( r ,  р ) « Л к ( 0 Р -

, e , - d + + 1
Для g  =  ’ " ё '  теперь имеем

h ( g ) = f , IUIk(r)P< M ( o  р)||/к(г)Р и

q ( e 1 — d+ +  l)(g-) =  0 .

( 1 .4.4.5) 1. Шаг индукции.

J) Утверждение Ilu , о тривиально.— Прим, перев.
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Отображению h (d ): Qp/t f  Ор —»Q9/ti Q9 можно канонически сопоста­
вить отображение h : (0/^ Q)pd —> (0/^ 0 )dd!). При этом 1((*, m) и II(d, m)
СВОДЯТСЯ К 1(1, m) И II(i, m).

(1.4.4.6). О б о з н а ч е н и я .  Пусть Д (8х, . . . ,  Ьт, 0Х, . . . ,  0П) — тр е­
угольное множество и (р, г) = (pt, ..., pm, r v ..., г „ ) ~  элемент из этого 
множества. Обозначим через р* /w-мерный вектор (1/28J(гят. . . ,  r v pm, ... 
-  . Рг). Р2» -  , Pm)- Если рх <  Р* == 1/2 8Х (г„,.....гх, Рв, ..., Р2), то имеем

(1.4.4.6.1) ( р * , г ) е Д ( 8 1) . . . , 5 /л, 9 1, . . . Л ) -  

Л е м м а  (1.4.4 .7). Условие:
0 < e < V 2.
Н  — конст ант а из следст вия  (1.1.12), соответствующая  

h : 0 р ->0? ,
A<<+ (8i , . . . ,  8m, 0J , . . . ,  0„) — т реугольное м нож ест во из лем м ы  

{d +,m )  (1.4.4.1). П уст ь т еперь

(р, г)€  Д(е81, %,... ,8л, 0Х, ...9„),

Pi / 2 М г я> ••• Рт> • • • > Р2)>
ОО

/ =  S  А ( т 7 У е Г ( / С ( г , р ) , 0 )̂ и l > d + - \ ,

Л  б (lm А)„

fl/z|k(c) р<-Л4х для  всех  Х > / .

У т верж дение:  (i) Существует g  £  Г (К  ( г ,  р), 0 р), т акое, кто

Х = /+ 1

II / х к  (Г) Р <  М г +  + (г, Р J  ^ 1Д  >  I,

l^ k (r )  р< -4 4 й+ (г , р*) Л4,.

(11) Если, к р ом е  того, q (е{, е г,..., ет) (/) =  0, причем  е , > 1 +  1 , 
то g  в п . {  1) м ож н о  выбрать т ак, кто q (F d+ (er, . . . ,  ет)) (g) =  0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что из ^ / ; ) z € ( i mh.(/ + 1))

следует, что (^f €  (im h {d+) ) g • Для этого рассмотрим ком­
мутативную диаграмму

*) Пусть 0 '  с  0  — кольцо голоморфных функций, не зависящих от tv Тогда 
отображение h : ((9[t,(3)pd —> (,QltlQ)dd получается из естественного изоморфиз­
ма 0 '-модулей

0 P / ^ 0 p ~ ( 0 / ^ 0 ) P rf, 0 9 / jf fQ 4 ^ {Q jtxQ f d .

Заметим, что полученное отображение является отображением 0-модулей. — 
Прим, перев.
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е р2- ■0 S

?<i+1) ?(«+о

Л ( Ж )
(Qp/ t i+1e p)z------- >(0 ?Л (+1 О?)г

Существует € в§,  такое, что (А (/ +  1)о? (/ +  1)) ( g j  =  ( / ,

Имеем теперь

а ( * , ) - ( - £ ) 7 / +  2  ( т т ) х ^ ^ ( 1тЛ)^
X—/-Ь1

Но пучок t f +- 1(Qv/lmh) является ^-правильным, следовательно, 

^•шя( ’^ У +~ 1 / l +  2  ( l 7 ) Z-/+d+“ 7 x € ( im A )„
Х = Й - 1

а значит, и q{d+)  & г) =  _ 1  / г€ ( 1т А  (</+)),. Так как / ,

является одночленом по его можно' рассматривать как сечение 
над К  (г, р*), и имеет место следующее:

К{Г)Р*
- 1  

Pi

*1* \ • -j- 1
Pi ' d - 1

f l * 
Pi К  (Г) p*

Pi f l IК (r)p.

* ( * > - / , ( £ / м +  i  / r f t Y
x=d+ V /

Из I(d+ m) следует, что существует ^ € Г  (К  (г, р*), Qp/td &р), такое, 
что

h { d + ) ( g )  =  f i  » II ё  I k  (с )  р . М а +  ( г ,  р * ) ^ — ^  M t.

Рассматривая g  как сечение из Г (К  (г, р*), &р), можно записать

М х/х ,
X = d +

и справедливо неравенство

II h (ё)  к  (<•) р* ^  Н I g  ||*- (г )  р* •

Следовательно,

|А(в:)1 с ( г ) ь < Я ^ + (г, P * ) ( ^ J  M t.

Отсюда, в частности, следует, что

ll/x*|U(r)p =  ||/x*||K(r)p«<A!rxVf(i+(r, р*) М[.

* \ и+dT - 1
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Имеем также

X=df

/ < ( £ ) ' +  ^  / ;X + йГ  -  l -  1
1 = 1+1

Pl \ X +  d + -  l  -  1 /  t x \ X

Ш  •
Таким образом,

ft- — f г f t  + a+ -  i -  i ( p«
x + a+ — i — 1

и справедливо неравенство || / *  ||аг(о P <  -M +  H M d+ (r , p*) ( * Г M v

(ii) Из условия следует, что q (l +  1, e 2, . . . ,  e j  ( / ,  ( ^ У  )  =  0

и даже ?(</+, е 2, . . . ,  =  0. Из II(d+i m) следует, таким

образом, что q { F d+ (е2, . . . ,  em)) (g)*=0  для подходящего g.

(1 .4 .4 .8) 2 . Шаг индукции. (1) Обозначим снова через (8Х, ... 
. . . ,  Ьт, 0 , , . . . ,  0„) треугольное множество из леммы (1.4.4.1). Выберем 
монотонную функцию е: Д (82, —>{0 , 1/2 ) так, что для
всех (р, r ) €  A (sS1S2, . . . ,  Ьт, 01(. . . ,  Ъп) справедлива оценка

H - M d+{r, p * ) - jv <  1/4,

где Н  — константа из (1.1.12), соответствующая

h : 0 р > 0 ?, и pj -  1 /2  8j (гя, . . . , r v Р/я, . . . , р 2). 

Пусть теперь (р, г) £ Д (sSj, 82, . . . ,  Ьт, 0l t . . . ,  0„), и пусть
сю

/=  S /х(-^)Х€Г(/С(г,р, 0 »)
Х = а !+ -1

таково, что || / |/с (г)Р =  М  •<оо и / г € ( 1шА)г.
Из леммы (1.4.4.7) для / =  d + — 1 следует, что существует 

g(°>£ Г (К  (г, р), б^), такое, что
оо

, / ~ № ° > ) =  2  /х0)( Ч У -
X=d +

( * \ 1

77/

II /х0> ||к (г) Р <  М  (1 4 - 4~х + а+ ~ /).

Повторно применяя лемму (1.4.4.7), мы получим для подходя­
щих g a); f x y следующее:

/ -  S  ( £ ) * * ( « “>)- 2  Д "  (■ £ ) '•
X  =  0 X = I + 1

4 З а к а з  325
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\ К  ( г )  г
Р* ^  1

<  (г, р.) )  ж  ( 1 / 2 + 2  г - 1' 1) '
х=о

II /х > |к (г) р<  м  +  М 2  2х • 4 -*+  <*+ + * -* - * .
х=о

Подставив Z =  d + +  I, получим
i

1 / Ф 1 с т < М + М  2
X  =  0

И далее,

\ е ? Ъ т < м < *  ir, р. )  ( | - ) ' ,+~ , ^ : ( 1/2+ 2
'  1 1  х=о 7

1^ ) 1к(г )Р< ^ + ж  2 2 ~х~2-

Отсюда следует, что

|g(i)!k<Op<3/2Afd+(r ,p *)

х=о

Pi
Pi I I /к  (г) р,

il / х 1 |U (г) р <  3/2 I /  к  (Г) р .

Положим теперь

г -  2  « я © 1
1 = 0

Для оценки нормы g  представим g<X) в виде
d+ -1

ADS U \Л
s m -  2  * ? ’ (-£ -) .

X = о

При этом мы получим следующее:
w dr - l

f -  2  2  > ? ’ ( т ; /  + 1 - Б (  2  г ? ' ) ® ’ -
X =0 X =0 т=0 х =  X + X

Так

также

как сумма 2  g (xX) содержит только d + слагаемых,т =  Х + Х
IIS Ik (О р 3/2 d + +  M d+ (г, р*)

Pi_
Pi

d + - 1
IК  (г) р ,

имеем

g€T( K( r ,  р), 0 " ) ,

и из оценки ||/хг)|к(г)р < 3 / 2 | / к ( Г)р следует h(g) =  j .
Дополнение. Если пучок Qij\mh является ^-правильным, то для 

доказательства дополнения к теореме (1.4.4) достаточно взять d + =  1. 
Пусть теперь

оо

/ =  р).© ч,
х=о 1
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причем ||/|к<г)р<оо и f 2£( im h)z. Для / ' =  * 2  * f х(~ ^ )  € 

€ Г (/ С (г , р), справедливо следующее:

II / '  1к (г) р <  II /  к  <г> р> /* 6 (im h (d +))z.
Из l(d+,m), следует, что существует g ' £ Т ( К  (г, р), Qfjt^OP), 

такое, что h(d+) (g') =  f ' ,  I g ' l k i o p C ^ V  (г, р) f/ 'lk w  ?• Так как
h {g') Ik (г) Р <  Н  I g' к  (г) р, ДЛЯ

оо

2  / х ( т г ) ^ г ^ г ’ р>>09)
X = r f +

очевидно, выполняется следующее:

II/  -  А ( * ')  к  (О р <  ( Н -  H M d+{r , р)) I /  к  (г) Р), 

( f - f i ( g ' ) ) z ^(lmh)z.
Применяя предыдущий результат, получим:
Существует g" £ Т ( К  (г, р), 0 Д, такое, что

h ( g " ) = f ~ f i ( g ' ) ,

I g" к  (г) р <  3/2</+ М а+ (г, Р*) II f - h  (g1) к  (г) p.

Следовательно, /  =  h(g'  - f  g ")  и

l r + ^ k ( O P < ( ^ + k , P )  +  3/2rf+xWd+( r , P) ( A j d - x

X  (l +  H M d+ (r , p))j | /  k  (/•) p- 

Докажем сначала следующую лемму.

Л е м м а  (1 .4 .4 .8 .1 ). Д л я  всякого (dx, ... , dm)€ N m существует  
( e l t . . . ,  £m) С Nm, т акое ,  что (еи . . . ,  em) > (rf j , . . . ,  d m), и. справедливо  
следую щ ее  у т в ер ж д ен и е :

Е сли , к р о м е  того, /  из  1(Ю, m> таково, что q ( e x, — , e m) ( f ) = 0 ,  
то g в 1(оо, т) м о ж н о  выбрать т ак, что q ( d v ... , d m) (g) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим е г =  d + d x и

[F * =  F a+ oFa+° ' - • oFa+ ((rf i " +  ! ) P a3)- 
Здесь F d+ обозначает отображение из леммы (d+, т) ( 1 . 4. 4. 1 ). Выбе­
рем теперь (е2, •■■,ет) настолько большим, что

F *oFd+(e2, . . . , e m)^ -(d i , . . . , d m).
оо

Пусть сначала / =  2  / х( — )  • Из леммы ( 1 . 4. 4. 7) следует,
X = d + - 1

что g m можно выбрать так, что ^

q ( F d+(e2,\ ..,em))(gM) =  0.
Следовательно, q (ev F d+ (е2, . . . ,  ет)) (f —h (gm)) =  0 . Применяя {dx-f  I )  
раз лемму ( 1 . 4. 4. 7) (И), получим, что можно выбрать так, что

4 #



52 К. Кнорр

Я{Р*  (е2> •••> em))(g{dt)) =  0- Таким образом,

* ( * “ > ) ) - о-

d
4(eltF*(e:

Из и ,-т следует, что /  =  h {g), где

Ии
4 { d l, F * { e 2, . . . t euS ) ( g ) ^ 0 .

оооо

Пусть -теперь / =  2  Л  (-£ -)*•  Тогда

х=о
Вследствие Н((р+, т) можно выбрать g' так, что

q { P d+ ( ^ . . . , e m)){g') =  Q.

Следовательно, q (ех, F  * F d+ (e2, . . . ,  em)) ( f  — h (g')) — 0. Из ранее 
полученных результатов следует, что

а также q (d x, d 2, . . . ,  d m) (g' - f  g")  =  0 , и лемма доказана.
По лемме ( 1 . 4 . 4 . 8 . 1 )  выберем теперь для каждого af£N такие 

(ex(d), . . . , e m( d ) ) e ^ m, что (e1 (d ) , . . . ,  em(d)) < ( e x(d ') , . . . ,  em( d  ')), 
если d < d ' .  Пусть F :  Nm-> N — следующее отображение: F  (ev ..., em) =  
=  (d , . . . ,d ) ,  где d =  snp{d': ( e ^ d ' ) , . . . ,  em(d'))-^(eu ... , e m)}. Оче­
видно F  монотонно и 11ш /г (е ) = о о .  Из леммы (1 . 4 . 4 .  8. 1 .) следует,

что F  является искомой функцией для леммы (с о , те) ( 1 . 4 . 4 .  2).

С л е д с т в и е  (1 . 4 .5) .  У словие :
2  =  0 £ С пх С т ,
h: Qp —>Q<i — гомоморф изм н ад  открытой окрест ност ью  

точки z.
У т верж ден и е :  Существуют:
1) т реугольное  м н ож ест в о  Д (Sx, . . . ,  Sm, 0Х, . . . ,  Gn),
2) о т о б р а ж е н и е  М: Д (8Р . . . ,  Ьт, вх.......0„) —>R+, т акие что

д л я  всякого и всяких  (р,г)£А (8,, ..., Ьт, Qv . . . ,  0Я) справедли во  
следую щ ее:

Д л я  всякого  / 6Г  (К  (г, р), Qi/t* 0«), такого, что ]|/||к м  Р<  оо 
и / г£ (im h {d)) г, существует g£Y (К  (г , р), Qpjt^QP), т а к о е , что 
f  =  h (d )  {g) и Ц̂ Ц*, (р) <  М (г , р) |/||ir (г) р-

С л е д с т в и е  (1. 4. 6). Условие:
2 = 0бСлх С яг,
&  — когерент ны й &- моду ль,
<р: <др —> Д7 — гомоморф изм над  открытой окрест ност ью  

точки z.
У т вер ж ден и е :  Существуют:
1) т реугольное  м н ож ест во  A (Sj,. .. ,  8m, el f . . . ,dn),
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2) от обр аж ен и е  М: А(Ьи ...,Ьт,Ви ... ,вп), т акие, что д л я  
всяких  (р, r)€j A (8j , . . . ,  8Ш, 0р ... Вп) справедливо  следую щ ее:

Д л я  всякого  е £ Г (/ ((г , р), JF), такого, что || |лг<г) р <С00 «  
5г€(1ш<р)2, существует g£  Г (К  (г, р), 0 р), т акое, что <?{g) =  s
и I ё  Ik (г) р < 1М (г, р) Мд (г) Р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как ^ —когерентный пучок, то в неко­
торой окрестности точки z  для &  существует (определяющая норму)

а
резольвента 0 ?о— > 0. Пучок <х~! (ср) является когерентным под­
пучком пучка 0 ?°, т. е. существует окрестность точки z  и морфизм 
(3: 04т—> 0 ?о, такой, что imf3 =  <x 1 (im <р). В окрестности точки z  суще­
ствует морфизм у. О?* —> 0 ,̂ такой, что диаграмма

Qp-------- -------- уД

т «

0 ?*--------------- > 0 ?о
Р

коммутативна. Применим теорему (1 . 4 .  4) к морфизму {3. В результате

этого мы получим множество Д (81(... , 8m, 0l t ... ,0„) и отображение М  .
Пусть (р, г) 6 Д и 5 G Г  (К(г, р), &) таково, что ||4д (г> Р< о о  и sz 6 (lm<p)z . 

По определению нормы существует /  £ Г  (АГ (г, р) 0 ?о), такое, что

ll/lk(/•) 2 1 5 ||лр(г)р и a (/)-=•?•

Тогда / г€ (a_I (1m <р)г. По теореме. ( 1 . 4 . 4 )  существует (К  (г,р), 0^*).

такое, что р (^) =  /  и И *  (г)Р <  М  (г, р)||/||д(0 Р.
Последствию ( 1 . 2 . 1 2 )  существует константа с > 0 ,  такая, что

1т(^ )1к ( г ) р < с к 1к ( 0 р-

Положим g  =  7 (g) и М (г, р) =  2М (г, р) • с, тогда

<Р (£) =  « и №  (О р <  ^  (г, р) | s |к (г) р.

С л е д с т в и е  (1 .4 .7 ) . Условие:
2  =  06C nX C m,
Д  — коге рентный 0 -м одуль.
У т в ер ж д ен и е :  Существует т реугольное  м нож ест во

Д (8i , . . . ,  8m, 0J , . . . ,  0Л), т акое, что д л я  к а ж д о г о  (р, г ) €  д (8i> ••• 
. . . ,  Ьт, ©!,..., 0Л) имеет  место следую щ ее:

Д л я  к а ж д о го  s£Y (К (г, р), JP) из условий  Мд- (/■) р < ! сю и sz =  О 
следует , что s — 0 ..

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Следствие вытекает сразу же из след­
ствия (1.4.6), если в последнем <р == 0.

О п р е д е л е н и е  (1.4.8). Каждая пара (К  (г, р), М (г, р)) из тео­
ремы (1.4.4) называется ^-привилегированной окрестностью в смысле 
Грауэрта.

П р и м ечан и е .  В теоремах с (1.4.4) до (1.4.7) для упрощения 
обозначений точка z  считалась началом координат. Само собой разу­
меется, что Есе теоремы справедливы для любой другой точки 
из Слх О .
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II. Ограниченные когомологии
2.1, Пространства Фреше
(2.1.1) Пусть (/ — локально компактное счетное в бесконечности 

топологическое пространство, и пусть V — С-линейное пространство 
непрерывных комплекснозначных функций на U. Для каждого под­
множества U0czU определим в V  псевдонорму

||/lk =  sup !/ ( * ) | ,  / £ К .
•*6£/о

I
Пусть (К„)пеп — компактное исчерпание U. Определим на V  метрику, 
в которой расстояние определяется так:

dist (/, g) = v  1
£ 2» l + V - r t r . /.  g z v .

При этом, как известно, V становится пространством Фреше. В даль­
нейшем всегда будем считать V снабженным этой структурой про­
странства Фреше.

О п р е д е л е н и е  (2.1.2). Пусть V  — пространство Фреше и J | — 
псевдонорма на V, тогда

(1) I I называется s -нормой, если множество { / €  F : f l / K l }  
является окрестностью нуля,

(ii) | || называется о-нормой, если для каждой окрестности W 
нуля существует е > 0 , такое, что { f€ V :  ||/|| < " е} с  IF.

Л е м м а  (2.1.3). Условие:
V v V2 — п рост ран ст ва  Ф реш е ,
I ||! — s -норм а на V и
j 12 — о-норм а на  И2,

Ь: V l - * V 2 — непреры вное  линейное сюръект ивное от обр а ­
ж е н и е .

У т вер ж ден и е :  Существует конст ант а  1, т акая , кто 
д л я  к а ж д о го  16 И2 существует  к]€У,, 8i] =  % и

1 Н < с | 1 Ь-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если fl S ||_, =  оо или ||£||2 =  0, утверждение 
тривиально (можно заметить, что если ||?||2 =*0, то £= *0). Пусть 
теперь 0</||!1||2< о о .  По теореме Банаха об открытом отображении 
и по определению (2 . 1 .2 ) (1) 8 ({">)6 F i:  Ihfli-<[1 }) есть окрестность нуля 
в V2. По определению (2 . 12 ) (И) существует е, О О  < 2 ,  такое, что 
имеет место следующее включение:

tf€VV Н Ь < « } с : 8' ( № ^ :  h K l J k

Имеем 

и Вт/ =
2 И.

•5 =  ~  <  е; 'существует г!-/)' £  V u -такое, Ччто J V  |L <  1

2 II511,
Положим теперь ■») = 2 » У , тогда Ъц =  Ь и

hill =  4-1$1И7>' l l где с =
Л е м м а  (2.1.4). У словие:
U — л окальн о  ком пакт ное счетное в бесконечност и топо­

логическое прост ранст во,
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V -О .-лин ейн ое  прост ранст во непрерывных к ом п л ек сн о ­
значных функций на  U,

U0c c :L J .
У т в ер ж д ен и е :  (1) || ||у0 — s -норма,

(И) 1 |у — о-норм а.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  (1). Пусть (К п)пен компактное исчерпание U, 

тогда существует п0 >̂ 1 , такое, что UQc .K n a- Если d ls t (О, /)<С2-2п°, 
то

Действительно, если |/1д-„о(1 + 1 / | кПо)~ 1 ^ '2 _Яо, то справедлива оценка

dist (0 , / ) >
ОО со

v  1 Шкп ^ 1 v  \  *
Л  2" 1 +  \\f\Kn ^  22”0 ^  ^  22"»’|=л0 я ’ я=0

и мы приходим к противоречию.
Имеет место следующее соотношение:

|/: dlst (О, / ) < ~ У  с { / : 1/ К < 1 )-

В самом деле, если dlst (0, f ) < ' 2 ~ 2n°, то выполняется неравенство

I / k  « ! / Ь „ <
(И). Пусть W =  { f :  d i s t ( 0 , / ) < е ' } ,  где 0 <  е '< 2 .  Так как 

/ ! * - „ <  ЦД/ для всех то также для всех п

И *л /  Ш 
1 +  Шкп ^  1 + 11Л1и ’

и, следовательно,-

dist (0 , / ) < т + 9 еГ

Положим е =  е '/(2 — е'). Тогда если /  таково, что ||/L<!£! т0 
dlst (0 , / ) < £ ' .

2.2. Теорема В для ограниченных когомологий пучка 0?
(2.2.1) Пусть О — открытое множество в С" и G 'cG . U =  (U^i^i 

называется открытым покрытием О, если U { — открытые подмноже­
ства О и ( J  U t =  О. V ==(Vj)jQj называется открытым семейством в О, 

tei
покрывающим G', если открытые подмножества в G и ( J l / ’j Zd G'.

J6J
V называется 'строго вписанным в U , если существует отображение 
т: У * /, такое, что И у С с(У х(;) .  Отображение х в дальнейшем будет 
называться вписывающим отображением. Если V (строго) вписа­
но в U, то отображение т: У —* / считается раз и навсегда выбран­
ным. Пусть, как и в (1.1.1), К  (р) — полицилиндр • в О ,  тогда семей­
ство (UiXK(p))izr обозначается просто U x K ( р).

Пусть of — пучок на G x K  (р), V вписано в U, l£ C f {U X K  (р), <У’). 
Тогда \ | V x К{р) есть обычное ограничение относительно вписываю­
щего отображения т.

р
Пусть of — когерентный 0-пучок на GX К  (р), 0  —> cf -+ 0 — резоль­

вента для of над G x K (p ) ,  и пусть $=($/„.....4 ) — элемент из CS(UX
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Х К  (р), &). Тогда для каждого is определена норма Грауэрта 
11̂ 0. .... *s !(//„, ...,i р (определение 1.1.3). Определим теперь в Cs(Ux 
X  К  (р), <̂ ) псевдонорму.

О п р е д е л е н и е  (2.2.2) (норма Грауэрта). Пусть £ =  (?ioi ...,/) — 
элемент из Cs {U xK  (р), Д). Положим

IIM U = suplH <0...../J|yio_ i

(Если К  (р) есть просто точка, то вместо \ Цир мы будем писать ЦЕЦу.)

Т е о р е м а  (2.2.3). Условие:
О — открытое голоморфно выпуклое м нож ест во в Сп,
О' — относительно ком пакт ное подм нож ест во G,
U — конечное штейново покрытие О 1),
V — конечное открытое семейство, покрывающее G', строго 

вписанное в U .
У т в ер ж д ен и е :  (i) Д л я  к а ж д о г о  i ( z Z ° ( U x K { р), 0 Р) имеет  

мест о неравенст во
1 Ч 0 'Х А Г (р )К 1 1 | „ г

р
Д л я  к а ж д о г о  s€N , s > 0 , существует конст ант а  О, 

т а к а я ,  что имеет  место следую щ ее:
Д л я  к а ж д о г о  %€.Zs(U xK {p),  0 р) существует ri£Cs~l (VXК(р),<Эр), 

т акое ,  что Ь-q =  % 1 1/Х/С(р) и jh|i/p<^^I^l(/p (к он ст ан т а  М не  
зависит от  р).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (1) I =  (£,)G Z °(U X К (р), 0 Р) можно счи­
тать сечением из Г  (ОхЛГ(р), 0 Р) и поэтому можно разложить в сте­
пенной ряд

' - 2 * ..... Д Ь Т - G )
над GX/C(p). По определению 1.1.3

| | £ | 0 ' Х А Г ( р ) | 0 ' sup | 5 х , .......х ||о'
р

и по определению (2 .2 .2)
1 И и =  SUP SUP 1 ^».....-Lm\ui ■Ш (*ь .... Xm)

Утверждение (i) следует из неравенства

.....x jG '< !S x 1(...,xJ|u(/i =  Ŝ P ^ X‘.....

(И) Докажем сначала частный случай.

Л е м м а  (2.2.3.1). Условие то ж е ,  что и в т е о р ем е  (2.2.3) 
У т в ер ж д ен и е :  Д л я  к а ж д о го  s 6 N, s > 0 , существует кон­

ст ант а М^> 0 , т а к ая , что имеет место следую щ ее:
Д л я  к а ж д о г о  %(zZs {U, Qp) существует,  x)^Cf_ 1 (V, 0 Р), т а к о е ,

что 5т] =  $|К и 1 х11к<^И ||1г/- .
Из (2.2.1) следует, что Г (U’io, ... ,is, 0 Р) есть пространство Фреше.

Поэтому
CS(U, 0 Р) =  Л Г 0 Р)-

*) Покрытие U называется штейновым, если каждое Ui голоморфно выпукло.
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как произведение конечного числа пространств Фреше (/ предпола­
гается конечным) есть пространство Фреше. Далее, Z S(U , Qp) как ядро 
кограничного оператора также является пространством Фреше. Пусть 
к] £ О  ~ 1 {U , Ор), тогда через || -ц |к обозначим || tj | V |к. Очевидно, что | \\v 
есть 5-норма в <Д_ 1 (Г/, Qp) и || ]|у есть о-норма в Z S(U, Qp). Из тео­
ремы В и теоремы Лере следует, что непрерывное линейное отобра­
жение 8: С*- 1  (U , Ор) —> Z s (U , Qp) сюръективно. Поэтому из леммы (2.1.3) 
сразу следует ( 1 .2 .3.1).

Для окончательного доказательства (ii) разложим каждый коцикл

в степенной ряд по степеням —  и применим к коэффициентамPi Р m
лемму (2 .2 .3 .1 ).

2 .3 . Теорема В для ограниченных когомологий когерентного 
подпучка с: Qq

Л е м м а  (2.3.1). У слови е :
О" — голоморфно выпуклое открытое м нож ест во в С",
О — относительно компакт ное открытое подм нож ест во  

в G"
h0: Qpt—>Qpo — морфизм над  О" X  К (р0).
У т в ер ж д ен и е :  Д л я  к а ж д о го  р*<Д р0 существуют голоморфно  

выпуклое от крыт ое м н ож ест во  G*, т акое, что О" G* zdo  О, 
и конечная  цепь сизигий

О —> Qpi —> 0 p/ - i - , ... ->QPl- l  Qpo

н ад  G* Х К  (Ро).

Д о к а з а т е л ь с т в о .

Л е м м а  (2 .3 .1 .l ) z. У словие то ж е ,  что и в л ем м е  (2.3.1). 
У т в ер ж д ен и е :  Д л я  к а ж д о г о  р*<[ р0 существуют

1 ) pi, р ; < р , < Р о .
2 ) голоморфно выпуклое открытое м нож ест во Qt, <2 " з  id 

э э  (?( э э  О,
3) цепь сизигий

h0
Q pl _>  Q pt-1  Q Pi—> QPa

н а д  Gt X  К  (рД
Покажем, что (2.3.1.1)г_ х =#*(2.3.1.1)г.
Известно, что существует голоморфно выпуклое множество Gt, 

такое, что C?2_ i :d :d  Gt гзгэ G. Теорема А применительно к G ^ X K (Р ц )  
дает над Qt X  К  (рг), р^< P2<  Pi-i Цепь сизигий

Й0
Q pt Q pl - i  0Р> 0 р о #

Из теоремы Гильберта о сизигиях и леммы (2.3.1.1)/ для всех I 
следует лемма (2.3.1).

В дальнейшем, особенно в гл. 3, часто применяется следующий 
результат, который здесь приводится без доказательства.

Т е о р е м а  (2.3.2). Условие-.
X  — н ор м ал ьн ое  топологическое прост ранст во,
F  — зам кнут ое подм нож ест во в X ,
U =  (U ;) ie/ — конечное семейство открытых подм нож ест в X,  

покрывающ ее F .
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У т вер ж ден и е :  Существует семейство V =  (l/{)ie/ (с тем ж е  
м нож ест вом  индексов) открытых подм нож ест в X , п о к р ы в а ю ­
щее F  и т акое , кто V-i c . U l д л я  к а ж д о г о  i £ l .

В дальнейшем все покрытия будут предполагаться конечными. 
Нам потребуется также несколько измененная форма классической 
леммы Лебега.

Л е м м а  Л е б е г а  (2.3.3). У словие :
X  — ком пакт ное м ет рическое  прост ранст во,
F  — зам кнут ое подм нож ест во в X ,
U  =  (£/г)|6 / — сем ейст во открытых 'множеств из X , п окры ­

вающ ее F .
У т вер ж ден и е :  Существует т акое, что д л я  к а ж д о г о

п одм н ож ест ва  О с  X  имеет  мест о следую щ ее :
Если  diam ((?)< > . и Of\F Ф 0 ,  то существует  /£/,  т акое,  

что О с с  U t.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности будем считать 

покрытие U =  {U 1)1 g*/ конечным.
Из теоремы (2.3.2) следует существование „сжатия” U ' =  (£/!)< 6 / 

покрытия U и „сжатия" U" =  (U"i )iq i  покрытия U', покрывающих F .  
Существует 8 > 0  со следующим свойством: если O d X ,  d iam (< 3)< 8
и GPiF ф 0 ,  то О с  U У/. Положим U*  = С  ((J U% ) тогда (U' ,U*) N

i e i  i e i
образуют покрытие X .  Вследствие классической леммы Лебега сущ е­
ствует число К 8 > Х > 0 , такое, что если О а  X  и d i a m ( G ) < A ,  то 
существует элемент V покрытия (U ', U*), содержащий О. Если теперь 
d ;C  A", diam(G)<CX и О [)F  Ф 0 ,  то Of\U* =  0  и, следовательно, 
сущ ествует i С /, такое, что О d U i  d d U t.

Л е м м а  (2.3.4). Условие:
О, С  — ограниченные открытые м н ож ест в а  в С", O ' c c G ,
U =  (U()(qi — конечное семейст во открытых м н ож ест в  из О, 

покрывающ ее О',
h: 0 р —»0 ? — морфизм н ад  О Х  К (р0).
У т верж ден и е :  Существуют:
1 ) конечное семейство К  = * { К п о л и ц и л и н д р о в ,  п о к р ы в а ­

ющее О', строго вписанное в U ,
2) т реугольное  м нож ест во  А (8и . . . ,  Ьт),
3) о т о б р а ж е н и е  М: А (8  ̂ . . . ,  8m) —* R +,

т аки е ,  что д л я  к а ж д о г д  р€ Д( 8Ь ... , 8т ) имеет м ест о следую щ ее:  
Д л я  к а ж д о г о  t£ C °  (К  X  К { р), tm h), т акого , что Щ К9<фх>,суще­

ствует %*$Са{ К х К  (р), 0 р), т акое , что А (?*) =  £ и |j£*j/rP <  М  (р)||?))*> 
Добавление. Пусть, кроме того, 0 ?/imA является ^-правильным. 

Тогда М  можно выбрать не зависящим от pt.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме Лебега (2.3.3) сущ ествует Х^>0 , 

такое, что для каждого V с  G, diam(Vr) < ;x ,  имеет место следующее: 
V f i G ' Ф 0  => существует /£/,  такое, что V d d U t.

Из теоремы (1.4.4) следует: для каждой точки (л;, 0 ) € ( ? '  X  К  (р0) 
существует треугольное множество А* =  А (81л. , . . . ,  8mv, 0т+1лг, ... 
. . . ,Ь т + пх) и отображение М х: йх —» R +, такие, что утверждение (1.4.4) 
выполняется для h. _

Для каждой точки х £ 0 '  выберем вектор г х =  (г1л. , . . . ,  r nx) £ R " ,  
такой, что diam (К (х ,  r j ) <  А (К  (х, г х) — полицилиндр с центром
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в точке х  и полирадиусом г х) и rax< 9 m + atX, r ^ Ux< 0 m + п- и (гпх) , ... 
. . . ,  r u <^0m + ! (гпх, . . . ,  г2х). Существует конечное множество (xj)}&j 
точек из О', таких, что К  =  (K j)j  е J, К } =  К  (Xj, r X j) — семейство,
покрывающее О'. Из (2.3.3) следует, что К  даже строго вписано в U . 
Положим теперь А} =  A(8и- , . . . ,  bmj), где 8V/(pl f . . . ,  pv_ ,) =  \ Xj (rnx., . .  .

- , r 1Xj, Pi,..., Pv-l) и
Л*,: A; -  R+,

где
■ /̂(Pl> ••• > Pm) =  » ••• > ^nxj > Pl> ••• > Pm)’

Тогда A (8j , . . . ,  8m) =  Q  A^(8^ , . . . ,  bm.) — искомое треугольное мно- 
j e J

жество, a M  =  sup — искомая функция. Утверждение леммы и до- 
ie-/

полнение следует теперь непосредственно из теоремы (1.4.4).

Л е м м а  (2.3.5),. Условие:
О — ограниченное голоморфно выпуклое от крыт ое м н о ж е ­

ство в Сп;
О' — относительно ком пакт ное открытое п одм н ож ест во  

в G:
U =  (U,)i£i — конечное штейново покрытие м н ож ест ва  0\ 
О—>Qpt —* 0 р* - ‘ —* ...  —>0 Р‘ —>0 Р<’ — цепь сизигий длины I н ад

G X K (  Ро).
У т верж ден и е :  Существуют:
1) конечное семейство V открытых п одм н ож ест в G, покры­

вающ ее G' и строго вписанное в U ,
2) т реугольное м нож ест во  А (8,, . . . ,  8т ),
3) о т о б р а ж е н и е  M s: A (8„ . . . ,  8m) -*  R + д л я  к а ж д о г о  s £ N  

т акие, что д л я  к а ж д о г о  р € А (8,, . . . ,  8т ) имеет место следую щ ее:
Д л я  к а ж д о г о  i £ Z s (LI х К ( ? ) ,  im h0) и Ц < С 00 существует  

ti€ Z s (V х  К  (р), QPl), т акое , что

Ао(ч) = *|^х/С(р) И N kC ^ U pW L-

Добавление. Если пучок 0л>/1т h0 является ^-правильным, то M s 
можно выбрать не зависящим от р,.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покрытие (£/*)/е/ называется замкнутым 
относительно пересечения, если для каждой пары (/, у ) 6 / 2 существует 
k  С/, такое, что U ltj =  Uk. Пусть х £ N, обозначим через U (s) покры­
тие ( Д ,   П е / Ж ,  при этом ( J — U,C[Uj и U io 

=  ^ , 0 П ••• П U i s .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  (2.3.5), будет вестись индукцией по I: 
{2 .3 .5)0 тривиально. Теперь покажем (2.3.5), =£(2.3.5),.

Так как покрытие U  конечно, то существует s 0 6 N, такое, что 
замкнуто относительно пересечения.

Существует голоморфно выпуклое открытое множество О,, такое, 
что G zdzd G, d d  Q’. Взяв О з з С ? , ,  {/<•*»>, h0: Qp i—*Qp° в качестве 
условия леммы (2.3.4) получим следующее. Существуют:

1 ) конечное семейство полицилиндров К  =  (Кф, строго вписанное 
в £/<*«> и покрывающее (?,,
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2 ) треугольное множество А (81, . . . , 8̂ ) . .
3) отображение М: А (8ь — R +,

такие, что для каждого р£ Д(&1,... ,Ь'т) выполняется утверждение (2 .3 .4) 
относительно Л0.

Возьмем Q1^ zd G’K  и

О — .. — ©л над G1 X  К  (р0) 

в качестве условий для леммы (2.3.5),_!.
Пусть A (8i Ъ’п) — треугольное множество из (2.3.5)/_ 1. Положим 

А (8ц . . . ,  8т ) =  А (&[, —  8̂ ) П Д (8* , 8т).

Пусть теперь р €  А (8, , . . . ,  8J  и 5 — (&*,,...,/,) € Z* {U X К  (р), im А0)* 
II Ît/p <  сх̂ - Тогда, очевидно,

5|/C .X ^(p) =  (?; )y e / € C 0(/C X/r(p), 1шА0) и

P I^ X (p )k (P)<|t|U.

Из леммы (2.3.4) следует, что существует $ =  (tj)j 6 / € С° (К  X  
X  К  (р), 6 Р,)> такое, что

А0(Т)=Е, «Т|*р < Ж  (р) |« |* р.

Так как покрытие /C(f) можно рассматривать как вписанное в К ,  то 
имеет место следующее:

1 \ К ^  Х К ( р )  =  (ТЛ ..... у,) €  С» (/С<*> X  /С (р>,

| Г | * « > х л г < р ) Ь ,< н и г
Очевидно, что

С Ц К ^  Х К ( р ) , е р>) =  С*(К  Х К ( р )в л ) .
Поэтому можно написать

т] =  8 (? | *('>  х /С (р)) € Z * + 1 (К  X К  ( р ) ,  0 * ) ;  
и получаем следующее:

HIUP< ( s  +  1)И| AT‘*> X К  (р)||лгР-
Из ТОГО, что

К  (ч) =  8 (Л0=(Т)> =  8Е =  О на К  X  К  (р) 
следует даже, что

i j € Z '  + 1 ( * X t f ( p ) ,  imA,).

Из леммы (2.3.5)z_! следует, что существуют строго вписанное в К  
семейство V ,  покрывающее О ', отображение M s+1: A (Sl5 . . . ,  8m) —>R+ и

7| *€Z ' + 1 ( ^ /X / C ( p) , 0 "*).
такие, что

h\ O'!*) — 4 \ V  X К  (р), |h*|H'p<-44* + i(p)hlArr

Пусть семейство V является „сжатием” (2 .3 .2 ) семейства V', покры­
вающего G'. Из теоремы (2.2.3) следует, что существует i € C s (V X 
X К  (р), 0 р,)> такое, что

8Т =  т]*|Кх АГ(р), «т||кр<Ф*1Ь"р.
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Существует константа с' > 0  (1.1.12), такая, что для А, (т)€ 
€ С * ( У  X/С(р), Opt) имеет место неравенство ||Мт)1кР< с ' ||т 1кр-

Положим теперь %* =Д  — АД7) на V X К (р).
Имеем тогда:

16* ||Кр <  М (р) ( 1 +  (s +  2 ) с 'с  М ,  + , (р))

А0 («*)“ Ао(9 +  6,
t* £ Z S(V X К (р), 0 Pl).

Если, кроме того, пучок 0p°/imAo является ^-правильным, отобра­
жение М по дополнению к теореме (1.4.4) можно выбрать не завися­
щим от р,. Так как пучок ©Pi/ 1ш hx =  1ш h0, являющийся подпучком 0 р», 
/^правильный, то по предположению индукции M s + 1 можно выбрать 
не зависящим от рх. Таким образом, дополнение (2.3.5), доказано.

Т е о р е м а  (2.3.6). Условие:
О", О, О’— открытые м н ож ест ва  в Сл, причем О" огран и­

чено и голоморфно выпукло , О голоморфно выпукло и
G ' o d G з з  O ',
U *=(Ut)i е i — конечное штейново покрытие О, h : 0 р —>0 ? ~  

морфизм н ад  О" X  К  (р0).
У т в ер ж д ен и е :  Существуют:
1) конечное семейство V открытых п одм н ож ест в Q, покры ­

ваю щ ее  С  и ст рого вписанное в U,
2) т реугольное м нож ест во  Д (8М . . . ,  ош),
3) о т о б р а ж е н и е  M s: A (S ^ ... ,Ьт) —»R + д л я  к а ж д о г о  s g N ,  

т акие, что д л я  к а ж д о го  р£  A(Sx, ... , 8m) имеет  мест о следую щ ее:
Д л я  к а ж д о го  %^ZS{U X  /С(р), im/z) Р1ур<Соо, существует  

l € Z * ( V  X К  (р), ОД, т акое, что

h { -n ) -% \ v x K {? )  и |Ь1Кр< ж л р ) 1 1̂Ур.

Дополнение. Если пучок Q9j im h является ^-правильным, то М 
можно выбрать не зависящим от pt.

С л е д с т в и е  2.3.7. Условие:
О", О, О' — открытые м н ож ест в а  в Сп, причем  О" огран и ­

чено и голоморфно выпукло, О голоморфно выпукло и
О"  з з  О з з  G' ,
U  =  (£/J i e /  — конечное штейново покрытие О,
®1 — когерентный подпучок пучка Q9 на О" X  К  (р0).
У т в ер ж д ен и е :  Существуют:
1) конечное семейство V открытых п одм нож ест в О, п окры ­

ваю щ ее О’ и строго вписанное в U,
2) т реугольное м нож ест во  Д (8l t . . . ,  8m),
3) о т о б р а ж е н и е  M s: Д (8  ̂ . . . ,  Ьт) —> R + д л я  к а ж д о г о  s £ N ,  

т акие, что д л я  к а ж д о го  р С Д (8) , . . . ,  Ьт) имеет место следующ ее:
Д л я  к а ж д о го  %£ZS (U X  К  (р), 9») ||̂1Ур<Соо существует  

т) С Cs ~ 1 (V X К  (р), ®1), т акое , что

Ъ ^ Ц У Х К ^ )  и h\\vp< ^ s ( p ) n w
Дополнение. Если пучок 0 ?/® 1 является ^-правильным, то M s можно 

выбрать не зависящим от pj.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существуют голоморфно выпуклое открытое 
множество О*, такое, что G " з з  G* з з  <2, и морфизм h: 0 р  —>q9
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над О* X  К (pj), pQ<p„, такой, что 1шА =  ЗЛ. G ' в дальнейшем будет 
голоморфно выпуклым открытым множеством, таким, что б з з ( ? 1 з з  
з з  О'. Подставив 0 * з з О з з ( ? ь £ /  и h: Qp ^ Q *  в условие теоре­
мы (2.3.6), получим треугольное множество Д (8j , . . . ,  8m), отображе­
ние M s и_семейство V x. Пусть семейство V есть „сжатие” V u покры.
вающее G'. Подставим 0[  з з  О', 1 Л з з 1 /  в условие предложе­
ния (2.2.3).

Пусть теперь р € Д ( К - , U -  X  К  (р), ®t) и || S Цс/Р <  со - Из
теоремы (2.3.6) следует , что существует %' ^ Z S(V1 х  АГ (р), 0 Р), та- 
кое, что

Л (Г) = 11 х  /с (р) И H ' k P< ^ ( p ) ls L r
И з предлож ения (4 .2 .9 )  с л е д у е т  сущ ествован ие у  £  Cs~s (V X К  (р) 0 р)„ 
та к о го , что 8у  =  \ V X  К (р) и |У||Кр<  ^Ц&'кр-

Если положить т] =  Л(т)'), то из (1.1.12) следует, что |h|Kp<
I 1иР* Таким образом, 8?) =  ij на V  X  К  (р) и справедли ва оценка

||ч)1Кр< с ' с л и р ) И 1и .

Теперь дополнение к предложению (2.3.7) непосредственно следует 
из дополнения к предложению (2.3.6)

2.4. Теорема В для ограниченных когомологий; произвольного 
когерентного 0-пучка

Т е о р е м а  (2.4.1). Условие:
О", О, Q' — открытые м н о ж е ст в а  в С", О" — ограниченное  

голоморфно выпуклое м н ож ест в о , О — голоморфно выпуклое  
м нож ест во  и О" з з О з з О ' ,

U  =  (Ut)i£/  — конечное штейново покрыт ие О, <3? — к огер ен т ­
ный пучок Q-модулей на О" X К  ( р0).

У т в ер ж д ен и е :  Существуют:
1 ) конечное сем ейст во V от крыт ых подм нож ест в С, покры­

вающ ее О’ и строго вписанное в U,
2) т реугольное м н ож ест во  Д (8j , . . . ,  8m),
3) о т о б р а ж е н и е  M s: Д (Sx, . . . ,  8m) —» R+ д л я  к а ж д о г о  s £ N ,  

т акие, что д л я  к а ж д о г о  р€ Д( 8Х, . . . ,  8т ) имеет  м ест о следующ ее:
(i) д л я  к а ж д о г о  (U X К {?), <?), Ц£|/Р<С°° сп р а вед л и в а

оценка
Щог х к ( Р) 1о ' Р<  Л40 (р) \\4vv

(И) если  5 >  0 , то д л я  к а ж д о г о
% £ Z * { U X K ( Р), л  и |Н1£/р< о о ,  

существует у € (V X К  (р), <&*), т акое ,  что
Х К ( р )  и |Ы|Кр< Ж Д Р)|?||Ур.

Дополнение. Если пучок & является ^-правильным, то M s можно 
выбрать не зависящим от рг

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности можно считать,
а

что над G" X К  (р0) существует резольвента О*-* о? —> 0. Далее суще­
ствует голоморфно выпуклое множество Оь G 3 3 G 1 3 3 G '. Подста.
вив б " з з О з з О ь  U , . k e r a c O ?  в условие следствия (2.3.7), 
получим семейство V ,  треугольное множество Д, отображение

)
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Пусть теперь s £ N ,  р € А, I £ Z s (U X  К  (р), «У) и |S||yp< o o . По 
определению норм (1.1.3) и (2.2.2) существует CS(U X  К (р), 0 ?), 
такое, что «(% )-=  5 и hi||yP<2|S||£/p. Теперь

4 € Z ' + > ( £ / X tf(p) ,  kera) и I H I U < ( 5 + i ) l h J t/p.
По следствию (2.3.7) существует т|2 £ CS(V' X  К  (р), ker а), та­

кое, что
Ч 2 = = Ч И 2||к'р< Л 4, + 1(р) |Ч 1ур-

Тогда Tjj — т|2 € Z s (V' X  К  (р), 0 9). Пусть семейство V есть „сжатие" 
семейства V', покрывающее О'.

Подставим 0 \ im > 0 ' ,  V ,  V (V' без ограничения общности счи­
таем штейновым покрытием) в условие предложения (2.2.3)

(1) для 5 =  0 неравенство || % — \ ||0 'р<  К  — ъ  Цк'р следует из (2.2.3) 
Имеем

a ( î — 2̂) =   ̂ и . l E | G X / f ( p ) | o ' p < h i  — iJalo'p 
и, следовательно,

| Е | 0 ' Х Л ' ( р ) Ц < 2 с ( Н - Ж 1 (Р) ) * 5 Ь р;

(И) для 5 >  0 по (2.2.3) существует 7 £  Cs ~ 1 (И х  К  (р), 0 ?), такое, 
что 87 =  1̂  — Ъ  и |т1кр<с||т,11 — ъЬ 'е-  Положим irj =  a (7). Тогда имеем 
lh lk p < IM k p . Имеем теперь 8т) =  Е, и поэтому

| И Ц КрС 2 с ( 1  +  + 1 (р) (5 4 -

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. G r a u e r t  Н., Ein Theorem der analytischen Garbentheorie und die Modulraume 
Komplexer Strukturen, IHES, Publ. Math., № 5, 1960. Русский перевод в сб. Ком­
плексные пространства, «Мир», М., 1965, стр. 205—299.

2. Э р в е М., Функции многих комплексных переменных, «Мир», М., 1965.
3. G r o t h e n d i e c k  A., D i e u d o n n e  J., Elements de Geometrie Algebrique, 1, Le 

language des Schema, IHES. Publ. Math., № 4.


