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differential equation.
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Abstract.
The article studies various aspects of the existence of solutions to a linear differential equation

of infinite order with constant coefficients. It is noted that earlier researchers did not obtain any
significant results even for a linear differential equation of infinite order with constant coefficients
devoted to the study of boundary value problems. This is primarily due to the fact that there
is no more or less universal method for reducing a differential equation of infinite order to an
infinite system of differential equations, the theory of which was well developed in [3, 5]. The
work is devoted to the consideration of a general differential equation of infinite order

∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑥)𝑦
(𝑗) = 𝑓

(︁
𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︁
boundary value problem with multipoint functional conditions

𝑦(𝑘𝑖−1) (𝑥𝑖,𝑘𝑖) = Φ𝑖,𝑘𝑖

(︁
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︁
,

where 𝑥𝑖,𝑘𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑘𝑖 = 1, 𝑛𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑚 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑛 — finite natural number,
𝑛𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, and 𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑚 = 𝑛;

𝑦(𝑖−1) (𝑥𝑖) = Φ𝑖

(︁
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︁
, 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . .

That is, the problem of reducing one generalized multipoint-functional boundary value
problem for a nonlinear differential equation of infinite order to a boundary value problem
for an infinite system of differential equations is considered by using theories of infinite
definitions and solvability of infinite systems of algebraic equations, substantiated in the works
of Koch and Poincaré [4]. The author uses the method of linear mappings, which establishes
a connection between the space of infinitely differentiable functions 𝐶(∞) (𝑎, 𝑏) and the space
of infinite-dimensional continuous vector functions 𝐶∞ (𝑎, 𝑏) with continuous derivatives on the
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segment [𝑎, 𝑏] with using some given non-singular matrix 𝐴(𝑥) with continuously differentiable
elements. The solution to the problem posed and its derivatives up to infinite order are sought
in the form of some functional series compiled from the matrix 𝐴(𝑥) and elements of the space
𝐶∞ (𝑎, 𝑏). Theorems on the existence and uniqueness of solutions are proved using the results of A.
Poincaré related to the convergence of certain series to ensure the solvability of the corresponding
infinite algebraic systems in the space 𝑙1 [8].

When using Koch conditions for this purpose [3, 9], which provide solutions to such
systems in 𝑙2 order to construct a system of integral-functional equations, after substitution,
the proof of the corresponding theorem is given in space 𝐶∞ (𝑎, 𝑏) with the norm
||𝑦|| = max

𝑎≤𝑥≤𝑏
||𝑦||𝑙2 = max

𝑎≤𝑥≤𝑏

(︀∑︀∞
𝑖=1 |𝑦𝑖(𝑥)|2

)︀1/2 and the necessary metric.

Keywords: differential equation of infinite order, infinite determinants, systems of differential
and algebraic equations, multipoint functional conditions, linear mappings, theorems on the
existence and uniqueness of a solution.

1. Введение

В публикациях [1, 2] приводится библиография известных работ по исследованию
различных аспектов существования решений линейного дифференциального уравне-
ния бесконечного порядка с постоянными коэффициентами. Однако авторы не полу-
чили сколь-нибудь значимых результатов даже для этого уравнения [1], посвященных
исследованию краевых задач. Связанно это прежде всего с фактом отсутствия более-
менее универсального метода сведения дифференциального уравнения бесконечно-
го порядка к бесконечной системе дифференциальных уравнений, теория которых
неплохо разработана [3, 5].

Данная работа посвящена рассмотрению для общего дифференциального урав-
нения бесконечного порядка

∞∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑥)𝑦
(𝑗) = 𝑓

(︀
𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
(1)

краевой задачи с многоточечно-функциональными условиями

𝑦(𝑘𝑖−1) (𝑥𝑖,𝑘𝑖) = Φ𝑖,𝑘𝑖

(︀
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
, (2)

где 𝑥𝑖,𝑘𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑘𝑖 = 1, 𝑛𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, 𝑚 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛}, 𝑛−конечное натуральное
число, 𝑛𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑛}, причем 𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑚 = 𝑛;

𝑦(𝑖−1) (𝑥𝑖) = Φ𝑖

(︀
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
, 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . . (3)

Краевая задача в такой постановке еще никем не рассматривалась.
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Функции 𝑎𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, .., 𝑦(𝜈−1), . . .) считаются непрерывными по
своим аргументам в области 𝐷 : {|𝑦(𝑖)| ≤ 𝑑𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} (см. [3]) и допус-
кается выполнение неравенства⃒⃒

𝑓
(︀
𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀⃒⃒
≤𝑀, (4)

𝑀 — некоторое число, и условия Липшица

|𝑓 (𝑥, 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝜈 , . . .)− 𝑓 (𝑥, 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝜈 , . . .)| ≤ 𝐿(𝑥)
∞∑︁
𝑖=1

|𝑢𝑖 − 𝑣𝑖| , (5)

Для любых 𝑢 = (𝑢𝑖)
∞
𝑖=1 , 𝑣 = (𝑣𝑖)

∞
𝑖=1 ∈ 𝐷, 𝐿(𝑥) — непрерывная на [𝑎, 𝑏] функция.

2. Методы

Решение задачи (1)–(3) будем искать в пространстве 𝐶(∞) (𝑎, 𝑏) бесконечно

непрерывно-дифференцируемых функций 𝑦(𝑥) с нормой ||𝑦|| = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

∞∑︀
𝑖=1

⃒⃒
𝑦(𝑖−1)(𝑥)

⃒⃒
и

соответствующей метрикой. Естественно, значения 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), . . . , 𝑦(𝜈−1)(𝑥), . . . при
𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] не должны выходить из области

⃒⃒
𝑦(𝑖−1)(𝑥)

⃒⃒
≤ 𝑑𝑖−1, 𝑖 = 1, 2, . . .

Допускается, что функционалы Φ𝑖,𝑘𝑖 ,Φ𝑖 по 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . . непрерывны
(см. [3, 5]) и для любой функции 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶(∞) (𝑎, 𝑏) ограничены, т. е.⃒⃒

Φ𝑖,𝑘𝑖

(︀
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀⃒⃒
≤𝑀𝑖,𝑘𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚.⃒⃒

Φ𝑗

(︀
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀⃒⃒
≤𝑀𝑗, 𝑗 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . . ,

(6)

а также при произвольном подборе двух функций 𝑢(𝑥), 𝜐(𝑥) ∈ 𝐶(∞) (𝑎, 𝑏) имеют место
условия типа Липшица⃒⃒

Φ𝑖,𝑘𝑖

(︀
𝑢, 𝑢′, . . . , 𝑢(𝜈−1), . . .

)︀
− Φ𝑖,𝑘𝑖

(︀
𝑣, 𝑣′, . . . , 𝑣(𝜈−1), . . .

)︀⃒⃒
≤ 𝐿𝑖,𝑘𝑖||𝑢− 𝑣||, 𝑖 = 1,𝑚,⃒⃒

Φ𝑖

(︀
𝑢, 𝑢′, . . . , 𝑢(𝜈−1), . . .

)︀
− Φ𝑖

(︀
𝑣, 𝑣′, . . . , 𝑣(𝜈−1), . . .

)︀⃒⃒
≤ 𝐿̃𝑖||𝑢−𝑣||, 𝑖 = 𝑛+1, 𝑛+2, . . . (7)

𝑀𝑖,𝑘𝑖 ,𝑀𝑗, 𝐿𝑖,𝑘𝑖 , 𝐿̃𝑖 — некоторые числа.
Теперь возьмем пространство бесконечномерных непрерывно-

дифференцируемых вектор-функций 𝐶 ′
∞ (𝑎, 𝑏) и между его элементами

𝑦(𝑥) = (𝑦𝑖(𝑥))
∞
𝑖=1 и элементами 𝑦(𝑥) пространства 𝐶(∞) (𝑎, 𝑏) устанавливаем вза-

имнооднозначное соответствие путем линейных отображений [6, 7]

𝑦(𝑖−1)(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . , (8)
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с помощью бесконечной невырожденной матрицы 𝐴(𝑥) = (𝑎𝑖𝑗(𝑥))
∞
𝑖,𝑗=1 с непрерывно-

дифференцируемыми на [𝑎, 𝑏] элементами 𝑎𝑖𝑗(𝑥), 𝑖, 𝑗 = 1, 2 . . . Для обеспечения нера-
венства det𝐴(𝑥) ̸= 0 положим 𝑎𝑖,𝑗(𝑥) = 𝑎̃*𝑖,𝑗(𝑥)+𝛿𝑖,𝑗, 𝑎𝑖,𝑖(𝑥) = 𝑎̃*𝑖,𝑖(𝑥)+1, 𝑎𝑖,𝑗(𝑥) = 𝑎*𝑖,𝑗(𝑥),

𝛿𝑖,𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗, и считаем, что функции 𝑎̃*𝑖𝑗(𝑥), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , удовлетворяют всем
ограничениям Коха и Пуанкаре [3, 4] (о них будем говорить позже), позволяю-
щим разрешить бесконечную систему алгебраических уравнений (8) относительно
𝑦𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . , в случае необходимости. Разумеется, мы вынуждены наделять
функции 𝑎𝑖𝑗(𝑥), 𝑦𝑗(𝑥) в (8) всеми необходимыми свойствами, обеспечивающими рав-
номерную сходимость на сегменте [𝑎, 𝑏] всех функциональных рядов из (8) и вновь
полученных путем различных операций. По смыслу формул (8) последовательным
дифференцированием при 𝑖 = 1, 2, . . . и приравниванием результата дифференци-
рования с правой частью последующего равенства, получим бесконечную систему
дифференциальных уравнений

∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗(𝑥)𝑦
′
𝑗(𝑥) =

∞∑︁
𝑗=1

[︀
𝑎𝑖+1,𝑗(𝑥)− 𝑎′𝑖,𝑗(𝑥)

]︀
𝑦𝑗(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . (9)

Для получения (9) использованы равенства

𝑦(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑎1,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥), 𝑦
(𝑘)(𝑥) =

∞∑︁
𝑗=1

[︀
𝑎′𝑘+1,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥) + 𝑎𝑘+1,𝑗(𝑥)𝑦

′
𝑗(𝑥)

]︀
, 𝑘 = 1, 2, . . .

(10)

Эти выражения подставим в уравнение (1) и сгруппируем соответствующие слагае-
мые, появится еще одно уравнение

∞∑︁
𝑗=1

𝑎0,𝑗(𝑥)𝑦
′
𝑗(𝑥) = 𝑓

(︃
𝑥,

∞∑︁
𝑗=1

𝑎1,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥),
∞∑︁
𝑗=1

𝑎2,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥), . . . ,
∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝜈,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥), . . .

)︃
−

−
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

[︀
𝑎𝑖(𝑥)𝑎

′
𝑖,𝑗(𝑥) + 𝑎0(𝑥)𝑎1,𝑗(𝑥)

]︀
𝑦𝑗(𝑥). (11)

Объединяя (9) и (11) составим новую систему
∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗(𝑥)𝑦
′
𝑗(𝑥) = 𝑓𝑖 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) , 𝑖 = 0, 1, 2, . . . (12)

где

𝑎0,𝑗(𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥)𝑎𝑖,𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . .

«Таврический вестник информатики и математики», №3 (64)’ 2024
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𝑓𝑖 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑓

(︃
𝑥,

∞∑︀
𝑗=1

𝑎1,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥),
∞∑︀
𝑗=1

𝑎2,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥), . . . ,
∞∑︀
𝑗=1

𝑎𝜈,𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥), . . .

)︃
+

+
∞∑︀
𝑗=1

𝑏𝑗(𝑥)𝑦𝑗(𝑥), 𝑖 = 0,

∞∑︀
𝑗=1

[︀
𝑎𝑖+1,𝑗(𝑥)− 𝑎′𝑖,𝑗(𝑥)

]︀
𝑦𝑗(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . .

(13)

Если обозначить 𝑎*𝑖,𝑗(𝑥) = 𝑎𝑖−1,𝑗(𝑥) − 𝛿𝑖,𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝛿𝑖,𝑗 = 1 для 𝑖 = 𝑗 и 𝛿𝑖,𝑗 = 0

при 𝑖 ̸= 𝑗, то по (12) запишем бесконечную систему алгебраических уравнений отно-
сительно 𝑦′𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . .

∞∑︁
𝑗=1

[︀
𝑎*𝑖,𝑗(𝑥) + 𝛿𝑖,𝑗

]︀
𝑦′𝑗(𝑥) = 𝑓𝑖−1 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) , 𝑖 = 1, 2, . . . (14)

с бесконечным определителем из элементов матрицы 𝐴*(𝑥) =
(︀
𝑎*𝑖,𝑗(𝑥) + 𝛿𝑖,𝑗

)︀∞
𝑖,𝑗=1

:

det𝐴*(𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑎*1,1(𝑥) + 1 𝑎*1,2(𝑥) 𝑎*1,3(𝑥) . . . 𝑎*1,𝜈(𝑥) . . .

𝑎*2,1(𝑥) 𝑎*2,2(𝑥) + 1 𝑎*2,3(𝑥) . . . 𝑎*2,𝜈(𝑥) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑎*𝜈,1(𝑥) 𝑎*𝜈,2(𝑥) 𝑎*𝜈,3(𝑥) . . . 𝑎*𝜈,𝜈(𝑥) + 1 . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
. (15)

Пусть следующий двойной функциональный ряд
∞∑︁

𝑘,𝑠=1

⃒⃒
𝑎*𝑘,𝑠(𝑥)

⃒⃒
(16)

для всех 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] сходится. В этом случае бесконечный определитель из (15) сходится
и определитель п-го порядка

det𝐴*
𝑛(𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
𝑎*1,1(𝑥) + 1 𝑎*1,2(𝑥) . . . 𝑎*1,𝑛(𝑥)

𝑎*2,1(𝑥) 𝑎*2,2(𝑥) + 1 . . . 𝑎*2,𝑛(𝑥)

. . . . . . . . . . . .

𝑎*𝑛,1(𝑥) 𝑎*𝑛,2(𝑥) . . . 𝑎*𝑛,𝑛(𝑥) + 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ (17)

стремиться при 𝑛→ ∞ к определителю det𝐴*(𝑥), т. е.

lim
𝑛→∞

det𝐴*
𝑛(𝑥) = det𝐴*(𝑥), (18)
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что следует из абсолютной сходимости бесконечного определителя (15) по признаку
А. Пуанкаре [3, 5, 8]. Из сходимости двойного функционального ряда (16) следует
сходимость бесконечных определителей det𝐴*

𝑘(𝑥)и справедливость равенств

det𝐴*
𝑘(𝑥) = lim

𝑛→∞
det𝐴*

𝑛,𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2, . . . , (19)

где определитель det𝐴*
𝑛,𝑘 получается из определителя det𝐴*

𝑛(𝑥) заменой 𝑘-го столбца
столбцом из правых частей (14). К тому же определители det𝐴*

𝑘(𝑥) для каждого зна-
чения 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] будут ограниченными. Допустив, что в области определения функций
𝑓𝑖−1 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) выполняется условие

sup
𝑖
{|𝑓𝑖−1 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) |} ≤𝑀*(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . (20)

где 𝑀*(𝑥) — ограниченная на [𝑎, 𝑏] функция, из (14) находим

𝑦′𝑘(𝑥) =
det𝐴*

𝑘(𝑥)

det𝐴*(𝑥)
, 𝑘 = 1, 2, . . . , (21)

предположив
det𝐴*(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. (22)

При этом для каждого значения 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

sup
𝑘
{|𝑦′𝑘(𝑥)|} <∞, 𝑘 = 1, 2, . . . (23)

и

det𝐴*
𝑘(𝑥) =

∞∑︁
𝑗=1

𝐴*
𝑗,𝑘(𝑥)𝑓𝑗−1 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) , 𝑘 = 1, 2, . . . , (24)

где 𝐴*
𝑖,𝑘(𝑥) — алгебраическое дополнение элемента

(︀
𝑎*𝑖,𝑘(𝑥) + 𝛿𝑖,𝑘

)︀
матрицы 𝐴*(𝑥). Сле-

довательно, окончательно систему (21) представим в виде

𝑦′𝑘(𝑥) = 𝐹𝑘 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) , 𝑘 = 1, 2, . . . , (25)

𝐹𝑖 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) =

= (det𝐴*(𝑥))−1
∞∑︁
𝑗=1

𝐴*
𝑗,𝑖(𝑥)𝑓𝑗−1 (𝑥, 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), . . . , 𝑦𝜈(𝑥), . . .) , 𝑖 = 1, 2, . . . (26)

3. Результаты

В дальнейших рассуждениях и при исследовании различных краевых задач для
дифференциального уравнения бесконечного порядка (1) система (25) будет играть
главную роль, поэтому покажем, как ее можно получить и по-другому, используя
выводы из работ Коха [3, 9]. По определению Коха бесконечный определитель (15)
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при фиксированном 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] абсолютно сходится, если бесконечное произведение

𝑃 =
∞∏︁
𝑖=1

(1 + 𝑎𝑖,𝑖(𝑥)) (27)

абсолютно сходиться, а также абсолютно сходится сумма всех произведений, кото-
рые получаются из Р с помощью всевозможных перестановок вторых индексов. Для
абсолютной сходимости определителя по Коху достаточно, чтобы сходились ряды

∞∑︁
𝑖=1

|𝑎*𝑖,𝑖(𝑥)|,
∞∑︁

𝑖,𝑘=1

𝑎*2𝑖,𝑘(𝑥). (28)

Эти условия будут соблюдены, если все миноры определителя det𝐴*(𝑥)абсолютно
сходятся, так же, как и суммы

∞∑︁
𝑖=1

∆2
𝑖,𝑘(𝑥),

∞∑︁
𝑘=1

∆2
𝑖,𝑘(𝑥), (29)

где ∆𝑖,𝑘(𝑥) — минор определителя (15), соответствующий 𝑖-ой строке и 𝑘-му столбцу.
Тогда известные свойства конечных определителей справедливы и для бесконечных
определителей и остается в силе предельный переход в (18).

В итоге при фиксированном 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] система (12) обладает единственным реше-
нием 𝑦′𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . в 𝑙2, если {𝑓𝑖} ∈ 𝑙2 и выполняется неравенство (23). Остаются
в силе и формулы (21), (24), (25). Последние утверждения связаны со свойствами
вполне непрерывной формы Гильберта [3, 4, 9].

Итак, уравнение (1) сведено к бесконечной системе дифференциальных уравне-
ний (25) применением линейных преобразований (8). Обратимся к краевым условиям
(2), (3). Равенства (2) отображения (8) переводят в функциональные равенства

∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘𝑖,𝑗 (𝑥𝑖,𝑘𝑖) 𝑦𝑗 (𝑥𝑖,𝑘𝑖) = Φ*
𝑖,𝑘𝑖

(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 . . .) , 𝑘𝑖 = 1, 𝑛𝑖, 𝑖 = 1,𝑚, (30)

где Φ*
𝑖,𝑘𝑖

получаются из Φ𝑖,𝑘𝑖 заменой выражений 𝑦(𝑘𝑖−1)(𝑥) по формулам (8).
Аналогично, из (3) получаем

∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 (𝑥𝑖) 𝑦𝑗 (𝑥𝑖) = Φ*
𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) , 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . . (31)

По самому методу получения (25), (30) и (31) ясно, что каждое решение зада-
чи (1)–(3) будет решением и задачи (25), (30), (31) и наоборот. Поэтому для по-
лучения условий разрешимости задачи (1)–(3) будем исследовать краевую зада-
чу (25), (30), (31). Но должны согласовать следующие моменты: мы намерены
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доказать существование решения 𝑦(𝑥) задачи (1)–(3) так, чтобы числовые значе-
ния 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), . . . , 𝑦(𝜈)(𝑥), . . . при 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] не выходили из области 𝐷, т. е., что-
бы выполнялись неравенства |𝑦(𝑖)(𝑥)| ≤ 𝑑𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . для 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Соответ-
ственно, числовые значения решения 𝑦𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . задачи (25), (30), (31) то-
же должны оставаться в некотором прямоугольнике |𝑦𝑖| ≤ 𝑑*𝑖 , т. е.правые части
𝐹𝑘 (𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) , 𝑘 = 1, 2, . . . , должны быть определены в некоторой области
𝐷* : {|𝑦𝑖| ≤ 𝑑*𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]} и между числами 𝑑𝑖 и 𝑑*𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . ., долж-
ны существовать связи, согласованные формулами (8). Например, можно выбрать
область 𝐷* так, чтобы выполнялись равенства

∞∑︁
𝑗=1

(𝛿𝑖,𝑗 + 𝛽𝑖,𝑗) 𝑑
*
𝑗 =𝑑𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . .

𝛽𝑖,𝑗 = max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑎𝑖,𝑗(𝑥)| − 𝛿𝑖,𝑗, 𝛿𝑖,𝑗 = 1, 𝑖 = 𝑗; 𝛿𝑖,𝑗 = 0, 𝑖 ̸= 𝑗

(32)

и неравенства
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

𝛽𝑖,𝑗 < +∞, det 𝛽 = det (𝛿𝑖,𝑗 + 𝛽𝑖,𝑗)
∞
𝑖,𝑗=1 ̸= 0, (33)

позволяющие из (32) найти

𝑑*𝑗 =

∑︀∞
𝑘=1 𝛽

*
𝑘,𝑗𝑑𝑘

det 𝛽
, 𝑗 = 1, 2, . . . , (34)

𝛽*
𝑘,𝑗 — алгебраические дополнения элементов матрицы 𝛽. При этом числовые ряды

∞∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖−1,
∞∑︁
𝑗=1

𝑑*𝑗 (35)

сходятся.
Таким образом, систему (25) с условиями (30), (31) будем изучать относительно

точек области 𝐷*. Ее простое интегрирование в смысле неопределенного интеграла
дает

𝑦𝑘(𝑥) = 𝐶𝑘 +

𝑥∫︁
0

𝐹𝑘 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡, 𝐶𝑘 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑘 = 1, 2, . . . (36)

Произвольные постоянные 𝐶𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . , подбираем так, чтобы выполня-
лись равенства (30), (31), что приводит к бесконечной системе алгебраически-
функциональных уравнений

∞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗𝐶𝑗 = Φ̃𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) , 𝑖 = 1, 2, . . . , (37)
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где

𝑏𝑛1+𝑛2+...+𝑛𝑝−1+𝑘𝑝,𝑗 = 𝑎𝑘𝑝,𝑗
(︀
𝑥𝑝,𝑘𝑝

)︀
, 𝑘𝑝 = 1, 𝑛𝑝, 𝑝 = 1,𝑚, 𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑚 = 𝑛,

𝑏𝑖,𝑗 = 𝑎𝑖,𝑗 (𝑥𝑖) , 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . . , 𝑗 = 1, 2, . . .
(38)

Φ̃𝑛1+𝑛2+...+𝑛𝑝−1+𝑘𝑝 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) = Φ*
𝑝,𝑘𝑝 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .)−

−
∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑘𝑝,𝑗
(︀
𝑥𝑝,𝑘𝑝

)︀ 𝑥𝑝,𝑘𝑝∫︁
𝑎

𝐹𝑗 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡,

𝑘𝑝 = 1, 𝑛𝑝, 𝑝 = 1,𝑚, 𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑚 = 𝑛,

Φ̃𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) = Φ*
𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .)−

−
∞∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖,𝑗 (𝑥𝑖)

𝑥*
𝑖∫︁

𝑎

𝐹𝑗 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡, 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . . ,

(39)

𝑥*𝑖 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1,𝑘1 , 𝑘1 = 1, 𝑛1, 𝑖 = 1, 𝑛1,

𝑥2,𝑘2 , 𝑘2 = 1, 𝑛2, 𝑖 = 𝑛1 + 1, 𝑛2,

. . . . . . . . .

𝑥𝑚,𝑘𝑚 , 𝑘𝑚 = 1, 𝑛𝑚, 𝑖 = 𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑚−1 + 1, 𝑛,

𝑥𝑖, 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . .

(40)

Запишем (37) в удобном виде для применения ограничений Коха и Пуанкаре
∞∑︁
𝑗=1

(︀
𝛿𝑖,𝑗 + 𝑏*𝑖,𝑗

)︀
𝐶𝑗 = Φ̃𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) , 𝑖 = 1, 2, . . . (41)

Здесь 𝑏𝑖,𝑗 =
(︀
𝛿𝑖,𝑗 + 𝑏*𝑖,𝑗

)︀
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝛿𝑖,𝑗 = 1 при 𝑖 = 𝑗 и 𝛿𝑖,𝑗 = 0 при 𝑖 ̸= 𝑗.

Допускается, что двойной числовой ряд [1] (см. (14))
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

|𝑏*𝑖,𝑗| (42)

сходится и
det𝐵* = det

(︀
𝛿𝑖,𝑗 + 𝑏*𝑖,𝑗

)︀∞
𝑖,𝑗=1

̸= 0, (43)

или при выполнении неравенства (43) числовые ряды (см. (25))
∞∑︁
𝑖

|𝑏*𝑖,𝑖|,
∞∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑏*2𝑖,𝑗 (44)
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сходятся. Все это позволяет из (41) найти 𝐶𝑗 по формулам

𝐶𝑖 = (det𝐵*)−1
∞∑︁
𝑗=1

𝐵*
𝑗,𝑖Φ̃𝑗 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) , 𝑖 = 1, 2, . . . (45)

Эти выкладки сводят задачу (25), (30), (31) к системе интегрально-функциональных
уравнений, после подстановки (45) в (36):

𝑦𝑖(𝑥) = Φ̃*
𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .)+

𝑥∫︁
𝑎

𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, . . . , (46)

где

Φ̃*
𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) = (det𝐵*)−1

∞∑︁
𝑗=1

𝐵*
𝑗,𝑖Φ̃𝑗 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) , 𝑖 = 1, 2, . . . (47)

𝐵*
𝑖,𝑗 — алгебраические дополнения элементов матрицы 𝐵*.

На функцию 𝑓 и функционалы Φ𝑖,𝑘𝑖 ,Φ𝑖 наложены в области 𝐷 ограничения (4)–
(7), которые в области 𝐷* должны отражаться через отображения (8) и на функции
𝐹𝑖 и функционалы Φ̃*

𝑖 из (46) в виде конкретных оценок, выводимых ниже. Из (4),
(13) и (26) имеем

|𝐹𝑖 (𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) | ≤ 𝑀̃𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . (48)

𝑀̃𝑖 =
∞∑︁
𝑗=1

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

⃒⃒
(det𝐴*(𝑥))−1𝐴𝑗,𝑖(𝑥)

⃒⃒
×

×

[︃
𝑀 +

∞∑︁
𝜈=1

(︂
max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑏𝜈(𝑥)|+ max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑎𝑖+1,𝜈(𝑥)− 𝑎′𝑖,𝜈(𝑥)|
)︂
𝑑*𝜈

]︃
, 𝑖 = 1, 2, . . . (49)

Аналогично, из (6), (39) и (47):

|Φ̃𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) | ≤𝑀*
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , (50)

где

𝑀*
𝑛1+𝑛2+...+𝑛𝑝−1+𝑘𝑝 =𝑀𝑝,𝑘𝑝 +

∞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑘𝑝,𝑗
(︀
𝑥𝑝,𝑘𝑝

)︀
|
(︀
𝑥𝑝,𝑘𝑝 − 𝑎

)︀
𝑀̃𝑗, 𝑘𝑝 = 1, 𝑛𝑝,

𝑝 = 1,𝑚, 𝑛1 + 𝑛2 + . . .+ 𝑛𝑝 = 𝑛,

𝑀*
𝑖 =𝑀𝑖 +

∞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑖,𝑗 (𝑥𝑖) | (𝑥*𝑖 − 𝑎) 𝑀̃𝑗, 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . .

(51)

|Φ̃*
𝑖 (𝑦1, 𝑦2, .., 𝑦𝜈 , . . .) | ≤

∞∑︁
𝑗=1

| (det𝐵*)−1𝐵*
𝑗,𝑖|𝑀*

𝑗 = 𝑀̃*
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . (52)
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Для любых векторов 𝑦 = (𝑦𝑖)
∞
𝑖=1 , 𝑧 = (𝑧𝑖)

∞
𝑖=1 из области 𝐷* по условию (5), (7) с

учетом (8) и (13), (26), (39) и (46) получим неравенства

|𝐹𝑖 (𝑥, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .)− 𝐹𝑖 (𝑥, 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝜈 , . . .) | ≤ 𝐿̃𝑖(𝑥)
∞∑︁
𝑗=1

|𝑦𝑖 − 𝑧𝑖|, 𝑖 = 1, 2, . . .

|Φ̃*
𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .)− Φ̃*

𝑖 (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝜈 , . . .) | ≤ 𝐿̃*
𝑖 ||𝑦 − 𝑧||, 𝑖 = 1, 2, . . .

(53)
где

𝐿̃𝑖(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=1

⃒⃒
(det𝐴*(𝑥))−1𝐴*

𝑗,𝑖(𝑥)
⃒⃒
[𝐿(𝑥) + sup

𝑗
|𝑏𝑗(𝑥)|+

+sup
𝑗

⃒⃒
𝑎𝑖+1,𝑗(𝑥)− 𝑎′𝑖,𝑗(𝑥)

⃒⃒
], 𝑖 = 1, 2, . . . (54)

𝐿̃*
𝑖 =

∞∑︁
𝜈,𝑗=1

| (det𝐵*)−1𝐵*
𝑗,𝑖|𝑃𝜈 , 𝑖 = 1, 2, . . .

𝑃𝑛1+𝑛2+...+𝑛𝑝−1+𝑘𝑝 = 𝐿̃𝑝,𝑘𝑝 +
∞∑︁
𝑗=1

⃒⃒
𝑎𝑘𝑝,𝑗

(︀
𝑥𝑝,𝑘𝑝

)︀⃒⃒ 𝑥𝑝,𝑘𝑝∫︁
𝑎

𝐿̃𝑗 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝑘𝑝 = 1, 𝑛𝑝, 𝑝 = 1,𝑚,

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑛𝑘 = 𝑛, 𝑃𝑖 = 𝐿̃𝑖 +
∞∑︁
𝑗=1

|𝑎𝑖,𝑗 (𝑥𝑖)|
𝑥*
𝑖∫︁

𝑎

𝐿̃𝑗 (𝑡) 𝑑𝑡, 𝑖 = 𝑛+ 1, 𝑛+ 2, . . .

(55)

Числовой ряд
∑︀∞

𝑖=1 𝐿̃
*
𝑖 сходится, функциональный ряд

∑︀∞
𝑖=1 𝐿̃𝑖(𝑥) сходится равномер-

но на [𝑎, 𝑏].
Пространство 𝐶∞ (𝑎, 𝑏) бесконечномерных непрерывных вектор-функций содер-

жится в 𝐶 ′
∞ (𝑎, 𝑏). В нем норму определим по одной из формул ||𝑦|| = max

𝑎≤𝑥≤𝑏

∑︀∞
𝑖=1 |𝑦𝑖(𝑥)|

или ||𝑦|| = sup
𝑖

{︂
max
𝑎≤𝑥≤𝑏

|𝑦𝑖(𝑥)|
}︂
, 𝑖 = 1, 2, . . . , с соответствующими метриками. Возьмем

множество 𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏) ⊂ 𝐶∞ (𝑎, 𝑏), элементы которого (𝑦𝑖(𝑥))

∞
𝑖=1 обладают следующим

свойствами:

|𝑦𝑖(𝑥)| ≤ 𝑃 *
𝑖 , 𝑃

*
𝑖 = 𝑀̃*

𝑖 + 𝑀̃𝑖𝜆𝑖, 𝜆𝑖 = max{𝑥*𝑖 − 𝑎, 𝑏− 𝑥*𝑖 }, (56)

𝑃 *
𝑖 ≤ 𝑑*𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . (57)

|𝑦𝑖 (𝑥′)− 𝑦𝑖 (𝑥
′′) | ≤ 𝑙𝑖|𝑥′ − 𝑥′′|, 𝑙𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑥′, 𝑥′′ ∈ [𝑎, 𝑏], (58)

∞∑︁
𝑖=1

𝑙𝑖 < +∞. (59)

Множество 𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏)замкнуто и выпукло в 𝐶∞ (𝑎, 𝑏). Из-за (61)–(64) вектор-функции

𝑦𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . , из 𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏)образует равномерно ограниченное и равностепенно

непрерывное семейство вектор-функций. Значит, 𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏) компактно [4].

“Taurida Journal of Computer Science Theory and Mathematics”, 2024, 3



55

Рассмотрим теперь нелинейный интегро-функциональный оператор

𝐴𝑦 = (𝐴𝑖𝑦)
∞
𝑖=1 , 𝑦 = (𝑦𝑖(𝑥))

∞
𝑖=1 , (60)

𝐴𝑖𝑦 = Φ̃*
𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) +

𝑥∫︁
𝑥*
𝑖

𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, . . . (61)

из правых частей (46). В силу (56), (57) он определен на 𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏). Покажем, что

𝐴𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏)⊂𝐶*

∞ (𝑎, 𝑏). Выполнение неравенств

|𝐴𝑖𝑦(𝑥)| ≤ 𝑃 *
𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . (62)

непосредственно следует из (61), если учесть (48) и (52).
Пусть 𝑥′, 𝑥′′ ∈ [𝑎, 𝑏]. Из (62) получим разности и их оценки (см. (45)):

|𝐴𝑖𝑦 (𝑥
′)− 𝐴𝑖𝑦 (𝑥

′′)| =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥′∫︁
𝑎

𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡−
𝑥′′∫︁
𝑎

𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑥′∫︁
𝑥′′

𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑀̃𝑖|𝑥′ − 𝑥′′|, 𝑖 = 1, 2, . . . (63)

т. е.выполняются и условия (58), (59) при 𝑙𝑖 = 𝑀̃𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . так как числовой∑︀∞
𝑖=1 𝑀̃𝑖 сходится по неравенствам (57).
Таким образом оператор 𝐴 преобразует 𝐶*

∞ (𝑎, 𝑏) в себя. Его непрерывность следу-
ет из непрерывности функций 𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡)), как сумм равномерно схо-
дящихся функциональных рядов по причине соответствующих ограничений на функ-
ции 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .), 𝑎𝑗(𝑥), 𝑎𝑖,𝑗(𝑥) и непрерывности функционалов Φ𝑖,𝑘𝑖 ,Φ𝑖 и
их ограниченности.

Следовательно, непрерывный оператор А преобразует компактное выпуклое мно-
жество 𝐶*

∞ (𝑎, 𝑏) в себя и по теореме Шаудера [4] имеет в 𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏) неподвижную точ-

ку, что равносильно существованию решения системы (46). Метод построения этой
системы позволяет утверждать, что выражения из (8) будут решением и его произ-
водными бесконечного порядка краевой задачи (1)–(3).

Теорема 1. Пусть выполнены следующие условия:
1) функции 𝑎𝑗−1(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑓

(︀
𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
и функционалы

Φ𝑖,𝑘𝑖

(︀
𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
, Φ𝑖

(︀
𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
непрерывны по совокупности

аргументов в области 𝐷 и справедливы неравенства (4), (6);
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2) дана невырожденная бесконечная матрица 𝐴(𝑥) = (𝑎𝑖,𝑗(𝑥))
∞
𝑖,𝑗=1 с непрерывно

дифференцируемыми элементами на сегменте [𝑎, 𝑏];
3) функции 𝑎𝑗−1(𝑥), 𝑎𝑖,𝑗(𝑥), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , и числа 𝑀,𝑀𝑖,𝑘𝑖 , 𝑀𝑗 и 𝑑*𝜈 соответ-

ственно из (4), (6) и (34), (49) таковы, что ряды из (16), (33), (35), (42) сходятся
и выполнены (22), (33), (43) и (57).

Тогда задача (1)–(3) имеет по крайней мере одно решение 𝑦(𝑥) ∈ 𝐶(∞) (𝑎, 𝑏).

Доказательство теоремы содержится в приведенных выше рассуждениях.

4. Обсуждение

Естественно, единственность решения задачи (1)–(3) вытекает из единственности
решения задачи (25), (30), (31) по формулам (8) или тоже самое, из единственности
решения интегрально-функциональной системы (46). Пусть последняя имеет два ре-
шения 𝑦 = (𝑦𝑖(𝑥))

∞
𝑖=1 , 𝑧 = (𝑧𝑖(𝑥))

∞
𝑖=1 . Ограничения (53) из (46) позволяют получить

оценки
|𝑦𝑖(𝑥)− 𝑧𝑖(𝑥)| ≤

⃒⃒⃒
Φ̃*

𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .)− Φ̃*
𝑖 (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝜈 , . . .)

⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥∫︁
𝑥*
𝑖

[𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .)− 𝐹𝑖 (𝑡, 𝑧1 (𝑡) , 𝑧2 (𝑡) , . . . , 𝑧𝜈 (𝑡) , . . .)] 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ ≤

≤ 𝐿̃*
𝑖 ||𝑦 − 𝑧||+

𝑥*
𝑖∫︁

𝑎

𝐿̃𝑖 (𝑡)
∞∑︁
𝑗=1

|𝑦𝑖 (𝑡)− 𝑧𝑖 (𝑡) |𝑑𝑡|+
𝑥∫︁

𝑎

𝐿̃𝑖 (𝑡)
∞∑︁
𝑗=1

|𝑦𝑖 (𝑡)− 𝑧𝑖 (𝑡) |𝑑𝑡, (64)

max
𝑎≤𝑥≤𝑏

∞∑︁
𝑖=1

|𝑦𝑖(𝑥)− 𝑧𝑖(𝑥)| ≤

⎡⎢⎣ ∞∑︁
𝑖=1

𝐿̃*
𝑖 +

∞∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ 𝑥*

𝑖∫︁
𝑎

𝐿̃𝑖 (𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒
⎤⎥⎦ max

𝑎≤𝑥≤𝑏

∞∑︁
𝑖=1

|𝑦𝑖(𝑥)− 𝑧𝑖(𝑥)|+

+

𝑥∫︁
𝑎

∞∑︁
𝑖=1

𝐿̃𝑖 (𝑡)
∞∑︁
𝑗=1

|𝑦𝑖 (𝑡)− 𝑧𝑖(𝑡)|𝑑𝑡 (65)

|𝑦 − 𝑧| ≤ 𝑃 ||𝑦 − 𝑧||. (66)

Отсюда, если

𝑝 =
∞∑︁
𝑖=1

⎡⎢⎣𝐿̃*
𝑖 + 2

𝑥*
𝑖∫︁

𝑎

𝐿̃𝑖 (𝑡) 𝑑𝑡+

𝑏∫︁
𝑥*
𝑖

𝐿𝑖 (𝑡) 𝑑𝑡

⎤⎥⎦ < 1, (67)

то ||𝑦 − 𝑧|| = 0 и 𝑦(𝑥) = 𝑧(𝑥), 𝑦𝑖(𝑥) = 𝑧𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, . . . Просуммировав (64) и сразу
применив лемму Гронуолла в место неравенства (67) можно использовать следующее
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неравенство
∞∑︁
𝑖=1

⎡⎢⎣𝐿̃*
𝑖 +

𝑥*
𝑖∫︁

𝑎

𝐿̃𝑖 (𝑡) 𝑑𝑡

⎤⎥⎦ exp

⎛⎝ ∞∑︁
𝑖=1

𝑏∫︁
𝑎

𝐿̃𝑖 (𝑡) 𝑑𝑡

⎞⎠ < 1. (68)

Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:

1) функция 𝑓
(︀
𝑥, 𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
и функционалы Φ𝑖,𝑘𝑖

(︀
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
,

Φ𝑖

(︀
𝑦, 𝑦′, . . . , 𝑦(𝜈−1), . . .

)︀
в области 𝐷 удовлетворяют условиям Липшица (5) и (7);

2) функции 𝑎𝑗(𝑥), 𝑗 = 0, 1, . . . , из уравнения (1), элементы 𝑎𝑖,𝑗(𝑥), 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . .,
матрицы 𝐴(𝑥), функции 𝐿(𝑥) из (5) и числа 𝐿𝑖,𝑘𝑖 , 𝐿̃𝑖 из (7) таковы, что числовые

ряды
∞∑︀
𝑖=1

𝐿̃*
𝑖 ,

∞∑︀
𝑖=1

𝑥*
𝑖∫︀

𝑎

𝐿̃𝑖 (𝑡) 𝑑𝑡,
∞∑︀
𝑖=1

𝑏∫︀
𝑥*
𝑖

𝐿̃𝑖 (𝑡) 𝑑𝑡 сходятся;

3) выполняется неравенство (67) или (68).
Тогда в условиях теоремы задача (1)–(3) имеет только единственное решение.

5. Заключение

Функционально-интегральная система вида (46) удобна для исследования мето-
дами функционального анализа. К ней можно применить принципы сжатого отоб-
ражения Красносельского М. А. Она подробно исследована в монографии [5] для
различных выражений функционалов Φ̃*

𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) с обоснованием прибли-
женных методов нахождения решений отдельных краевых задач с указанием путей
продолжения решения на бесконечный интервал [𝑎,+∞) и в обобщенном банаховом
пространстве [4].

Теорема 1 доказана применением результатов А. Пуанкаре, связанных со сходи-
мостью рядов (16), (33), (42) для обеспечения разрешимости соответствующих бес-
конечных алгебраических систем в пространстве 𝑙1 [8]. При использовании условий
Коха (28) с этой целью [3, 9], дающих решения таких систем в 𝑙2 для построения
системы (46), доказательства соответствующей теоремы приводится в пространстве
𝐶∞ (𝑎, 𝑏) с нормой ||𝑦|| = max

𝑎≤𝑥≤𝑏
||𝑦(𝑥)||𝑙2 = max

𝑎≤𝑥≤𝑏
(
∑︀∞

𝑖=1 |𝑦𝑖(𝑥)|2)
1
2 и необходимой метри-

кой. Тогда условия разрешимости задачи (1)–(3) с ее параметрами согласовываются
с этим замечанием.

Каждый раз приходится обращаться к разрешимости бесконечной системы
алгебраическо-функциональных уравнений, что значительно осложняет процесс.
Можно привести некоторое упрощение. Равенства (30), (31) без особого труда можно
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свести к равенствам (см. (38)–(40))
∞∑︁
𝑗=1

𝑏𝑖,𝑗𝑦𝑗 (𝑥
*
𝑖 ) = Φ̃𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) , 𝑖 = 1, 2, . . . (69)

или

𝑦𝑖(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗𝑦𝑗 (𝑥𝑖) + Φ̃1,𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .) , 𝑖 = 1, 2, . . . (70)

𝛼𝑖,𝑗 =

{︃
−𝑏−1

𝑖,𝑖 𝑏𝑖,𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . .

0, 𝑖 = 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . .
(71)

Тогда вместо системы (46) получается бесконечная система с нагруженными ча-
стями

𝑦𝑖(𝑥) =
∞∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗𝑦𝑗 (𝑥𝑖) + Φ̃1,𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .)+

+

𝑥∫︁
𝑎

𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, . . . , (72)

которая исследуется также как и система (46). В частности, такой подход применя-
ется и при det𝐵* = 0 в (43). Например, когда (см. (48), (50), (56))

∞∑︁
𝑖=1

sup
𝑗
{|𝛼𝑖,𝑗|} < 1, (73)

∞∑︁
𝑗=1

|𝛼𝑖,𝑗|𝑑*𝑗 + |𝑏−1
𝑖,𝑖 |𝑀*

𝑖 + 𝑀̃𝑖𝜆𝑖 ≤ 𝑑*𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , (74)

оператор

𝐴1,𝑖𝑦 =
∞∑︁
𝑗=1

𝛼𝑖,𝑗𝑦𝑗 (𝑥𝑖) , 𝑖 = 1, 2, . . . (75)

в 𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏) будет оператором сжатия, а оператор (по теореме 1)

𝐴2,𝑖𝑦 = Φ̃1,𝑖 (𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝜈 , . . .)+

𝑥∫︁
𝑎

𝐹𝑖 (𝑡, 𝑦1 (𝑡) , 𝑦2 (𝑡) , . . . , 𝑦𝜈 (𝑡) , . . .) 𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 2, . . . (76)

вполне непрерывным, поэтому их сумма, равная правой части (72) и отображающая
множество 𝐶*

∞ (𝑎, 𝑏) в множество 𝐶*
∞ (𝑎, 𝑏), по принципу Красносельского М.А. имеет

неподвижную точку, т. е.задача (1)–(3) имеет решение [5].
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