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Аннотация. Работа посвящена некоторому обзору случаев интегрируемости, качественному ис-

следованию и построению общего решения в виде абсолютно и равномерно сходящегося ряда по

малому параметру для некоторого класса комплексных линейных неавтономных обыкновенных

дифференциальных уравнений второго порядка.

1. Предварительные сведения

Ранее при исследовании нестационарного движения относительно центра масс динамически
симметричного твёрдого тела пространственной аэродинамической формы с высокими несущи-
ми свойствами [8, 10, 11, 23, 28–32] при квадратичном законе сопротивления окружающей среды
было получено неавтономное линейное комплексное уравнение второго порядка. В рамках линеа-

ризованной модели аэродинамического воздействия, не учитывающей демпфирующих моментов
аэродинамических сил, выявлено демпфирующее влияние подъемной силы и найдены ограниче-
ния на аэродинамические коэффициенты, соблюдение которых обеспечивает затухание угловых

колебаний тела [15–18,21, 22, 26, 43, 44, 48, 50–52,54, 56, 57, 60].

2. Комплексное неавтономное линейное уравнение второго порядка

Рассмотрим теперь следующее комплексное уравнение:

ÿ +

[

(c2 − c1)v(t) −
(

2− J2
J1

)

ωs2i

]

ẏ+

+

[

[k − (c2 − c1)c1]v
2(t)−

(

1− J2
J1

)

ω2
s2 −

(

1− J2
J1

)

ωs2(c2 − c1)v(t)i

]

y = 0, (1)

где k, c1, c2, J1, J2, ωs2 — положительные постоянные, а действительная функция времени v = v(t)
удовлетворяет уравнению

v̇ = −c1v
2, (2)

при этом оно легко интегрируется:

v(t) =
v0

1 + c1v0t
, v0 = v(0). (3)

При формальном выполнении равенства J2/J1 = 0 данное уравнение имеет общее решение,
выражающееся через конечную комбинацию элементарных функций [32,36, 40, 45–47,53, 58, 59].

Будем исследовать уравнение (1) при достаточно общем естественном условии:

J2
J1

> 0. (4)
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3. Приведённое уравнение и соответствующая неавтономная линейная

комплексная гамильтонова система

Уравнение (1) с помощью замены

y(t) = u0(t)z(t), (5)

где

u0(t) = (1 + c1v0t)
(c1−c2)/2c1 × exp

[(

1− J2
2J1

)

ωs2it

]

, (6)

приводится к виду

z̈ + f(t)z = 0, (7)

где

f(t) =

[

k − (c2 − c1)c1 −
1

4
(c1 − c2)

2

]

v2(t)− 1

2
(c2 − c1)v̇(t) +

1

2
(c2 − c1)ωs2i

J2
J1

v(t) +
1

4

J2
2

J2
1

ω2
s2. (8)

Используя естественные замены, приведем уравнение (7) к следующему виду:

w′′ +
1

c21

[

k − c22
4

+ b1(c2 − c1)
1

v0
eτ − b21

v20
e2τ

]

w = 0, (9)

где

z(t(τ)) = w(τ), (10)

c1τ1 = ln(1 + c1v0t) = τ, (11)

(˙) =
d

dt
= v(t)

d

dτ1
= v(t)c1

d

dτ
= v(t)c1(

′), (12)

d2

dt2
= −c1v̇(t)

d

dτ
+ c21v

2(t)
d2

dτ2
, (13)

b1 =
1

2

J2
J1

ωs2i. (14)

Видно, что введённый параметр b1 становится чисто мнимым.

Уравнение (9) эквивалентно следующей комплексной линейной неавтономной гамильтоновой
системе с одной степенью свободы:

w̃′ = −∂H(w̃, w, τ)

∂w
, w′ =

∂H (w̃, w, τ)

∂w̃
(15)

с гамильтонианом

H (w̃, w, τ) =
w̃2

2
+

[

k

c21
− c22

4c21
+ ε

c2 − c1
c1

eτ − ε2e2τ
]

w2

2
, (16)

где

ε =
b1
c1v0

=
1

2

J2
J1

ωs2

c1v0
i. (17)

Таким образом, мы рассматриваем линейную комплексную гамильтонову систему с чисто мни-
мым параметром ε.

4. Полный интеграл и уравнение Якоби

Для интегрирования системы (15) достаточно найти её полный интеграл [1–7, 9, 12–14, 19, 20,
24, 25, 27, 33–35,37–39,41, 42, 49, 55]:

S = S (τ, w, α̃) ,

где α̃ — произвольная комплексная постоянная, как решение комплексного уравнения

Гамильтона—Якоби:
∂S (τ, w, α̃)

∂τ
+H

(

w̃,
∂S (τ, w, α̃)

∂w
, τ

)

= 0. (18)
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Функцию S = S (τ, w, α̃) будем искать в виде

S = S (τ, w, α̃) = S0 (τ, α̃)
w2

2
, (19)

при этом уравнение в частных производных (18) преобразуется к следующему обыкновенному

дифференциальному уравнению Риккати [9, 14, 34]:

dS0 (τ, α̃)

dτ
+ S2

0 (τ, α̃) +

[

k

c21
− c22

4c21
+ ε

c2 − c1
c1

eτ − ε2e2τ
]

= 0. (20)

5. Некоторые частные решения уравнения Риккати

Уравнение (20) является уравнением Риккати, и общее его решение, вообще говоря, не вы-
ражается через конечную комбинацию элементарных функций [9, 14, 34]. Но, как известно, если
найти хотя бы одно его частное решение, то можно выписать и его решение общее.

Сначала для простоты будем искать частное решение в виде

S0 = α+ βeτ . (21)

Тогда коэффициенты α и β определяются из трёх, вообще говоря, несовместных комплексных

алгебраических уравнений:

β2 = ε2,

α2 = −k′

c21
,

β + 2αβ +
c2 − c1

c1
ε = 0,

(22)

где k′ = k − c22/4.
Уравнения (22) совместны, по крайней мере, при одном из следующих условий на коэффици-

ент k:

k = c1(c2 − c1), (23)

k = 0. (24)

Случаи (23) и (24), соответственно, характеризуются наличием у уравнения (20) следующих част-

ных решений:

S01 =

(

c2
2c1

− 1

)

− εeτ , (25)

S02 = − c2
2c1

+ εeτ . (26)

6. Нахождение полного интеграла гамильтоновой системы в случае (23)

При выполнении условия (23) уравнение (20) примет следующий вид (комплексную постоян-

ную α̃ на время в данной записи опустим):

dS0(τ)

dτ
+ S2

0(τ) +

[

−
(

1− c2
2c1

)2

+ ε
c2 − c1

c1
eτ − ε2e2τ

]

= 0. (27)

Теперь общее решение уравнения (27) будем искать в виде

S0 = S01 + z. (28)

Действительно, это удобно, поскольку в случае (28) уравнение (27) преобразуется к уравнению

Бернулли:

z′ + 2S01z + z2 = 0, (29)
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которое, в свою очередь, легко сводится к линейному неоднородному уравнению:

d

dτ

(

1

z

)

− 2S01

(

1

z

)

− 1 = 0. (30)

Решение уравнения (30) представляется в следующем виде:

1

z
= exp

{(

−2 +
c2
c1

)

τ − 2ε exp{τ}
}

·





τ
∫

0

exp

{(

2− c2
c1

)

ξ + 2ε exp{ξ}
}

dξ + α̃



 , (31)

где α̃ — произвольная комплексная постоянная.
Запишем равенство (31) в виде

z =
exp{(2 − c2/c1)τ + 2ε exp{τ}}

α̃+
∫ τ
0 exp{(2− c2/c1)ξ + 2ε exp{ξ}}dξ . (32)

Таким образом, общее решение уравнения (27) имеет вид:

S0 (τ, α̃) =

(

c2
2c1

− 1

)

− εeτ +
Φ1(τ)

α̃+
∫ τ
0 Φ1(ξ)dξ

, (33)

где

Φ1(τ) = exp

{(

2− c2
c1

)

τ + 2ε exp{τ}
}

. (34)

Итак, в случае (23) найден полный интеграл гамильтоновой системы (15), (16), соответствую-
щей уравнению (9).

Теперь, как известно [34, 37, 38], интегралы гамильтоновой системы (15), (16), если известен

полный интеграл (19), могут быть найдены из следующих равенств:

∂S (τ, w, α̃)

∂w
= w̃,

∂S (τ, w, α̃)

∂α̃
= −β̃′ = const,

(35)

где имеет первую важность второе из уравнений (35):

∂S0 (τ, α̃)

∂α̃

w2

2
= − Φ1(τ)

[

α̃+
∫ τ
0 Φ1(ξ)dξ

]2

w2

2
= − β̃1

2
= const. (36)

Соотношение (36) и позволяет найти зависимость решения приведённого уравнения (9) от незави-

симой переменной τ , а также от двух произвольных комплексных постоянных α̃ и β̃, в случае (23):

w(τ) = β̃

[

exp

{(

c2
2c1

− 1

)

τ − ε exp{τ}
}]

·



α̃+

τ
∫

0

Φ1(ξ)dξ



 , (37)

где, по-прежнему,

Φ1(τ) = exp

{(

2− c2
c1

)

τ + 2ε exp{τ}
}

.

7. Нахождение полного интеграла гамильтоновой системы в случае (24)

При выполнении условия (24) уравнение (20) принимает следующий вид (комплексную посто-
янную α̃ на время в данной записи опустим):

dS0(τ)

dτ
+ S2

0(τ) +

[

− c22
4c21

+ ε
c2 − c1

c1
eτ − ε2e2τ

]

= 0. (38)

Теперь общее решение уравнения (38) будем искать в виде

S0 = S02 + z. (39)
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Действительно, это удобно, поскольку в случае (39) уравнение (27) преобразуется к уравнению

Бернулли

z′ + 2S02z + z2 = 0, (40)

которое, в свою очередь, легко сводится к линейному неоднородному уравнению:

d

dτ

(

1

z

)

− 2S02

(

1

z

)

− 1 = 0. (41)

Решение уравнения (41) представляется в следующем виде:

1

z
= exp

{

−c2
c1
τ + 2ε exp{τ}

}

·





τ
∫

0

exp

{

c2
c1
ξ − 2ε exp{ξ}

}

dξ + α̃



 , (42)

где α̃ — произвольная комплексная постоянная.
Запишем равенство (42) в виде

z =
exp{c2τ/c1 − 2ε exp{τ}}

α̃+
∫ τ
0 exp{c2ξ/c1 − 2ε exp{ξ}}dξ . (43)

Таким образом, общее решение уравнения (38) имеет вид:

S0 (τ, α̃) = − c2
2c1

+ εeτ +
Φ2(τ)

α̃+
∫ τ
0 Φ2(ξ)dξ

, (44)

где

Φ2(τ) = exp

{

c2
c1
τ − 2ε exp{τ}

}

. (45)

Итак, в случае (24) найден полный интеграл гамильтоновой системы (15), (16), соответствую-

щей уравнению (9).
Теперь, как известно [34, 37, 38], интегралы гамильтоновой системы (15), (16), если известен

полный интеграл (19), могут быть найдены из следующих равенств:

∂S (τ, w, α̃)

∂w
= w̃,

∂S (τ, w, α̃)

∂α̃
= −β̃′ = const,

(46)

где имеет первую важность второе из уравнений (46):

∂S0 (τ, α̃)

∂α̃

w2

2
= − Φ2(τ)

[

α̃+
∫ τ
0 Φ2(ξ)dξ

]2

w2

2
= − β̃2

2
= const. (47)

Соотношение (47) и позволяет найти зависимость решения приведённого уравнения (9) от незави-

симой переменной τ , а также от двух произвольных комплексных постоянных α̃ и β̃, в случае (24):

w(τ) = β̃

[

exp

{

− c2
2c1

τ + ε exp{τ}
}]

·



α̃+

τ
∫

0

Φ2(ξ)dξ



 , (48)

где, по-прежнему,

Φ2(τ) = exp

{

c2
c1
τ − 2ε exp{τ}

}

.

Тем самым, решение исходного уравнения (1) в случаях (23), (24) может быть найдено из

формул (46), (35) после приведения вспомогательных переменных w, τ к исходным — y и t.
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8. Приведение к исходным переменным

Вернёмся к исходным переменным и перепишем найденные решения комплексных дифферен-
циальных уравнений.

Искомое решение уравнения (1) будет выражаться формулой

y(t) = w(t)u1(t)u2(t), (49)

где

u1(t) = (1 + c1v0t)
c1−c2
2c1 · exp

{(

1− J2
2J1

)

ωs2it

}

, (50)

u2(t) = exp
{τ

2

}

= (1 + c1v0t)
1/2. (51)

Тогда получим некоторый промежуточный результат:

y(t) = w(t)

[

(1 + c1v0t)
2c1−c2

2c1 · exp
{(

1− J2
2J1

)

ωs2it

}]

. (52)

Вспомнив, что справедливо представление независимого переменного

eτ = 1 + c1v0t, (53)

для случаев (23) и (24), соответственно, получим

w(t) = β̃(1 + c1v0t)
c2−2c1

2c1 · exp{−ε(1 + c1v0t)} ·



α̃+

t
∫

0

Ψ1(ξ)dξ



 , (54)

где

Ψ1(t) = (1 + c1v0t)
2c1−c2

c1 exp{2ε(1 + c1v0t)},

а также

w(t) = β̃(1 + c1v0t)
−

c2
2c1 · exp{ε(1 + c1v0t)} ·



α̃+

t
∫

0

Ψ2(ξ)dξ



 , (55)

где

Ψ2(t) = (1 + c1v0t)
c2
c1 exp{−2ε(1 + c1v0t)}.

Таким образом, переходя к первоначальным обозначениям и учитывая, что

ε =
b1
c1v0

=
1

2

J2
J1

ωs2

c1v0
i, (56)

можно окончательно записать для случаев (23) и (24), соответственно:

y(t) = β̃ exp

{(

1− J2
J1

)

ωs2it

}

·



α̃+

t
∫

0

Ψ1(ξ)dξ



 , (57)

y(t) = β̃(1 + c1v0t)
c1−c2

c1 · exp{ωs2it} ·



α̃+

t
∫

0

Ψ2(ξ)dξ



 . (58)
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9. Построение общего решения уравнения в виде ряда по малому параметру

Введем обозначения:

k1 =
4k − c22
4c21

, c0 =
c2 − c1

c1
. (59)

Тогда уравнение (9) примет вид

w′′ +
[

k1 + εc0e
τ − ε2e2τ

]

w = 0. (60)

Будем искать решение данного уравнения в виде формального ряда по ε:

w(τ, ε) =

∞
∑

n=0

wn(τ)ε
n. (61)

Формальная постановка решения (61) в уравнение (60) приводит к следующей бесконечной си-

стеме линейных дифференциальных уравнений:

w′′
0 + k1w0 = 0, (62)

w′′
1 + k1w1 + c0e

τw0 = 0, (63)

w′′
n + k1wn + c0e

τwn−1 − e2τwn−2 = 0, n > 2. (64)

Система (62)–(64) задаёт бесконечную систему рекуррентных линейных неоднородных уравне-

ний. Будем искать её решение в виде

wn(τ) = wnO(τ) + wnH(τ), n > 0, (65)

где wnO(τ) — решение соответствующего однородного уравнения

w′′
nO + k1wnO = 0, n > 0, (66)

а wnH(τ) — решение соответствующего неоднородного уравнения

w′′
nH + k1wnH + c0e

τwn−1 − e2τwn−2 = 0, n > 0, (67)

при этом формально w−2(τ) ≡ w−1(τ) ≡ 0, а w0H(τ) ≡ 0 в силу уравнения (62).
Очевидно, что при n > 0 общее решение однородного уравнения (66) примет вид

wnO = Cn
1 e

ω+

0
τ + Cn

2 e
ω−

0
τ , (68)

где

ω±
0 = 0±

√

k1i. (69)

Более того, нам в дальнейшем потребуются величины

ω±
s = s±

√

k1i, s ∈ N, (70)

при этом справедливо равенство

ω±2
s + k1 = s2 ± 2s

√

k1i. (71)

Уравнение для w1H примет вид

w′′
1H + k1w1H + c0

[

C0
1e

ω+

1
τ + C0

2e
ω−

1
τ
]

= 0, (72)

при этом его частное решение будем искать в виде

w1H(τ) = A1
1e

ω+

1
τ +A1

2e
ω−

1
τ . (73)

Постоянные A1
k, k = 1, 2, найдутся из равенств

A1
1

(

C0
1

)

= − c0C
0
1

ω+2
1 + k1

, A1
2

(

C0
2

)

= − c0C
0
2

ω−2
1 + k1

. (74)

Тогда общее решение уравнения (63) имеет вид

w1(τ) = C1
1e

ω+

0
τ + C1

2e
ω−

0
τ +A1

1

(

C0
1

)

eω
+

1
τ +A1

2

(

C0
2

)

eω
−

1
τ . (75)



80 Ю. М. ОКУНЕВ, М. В. ШАМОЛИН

Далее, имеем уравнение для поиска w2H :

w′′
2H + k1w2H + c0

[

C1
1e

ω+

1
τ + C1

2e
ω−

1
τ
]

+
[

c0A
1
1

(

C0
1

)

− C0
1

]

eω
+

2
τ +

[

c0A
1
2

(

C0
2

)

− C0
2

]

eω
−

2
τ = 0, (76)

при этом его частное решение будем искать в виде

w2H(τ) = A1
1

(

C1
1

)

eω
+

1
τ +A1

2

(

C1
2

)

eω
−

1
τ +A2

1e
ω+

2
τ +A2

2e
ω−

2
τ . (77)

Постоянные A2
k, k = 1, 2, найдутся из равенств

A2
1

(

C0
1

)

= −c0A
1
1

(

C0
1

)

−C0
1

ω+2
2 + k1

, A2
2

(

C0
2

)

= −c0A
1
2

(

C0
2

)

− C0
2

ω−2
2 + k1

. (78)

Тогда общее решение уравнения (64) при n = 2 имеет вид

w2(τ) = C2
1e

ω+

0
τ + C2

2e
ω−

0
τ +A1

1

(

C1
1

)

eω
+

1
τ +A1

2

(

C1
2

)

eω
−

1
τ +A2

1

(

C0
1

)

eω
+

2
τ +A2

2

(

C0
2

)

eω
−

2
τ . (79)

Далее, имеем уравнение для поиска w3H :

w′′
3H + k1w3H + c0

[

C2
1e

ω+

1
τ + C2

2e
ω−

1
τ
]

+
[

c0A
1
1

(

C1
1

)

− C1
1

]

eω
+

2
τ +

[

c0A
1
2

(

C1
2

)

− C1
2

]

eω
−

2
τ+

+
[

c0A
2
1

(

C0
1

)

−A1
1

(

C0
1

)]

eω
+

3
τ +

[

c0A
2
2

(

C0
2

)

−A1
2

(

C0
2

)]

eω
−

3
τ = 0, (80)

при этом его частное решение будем искать в виде

w3H(τ) = A1
1

(

C2
1

)

eω
+

1
τ +A1

2

(

C2
2

)

eω
−

1
τ +A2

1

(

C1
1

)

eω
+

2
τ +A2

2

(

C1
2

)

eω
−

2
τ +A3

1e
ω+

3
τ +A3

2e
ω−

3
τ . (81)

Постоянные A3
k, k = 1, 2, найдутся из равенств

A3
1

(

C0
1

)

= −c0A
2
1

(

C0
1

)

−A1
1

(

C0
1

)

ω+2
3 + k1

, A3
2

(

C0
2

)

= −c0A
2
2

(

C0
2

)

−A1
2

(

C0
2

)

ω−2
3 + k1

. (82)

Тогда общее решение для уравнения (64) при n = 3 имеет вид

w3(τ) = C3
1e

ω+

0
τ +C3

2e
ω−

0
τ +A1

1

(

C2
1

)

eω
+

1
τ +A1

2

(

C2
2

)

eω
−

1
τ +A2

1

(

C1
1

)

eω
+

2
τ +A2

2

(

C1
2

)

eω
−

2
τ+

+A3
1

(

C0
1

)

eω
+

3
τ +A3

2

(

C0
2

)

eω
−

3
τ . (83)

Нетрудно доказать, что общее решение уравнения для wn примет вид

wn(τ) = Cn
1 e

ω+

0
τ + Cn

2 e
ω−

0
τ +

n
∑

s=1

[

As
1

(

Cn−s
1

)

eω
+
s τ +As

2

(

Cn−s
2

)

eω
−

s τ
]

, (84)

где, в силу (70),

As
1(p) = −c0A

s−1
1 (p)−As−2

1 (p)

s2 + 2s
√
k1i

, As
2(p) = −c0A

s−1
2 (p)−As−2

2 (p)

s2 − 2s
√
k1i

, s > 1, (85)

при этом

A0
k(p) ≡ p, A−1

k (p) ≡ 0, k = 1, 2. (86)

10. Теорема о сходимости

Выясним вопрос о сходимости формально построенного функционального ряда (61) от двух
переменных τ , ε с общим членом (84)–(86), зависящим от τ . Для этого оценим его на любом сколь

угодно большом отрезке длины L при τ ∈ [0, L].
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Действительно, поскольку начальные условия выбираются из ограниченного множества ком-

плексной плоскости, существуют такие положительные постоянные Mk, k = 1, . . . , 4, что для
любого τ ∈ [0, L] справедлива оценка:

|wn(τ)| 6 |Cn
1 |+ |Cn

2 |+
n
∑

s=1

[(∣

∣As
1

(

Cn−s
1

)∣

∣+
∣

∣As
2

(

Cn−s
2

)∣

∣

)

esτ
]

6

6 M1 +

n
∑

s=1

[(∣

∣As
1

(

Cn−s
1

)∣

∣+
∣

∣As
2

(

Cn−s
2

)∣

∣

)

esL
]

6 M1 + nenL
n
∑

s=1

[∣

∣As
1

(

Cn−s
1

)∣

∣+
∣

∣As
2

(

Cn−s
2

)∣

∣

]

6

6 M1 + nenL
n
∑

s=1

[

M2

n
∏

s=1

1

s2
+M3

n
∏

s=1

1

s2

]

6 M1 +M4
n2enL

(n!)2
= M1 +M4an, (87)

где действительный числовой ряд
+∞
∑

n=1

an =

+∞
∑

n=1

n2enL

(n!)2
(88)

сходится.
В самом деле,

lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= lim
n→∞

eL

(n+ 1)2
= 0. (89)

Далее, вычислим радиус сходимости R комплексного степенного ряда

∞
∑

n=0

anε
n. (90)

Справедливы равенства:

1

R
= lim

n→∞

n

√
an = lim

n→∞

n

√

n2enL

(n!)2
= eL lim

n→∞

( n

n!

)2/n
= 0. (91)

Таким образом, искомый радиус сходимости равен ∞.

Theorem (о сходимости). Стенной ряд (61) с общим членом (84)–(86) сходится абсолютно

и равномерно для любого ε ∈ C на отрезке [0, L] для любого L > 0.
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