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1. Введение. Если А —оператор в гильбертовом пространстве 43> 
то через 33(A) мы будем обозначать область его определения, а через 
91(A)—его аннулирующее пространство. Формально нормальным 
оператором N  в fg называется плотно заданный замкнутый оператор, 
такой, что 3)(iV) с  2D(iV*) и || А /̂Ц =  || ./V*/|| для всех /ЕЗДА© 
В этой статье мы будем заниматься только неограниченными фор­
мально нормальными операторами. Нормальным оператором N  в $5 
называется формально нормальный оператор, удовлетворяющий усло­
вию £>(N) =  В более ранней работе [1] один из авторов дал
необходимые и достаточные условия того, чтобы у формально нор­
мального оператора N  существовало в гильбертовом пространстве ф 
нормальное расширение N v Эти условия относятся к пространству 
9t ( /  +  N*N*),  где /  — единичный оператор, а N  — сужение N* на 
35 (А7). Упомянутые результаты были получены применением теории 
расширения симметрических операторов фон Неймана. Предыдущие 
работы по этой проблеме были выполнены Кильпи [3, 4] и Дэви­
сом [2]* 2).

В § 2 мы приводим более прямой и геометрический вывод выше­
упомянутых результатов, используя связь между графиками операто­
ра N  и его расширения N v Затем в качестве следствия отсюда по­
лучаем результат фон Неймана, характеризующий тот случай, когда 
симметрический оператор может быть расширен до самосопряженного.

В § 3 мы рассматриваем задачу о расширении максимального 
формально нормального оператора N  в гильбертовом пространстве 43i 
до нормального оператора Ж х в гильбертовом пространстве 43, со­
держащем 43] как подпространство. Если Ж\ — такой оператор 
и ®(~'T1)n(43043i) плотно в 43©43„ то сужение Ж х на &(Жх)(\ 
fl(43©43i) есть формально нормальный оператор N2 в § 2==,@©'6i- 
Более того, оператор Ж  =  N  ©  N 2 формально нормален в 43 и удов­
летворяет условию N  с  Ж  d  Ж х аЖ*.  Затем при помощи резуль­
татов § 2 мы характеризуем все такие операторы Ж х-

Для того чтобы нормальное расширение Ж х оператора N  было 
таково, что^ЗЗ(^Г1)п<§2 плотно в 432> достаточно, чтобы пространство 
91 (/ -f N*N*) было конечномерно. В этом случае доказываем, что

9l(/ +  N*N*) =  9? (/ +  N*N*).
Отсюда следует, что £)(iV*) =  !D(vV*). Этот случай изучается более 
детально в § 4. Нормальные расширения Ж г возникают тогда, когда

J) B i r i u k  G e o r g e ,  C o d d i n g t o n  E a r l  A., Normal Extensions of 
Unbounded Formally Normal Operators, Journal o f Mathematics and Mechanics, 
13, № 4 (1964), 617—637. - ,

2) Работа Кильпи [7] осталась, по-видимому, неизвестной авторам. — Прим, 
перев.
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сужение оператора N* на Ш ( /  N*N*)  есть нормальный оператор Ж
в обычном смысле слова, т. е. ММ* =  М*М. Это выполнено, когда 
dim9t ( /  - f  N*N*)  =  1. Мы указываем нормальные расширения и в дру­
гой ситуации, охватывающей тот случай, когда N  — симметрический 
оператор.

Перечисленные выше результаты иллюстрируются в § 5 на при­
мере обыкновенных дифференциальных операторов в пространстве £ 2.

2. Нормальные расширения без выхода из данного гильбер­
това пространства. Предположим, что А и В — два замкнутых опе­
ратора с плотными областями определения в гильбертовом простран­
стве 43, причем A d  В. Тогда их графики ©(Л)  и © (5 )  суть замкну­
тые линеалы в $ © 4 3  и ©(Л)  с  © (5 ) . Таким образом,

© ( £ )  =  ©  ( Л )  © [ © ( Я ) © ©  ( Л ) ] .

Отсюда если {и, Z?w}£©( / ? ) © ©  (Л), то {и, Ви] ортогонально ко всем 
{ / ,  Л / } £ ® ( Л ) .  Это означает, что

( / , « )  +  (Л /,  £и ) =  0 (2 .1)
или

(Л /, £ « )  =  — ( / ,  и).
Поэтому 5 й 6©( Л* )  и А*Ви =  — и или и£31(/ +  А*В). Обратно, 
если и £ 9 1 (/ +  А*В), то {и, /? « }€ © (£ )  © © (Л ). Следовательно, если 
через В 15R ( /  +  А*В) обозначить сужение оператора В на 31(1 +  А*В), то

© ( 5 ) © © ( Л )  =  © ( £ | 9 1 ( /  + Л * Д ) ) .
Далее,

$ (Я )  =  £ ( Л )  +  Э1(/ +  Л*Я),

и сумма, стоящая в правой части, является прямой, так как для 
/ € £ ) ( Л )  П 9Ц / +  А*В)  и и =  /  из (2.1) получаем

(/, / Ж Л / ,  в/) =  11/11* + 1| л/1 |2 =  о
или /  =  0 .

Предположим теперь, что три замкнутых оператора Л, В  и С 
в 43 удовлетворяют условию

A d B d C .  (2.2)
Тогда

© (С) =  © (Л) ©  [©  (С) ©  © (Л)] =
=  © (Л) 0  [© (В) ©  © (Л)] ©  [© (С) ©  © (5)], 

и если обозначить
Ш =  31 ( /  +  Л*С), SRj =  Ш (I +  А*В),  » 2 =  5R ( /  +  В * С ),

то приведенные выше соображения показывают, что

Ф (С )© Ф (Л )= Ф (С | » ) ,
© ( Я ) © © ( Л )  =  ©(С|9Я,),
© (C ) © © ( £ )  =  © ( С  |яу

И Ф (С|9«)*=©(С|»1)® © (С |Ж 2). (2.3)
Кроме того, сумма

9К =  SRj +  9R2 (2.4)
прямая и

2 )(5 ) =  2 )(Л) +  9й„ (2.5)
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причем сумма также прямая. Поэтому замкнутый оператор В, удов­
летворяющий условию (2.2), порождает расщепление Эй в такую пря­
мую сумму (2.4), что &(В) задается формулой (2.5) и имеет место 
соотношение (2.3).

Обратно, предположим, что имеются два замкнутых оператора 
Acz С и разложение Эй в прямую сумму (2.4), такое, что ©(С!®^) 
ортогонален к ©(С|Эй2). Тогда оператор В с областью определения 
(2.5) и значениями

В/ =  С/, /€ £ > (£ ) ,
есть замкнутый оператор, удовлетворяющий условию (2.2). Поэтому 
замкнутые расширения В оператора А, удовлетворяющие условию
(2.2), находятся во взаимно однозначном соответствии с разложениями 
Ж в прямую сумму, порождающими ортогональные в © ( C)  про­
странства.

Для того чтобы использовать этот факт, нам представляется 
удобным несколько изменить обозначения. Введем новый оператор 
А, положив А =  С*. В этих обозначениях мы получаем следующий 
результат.

Т е о р е м а  1. Пусть А, А —два замкнутых плотно заданных 
оператора, а В — оператор, удовлетворяющий условию

А с В с А * ,  А с В * с :А * .  (2.6)
Пусть

Зй =  01( /  +  А •А*), Щ =  91(/ +  А*В), 9й2 =  91 ( /  +  В*А*) 
и

$й =  91(/ +  А* А*), ^  =  $1(1 +  А* В*), ЗЯ2 =  91(/ +  ДЛ*).
Тогда

(а) Эй =  +  Эй2, (б) »  =  9»j +  да2 (2.7)
и

(а) 2 )(А-* ) = £ ) ( А) +  Эй, ( б )£>(Л*)= . ©(Л)  +  ® , (2 .8)
(а) £>(£) =  £>(,4) +  ® !, (б) £ )(£ * )  =  £ )(Л )+  Щ, (2.9)

где все суммы прямые. Кроме того,
(а ) ©  ( А * 19Й !) j _  ©  (А*\ Эй2), (б )  ©  (Л * | » ,) _ L ®  ( А *| SW2) ( 2 .1 0 )

и_А* отображает Эй̂  Эй2 и Эй взаимно однозначно на 9Я2, 9&tj и 
ail соответственно.

Обратно, если для заданных замкнутых операторов А, ~А , 
удовлетворяющих условию А с: А*, существует разложение Эй 
в прямую сумму (2.7а), такое, что имеет место (2 .10а), 
то оператор В, определенный как сужение А* на область 
Ф(Д), задаваемую формулой (2.9 а), есть замкнутый оператор, 
удовлетворяющий условию (2 .6).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношение А с  В* с  А* получается 
из А с  В с  А* переходом к сопряженным операторам. Большая часть 
утверждений теоремы следует из рассуждений, предшествовавших ее 
формулировке, в силу обозначения А =  С*. Единственный подлежащий 
еще проверке факт состоит в том, что А* отображает Эй̂  Эй2, Эй 
взаимно однозначно на Эй2, 9Й̂ , яГ соответственно.
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Если то А*Ву =  — ср и, значит, ВА*(Ву)= — (By). Отсюда
By =  А*у'£ ЗЯ2. Е с л и  By =  0, то А*Ву =  — у =  0 и, стало быть, 
отображение взаимно однозначно. 3Rj отображается на всё 9й2, ибо 
если ф€ЗИ2, то легко проверить, что 9 =  — и Л *9  =  ф.

Точно так же доказывается, что А* отображает 9Я2 взаимно одно­
значно на Я?!, и тогда_из (2.7) легко видеть, что А* отображает вза­
имно однозначно Эй на 9R. Этим завершается доказательство теоремы 1.

Рассмотрим теперь тот частный случай теоремы 1, когда А есть 
формально нормальный оператор N. Тогда N  — плотно заданный 
замкнутый оператор, удовлетворяющий условию ЗДЛП c^)(N*),  и

\\Nf\\ =  \\N*f\\, / € Ф ( Л 0 -  _
Для такого оператора N  определяется оператор N  как сужение N* 
на £)(7V). Тогда

N c N * ,  N с  N*.
Нормальный оператор N l — это такой формально нормальный 
оператор, для которого £)(ЛЧ) =  £)(2Vj). Если N t есть нормальное 
расширение формально нормального оператора N, то

N c N 1c:N*,  N c . N i d N * ,  
т. е. выполнены условия теоремы 1.

Т е о р е м а  2. Если N 1— нормальное расширение формально 
нормального оператора N в гильбертовом пространстве ф,
то существует такое разложение

эг =  9й, +  9я2, +  n * n * )  ‘ (2 .11)
в прямую сумму, что

® (W * | » 1) _ L © ( j V * | * 2) (2.12)
и __

iV *S R 2 =  SR„ ( 2 .1 3 )

il^>ll =  l|W*?ll, ? € » „  (2.14)
Ф(ЛГ1) = . ® д а + ® 1. N J  =  N*f,  / € ® ( Л \ ) .  (2.15)

Обратно, если задано любое разложение 9R в прямую сумму 
(2.11), удовлетворяющее условиям (2.12)—(2.14), то оператор N\, 
определенный соотношением (2.15), является нормальным расши­
рением N в Ав-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Полагая в теореме 1 A =  N, B =  N t, 
мы видим, что Nx есть замкнутое расширение оператора N  в том 
и только том случае, если имеют место соотношения (2 .11), (2 .12) 
и (2.15). Мы покажем, что N x есть нормальное расширение оператора 
N  тогда и только тогда, когда выполняются условия (2.13) и (2.14).

Предположим сперва, что N x — нормальное расширение оператора 
N  с Я 5 (Л /)= Ф (Л 0  +  ЯЙ„ где Зй, +  $1 ( /_+  N*Nx). Тогда ® ( ^ )  =  
=  D (iV*) =  D (iV )-)- 9Jlj, где •= 5R ( /  +  TV* TVi). Поскольку SKj cz 
СЛ'(ЛГ,) и Nx czN*, N 1 с : TV*, должно иметь место (2.14). Чтобы 
доказать равенство N* 2й2 =  =  ® х, рассмотрим Л£3)(ЛЧ) и пред­
положим, что

*  =  / + ? ,  f e ® ( N ) ,  у £ Щ ( 2 .1 6 )
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И ЧТО

h =  f '  +  N*y, f '£®(N),  <K »t2. (2.17)
Ниже мы покажем, что /  =  / '  и cp =  iV *j4 Применив это^ к h =  9, 
получим Шха  а применив к h =  N* ф, получим jV*9W2 с : ®г,.
Отсюда и будет следовать (2.13). Для любого g ^^(N)  с ф ( Л ’1) 
имеем соотношение

W ,  а д  =  (ЛГ1А , ^ ) ,  (2:18)
получающееся путем поляризации из равенства

| а д | Ч | л ^ | | , л<ЕТ>(ад
Используя теперь (2.16) и (2.17), из равенства (2.18) -находим, что 

(Nf ,  Ng)  - f  (N* 9 , Ng)  =  ( N f ,  Ng)  +  (N* N * t  Ng) 
или

(Nf,  Ng)  - f  ( TV* TV* ? ,g) =  (N f ' , Ng)  +  (N* N  *4», Ng),

так как N  формально нормален. Исходя из определений 9Rt и 9й2, 
мы видим, что N* N* у = — '9 , N* N* =  — ф и> значит,

(N ( /  -  / ' ) .  а д  +  (N* ф — 9 , g) =  0.
Но из (2.16) и (2.17) следует 77*ф — 9 =  /  — / '  и, таким образом,

( л ч / - л ,  а д + ( / - / ' . * ) = о
для всех _g €T)(N). Полагая g =  f  — f ' ,  мы видим, что /  =  / ' ,  
и потому 7У*ф =  9 , как и требовалось.

Чтобы доказать обратное утверждение, предположим, что имеется 
замкнутое расширение 7V\ оператора N,  заданное формулами (2.15), 
и что имеют место равенства (2.13) и (2.14). Поскольку £)(Л^) =
=  3 ) ( 7 V )  +  3Kj и  SBtj *= N*W 2, м ы  в и д и м , ч т о  © ( Л ^ )  =  3 D (А 7 *). О с т а е т с я  
д о к а з а т ь ,  ч т о

Н1а д и  = ! n ; h 1, h <=£>( а д  _
Пусть /г^3D(А̂ х) и 'А =  / + 9, где f£S)(N),  91 £ SW, =  Зй1:_Тогда 
N ^ ^ N f + N *  9, N\h =  N f  +  N* 9, и поскольку ® (iV) J_ Ф (^*1 **0, 
имеем

II h  |Р + 1 N J t f  =  I / |Р  +  I N f  |P + 1 <P IP +  II N * < ?  |P =
=  II /  IP +  «N f  1 1̂ + 19 |P +  ||iV *912 =  1 И 2 + 1N *  h  |P.

Поэтому | | I  =  || A7*/г|, и мы. доказали, что — нормальное рас­
ширение N.

Заметим, что из приведенного доказательства видно, что N t 
является формально нормальным расширением N  тогда и только 
тогда, когда 2l?j cz N* 9И2 и ||7V*9 || =  || Л7*<р || для всех 9 б ® !.

Теорема 2 эквивалентна основному результату (теореме 2) из [1]. 
Инволюция W в последней теореме в точности совпадает с I — 2QV 
где Qj — проектор в ЭИ на 3Rj вдоль 9К2.

Симметрический оператор это формально нормальный опера­
тор N, обладающий свойством N =  N, т. е. N  с  N*, а самосопря­
женный оператор — это симметрический оператор, такой, что N =N*.  
Нормальные расширения симметрического оператора являются самосо­
пряженными операторами. Если в теореме 2 формально нормальный
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оператор N  является симметрическим, то 9Й =  91 ( /  -f- N*2) и условие 
(2.14) выполняется автоматически. Ясно, что р этом случае

9» =  9 ( ( Л Г * - / / )  + 9 Ц Л Р -Н 7 ) ,  (2.19)

причем сумма является прямой. Отсюда следует разложение в пря­
мую сумму

£>(N*) =  ф (N)  +  91 (N * — / / )  +  91 (N* +  / / ) .
Ниже, в теореме 3, мы указываем, как результат фон Неймана [6 ] 
относительно самосопряженных расширений симметрических операторов 
может быть выведен из теоремы 2 .

Теорем а 3. Пусть N  — симметрический оператор в гиль-' 
бертовом пространстве $j. Если N х—самосопряженное расши­
рение N в то существует изометрическое отображение V 
подпространства 91 (N* — П) на 91 (N* -(- / / ) ,  такое, что

£> (NJ =  £) (N) +  ( /  -  V) 91 (N* -  И). (2.20)
Обратно, если существует такое изометрическое отображе­
ние, то оператор N х, определенный на области (2.20) соотноше­
нием N xc N * , есть самосопряженное расширение оператора N.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим сначала, что N t — самосопря­
женное расширение оператора N. Тогда по теореме 2 существует
разложение 9S =  9f ( /  +  N*2) в прямую сумму

т =  ЭЙ! +  ЗИ2, (2.21)
удовлетворяющее условиям

® (A f*|® i)-L® (W *|SR 2), (2.22)
N*Ы2 =  *ШХ (®2 =  7V*SRX), (2.23)

2)(W X) = £ ( A 0  +  9RX. (2.24)

Мы покажем, что N* +  iI отображает взаимно однозначно ЗЯХ на 
91 (TV* -f- //X- £сли <р€3йх, то

( N *  +  П )  ( N *  +  / / )  ср =  ( N * 2 +  / )  <р =  0 .

Отсюда следует, что (Af* +  //)9R X с9((Л Г* +  г7). Пусть теперь 
<Р+ €$i(N* — if) с  9R. Тогда мы имеем единственное представление

<P+ =  <h  +  N*<h, (ЧРх. €9»i) 
и

jV*<f+ =  ЛГ*<рх -  <h =  i (?! +  Аг*ф1).

Так как <рх, фхб9йх и N*срх, Л *̂фх£9К2, то из того, что сумма (2.21)— 
прямая, следует, что <рх =  /<1>х, а значит, ср+ =  (N* +  //)<|>х £(N*-f-i /)Щ. 
Аналогично 9t(7V* - f  i/)c(N*  — //)9К Х. Таким образом,

(N* ±  П) 9ИХ =  9i (N* +  / / ) .
Для <p69Rx
|| (N* +  / / )  <?t2 =  i {N, +  il)<?I2 =  I (N l -  г/)ср||2 =  UN* -  U) ?  Ц2, (2.25)
откуда следует, что N* +  П отображает взаимно однозначно 9ИХ на 
9\{N* +  iI).

Для любого <р+ € 91 (N * — П) найдется единственный вектор 
фх€ » х, такой, что <р+ =  (N* +  /7) <|>х, Пусть

К<р+ =  (N* -  И) <|<х € 9t (N* +  П).
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Из (2.25) видно, что так определенное отображение V будет изомет­
рией 9t(TV* — if) на 9 l (TV*- f / / ) .  Кроме того, если ?€9fti,  то

9
N* 4- Н N* — 11

21 ? =  ( / V)f+,
где

9+ =  9 6 9( (TV* — И).
Отсюда заключаем, что 9ftt =  ( /  — l/)9 ( (TV* — if) и, стало быть, имеет 
место (2.20).

Обращаясь к доказательству второй половины теоремы, пред­
положим, что V — изометрическое отображение 9t (TV* — if) на 
Dft X (TV* -f- il). Покажем, что пространства

®*i =  ( 7 -  l/) 9? (T V *-//),
Ж2 =  ( / +  V/-i)9Z(TV* +  /7)

определяют разложение ®t в прямую сумму 9Я «= 9ftj _|_ аи2, удовлетво­
ряющее условиям (2.22) и (2.23). Тогда из теоремы 2 будет следовать, 
что оператор TViCTV* с областью определения (2.24) есть нормальное 
(и, значит, самосопряженное) расширение оператора TV.

Ясно, что 9ft j и 9ft2 содержатся в 9i (TV* — if) +  91 (TV* - f  il) =  9ft 
и потому 9ftj- { -9ft2c:9ft. Если ? €®t  и

9 =  9+ +  9~ (9± € 5R (TV* +  il)),
мы можем написать

т =  ( / - ^ ) ф +  +  ( /  +  ^ - 1)ф-
где

ф+ =  ±  (?+ -  V -'9~) € Ш (TV* -  И), 

Г  = -у +  1/сР+) € Ш (TV* +  if).
Следовательно, Эйс:®*! +  9ft2 и, значит, 9ft =  ®*i-f-®t2. Эта сумма пря 
мая, так как для ?£9ftjn9ft2 имеем

т _ ( / _ ! / )  ф + = ( / + у - 1)ф-

при некоторых ф+ £9t (TV* — И) и <J>“ £ 9 t(T V * -f/7). Поскольку 
91 (TV* — il) П 9? (TV* +  il) =  {0},

мы получаем
Ф+ =  — V~lty~, ф_ =  1/ф+

или ф+ =  ф- — <р =  0.
Чтобы установить (2.22), положим

? ! - ( / -  V) € ®*i (ф+ € 91 (TV* -  il)), (2.26)
Ъ =  ( /  +  У - 1) Г  € 9И2 ( Г  € 91 (TV* +  / / ) ) .  (2.27)

Тогда
TV*?! =  i (7 +  V) ф+, TV*?2 =  —i (7 — l / - 1) <|>- (2.28)

и
(9i, 9i) +  (-V*?!, TV*?2) =

=  ( ( /  -  V) r , ( /  +  V '-1) r ) -  ( ( /  +  V) <|>+, ( /  -  l / - 1) r ) =
=  2 f(<j>+, ^ - 1ф - ) _ ( ^ ф + ,  W - i< | r - ) l_ 0 ,

так как V — изометрический оператор.
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Остается проверить, что N*^2 =  3Rj. Если вектор задан
соотношением (2.26), то

?! =  ( / — 1/)ф+ =  N*(K+  И^Н^-ДЛЬ+^Л^ак,,, 
и если <р2ЕЗй2 задан соотношением (2.27), то из (2.28) видно, что 

JV*?2 =  - i  ( /  -  V -1) <|r =  ( /  -  V) {iV-^~)  E ® i.

Поэтому Ы*Ш2 -= 3Rj, и теорема 3 доказана.
3. Нормальные расширения в более широком гильбертовом 

пространстве. Пусть Ах — замкнутый оператор в гильбертовом прост­
ранстве 45i и предположим, что В — замкнутое расширение операто­
ра Л1 в более широком гильбертовом пространстве 45. Стало быть, 
В — замкнутый оператор в .§:r>45i и B f  =  Axf  для всех /E ® 0 i ) -  
Пусть =  $ ©  4?i> и пусть Рх и Р2 — проекторы в 45 на §зх и на 452 соот­
ветственно.

В 45 =  45i ©  45г имеем
® (5 )= © (Л 1)@ (© (5 )© © (Л 1)),

и {и, Ви) £© (£?)© © © !) тогда и только тогда, когда
(« . / )  +  {Ви, A J )  =  О

для всех /E<D(-i4j). Это эквивалентно равенству
(Axf , РхВи) =  — ( / ,  Рхи) ( / Е ®  (Л,)).

Следовательно, РхВи^.Ъ{А^) и А\РхВи =  —Рхи, или u0l (Px-\-j£iPxB). 
Отсюда следует, что

Ф ( 5 ) = Ф ( Л 1) + ' 9 1 ( Л  +  А\РХВ),
причем эта сумма прямая, так как для

/ € $ ( Л 1) П Я (/>1 +  А\РХВ)
имеем 0 — (Рх +  Al\PxB) /  =  /  +  jCxAxf , следовательно,

O ^ i f  +  AlAJ,  / )  =  ||/||2+1|Л1/ р
и, значит, /  =  0.

Нас интересует приложение этого результата к случаю, когда 
Ах — формально нормальный оператор N x, а В — нормальный опера­
тор JTX. Тогда имеем

2 )(Ж )= = Ф (Л ©  + SR1, Ю (Л© =£> (Л ©  +  i t 1, 
где

» 1 =  9t ( /  +  .NlwI), i t 1 =  ( /  +  N\N\).
Т е о р е м а  4. Пусть N x есть формально нормальный опера­

тор в гильбертовом пространстве $ х, а Ж х—нормальное рас­
ширение N x в гильбертовом пространстве <£> =  0  452- Тогда

N xczjT\ (3.1)
и имеют место разложения в прямую сумму

® ( ^ )  =  ® ( A 0 + £ , 0 ( ^ ) = £ ( А ©  +  Й, (3.2)

й =Ш(РХ +  N\PXJTX), S =  Ш (Рх +  NlP.JT*!).
где

(3 .3)
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Кроме того, _
2 =  2 (3.4)

и __
ПЭЙ1- (3.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношения (3.2) и (3.3) прямо следуют 
из (3.1) и рассуждений, предшествовавших формулировке теоремы*. 

Пусть
Л €£)(Л Д) =  £>(Л1) и f £ % ( N x) =  ® (Nx).

Тогда
(NJ,  Pxh) =  (NJ,  h) =  (Л Д /, Л) =  ( / ,  Л )  =  ( / ,  Pxjr\h), 

откуда следует, что Pxh ££>(N1) и

N*xPxh =  Pxj r \ h , ( h ^ ( j r x)). (3.6)
Применяя (3.6) к вектору / 6 Ф (А Г1), получаем N J —N\PJ =  

=  PxN*f  и, значит,

II PiJT\f Г2 =  IIN J II2 =  IN J II2 =  1J P J II2 =  || ЛГ\! II2.
Поэтому P2jf*xf  =  0, или РХЖ*\/ =  Jf'Xf =  N J . Таким образом, 
N xajr*x. Заметим, что из приведенных выше соображений теперь 
видно, что если h (ЕЗДеЛР*) =  !Е>(ЛД), то P1fi£<£>(Ni) и

N\Pxh =  Pxj r xh (к£ЩЛГх)). (3.7)

Следовательно, ЯДДДДЭсТДЛфпТК-^*)-
Докажем теперь, что 2 =  2. Пусть h£^}( j^x). Предположим,

что
Л =  /  +  ? ( / € ® ( ^ i ) , ? € 2 )

и
А =  / '  +  Ф (/ '£ & № ) ,  ) £2).

Покажем, что /  =  / '  и ср =  ф, откуда и будет следовать, что 2 =  2. 
Если g£$) (N j), то из нормальности оператора ЛГХ следует соот­
ношение

(JTxh, j r xg) =  (jr\h, Jf*ig)
или

(NJ,  N xg) +  ( j r l9, N xg) =  (NJ' ,  JVxg) +  (jjr\*t, N xg). (3.8)
Далее,

( Л > ,  N xg) =  (PxJTl?, N xg ) =  (N\PXJTX<?, g) =  -  (P&, g) =  -  (9, g). 
Здесь мы воспользовались тем, что <р£2. Аналогично находим

( « Л .  N xg) =  — (ф, g), 
и потому из (3.8) получаем**

(NJ,  N xg)\ (ср, g) =  ( N J ' t N xg ) ~ ( t g )  =  (Nxf ' , N xg ) - ^ , g ) ,  
или

(Nl ( f  — f ,) , N lg) +  (q? — <p,g) =  0
для всех ££5) ( Л^) .  Но ф — ср =  /  — / ' ,  и если положим g =  /  — / ' ,  
то получим /  =  / ' ,  ф =  <р, как и требовалось.
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Для ср ££с2 )(Л Д ) запишем равенство (3.7): PxJ/'\y =  N*iPtf  и
О =  (Л  +  N \ P xJf\) ср =  Р 1? +  N l N l P t f  =  ( /  +  N 1N 1) Ptf .

Отсюда видно, что Pjcp^SR1. Но из ср£й следует, что PjtpgaR1. По- 
этому справедливо (3.5). Этим и завершается доказательство тео­
ремы 4.

С л е д с т в и е .  Если N x — формально нормальный оператор 
в Jgu не являющийся нормальным, и

2R1 П SW1 =  {0},
то N х не допускает нормального расширения ни в одном гиль­
бертовом пространстве

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если N x допускает нормальное расшире­
ние jfpx в «$=<§1 ©<£>2, то в обозначениях теоремы 4 1) P 1i! =  {Uj. 
Отсюда, как мы сейчас покажем, следует нормальность оператора N х> 
что противоречит условию. Очевидно, достаточно доказать, что
2) (Л ^ сТ ^ Л ^ ). Пусть ^ t3 ) (A 't )  и h^£>(J^x), причем

Л = /  +  9 ( /€£>(JVi) ,  ?€Й) .

Так как Р х<р =  0, <р С <£>2, т0 из (3.7) следует, что PiJTx̂  =  П*РХf =  0. 
Следовательно,
(ЛДА, g) =  {NJ ,  g) +  (ДД?, g) =

=  ( / ,  M*lg) +  (Л Л Д ?, g) =  ( / ,  M g ') =  (A, r ig ).

Поэтому g €£>(v/Ti) =  © (Л Д ) и, значит,

^ =  ^i +  4' (£ i €2D(7Vi), ф€Й).

Ho g- =  Pjg- =  g-x, откуда 2) (7V t)c®  (TVx).
Т е о р е м а  5. Пусть N x — формально нормальный оператор 

в $ !, a J/'\ —нормальное расширение N x в ё  =  ^ 1©<£>2. Пусть
S)1= S ) ( ^ f 1) n € i ,  £>2 =  ® М Д )П £ 2.

Если Т)2 плотно в $ 2, от0 операторы N l =  JTl |SDi и N 2 =  jP\ | £ 2 
формально нормальны в и ф2 соответственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если А £2)2, то из (3.7) следует, что 
jT ih £ $ 2, а из (3.6) — что Jf'\h<^^2. Поэтому TV2 есть плотно задан­
ный оператор в $2, и он замкнут, так как замкнут jV\- Для любых 
g, А с ®2 имеем

(TV2g , Л) =  (ЛД$, А) =  (g, Л^Л),

и, значит, A£25(TV2), N\h =  jT\h. Поэтому 2>2 =  2(TV2)c!I)(TV2) и для 
всех Л 6 552

1ЛТ2А I2 =  |ЛДА ||2= I U lA  I2 =|| Nlh l 2.
Этим доказано, что N 2 формально нормален в .£j2.

Пусть теперь A € 2 >i и g€2>2- Тогда
(Р 2ЛДА, g) =  {Jp"\h, g) =  (A, J^lg-) =  (A, TV2g-) =  0,

*) См. формулу (3.5). — Прим, рей.



Нормальные расширения неограниченных операторов 127

и так как j )2 плотно в 1д2, то P2JTxh =  0. Значит, N xh£.iQx при всех 
ЛСЗ© Ясно, что © (Л ^ с ® ! ,  и потому £>j плотно в $ х. Применяя 
те же рассуждения, что и в случае Л© теперь легко доказать, что
N x формально нормален в Sqx.

Простоты ради предположим, что N x — максимальный формально 
нормальный оператор в $ х, т. е. что он не имеет собственных фор­
мально нормальных расширений в .£>х. В этом случае если N x имеет 
нормальное расширение J/"\ в &  =  § х ® & 2 с 3)2 = = £ )(« © ©  П $2 ’ Плот~
ным в $ 2, то по теореме 5 N x =  N x и

^ с / с Л  с- j r * ,  
где

jT = N x® N 2, =  j r * ^ N l @ N t
Теперь к оператору J'/* можно применить теорему 2 и характеризовать 
все нормальные расширения jfTx оператора /  в Прежде всего мы 
перечислим соответствующие пространства и установим некоторые 
соотношения между ними.

Напомним, что
Ж1 =  91 ( /  +  М Ж ) ,  W 1 =  91 ( /  +  TVlM),

и, далее, положим
ш2 =  ( /  +  n In I), ®2 =  ш ( /  +  n *2n I).

Тогда легко видеть, что если
Ш =  (J  +  JT\r*), »  =  91 (J +  jr * jr * )

(где J — единичный оператор в ф), то
да =  ЭД1 @ Ш2, Ш =  Ш1 ® Ш 2

и
Ф © Г *) =  5 )© П  +  Ж, £ © Г * )  =  $ } ( .Г )  +  ® .

Т е о р е м а  6. Пусть N x — максимальный формально нор­
мальный оператор в гильбертовом пространстве «£х, и пусть 
Jf\ —нормальное расширение N x в $  =  |>х©.£>2, такое, кто
£ }© Г Х)П &  плотно в <£>2. Тогда

£>(ЛД) =  ® © Г Н - ® Х, =  (3.9)
и в принятых выше обозначениях

р хж х с д а п ® 1, P a * i  с = ® 2 п ® 2, (3 .1 0 )

dim 9Л, =  dim Я ,® , =  dim ЗЯ1 =  dim ЗЛ1 =  dim (9R1 р) 2К1) =
=  dim Р 2Щ  =  dim ®2 =  dim ® 2 =  dim (9R2 П ® 2)- (3.11)

Если dimiDl’ -^ oo , то
Я 19К1 =  ал1 =  ж 1, р 2злх =  да =  ^  (3 . 12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Соотношение (3.9) следует из теоремы 1. 
Из теоремы 2 имеем

Если <p€®ii то 9 +  jT*JPx<? =  0 и, значит,
О =  Рх9 +  Pxj r * j r xy =  Рх 9 +  N\PXJTX 9 =  P j9 +  N*!NxPx?
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(см. (3.7)). Поэтому Pjtp^SW1. Если <p£»j ,  то Я j t p g » 1, и мы получаем 
первое включение (3.10). Второе включение очевидно, поскольку для 
N 2 справедливо все сказанное относительно N x.

Так как JP* — взаимно однозначное отображение » 2 =  9t(t7 +  
- \ - н а  » х, a »  =  Ж1 @  » 2 =  » х- | - » 2 — прямая сумма, то

2 dim » 2 — 2 dim » !  =  dim »>  +  dim St2. (3.13)
Мы утверждаем, что

d im /> !« ! =  d im » ,.  (3.14)
Чтобы в этом убедиться, заметим, что Рх есть взаимно однозначное 
отображение » х на Я Л .  Действительно, если (р^Ж, и Pj<p==0, то 
ср £ Я Л  с  » 2. Поэтому <p€S5(A72)n®*2> откуда следует, что <р =  0, 
так как ЗДЛ'г) =  JD(A72) +  » 2 есть прямая сумма.

Аналогично
dim Я Л  =  d im » !.  (3.15)

Далее, поскольку Р1Ш1 с  St1,
dim » х =  dim P ^ i  <  dim St1, 

что в сочетании с (3.13) приводит к
dim Э12 <  dim » Е

Но Я 21 , с Ж г,,и из (3.13) следует, что
dim » *  <  dim Ш2,

откуда
d i m » !  =  d im » 1 =  d im » 2. (3.16)

Соотношение (3.10) дает теперь
dim » ' =  dim P j » i  <  dim (Ж1 П да1) <  dim » ! 

и
dim » 2 =  dim Р2Щ <  dim ( » 2 n ^ 2) <  dim » 2,

откуда
dim » J =  dim ( » J Q » 1) =  dim ( » 2 n Щ . (3.17)

Соотношения
dim » 1 =  d i m » i ,  d im » 2 =  d im » 2 (3.18)

вытекают из того, что и Nl — взаимно однозначные отображе­
ния » *  на » J и » 2 на » 2 соответственно. Формулы (3.14) — (3.18), взя­
тые вместе, дают (3.11).

Если dim » 1 < 00, то включения (3.10) и равенства (3.11) немед­
ленно влекут за собой (3.12). Этим завершено доказательство тео­
ремы 6 .

Используя теоремы 2, 5 и 6 , мы можем охарактеризовать нормаль­
ные расширения JTX оператора АД, обладающие тем свойством, что 
£!(,ДД)п <§2 плотно в &2- Для Удобства мы сформулируем этот резуль­
тат в виде следующей теоремы.

Т е о р е м а  7. Пусть N х — максимальный формально нормаль­
ный оператор в гильбертовом пространстве 4?х. Если Ж х—нор­
мальное расширение N x в <£ =  £>i © |?2-> такое, что © ( < Д ) П $2 
плотно в <£>2, то оператор

АГ2 =  ЛД|5>(ЛД)П&



Нормальные расширения неограниченных операторов 129

формально нормален в $ 2 и
N x =  JT j | ф {Ж  х) П Hi- 

Имеют место соотношения
Т)(Л^)==£)(Л^) +  9Й/, 501/= 9l ( f  +  N*jN*}), ( у -  1 ,  2),

£(AA;) =  £>(7V;) +  sm/', ^  =  9 t ( / +  7V;7V*), (у =  1, 2),
причем

dim 9R1 =  dim SR1 =  dim 9R2 =  d im ®2 =
=  dim (5R1 П ЗЙ1) =  dim (3R2 f| 3R2)- (3.19)

Если .Ж‘ =  N 1@ N 2, mo JP формально нормален в $ и
N xc: j T d j r . d j r * .

Имеет место разложение линеала 9W =  91 (J  +  Ж*ИР*) =  
=  9Я>@ая2 в прямую сумму

9» =  шх +  Зй2, Р.шх с  5К/ П i t 7, (j =  1, 2), . (3.20)
такое, что

5Э(Л^) =  £ ) ( .Л  +  « j ,  (3.21)
.jr*w2 =  <Ш1, (3 .22)

(Л^Л«Р. ЛФ) +  (NlPtf, />2W =  (/>,?, NlPrf) +  (Я 2?, ^ Р 2ф) (3.23) 
и

| N \ P X ср ||2 +  \ N \ P t f  ||2 =  || N I P #  ||2 +  || N l P 2 ср f  (3 .2 4 )

всех <р,
Обратно, если N 2 — формально нормальный оператор в $ 2, 

для которого имеет место (3.19), и если существует разложе­
ние 9й в прямую сумму (3.20), такое, что выполнены условия 
(3.22) — (3.24), то оператор JPX в $ с областью определения 
(3.21), удовлетворяющий условию JPxcjfP *, есть нормальное 
расширение оператора N x, такое, что 2)(ЛД) П$2 плотно в $)2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из теорем 2, 5 и 6. Условия (3.20) — 
(3.24) в точности совпадают с (2.11) — (2.15), примененными к опера­
тору jf'\

Для заданного формально нормального оператора N u удовлетво­
ряющего условию

dim 5m1 =  dim (®1> П ЗЙ1),
остается открытым вопрос, всегда ли он порождает формально нор­
мальный оператор iV2 с требуемыми в теореме 7 свойствами и приво­
дящий к нормальному расширению JT\ оператора N x. Однако в § 4, 
где более подробно рассматривается случай, когда dim 9W1 оо, 
иногда удается указать такой оператор N 2.

4. Случай конечномерного 5011. В этом разделе мы предполагаем, 
что dim SS^^oo. Это значит, что предположения относительно мно­
жества ф 2 в теоремах 5—7 справедливы, и результаты этих теорем 
могут быть применены в данном случае.

Т е о р е м а  8. Пусть N x формально нормален в с Ъ(И*) =  
=  <&(Nl) +  ЗЯ1 и d im iK ^ o o , Если JPX есть нормальное расшире­
ние N x в -ё =  § 1© € 2> то Ф2 =  ^>(<^’ i ) n ^2 плотно в &2'
9 Математика № 2
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используем конструкцию, введенную в [1]. 
Пусть ^  — оператор, определенный в <$!©<$!, с областью определе­
ния, состоящей из всех таких n a p { / j ,  / 2}, что f x^ ( N x), / 26 £)(jVi) =  
=  £)(Л © и S { f x, f 2} =  {N xf 2, N xf x). Тогда ^  — замкнутый симмет­
рический оператор. Для заданного Ж х определим оператор SB в $з ©  $  
с областью определения, состоящей из всех пар {hx, h2\ (где hx0 ^ ( jr x) 
и h2€'£){jr\)=(£ )(jr l)), полагая SB{hx, h2} =  {J '% 2, J/\hx}. Этот 
оператор SB является самосопряженным расширением оператора S . 
Простое вычисление показывает, что дефектные пространства Ш 
оператора & задаются формулами

31 (S* +  i j )  =  {{h, ±  iN\h}, h е Щ ,
и поэтому

dim91(«5°* +  i j )  =  d im S H ^ oo .
Из одного результата М. А. Наймарка ([5], теорема 12) следует, что 
Ф(<й?)П(^2@ ^ 2) плотно в «ё2® $ 2. Отсюда в свою очередь следует, 
что £) (J ^ )  П $ 2 плотно в $ 2.

Предположим, как в теоремах 6 и 7, что N x — максимальный 
формально нормальный оператор в ^  с dim ЗЯ1 <  00 и что jP x — нор­
мальное расширение N x в €  =  4!i © 4?2- Тогда по теореме 6

р хш х =  =  ® ii, р 2ш х =  ац2 =  i p
и, значит, __ __

' & (Ж ) =  Ф (М ), £ ( К )  =  £>(Л^).
Поскольку У5! есть взаимно однозначное отображение 3Rj на P jSRj =  
=  3Ri (см. доказательство теоремы 6), мы можем определить обрати­
мый оператор С, действующий из 3R1 на ЭЯ2, формулой

С =  Р2 (Pi | «О-1.
Назовем С oneратором сцепления, ассоциированным с JTX. Сопря­
женный оператор С* есть оператор из ЭЯ2 в ЗЯ1, определенный соот­
ношением

(С ?, <« =  (? , С*ф), 9 С зя1 фдЕЗЯ2. .
В терминах оператора С расщепление (3.20) линеала 951 =  95U ©  ЗЯ2 
задается в виде

» ! = . ( /  + С) Л*, 90̂2 =  ^*951!.
Если мы обозначим

М 1 =  Ж|®11, Af2 =  7V2*|3R2, (4.1>
то М} отображает 951̂  на ЗЯУ и

—M\l =  jV* [ 9Я1, -2 И 2_1=  Л^ЗЯ2.

Используя эти обозначения, перепишем условия (3.23) и (3.24) в виде
Ml +  M*i-1 =  -C * [M 2 +  Ml~1]C, (4 .2)

M*iMx -  Ml-1 MTl =  с *  {М*2-'М 21 -  M lМ 2] С. (4 .3)

Теперь нормальное расширение jfPx оператора N x можно полностью 
описать в терминах N 2, Мх, М2 и С. Это проделано ниже в тео­
реме 9, которая представляет собой теорему 7 для случая dim 3R1 <Ъо.

Т е о р е м а  9. Пусть N x — максимальный, формально нормаль-  
ный оператор в гильбертовом пространстве $зх, такой, что

£)(А^) =  3)(Л ©  +  9511, dim 3R i<oo.
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Если Ж j есть нормальное расширение N x в $  =  § i © $ 2, т0
(I) д а = д а ,

(II) существует такой формально нормальный оператор N 2 
в $ 2, что

2 )(Л г1) =  2 )(Лг2) +  Зй2, д а =  да, dim да =  dim да,
(III) существует обратимый оператор С, действующий из Эй1 

на Ж2 и удовлетворяющий условиям (4.2) и (4.3).
Обратно, если N x, N 2 и С удовлетворяют условиям (I)—(III), 

то оператор Ж х в & с областью определения
Ф (Ж х) =  5) (Жг 0  N 2) +  ( /  +  С)

удовлетворяющий условию Ж хс:(Ж \® М 2)*, есть нормальное 
расширение N x в § .

Для некоторых специальных операторов 7V, мы можем указать 
операторы TV2 и С, удовлетворяющие условиям теоремы 9, Для этой 
цели нам понадобится оператор инволюции У в который представ­
ляет собой оператор, определенный всюду в и такой, что

/ 2 =  / ,  (У /,  Jg) =  (g, / ) ,  / , £ € & •
Примером такого оператора У в пространстве fi2 является (J f)(x ) =  
=  f  (х), где черта сверху означает переход к комплексно сопряжен­
ной величине.

Пусть теперь N x — максимальный формально нормальный опера­
тор в Jqv такой, что

9 R 1 =  Ж 1 И d i m 9 S R ] = / z < o o .

Определим N 2 в !дх формулой
N 2 =  JNtJ,

где У — фиксированная инволюция в $зх. Тогда

<Z>(N2) =  J<b(Nx)
и легко видеть, что

N*2 =  JNlJ, N*2 У TV* У.
Поэтому

3)(УУ2) с £ ) ( Л 0 ,
и поскольку N x формально нормален, N 2 также формально нормален. 
Теперь из соотношений

о =  У  [/  +  i V i  TV j] 9 == [/  +  UIn I] Уср, ере®!1,

О =  У  [/ -)-  Ni A ^ i] ф =  [/  -\- N 2 T V 2] Уф , ф €

и ЗИ1 =  9511, видно, что
® г 2  =  у д а  =  / д а  = д а )

dim ая2 =  dim ЗП1 =  п.

Оператор М2 =  N 219й2, как легко проверить, есть М2 и „со­
отношения сцепления" (4.2) и (4.3) принимают вид

Мх +  М\~1 =  С* [JM\ У +  JMT1 У] С, (4.4)
М\ Мх -  М\~х МГ1 =  С* \JM\MXJ — JMTX MpJ\ С. (4.5)

9*
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Т е о р е м а  10. Пусть N x — максимальный формально нормаль­
ный, оператор в гильбертовом пространстве такой, что

3W i= iti, dim 9И1 =  я < о о .

Если M 1 =  Ar*|®l1 удовлетворяет любому из двух условий
(а) M*Ml =  MlM* {Mi нормален),
(б) All =  и /  (и — комплексное число | и | =  1),

то существует нормальное расширение jf\  оператора N х в про­
странстве $3 =  § х © § 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы покажем, что для оператора N 2=  JNXJ 
в каждом из этих двух случаев можно найти оператор сцепления С, 
удовлетворяющий условиям (4.4) и (4.5). Тогда заключение теоремы 
будет следовать из теоремы 9. Ради удобства мы будем интерпрети­
ровать (4.4) и (4.5) как матричные уравнения. Пусть <рх, . . . ,<р„ — орто- 
нормированный базис пространства 9R1. Тогда J<plt. . . ,  J fn будет орто- 
нормированным базисом в Ж2 =  У®11. Пусть р. =  (р ^ )— матрица опера­
тора Mi в базисе <pj, т. е. р,у =  {M^j, д>(). Тогда матрица JMXJ
в базисе У<ру в точности совпадает с р (черта сверху означает переход 
к комплексно сопряженной матрице). Пусть 7 =  ( f f/.) — матрица опера­
тора С в базисах <р;., Jyk. Тогда

Т / ;  =  (С<Ру,

й, таким образом, матрица С* в базисах J<pk, <ру есть

7 * = ? ,
где t обозначает операцию транспонирования. Соотношения (4.4) и (4.5), 
выраженные через р и у, принимают вид

Р +  Р* -1 “= Т* [Р +  Р*-1]* Т> (4.6)
р* р — р* ~ 1 (а-1 =  7* [р*р — р* -1 р-1]^ .  (4-7)

В случае a) р*р =  рр* и существует унитарная матрица v, такая, 
что

v|iv* =  8,

где 8 — диагональная матрица. Тогда унитарная матрица 7 =  Vv 
удовлетворяет уравнениям (4.6) и (4.7).

В случае б) р-1 =  е2йр при некотором 0 ( 0 < 6 < > ) ,  и мы видим, 
что (4.7) удовлетворяется автоматически, так как р* р — р* -* р- 1—0. 
Уравнение (4 .6) сводится к

е<e р -f- е~® р* =  7* [e‘ep -f- е~ie р*]* 7.
Если теперь v — унитарная матрица, такая, что

v \еа р +  е~гер*] v* =  8,

где 8 — вещественная диагональная матрица, то 7 = V v  удовлетво­
ряет уравнению (4.6). Этим завершается доказательство теоремы 10.

Заметим, что случай, когда dim ЗЛ1 =  1, содержится в случае а), 
а случай б) включает ту ситуацию, когда N x — симметрический опе­
ратор, ибо тогда N X =  N X и, значит, Мх =  — МГ1 или Aff =  —/ .

5. Обыкновенные дифференциальные операторы. Предыдущие 
результаты непосредственно применимы к дифференциальным операто­
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рам, как обыкновенным, так и в частных производных. Мы рассмотрим 
кратко первые из них. Пусть

1 = % а кО*, D =  —i-~  (5.1)

— линейное дифференциальное выражение, где ak — комплекснознач­
ные функции класса С°° на открытом интервале а <  х  <  (3 действи­
тельной оси и ап(х)ФО, а <  х  <  р. Формально сопряженный с Z опе­
ратор Z+ задается формулой

П
L+= 2  Dkak. (5.2)

ft = о
Соответствующим гильбертовым пространством является ^ 1 =  £ 2(а, Р). 
Если

||Z«|| =  ||Z+ k ||, и£Со, (5.3)

где Со— множество всех а^.С°°(а, р), равных нулю вне компактных 
подмножеств из (а, р), то, обозначив через N j замыкание оператора Z, 
заданного в Со, мы получим формально нормальный оператор в 
Оператор TVi в точности совпадает с Z + , заданным на 5) {N x). Опера­
торы Ni и N* это соответственно L и Z+, определенные на своих 
максимальных областях. Поэтому © (./Vi) — множество всех функций 
/ €  й2(а> Р)> (ri~  1) Раз непрерывно дифференцируемых на (а, р), с аб­
солютно непрерывной на (а, Р) (п — 1)-й производной, для которых 
Z / £ £ 2(<x, р). Заменяя в этом описании ® ( jV i) выражение L на Z+, мы 
получим ®(ZV*). Пространства ЗЯ1 и Ж1 содержатся в пространстве 
решений уравнений

(L+ L +  I )u ^ 0 , (LL+ +  I)u =  О 
соответственно. Значит,

dim at1 == dim Ж1 <  о о ,

и мы можем применить результаты § 4.
Если коэффициенты ак в (5.1) постоянны, то условие (5.3) удов­

летворяется автоматически. Рассмотрим этот поучительный случай 
более подробно. Мы можем теперь записать формально сопряженный 
оператор в виде

П

L+=  2  Dk . (5.4)
k=0

Пространство Зй1 = 9 t ( / - f -  TVi /7*), как легко видеть, есть множество 
всех таких решений <р дифференциального уравнения

(Z+ !  +  / ) «  =  О, (5.5)

что <p,Z<p€8 2(a, р), тогда как пространство Зй1 =  91 ( /  - f  jV* Л̂ *) есть 
множество всех решений ф уравнения

(ZZ+ +  / ) «  =  0 , (5.6)

таких, что ф, Z+i } i f  S2(a, Р). Поскольку коэффициенты Z постоянны, 
уравнения (5.5) и (5.6) идентичны. Чтобы проанализировать решения
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уравнения (5.5), определим характеристические полиномы 
формулами

П П

Тогда

/ > ( * ) =  S  akzk>
k=0

P+ (z ) =  S  akzk-
k — 0

L (eirx) =  p (r) eirx, L +  ( e l r x )  =  p +  ( r )  e ir x

P и p+

для любого комплексного числа г. Характеристический полином q 
для ZZ+ +  /  =  L+ L +  /  задается выражением

q(z) =  p (z)p+ (z) +  1,
и мы имеем

(Z+ L -)- / )  (eirz) =  q (г) eirx.
Так как

р+ (5) =  pjz), то q (г ) =  q (z ) ,
откуда следует, что коэффициенты q вещественны. Поэтому все кор­
ни q должны входить сопряженными парами. Более того, у q нет 
вещественных корней, так как для любого вещественного г

q(r)  =  \ p ( r ) \ * + l > l .
Отсюда следует, что q имеет точно п корней с 1шг;- > 0 .  Обозначим 
их rlr. . . , r n (некоторые из них могут быть кратными), а остальные 
корни суть гх, . . . , г п. Решения уравнения (5.5) совпадают с линейной 
оболочкой функций вида

x ftexp (irjX), х*ехр(г'г;-х ) . (5.7)
Возможны три случая:
(I) и и р оба конечны,

(II) только одно из чисел а и р  конечно,
(III) а =  — оо, р = + о о .

В случае (I) ясно, что Э11 =  9Э11 и (И тЭ11 =  2я, так как все решения 
уравнения (5.5) непрерывны на (а, (3). В случае (III) мы имеем

да1 =  §fi =  {0}

и видим, что уже N x нормален. Для случая (II) имеем
аЛ1 =  9R1 и

Например, если а конечно, a (3= + о о ,  то из решений (5.7) только 
решения вида

х*ехр (ir} x), lm r ;. > 0

принадлежат пространству 2 2(а, °°)- Поскольку
L (.кк exp (irj х)) =  a.k ( х ) exp (lr} x),
Z+ (x* exp (ir} x )) =  xJk (x) exp (ir} x),

где ojk и tjk — полиномы, мы видим, что для любого из таких'реше­
ний <f, Z 9 и Z + 9 принадлежат 2 2(а, °°).

Обозначим через JP\ нормальный оператор N х в случае (III). Тогда 
в случаях (I) и (II)

2 2(а, Р ) с  2-2 (—оо, о о )=  2 2(а, Р ) ® ( 2 2(—оо, о о ) 0 2 2(а, Р)),
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и мы видим, что формально нормальный оператор N x имеет нормальное 
расширение Ж х в £ 2 (— оо, оо). Заметим, что в случае (II), если п 
нечетно, N x н е имеетнормальных расширений в £ 2(а, ?)•

Изучим случай, когда a =  О, р =  +  оо, немного глубже. Для 
/  £ (£-2( —оо, оо) определим / , ,  / 2 £ £ 2(0 , °°) формулами

f\(x) =  f (x ) ,  0 < x < o o ,
/ 2(*) =  / ( —■*)> 0 < х < о о ,

и зададим унитарный оператор % из £ 2(—оо, оо) в £ 2(0 , о о )@  
®  £ 2 (О, оо) формулой

^ / /  =  { / i .  / 2}-
Пусть «Ж* — оператор в ^  =  £ 2 (0, оо) 0  £ 2(0 , оо), определенный фор­
мулой JT =  Тогда' T)(jT) =  (UT>(Jri) и для любого
/ е & м д )

<r<Uf =  ‘UJr1f = - { ( j r 1f ) u M V ) 2}, 
где для 0 <;л:<^оо

(JTJ) 1 (х) =  (L f) (х), ( j r j ) 2 (х) =  (Lf) ( - х ) .
Теперь несложные вычисления показывают, что

L/(—x) =  (JL+ J/2)(x), 0 < л :< о о ,
где инволютивный оператор J задан равенством

Jg (x) =  gjx).
Таким образом, мы видим, что

jr<Uf =  j r { f x, f 2} =  {L fl% JL+ J f 2}-
Так как JfPx нормален, то нормален и JT- Потому N x с  Ж , где J\T 
нормален в £ 2 (0 , оо) @  £ 2 (0, оо). Именно этим примером было мотиви­
ровано рассмотрение оператора JN\ J в теореме 10.
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