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В В Е Д Е Н И Е 

1. Постановка задачи. В работе разрабатывается метод по­
строения асимптотического решения для / г 1 псевдодифферен­
циального уравнения с комплексными характеристиками. Такие' 
асимптотические решения используются при исследовании син-
гулярностей фундаментальных решений уравнений главного ти­
па, в задачах на собственные функции и т. д. 

Построение асимптотического решения, как правило, сводит­
ся к следующим задачам: 

а) построение формального асимптотического (ф. а.) реше­
ния; 

б) строгое обоснование полученной асимптотики. 
В данной работе мы будем строить ф. а. решение. Отметим,. 

что для широкого класса задач Коши ф. а. решения позволяют 
построить параметрите и таким образом получить обоснование 
асимптотического характера построенных нами ф. а. решений 
(см. [10, 17, 19,29, 30, 32]). 

Из методических соображений построение ф. а. решений сна­
чала проводится для задачи Коши 

— ih^jt-+#(jc, — iA-—•. ^)и = 0, 

и|^о—Д^М; (о.1> 

где ф (х)бС™ (Rn), So (x)eC°° (Rn), iraS0(jc)>O, а затем эти по­
строения переносятся на более общий класс начальных дан-
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ных, представимых через канонический оператор Маслова на 
почти аналитическом многообразии (см. [11, 12]). 

Здесь через Я fx, —iA------, tj обозначен h~l псевдодиф­
ференциальный оператор (сокращение п. д. оператор), который 
.для значений параметра h из полуинтервала (0, 1] действует 
и а пространстве*) CJT (Rn X [0, Т]) по формуле 

Н\х, — iA—r, t\tt(x, t) = \eipxH (x, hp, t)u(p, t)dp, 

(2-:)" u.(p, t) — \ e~lPxa (x, t) dx. 
Мы будем предполагать, что символ Н(х, р, t) принадлежит 
C°°(R2n+l) и удовлетворяет условиям: 

10) —ш^^ <Cj.,.^+\P\+\x\rt 
[y! + k l + A<{infty}! (0-2) 

2°) imH(x,ptt)<0, (x,p,t)eR"nXH+\ (0.3) 
-3°) семейство локальных отображений gRe#, отвечающих 
гамильтоновой системе 

dt~ dp \dt~ dx ' *• > 
'Определено для всех значений времени t. (Решение задачи 
Коши ' x(0) = xo. Рф) — Рй системы (0.4) выражается через 
-оператор gili?) по формуле 

х {xQ, p0, г!), р (x0, p0, t) = g%i # (л:0, p0).) 
Нетрудно проверить, что условие 3°) можно выразить 

через некоторые условия на функцию ReH (x, p,t). В част­
ности, достаточно потребовать, чтобы для произвольного 
неограниченного подмножества 2' множества /?2пХ[0, Г], F < {infty}, 
из условия sup I V.- ,pReH| — со следовало бы, что 

В' ' 
-sup 1 Re /У I = оо. 

Si' 
При условиях 1°) —.3°) в § 2 приводятся формулы для 

ф. а. решения в целом, т. е. для произвольного отрезка 
времени [0,7"]. Формальные асимптотические решения строят­
ся по методу, предложенному в работах [11, 12[. 

Приведем определение ф. а. решения задачи Коши (0.1). 
Решение задачи Коши (0.1) является функцией точки (x,t,h) 
на множестве й=/?"Х[0, Г]Х(0,1]. Обозначим через C5° (Q) 

' Через Сд° обозначено подпространство пространства С00(/?',Х [О, Т]) 
элементы которого имеют компактный носитель. 
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-подпространство пространства С°° (S), состоящее из функций 
<Р с компактным множеством supp ср. Через Wk(Q) обозначим, 
замыкание пространства Со°(Й) в норме ||-||(й): 

| |' | |»=[.,А%,/"1,1^<-''Д)1гГ'( /?")- (а5) 

О п р е д е л е н и е ОЛ. Если функция uN принадлежит прост­ею 
ранству п Wk(Q) и удовлетворяет уравнению 

- ih -—-+HitN = А"/-/,, (x,t, h)e&, 

«.v|,=0 — e r S o U ) t ( x ) + ^ r ^ ( x , /г), 

"де /"л/бП ^й( а)> а rN{x,li) является ограничением некоторой 
£=•0 

со 

•функции из пространства П W!i(Q) на гиперплоскость z. = 0, 
то функция ия называется ф. а. решением с точностью О (hN). 

В дальнейшем линейное пространство функций вида №g, 
оо 

где #6П ^А(--) обозначим через 9V 
ft--.О 

З а м е ч а н и е . 1°. Поскольку мы строим ф. а. решение с точ­
ностью до 0(hN), то, не ограничивая общности, можно считать, 
что множество нулей функции imS|SUpP не пусто. Действитель­
но, в противном случае функция uN=0 при N<<x> является 
ф. а. решением задачи (ОЛ). 

2°. Изменение значений функции So(x) вне компакта supp-ф 
не влияет па начальные данные задачи (0.1). Поэтому можно 
считать, что вне некоторого компакта со0 справедлива оценка 

imS 0 (x )^0 при д̂ соо. 

2. Особенности асимптотического метода в комплексной си­
туации. Следуя классическому приему построения ф. а- реше­
ния, будем искать его в виде 

l N-1 

uN — е^"%, cp- {sum} ft/?/, где <?jQC^(R"X\0,T}). 

Предположим, что символ Н (х, р, i)-полиномиален относи­
тельно аргумента р (общий случай исследуется аналогично 
на основе формул работы [13]). В результате подстановки 
функции uN в уравнение (0.1) получим выражение: 
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- b A V i - b . - . + A ^ } ? . (0.8> 
Здесь Vj — дифференциальные операторы порядка /. Прирав­
нивая в выражении (0.8) коэффициенты при одинаковых степе­
нях h к нулю, получим уравнения 

•11-+Я (x,-g-, t] = 0, S|^o~So(x), (C9> 
N 

VVpo = 0, . . . , V^N_2= — 2 V}yN-.j-U (0.9'> 

Очевидно, если фаза 5(x,t) и амплитуды ср, удовлетворяют 
уравнениям (0.9), то 

\^ — ih |_ + ^ )^==e r S r . v , г.у6-К ,̂ и.у|/--о — ег5>. (0.10) 
Поскольку мы строим асимптотическое решение с точностью 
до 0(hN), то нужно потребовать, чтобы фаза S удовлетво­
ряла условию диссипативности 

imS(je,*)>0, (x, t)eRnX[0,T]. (0.11> 
i s В этом случае правая часть eh r.v в уравнении (0.10) так же 

принадлежит пространству SR.V, а следовательно, функция «лг 
является ф. а. решением задачи (0.1). 

Как известно, уравнение Гамильтона-Якоби (0.9) в слу­
чае комплексного символа Н и комплексных начальных дан­
ных SoCxO. вообще говоря, локально неразрешимо в классе 
бесконечно дифференцируемых функций. Аналогичное утверж­
дение справедливо и для уравнений переноса (0.9'). Поэтому 
мы заменим, вообще говоря, локально не разрешимые уравнения: 
(0.9) (0.9') на аппроксимативные уравнения вида 

™+н(х, | | ) t)-=0[(im5)-v]> imS>0, 5[,-o=So(Jc), (0.12> 
^cpo—CHimS)"-1], 

N 

Vi<P,v-.- - 2 Vj<r„-}-i + OUimS)], (0.13> 

<p0 !<---<) — Ф, Ty|/-=o — 0 / > - • 
Здесь через 0[(im5)ft] обозначены бесконечно дифференциру­
емые функции точки (x, t), которые на каждом компакте to иа 
%пХД1+ удовлетворяют оценкам 
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-——70[(imS)'<] <C4J(lmS)^^.k-j-W). (о. 14) 
роверить, что из уравнений (0.12), (0.13), в силу 

{tau} 

таххЛе h=Chhk 

(0.14), вытекает, что для диссипативных фаз S 
vr является ф. а. решением с точностью до 0(hN). 

ситуации уравнения (0.12), (0.13) по модулю 
по-видимому, впервые были рассмотрены в работах 
затем в работе [32] эти уравнения были рассмотре-
/лю (imS)'1. Для частного случая, когда функция 
ом приближении равна расстоянию от некоторой по-
аппроксимативные уравнения типа (0.12), (0.13) 
ь в задачах пограничного слоя (см. [5]). В заключе-
м, что уравнения (0.12), (0.13) накладывают ограни-
|упкции S, ср лишь в окрестности множества нулей 
iS. 
ер построения ф. а. решения. Поясним основные мо-
•росмгия ф. а. решения на примере задачи Коши 

— ш dt + t T - = и, 

и|,-о=е7Г'^"Ф(-«). ФбС№). (0.15), 
чимся построением главного члена асимптотики — 

авпения (0.15) символ Н (х, р, t), равный — ~р2, и 
данные S0 —•—x — аналитические функции. Поэто-
иие (0.9) для фазы S (x, t) можно решить точно 
точное решение уравнения (0.9) является так же и 
уравнения (0.12)). По методу Гамильтона —Якоби 

равнения 
I I Л О \ О 1 

1-2 OS I I <DS \ 2 _ с . 1 „ 

я через решение z (z0, t), 3й (г0, t) гамильтоновои 
; гамильтонианом H——-j3b2 

dt~~ J' dt~v' 

г(0)==г0, .5P(0) — g ( Z o ) = 
(0.16) 
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по ф ормуле 

S(x, *)----So Ы.*-0) + 
t 

о 
где za (х, t) — решение уравнения z(zn, t) — x. Отметим, что-
формула (0.17) позволяет определить функцию S в комплекс­
ной точке (г, г!). Для этого достаточно в формуле (0.17) поло­
жить z0 = z0(z,t), где 20(.г, г!) —решение уравнения z(z0,t) = z. 

Нетрудно проверить, что после подстановки в формулу 
0.17) выражений z(z0, t) = (1 — it)z0, ePfa, t) = za, 

г 0 ( М ) - ^ г (0.18> 
I zs 

для функции S[z,t) получим выражение S (z, /) = у--—,-(l-f-гг.).. 
Значит фаза S (x, t) удовлетворяет условию диссипативноеш 
imS (x, t)>0. 

Теперь приступим к решению уравнения переноса (0-13) для 
амплитуды ср0. Как известно, для дифференциальных операторов 
И уравнение переноса имеет вид 
дщ . ОН I dS ,\d<p- , 1 d*Sd*Hi dS А ,_,,,. с>лг-ь / л mv 

<Ро|,=0=Ф. 
Предположим сначала, что функция ф аналитична. Тогда, пред­
полагая аналитичность решения cp0(x,z.) относительно аргумен­
та х, рассмотрим уравнение переноса (0.19) в комплексных. 
точках (г,/) (т. е. на С'Х-2?^). Используя уравнение 

^-£{«-ё*М ("--т-" 
стандартными выкладками получим, что после перехода в. 
уравнении переноса от переменных z, t к переменным г0, f 
функция р 

?{zQ,i)=Y^-^^{z{zQ, t),t) 
будет удовлетворять уравнению 

- % — = 0 , р(г0)0) = П о ­
следовательно, р(г0, t)=ty(z0) и амплитуда ^(x.-O дается фор­
мулой 

cp0(x, 0 - - - - — t W * r 0 ) - (0.20). 
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Здесь мы воспользовались тем фактом, что для системы (0.1 6> 
dz/dz-j --= 1 — it. 

Для системы (0.16) точка -г0(л:,.<) принимает комплексные 
значения -———;(1 — i0, поэтому для обобщения формулы (0.20> 
на случай пеаиалптпческих начальных данных -|,(x) нужно не­
которым образом определить продолжение функции I|J(A'} на 
комплексные значения аргументов, 

Почти аналитическое продолжение. Обозначим координаты 
точек в пространстве С" через г, где zJ=x]-\-iij], и опреде­
лим операцию овеществления R:C" ~> JR'2" по формуле R(z) — 
— (x,//)• Аналогично определяется обратное отображение-
(комплексификация) R"I:/?-"->C", Используя эти отображения, 
мы отождествим функции на пространстве С" и на простран­
стве ./?-•*. 

Пусть /?" —вещественное подпространство пространства С". 
Определим отображепие почти аиалитического продолжения 
(п. a.) AV:GM(/?")^C°°(C") (здесь C°°(C") — (R)* Сте (/?-«)) 

(-V)(*) = S - f f &/(•*). (0.21)-
lft|--0 

Введем па пространстве С143 (С") операторы 
0 1 / д ___. д \ Л l / j _ , з \ 

Можно показать, что функция AMf на компактных подмноже­
ствах •» пространства С" удовлетворяет оценкам 

дМ+Мд,л Л .c*,p^rx,o.1v-iBi)) | а + р | < о о . (0.22). >ИдгЛ <)/%•' <fiK NJ 

Используя оценки (0.22), докажем 
П р е д л о ж е н и е 0Л, Функция 

tier —i-
<р0 (х, t)•=--=(1 — it) * (.\v+) (г0 (.к, 0) 

удовлетворяет уравнению переноса 
дер, , дН / dS \ flip, , 1 d«S б-/-/ / . , AS \ п , п 9Чч 

-gr-l-ip-г' лг)•37+TUiT'r и)то-=^ .̂ (°-23> 
(здесь #•— —-Jr.f"2], где функция QN на компактных подмно­
жествах m пространства /?"Х ./?!•_ удовлетворяет оценкам 
-jM+Y f ^ Q„ (*, t) < CS'V (max | Im z» (A-, t) | pi-.--v-i-.-Y), (0.24) 

| a | + T<oo. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы Соболева (см. [22]) следует 
равенство 

\JLA-EL{ dS] д | l d*s д%н ( dS\\ у \dt + др \Х' дх } дх + 2 ^ - dj?2 1^' d.x Jj X 

1 
X 

/
dz (zp, t) 

dza 

= 0. 

zu=za(x,t) 

Поэтому уравнение (0.23) эквивалентно уравнению 

}+^{x>fx)<k}(A^)^ i)) = V\=itQ. (0.25) 
Используя формулу дифференцирования 

функций из пространства CM (C"), преобразуем уравнение (0.25) 
к виду 

= QNy\=it. (0.26) 

Далее, из равенства ^-(z0, 0 = — (z, -Ц) ^ ^ получим, 

что ^--(г, 0 + if-(2, 41") T r ( 2 ' - ) s 0 - Т а к и м образом, первый 
член в левой части выражения (0.26) равен нулю. Следова­
тельно, справедливо равенство 

•QNКТ-¥ = ( - § (*, t ) + - f [х, 4 | ) •%- (* . ' 0 ) - | - (V*) - (0-27) 
В силу формулы (0.27), оценки (0.24) вытекают из оценок 
(0.22). 

Теперь покажем, что функция <р0 (x, i) удовлетворяет урав­
нению переноса (0.19). Очевидно для этого достаточно дока­
зать предложение. 

Предложение 0.2. Для функции z0(x, t) справедлива 
оценка 

max|lmz0(*,'-.)|<Cr/.taiS(je>0; {x,f)GRaX[O.T\. (0.28) 

Доказательство оценки (0.28) следует из вышеполученных 
формул: 

im z0 (х, t) - ~ — , im S (x,.-) = - ——-. 
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Анализируя решение уравнения переноса (0.19), МОЖНО 
•сделать следующие выводы: 

1°. Решение уравнения переноса в пеаналитическом случае 
формально получается выходом в комплексную плоскость по 
формулам, справедливым для аналитического случая. 

2°. Неаналитические функции, входящие в асимптотические 
формулы, в комплексной точке г определяются посредством поч­
ти аналитического продолжения. 

3°. Погрешности в уравнениях, возникающие за счет неана­
литичности функций, оцениваются, в силу неравенства (0.28), 
через imS(x, t). 

В работе будет показано, что эти соображения справедливы 
также и для символов II (х, р, /), удовлетворяющих условиям 
(0.2) — (0.4). Отметим, что в общем случае решение уравнения 
(0.12) может быть получено по формуле Гамильтона—Якоби 
(0-17). 

Приведем строгие формулировки эвристических сообра­
жений 1—3°. 

4. Главный член ф. а. решения задачи Коши (0.1) в малом. 
При условии, что функция ср принадлежит Со° (R" X [0, 71), 
а фаза S(x,2.) бесконечно дифференцируема и удовлетворяет 
условию диссипативности, в работе [13] получено разложение 

(_«£+*) А-.-Ч(&+/ф. £..))+ . 
+ hVl + . . . +A-V-V1v-,] «р + глг, (0.29) 

Гмв&н, -V<oo. 
Здесь ниже функция H{x,'3\t) в комплексной точке! л:, 4—, г\ опре­
деляется по формулам п. а. продолжения относительно аргу­
мента if до порядка 2Л7, а оператор Vx имеет вид 

v'- - llJT"1 Tf [х> I T ' 4 1F + 
I 1 V dsS 0~H I dS ,\\ , - Л Л , 

"•"2 f^m дхкдхт дрьдрт \Х> Ох'1))' ^ " ^ 

Из формулы (0.29) следует, что ф. а. решение задачи Коши 
I N—'Л 

—-S V * 

(0.1) можно искать в виде иы =— eh J_ hJ<?j, где «p̂ eGcT (Rn X [0, F]). 
Очевидно, если фаза S удовлетворяет уравнению (0.12), 
а амплитуды <р; —уравнениям (0.13), то функция aN является 
ф. а. решением задачи (0.1). 

В рассмотренной выше модельной задаче основную труд­
ность представляло решение уравнения переноса. В общей 
ситуации основную трудность представляет нахождение фазы 
S (х, t). 

4—7811 49 



Для построения фазы 5 (x, t) рассмотрим в комплексном.: 
фазовом пространстве С2" систему обыкновенных дифферен­
циальных уравнений 

г(0) — г0, .5-(0)--^Нг0). (0.31> 

Здесь функции H(z,9b,t), S0(z0) для комплексных значений 
аргумента (г, .9s, t), г0 определяются по формулам п. а. про­
должения*): И (г, 3s, *) = (A^f Я) (z, З5, t)- S0 (г0) — (AWS0) (г0), 
7v">l; время i вещественно. Овеществленная система (0.31) 
является системой 4л уравнений в вещественном пространстве 
f>in c гладкими правыми частями. Поэтому решение системы 
(0.31) при фиксированном значении 2(0), .f (0) существует на 
некотором, вообще говоря, конечном промежутке времени 
[О, Л (г (0), 5> (0))), 0 < Д (г (0), & (0)) < оо. 

Обозначим через г(,г0, t), .5s (z0, t) семейство решений систе­
мы (0.31). Для вычисления фазы S нам понадобится решение 
уравнения z(z0, t) = z. Нетрудно проверить, что поскольку 
2(г010) = z0, то для произвольного числа С > 0 существует 
такое время t, что уравнение z(za, t)—z имеет бесконечно' 
дифференцируемое решение 20 (z, t) на множестве ( |2|<С}Х 
X [0, t]. Так как г0(г,0) = 2, то время t можно выбрать столь 
малым, что на множестве (|z |<2С} X[0,7] справедлива оценка 

\z-z0{zj)\<\c. (0.32) 
Теперь по формуле (0.17) построим' функцию S (x, t). В § 1 

будет доказано, что построенная по формуле (0.17) функция 
S(x,t) в_ области {|л: |<С) Х[0. t\ при достаточно малом 
значении t удовлетворяет уравнению (0.12). 

В § 2 будет доказано, что решение уравнения переноса 
(0.13) можно получить по формулам аналитического случая: 

i n 
(Л «K\tv\ [ 2 Я (2(~-,t).,«(z0,{tau}))ii{tau} 

, o ( x , ^ ^ f ('* J* ^ * , (0.33) 
•х / Dz(za, t) Dz« 

где 
z0-=z0(x-,i). 

Функция (0.33)_ бесконечно дифференцируема на множестве 
{|x|-<C] X[0, tj, т. е. там, где определена функция zQ(x,t). 

*) В обозначение оператора п. а. продолжения мы включили аргументы, 
по которым осуществляется п. а. продолжение. 
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Покажем, как определить функцию fo(x,t) с сохранением 
гладкости в полосе RnX[0,t]- ' • 

Выберем константу С из условия supple j | .* |<.I-Cl. Тог­
да при достаточно малом значении Г из оценки (0.32) сле­
дует, что функция ty0(x, t) _бесконечно дифференцируема 
на множестве {|x |<С}Х[0. t] и равной нулю в цилиндре 
| у С < | х | <: С| X JO, t]. Поэтому, положив функцию cp0(x, t) в 
области {|x|>G}X[0, t] равной нулю, мы получим бесконечно 
дифференцируемое решение уравнения_ переноса (0.13), принад­
лежащее пространству*) C™(RnX [0, t]). 

В действительности для ф. а. решения в малом нами по­
лучены более точные результаты. Для их формулировки 
нужно рассмотреть в пространстве C2nX-Rl многообразие 
А, образованное графиками семейства траекторий (0.31) 
(см. § 1, § 2). 

Отметим, что если решение уравнения z(z0, t) = x в неко­
торой точке (х, t) теряет гладкость, то функции S (x, t), 
tf0(x, t) в этой точке (х, 1) терпят разрыв. Значит в окрест­
ности точки (х, t) ф. а. решение нужно искать в другом виде. 
Следуя методу канонического оператора Маслова (КМ опе­
ратор, КМ метод), в окрестности точки (x, f) ф. а. решение 
ищем в виде 

uN = { — 2rih) 2 У г 1 ^ pi > jiX 

X 2 h^j{x', pT,t)\dpT. (0.34) 

Здесь I, / — два взаимодополнительные набора индексов: 
/ U - - ( l , . . . , /г), / f l 7 - 0 ; 

через | / | обозначено число элементов в наборе / ; 
dpT=dpk.. .dplk, 

где (lu . . . , h) = 7. 
Поскольку нас интересует асимптотика с точностью до 

О (hN), то фаза S(x1,pT,t) в формуле (0.34) должна удов­
летворять условию диссипативности imS>0. 

Подынтегральное выражение в формуле (0.34) можно рас­
сматривать как функцию на многообразии Л. Это обстоятельст-

*) Несколько отличные формулы для асимптотики в малом приводятся в 
работе [32] для случая полиномиального по р символа Н(х, р, t). 
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во позволяет выразить формулы для ф. а. решения задачи (0.1) 
в целом через модифицированный КМ оператор па многообра­
зии Л. При построении КМ оператора на многообразии Л ре­
шающее значение имеет то обстоятельство, что «неаналитич­
ность» многообразия Л в некотором смысле удается оценить 
через мнимые части фаз imS(x-, pj, t), аналогично тому как это 
сделано в предложении 2 (см. теорему 1.2, § 1). 

5. План вывода формул ф. а. решения. § 1. Построение 
п. а. лагранжевого многообразия А в расширенном фазовом 
пространстве C%"XRl и решение уравнения Гамильтона — 
Якоби (0.12). § 2. а) Определение КМ оператора на п. а. лаг-
ранжевом многообразии А. б) Вывод формулы композиции КМ 
оператора К А. И оператора 

{-Иг|+я)K^K,\ih[- I- + -J2 Я;л) + | V ] 
<Р+ .•".••/> Гн&Ям-

(см. обозначение (0-7)). в) Применение формулы композиции к 
построению ф. а. решения- г) Условия коцикличности. § 3- Ме­
тод стационарной фазы. § 4. Индекс Маслова в комплексной си­
туации. 

Настоящая работа возникла под влиянием работ В- П. Мас­
лова [18, 31], которые индуцировали серию работ по методу ка­
нонического оператора Маслова в комплексной ситуации, см. 
[7, 11—13, 15, 19—21, 24—27]. В отличие от работ В. П. Масло­
ва [1'8, 31], предложенный в работах [11, 12] асимптотический 
метод основан на развитии некоторого формализма, непосредст­
венно примыкающего к аналитическому гамильтонову форма­
лизму комплексного фазового пространства- Последний фор­
мализм являлся лишь эвристической базой для получения 
асимптотических разложений работ [18, 31] и вывода условий 
на комплексный росток. Несмотря на некоторую эвристическую 
общность метода работ [11, 12] и метода работ [18, 31], (под­
робное доказательство см. в [19]), эти методы оперируют с раз­
ными геометрическими объектами и не выводятся один из дру­
гого-

Данная работа является подробным изложением метода ра­
бот [11, 12]. ДЛЯ того, чтобы сделать изложение замкнутым, мы 
приводим здесь ряд результатов работы [15]. 

В последнее время появилась интересная работа [33], в ко­
торой приводится обобщение исчисления интегральных операто­
ров Фурье на случай комплексных фаз. В этой работе, в отли­
чие от [И, 12], авторы используют почти аналитические функ­
ции бесконечного порядка, т. е. 
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а также почти аналитические многообразия бесконечного поряд­
ка. В этой связи отметим, что полученные нами результаты ДЛЯ 
п. а- многообразий конечного порядка безо всяких изменений 
можно перенести на случай п. а. многообразий бесконечного 
порядка- Такой класс многообразий целесообразно использовать 
при построении параметрикса задачи Коши. 

Автор выражает искреннюю признательность В. П. Маслову 
за интересную дискуссию по результатам настоящей работы, 
Д. В. Аносову за обсуждение топологических аспектов рассмат­
риваемых в работе задач и за ряд полезных замечаний. 

§ 1. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА — ЯКОБИ 
В КОМПЛЕКСНОЙ НЕАНАЛИТИЧЕСХОЙ СИТУАЦИИ 

В данном параграфе приводится аналог метода Гамильто­
на—-Якоби интегрирования уравнения (0.12). Для формулиров­
ки основных положений этого метода введем в рассмотрение 
специальное пространство п. а. функций. 

1. П. а. функции. Назовем областью в пространстве R2nXRtl 

вложенное в это пространство бесконечно дифференцируемое 
многообразие и размерности 2п + 1. Многообразие и может 
иметь край, расположенный в гиперплоскости I — const. Под­
областью v области и назовем такое открытое в топологии 
многообразия и подмногообразие v, что 

р(ди\ди, dro\dv)y-0. 
Пусть R — отображение овеществления С" X Rl -.- R2" X Ru-

R (2, i.)—(x, у, t). Если Ru) —область в R2nXR\ то со будем 
называть областью в СГ1Х/?1 (очевидно со —многообразие в 
С" X JR1)- В дальнейшем мы будем отождествлять функции 
f(x, у, t) на Rco и функции (R*/) (г, t) на ш. Если эта функция 
будет рассматриваться на области Rco, то будем использовать 
обозначение f(x, у, t), а если на области ш, то обозначение 
f(z,t). 

Мерой отклонения дифференциальных свойств функций / 
из пространства С°°(со) (CM(co)—R*C°°(Ra>)) от дифференциаль­
ных свойств аналитических по г функций служит набор произ­
водных 

6*i№ ( - j > l« + PI + T < o o . 

Удобно оценивать эти производные через степени некоторой 
неотрицательной функции d, удовлетворяющей условиям: 
1) функция d в области со удовлетворяет условию Липшица; 
2) множество нулей функции d в области со не пусто. 
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Обозначим через 33N (a, d) линейное подпространство 
из С°°(и>), элементы которого удовлетворяют оценкам 

j-.c.+PI+Y 
<Са- PrfraaxtO.-V-l-t+pl-v), (г, t)6">. (1.1) 

О п р е д е л е н и е \Л. Функция / из пространства С™(ев) 
называется п. а. функцией по модулю d до порядка Л/, если 
на подобластях v области <о («.—•) справедливо включение 

дг 
cz®N(u, d). 

Пространство п. а. функций будем обозначать через ^(ш, d). 
Если из контекста ясно значение индекса iV, модуля d и из­
вестен вид области ш, то мы будем использовать сокращенные 
обозначения 33, 56. Далее, если значение каких-либо эле­
ментов -IV, d не существенно, то в обозначении соответствую­
щих пространств мы их будем опускать. 

Обозначим через Г множество нулей функции d в области 
ш. Точки множества Г назовем точками аналитичности функ­
ций пространства ^ (ш, d). 

Примеры п. а. функций. 
1°. Пусть f(x, t)£C°°(Rn+l). Из оценки (0.22) следует, что 

функция (Ллг/)(г, t) принадлежит пространству X^(CnXRl< |<У|). 
2°. Пусть g--'' T>—• семейство локальных отображений, 

отвечающих системе *) (0.31), и пусть [0, Д (г, 5й))— максималь­
ный полуинтервал времени, на котором определена траекто­
рия g(''°)(2, 3s). Определим отображение 0 подобласти 
2//= {(г, SP, г.): U (г, 5>) X [0, А (г, 5s)) пространства C2nXRl 

(z, 0>)(tcn 

в пространство C2nxRl no формуле 

0(г,-3-, 0 = (г(''0)(г. П 0- (1.2) 
модуль d/i определим выражением 

def 

dtf-maxlimgC-.^S5)!. (1.3) 
0 < t < . 

П р е д л о ж е н и е l.l. Вектор-функция О принадлежит про­
странству Хш (йя, d). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из уравнения (0.31) следует, что 
функция -— g-<.'-.0> (z, SF) удовлетворяет уравнению дг 

) Решение задачи Коши для системы (0.31) с начальными данными 
г\^х = гй, 3й \t=t = &>ч выражается через оператор g-('-T) по формуле 
\z,&>)(t) = git,x)(z», 5-.). 
54 



-A A gu. 0) (z, дь)._ g _ | g « l 0 ) (z, ^) + f J^ gv, о (2, SB), 

4-.?(''0)(г.^)М-=0, (1.4) 
где 

def 

_def 

Я" 
рг 

HL-
H"xl 

P£F> 

~н"х0>; 
Н"Р&) 

|og«-°>(Z,S-) 

ogc °) (г, 3>) 

Поскольку функция И (г, 5s, t) почти аналитична до порядка 
2N по модулю | imz|-|-| im^l, то после несложных преобразо­
ваний системы (1.4) получим неравенство 

- | ig< . .o)(Z | S6) <C„dff; (г, .5s, 0 си , ие2Я. 

Проводя аналогичные преобразования для высших производных 

.докажем, что отображение G почти аналитично по модулю 
dH до порядка 2N. 

Несложными выкладками можно показать, что п. а. функции 
обладают следующими свойствами: отображение, обратное 
к почти аналитическому, почти аналитично; композиция п. а. 
отображений почти аналитична. Дадим точную формулировку 
этих утверждений. 

d e f 
Пусть вектор-функция F (z, t) = (/1(z, t), .. .,/„(z, t), t) при­

надлежит XN (ю, d) и пусть точка Q —нуль модуля d. 
П р е д л о ж е н и е 1.2. Если в точке аналитичности Q = 

= (z',t') отличен от нуля якобиан D(fi,...,fn)lDz\Q, то в не­
которой окрестности v точки F(z', t') обратное отображение 
E-- существует и аналитично по модулю d°F~l до порядка N. 

Дифференциал отображения F (по аргументам z, t) удов­
летворяет соотношению 

(dF)-i — F*(dF-i) + r.v, (1.5) 
•где rNe®N.{v, d). 

Пусть функция Ф принадлежит .32'" (ш, d) и пусть выше 
•рассмотренное -отображение F удовлетворяет условию 
F (V)C(o. 

П р е д л о ж е н и е 1.3. Если -множество Р_1(Г^ПГ не­
пусто (Г, Г —нули модулей d, d), то функция фор принадле­
жит Пространству %™WN,m)(yf d + dvF). 
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2. П. а. многообразия. Определим почти аналитические 
многообразия вещественной размерности 2/.. + 1, 2п. 

Пусть Ж2""1'1 — топологическое многообразие размерности 
2/г + 1. Картой на M2n+1 назовем гомеоморфизм некоторого 
открытого подмножества U многообразия М2пП на область 
пространства CnXR] *'• Зафиксируем на многообразии М2п+1 

неотрицательную функцию d, имеющую непустое множество-
нулей Г. 

Множество карт /У — {(£/,-, hj)} называется п. а. атласом 
многообразия М2п+1 по модулю d, если выполнены следующие 
условия: 

def 
1) Атлас RU={(Uj, Rhj)} определяет бесконечно диффе­

ренцируемую структуру. . 
2) В произвольной карте (U, /г) атласа U функция d~/f1: 

удовлетворяет условию Липшица. 
3) Обозначим через %t проекцию CnXR) на прямую С = 0 

(С; ..--координаты в CnxRJ). Тогда для произвольных карт 
(Uu hi), (U2, h2) атласа U справедливо соотношение 
^(A1oA2--)(C,t)-=t. 

4) Для произвольных карт (U1. h{), (U2, h2) атласа U 
функция hi°h~l принадлежит пространству 

%N(h2(Ui[)U2), d°-V)> N>1-
Отметим, что условие 4) накладывает ограничение на диффео­
морфизмы hb /z.2 лишь в случае UinU2nI1=7-!0-

Многообразие с п. а. атласом будем называть п. а. много­
образием. 

На п. а. многообразии М2"+1 естественно вводится про­
странство п. а. функций £N {М2пП, d). Пространство XN(M2n+1, d) 
состо'ит из бесконечно дифференцируемых функций / , огра­
ничение которых на произвольной карте (U, К) п. а. атласа 
) удовлетворяет условию 

~(f\u°h-l)£<B"(h(U),doh-\). 

В дальнейшем мы будем рассматривать п. а. многообразия 
YW-"+1, вложенные в пространство R(C2nXR\)- Используя: 
операцию комплексификации R-1, можно отобразить много­
образие M2n+l в пространство С2пХЯ\- Для многообразия 
R-1M2"+l мы примем обозначение СУИ2"+1. Вложение п. а. 
многообразия сМ2пП- в пространство C2nXR] будем называть 
правильным, если 

1) ДЛЯ любой карты (<У, h) атласа U вектор-функция 
(г, Ф, t) \u°h~l принадлежит пространству £N (h(U), d°h~l). 

*> B аилу определения области, мы не исключаем многообразия с краем.. 
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2) Для каждой точки Q множества Г существует такая 
карта (U, /г) атласа U и такие наборы / •== (i l 5 . . . ,£ft),, 

D {z'°h-1, 0>j*h^)\ ^ 0 , (1 .6) 
Щ \h(Q) 

def def 
zJ-(z ' . , . . . . ,z4 , ^ - ( , ^ ,&jn_k). 

3) Справедливо равенство tcth[(z, 3й, t) \u] = t. Очевидно., 
что если условие 2) выполнено хотя бы в одной карте атла­
са U, то оно выполнено и в других картах этого атласа, 
содержащих точку Q. 

Исключая в определении п. а. атласа и в определении 
правильного вложения условия 3), а также заменяя про­
странства C2" XR], 0"Х-9. на пространства C2", Cn, мы 
получим определение п. а. многообразия *) сЛ12п. 

Определим на п. а. многообразии cM'2n+l в- карте (U, h) 
п. а. атласа скобки Лагранжа: 

г яыР d - dzoh'1 д&о/г-1 dzoh-1 d.poh-1 

Определение 1.2. П. а. многообразие CM2'I+1 называет-
ся лаграижевым, если в каждой карте (U, h) п. а. атласа 
справедливо включение [z, 3b]",mQ3BN (,h(U), dohr1). 

Аналогично определяется лагранжевость многообра­
зия CM2". 

Резюмируя выше приведенные рассуждения, определим 
ОСНОВНОЙ для дальнейших исследований класс %N многообразий. 

О п р е д е л е н и е 1.3. Почти аналитические правильно 
вложенные лагранжевы многообразия CM2", cM2n+1 будем назы­
вать 3I.V многообразиями. 

Следует подчеркнуть, что на многообразиях класса %м 
фиксированы почти аналитические атласы и модули d. На 2l.v 
многообразиях естественно вводится класс эквивалентности 

О п р е д е л е н и е . Многообразия cMf+l, CM1"+1 класса % 
будем называть эквивалентными, если 1) эти многообразш 
совпадают как подмножества C-nXR1; 2) модули db d2 этих 
многообразий эквивалентны: d-<C2d2, d2<GiQa> 0<G2> 
C1<oo; 3) атласы этих многообразий совпадают (мы предпо­
лагаем, что на каждом многообразии задан максимальный 
атлас). 

Примеры многообразий сМ2п, cM-n+1. 1. Пусть ш —область 
в С", содержащая вещественные точки. По функции S0(x) из 

*) Многообразия сА(-'г+1 можно рассматривать как семейство многообра­
зий см™ (х) --= CAJ2«+I f]{t •=-.}. 
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пространства C°?(R") построим почти аналитическую по моду-
def 

лю d = \imz\ функцию 50(г) = (Лш50)(2), 7V>1 и определим 
почти аналитическое по модулю |imz| отображение h~l:«.{to}С2" 

def def - -

г.А-1(го) = г01 ^h^{z,) = ^(z,). (1.7) 
•Определим на топологическом MHqroo6pa3roi /Г1 (со) модуль 

def 
d— \imz\ |ft_i((0) и рассмотрим на этом многообразии атлас U, 
содержащий карту (h"l(m),/г). Нетрудно проверить, что п. а. 
многообразие Л2", равное топологическому многообразию 
Л-1 (ад) со структурой, определенной атласом U, является %т 
многообразием. 

2. Используя введенное в пункте 1 отображение G, опре­
делим отображение QH области 

<-•-,= U {20X[0, Д(г0, ^о/г1 (г-)))} 

пространства СпХ^ в пространство C^X-R1: 

GH(z0,t)U=G(h~i(zQ),t). 
Очевидно множество Он(^н) является объединением графиков 
траекторий системы (0.31). 

Из предложений (1.1), (1.3) следует, что отображение 
•почти аналитично по модулю 

def 

d(zQ, 0=|1тго| + ^я(А--(г0), t) (1.8) 
(см. определение dH— формулу'(1.3)). 
Далее, овеществляя систему (0.31), мы получим, что множе­
ство QH(wH) является топологическим многообразием вещест­
венной размерности 2п-\-\. Определим на топологическом 

def _ 
многообразии GH{u>H) модуль d=doQ-- и рассмотрим на этом 
многообразии п. а. атлас U, содержащий карту (G/.-(<%). G-1). 
Обозначим через А2п+1 топологическое многообразие -З-Л"-//). 
со структурой, определенной атласом U. Справедливо предло­
жение 

П р е д л о ж е н и е 1.4. А2пН является %N многообразием 
.вещественной размерности 2re+l. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения многообразия А2пП • 
следует его почти аналитичность по выше определенному 
•модулю d. Проверим выполнение условий правильного вло­
жения. 
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Очевидно, условия 1, 3 правильного вложения выполнены. 
Докажем справедливость условий 2. Пусть (z, &>,!)—точка 
множества Г многообразия Л2п+1 и пусть (г0, t) — прообраз этой 
точки при отображении Он. 

Определим вектор Y(z0) г.), компонентами которого являют­
ся всевозможные якобианы вида D{z'oQH, ^JOGH)/DZQ. Для 
доказательства неравенства (1.6) (условие 2) достаточно пока­
зать, что вектор Y(г0, I) отличен от нуля. 

Дифференцируя функцию Y (г0, -) по т и используя урав­
нения в вариациях (1.4) для вектора У (г0, -с), получим линей­
ное уравнение 

•А- Г (г0, -) = BY (zQ, x) + О (dw (z0, x)). 

В точке (г0, 0) из определения отображения Он следует равен-
D (z°GH) 

ство гоОн(г0, 0) — г0. Поэтому якобиан д-. в т о ч к е (го, 0), 
а следовательно, и вектор Y(z0,0), отличны от нуля. Рас­
смотрим уравнение для вектора Y(z0, -) на отрезке [0, t]. 
По условию d(zQ, t) = 0. Поскольку функция d(z0, -),- xQ [О, Ц 
по аргументу т не убывает (см. формулу (1.8», то йГ(г0, т)—0 
при --6 [0, t\. Значит вектор Y(z0, -с), -eg [0, f\ является решением 
линейного однородного уравнения с ненулевыми начальными 
данными. Поэтому Y(z0, t)V=0, что и требовалось доказать. 

Для завершения доказательства предложения нам осталось 
.•проверить выполнение условий лагранжевости. Очевидно до­
статочно проверить их в карте (A-n+1, Gy/)- Нетрудно показать, 
•что из уравнения в вариациях (1.4) и формул (1.7) следует урав-
•нени е 

[z,S-]A*(«0l0)«O(|Imz0J2Ar). 
Поскольку точка г0 вещественна и d(z0,%) = 0 при t6[0,7], то 
из уравнения (1.9) следует равенство 

[г, S-]£« &,••:)-= 0, те [0, t\. 
Предложение доказано. 

Канонический атлас на %N многообразиях. Зафиксируем 
на множестве Г многообразия сМ2пП точку Q и рассмотрим 
проекции h, окрестности U точки Q на 2я-|-1-мерные (в ве­
щественном смысле) координатные плоскости [г' = 0 , .9^ — 0} 
в пространстве С^хЯ1 (здесь /П-г = 0) / U.-F-=(1,..., n)). 
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Поскольку в точках множества Г дифференциальные свой­
ства ^-многообразий аналогичны дифференциальным свой­
ствам аналитических многообразий, то дословным повторением 
рассуждений работ [2,17] получим лемму. 

Лемма 1Л. Для каждой точки Q множества Г -^-много­
образия сМ2п+1 в п. а. атласе % существует карта (U, /г;), со­
держащая точку Q. 

Карту (U, hj) в дальнейшем будем называть канонической 
и обозначать через (U, I). Проекцию многообразия на пло­
скость {^ = 0} обозначим через hz, а карту (U,hz) будем 
обозначать через Uz. 

Из леммы (1.1) следует существование в атласе % набора 
{(U, I)} канонических карт, осуществляющих локально конеч­
ное покрытие множества Г. Атлас {(U, /)} будем называть 
каноническим. 

3. Интегрирование уравнения Гамильтона—-Якоби (0.12). 
Определение Г4. Функция S на %N многообразии 

сМ2пП называется действием, если 
1) Se£N (CM^\ d); 
2) в каждой карте (U, /г) п. а. атласа многообразия cM2n+-
коэффициенты формы dS — ZPdz принадлежат пространству 
iBN(U,d). 

На выше построенном 3i2A., N>\ многообразии A2ra+1 опре­
делим функцию S по формуле 

f ' 1 
S = {GJ)* So (20)+[{ёРд^-НуОи(20, x)dx . (1.10) 

l 0 I 
Справедлива 

Лемма 1.2. Функция S является действием на многообра­
зии A2n+l. 

2) В произвольной канонической карте (U, /) функция 
def — 

принадлежит пространству £w (U, d) и удовлетворяет в обла­
сти fijU уравнению 

где r^QB™ [h,{JJ)t dohj1). 
Замечание. Из равенства (1.12) вытекает, что в канони­

ческой карте U2 функция Su °hjl {х, t) в некотором смысле 
zds , тт I dS л _ является решением уравнения — + / / 1х, ---•, г 1 = 0. 
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Доказательство этой леммы аналогично доказательству 
•соответствующего утверждения в аналитическом случае и мо­
жет быть проведено прямым дифференцированием функций S, 
S(U,iy 

Исследуем свойство положительности функции \mS(u°hyl 

в вещественных точках (х\ ;?_, t\. Для этого введем ряд обо­
значений. 

Обозначим через R2n подпространство вещественных точек 
• пространства С2": R2fl = {imz = 0, im SF> = 0}; через R2nXRl 

обозначим подпространство вещественных точек пространства 
€2"Х-*?1. Вещественными точками многообразий СЖ2", сМ2пП 

назовем пересечения R2nf\cM2n; (R2nxR})r\cM2n+1. 
Многообразие Л2л+1 состоит из графиков траекторий сис­

темы (0.31) с начальными данными на многообразии А2". 
Пусть (х,р) — вещественная точка многообразия А2". 

График (gV'°Hx,p),t),te[0,T(x~,p)], где 0 < 7 ( x , p ) < o o 
•будем называть экстремальным, если *> 
1) imS0(x) —0; 
2) г-'- °> (x,p)QR2^ при te[0, Т (х, ~р)\; 
3) imHog«'°)(x,p) = 0 при_*е(О,Г(Зс,~0], 

sup i---Ho^£;
,°/(x,p)>0 при всех е>0. 

Т (х, p)<t<T (х, Р)+е 
Замечание к пункту 3). Из условия — im Я (x,p.J)>0 

вытекает равенство (\/х, р im Я) - gV> °) (x, p) при tQ[Q, T (х, р)\. 
Следовательно, экстремальная траектория является траекто­
рией системы (0.4). Поэтому в пункте 3) отображение g('>°) 
можно заменить на gru'#. 

Проекцию экстремального графика на плоскость С2" будем 
называть экстремальной траекторией. 

Обозначим множество экстремальных графиков через Го. 
Нетрудно проверить, что в точках множества Г0 модуль d мно­
гообразия А2и+1 обращается в нуль. 

Пример. В рассмотренном ранее примере Я = — — p2, 
5 0 = у Х 2 множество Г0 имеет вид 

Г о - { и (x,p----x,t = 0)}U{(x-=0,p — 0)X/?+}. 
хфО 

Фиксируем на множестве Г0 точку Q и пусть (U, /) — 
каноническая карта, содержащая точку Q. Обозначим через 

^Елен—локальное семейство отображений системы (0.4). При 
Т (х, р) = 0 условие 3) не накладывает ограничений. 
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Re/г/Г/ множество вещественных точек проекции hiU 
Reh/U={im27-=0, im3i

r = 0:(zI,g!>T,f)BhiU} '• 
и пусть Re (/У, /) — прообраз вещественных точек проекции? 
RehfU в многообразии U. Очевидно подмногообразие Re(U,/)» 
зависит от выбора проекции hi. 

Справедливы теоремы *) 
Т е о р е м а 1.1. Г. Для достаточно малых значений времени 

Т подмножество Лг^&2"п П {0<!.<Т} является картой с 
координатным диффеоморфизмом hz (т. е. диффеоморфно* 
своей проекции на плоскость ф = 0}}. 2°. Функция 
S (x,t)~S о hj1 (x,t) в области Re/zzA-{cdot} удовлетворяет урав­
нению 

§+H(*.g,*)-Ol(imSn 
S|<=o—S0(x); imS>0, N > 1 . 

Здесь функция 0[(imS)№] на подобластях и{ыШ Reh-Ar) 
удовлетворяет оценкам (-0.14). 

Т е о р е м а 1.2. Фиксируем произвольную точку Q мно- i 
жества Г0 многообразия Л2"+1. Тогда в произвольной достаточ- -
но малой канонической карте (U, /), содержащей точку Qv 
функция S^u.i) удовлетворяет следующим условиям: '•• 
1°. Условию положительности 

imS{UJ)\ ГоП-/=°; -mS(-7,/)|Re(c/,/)\r0>0- (1 -14> 
2°. Мажорантному условию 

d | Re((7,/)<G(C/1 / ) 'V r iniSc£/1 / ) |Re(C/,I) . (LI5). 

3°. Функция S-—5(-/,/)oA-i | ReA/t/ удовлетворяет уравнению 

^ + t f ( V , -Щ-'^pj., t j = 0 [ ( i m 5 ; n 7V>L(L16> ; 

Здесь функция S/ на подобластях u(u<zc:RzhiU) удовлетво­
ряет оценкам (0.14). 

• Теорема (L1) дает решение задачи Коши для уравнения1 

Гамильтона— Якоби в ограниченной области Re/г^Лг. Посколь­
ку в приложениях удобно работать с решением уравнения* 
(1.13) в полосе RnX[0, T], покажем как для малых значений. 
t продолжить решение S(x, t) теоремы L1 на полосу 
--?'!Х[0> t]> t<T. Для этого здесь и всюду в дальнейшем мьь 

*> Локальное решение уравнения (1.13) другим методом получено в ра­
боте {32]'. 
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будем предполагать, что область ш, входящая в определение 
многообразия Л2", удовлетворяет условию*) 

im S0(x)> С0>0 при x$wr\Rn- (1.17} 
Из условия положительности (1.14) теоремы 1.2 следует,, 

что функция S (x, t) положительна в некоторой е окрестности 
множества Го — (АгГ0) П (АгЛг) в пространстве RnX[0,T]. 
Обозначим эту окрестность через (Го)в и пусть <?-, е2 разбие­
ние единицы на i?"X[0, Т] по покрытию 

(Го)Е, (RnX [0, . 4 )4 (^ )1 . 

Положим S(x, t) — eiS(x, t)-\-e2S0(x). Очевидны равенства 
5 (Л", 0) = So(x)i imjR>0. Поскольку функция imS(x,t) строго 
положительна на множестве (Го)е\(Г'о)1 , а функция S0(x) 

j B _ 
строго положительна вне множества (Го )8 Л {t < t} > то из гео­
метрических соображений можно показать, что при достаточно. 
малом значении t в области (RnX[0, Т])\(Т$) i функция S 
строго положительна: 

iraS(x, t )>C 1 >0 , (x,t)e(R"X[0, Т])\(Го)1 . 
"28 

Выше было отмечено, что уравнение (1.13) накладывает 
ограничения на функцию S лишь в окрестности нулей функ­
ции im3. Так как функция 5 на множестве (RnX[0, t])f] 
П(Го)1 совпадает с функцией S (x, t) (решением уравнения 

"2"е • _ 

(1.13)) и строго положительна на множестве ЩпХ[0, t])\ 
\(Го)1 . то из выше сказанного вытекает, что функция S 
удовлетворяет уравнению 

^F+H{x,§r,t) = 0[(imSf], imS>0, 
S|i=0=S0(x), (x,t)eRnX\0,T]. 

В качестве замечания к теореме 1.2 следует подчеркнуть: 
а) мажорантная оценка (1A5) справедлива для всех канони­
ческих координатных диффеоморфизмов hj карты U; б) мажо­
рантная оценка позволяет оценить возникающие за счет 
«приближенной аналитичности» погрешности через мнимую 
часть фазы imS({cdot}_7./)|Re(u,/,; в) функции S{U,I)\R^UJ)> П 0 терми­
нологии В. П. Маслова, ЯВЛЯЮТСЯ локальными решениями 

*) См. замечания 1°, 2° в пункте il введения. 
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в (x;, рт) представлении. Это обстоятельство позволяет пере­
нести конструкцию КМ оператора с вещественного лагранже-
вого многообразия на многообразие А2л+1. 

Доказательство теорем 1.1,. 1.2 мы приведем в разделе 5, 
а сейчас в аналитическом случае докажем условие положи­
тельности (1.14) в карте (Лг, hz) 

def ' 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Якобиан функции z (z0, t) = z°GH(z0, t) 

по переменным г0 в точке t = Q равен 1. Следовательно, при 
достаточно малом Т имеем: (Лг, hz) — карта на многообразии 
Л2пП. Из теоремы Гамильтона — Якоби в аналитическом случае 

def 
немедленно следует, что функция S (x, t) = S°h2(x, t) удовлет­
воряет задаче Коши (1.13). Отсюда вытекает, что функция 

def • 

S2(x, *.)=--imS(x, t) удовлетворяет в области Reh^Ar уравнению 

&+Mx'0i-bT''b-'ih0' (1Л8) 
def 

S2(x,0) = S2,o(JC)>0, H2=lmH. 

Положим Ф = \^^Ь~(х,0\ - ^ , • j . ^ t W . - i - i f f l ^ . Разлагая 

в уравнении (1.18) функцию Н2 по формуле Тейлора относи­
тельно ------, получим уравнение 

S-(X,0)-=S2,0(x). 
Введем в рассмотрение решение задачи Коши 

•§£ = Ф(л:.*). 4 = » = ' 1 (--2°) 
и обозначим его через x('q, t). В этих обозначениях решение 
уравнения (1.19) МОЖНО представить в виде 

S2 (*(~1, 0 , 0 = Sl,0(X (V),0))-
t 

- ^ Я2(л:,(7,, -), 0; - g - (л. (•/], t), г), 0, -) dx. (1.21) 
0 

Из условий 
S2,0(4])>0, — H2(x, p , t ) > 0 

•следует, что в той области,, где решение имеет вид (1.21) 
справедлива оценка 

Sa{x(n,t),t)>0. (1.22) 
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Покажем, что в точках множества Г* выполняется равенство 
S2 |r*=0. (1.23) 

ЭТО утверждение с очевидностью следует из определения 
экстремального графика и формулы (1.10). 

Из неравенств (1.22), (1.23) вытекает равенство —-2 х=0. 
Отсюда, используя условие Коши —Римана 

^ ( x , 0 ; p , U ) = - ^ ( x , 0 ; p , M ) 

и выражение для функции Ф, можно заключить, ЧТО проекция 
экстремальной траектории на плоскость х удовлетворяет 
системе (1.20). Таким образом, представление (1.21) справедли­
во в некоторой окрестности (Г*)8 множества Г*, а значит, 
в этой окрестности справедливо условие положительности 
(1.22). 

Покажем теперь, что функция S2 строго положительна 
на множестве (Г*)Е\Г*. Предположим противное и пусть 
в точке (x, Об(Го)8\Го_ функция S2(x,l) равна нулю. Выберем 
начальные_ данные т, для системы (1.20) из уравнения 
X(TJ", t)=-x. Тогда из формулы (1.21) вытекает равенство 

s2{xfct), ')-0, te[o,7]. 
При фиксированном значении t функция S2(.x-> •-) неотри­

цательна в окрестности точки x(-q, t). Значит (VA-S2)(x('Yl' •-). --)----0> 
•t6[0, tl. Отсюда, используя условия Коши —Римана —- — -—-
и выражение для функции Ф, можно заключить, что траекто­
рия, х (rq, t), i£[0, t\ является проекцией экстремальной траек­
тории на плоскость x. Значит (x, г?)бГо. Полученное противо­
речие доказывает строгую положительность функции S% 
на множестве (Г^)а\Г-|". 

4. ^-многообразия. Результаты предыдущего раздела 
мотивируют целесообразность следующего определения. 

О п р е д е л е н и е 1.5. Многообразие <-.М-'!+1 называется 
^-многообразием, если 

1) СУИ2"+1 является ^-многообразием c индексом W">2. 
Множество Г (нулей модуля d на CM2n+1) принадлежит пере­
сечению CM2re+1 П (Я2л X R1)-

2) На многообразии cM-«+- определено действие S. 
3) Существует такое отмеченное подмножество Г0 мно­

жества Г, что для каждой точки Q&0 в некоторой достаточно 
малой карте (£/, 7), содержащей точку Q, выполняются условия: 
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а) положительности 
imS([ /, /)|Re(c/./)\r,>0, imS(Ui/jlu^r.—O, 

б) мажорантная оценка 
d|Re(.7. /){le}C(U, 1) V iniS(C/,/) |Re(C/, / ) • 

Аналогично определяются Э1+-многообразия CM2" в фазовом 
пространств С2". 

Инвариантность этого определения относительно выбора 
локальных координат устанавливается в следующей лемме. 

Лемма 1.3. Для каждой точки <36Г0 на -К -̂многообразии 
CM2"+1 условие положительности и мажорантное условие вы­
полняются в произвольной достаточно малой канонической 
карте (U, ./), содержащей точку Q. 

Доказательство этой леммы будет приведено в следующем 
разделе. 

Изучим сдвиги ^.^--многообразий СМЪ, по траекториям 
гамильтоновой системы (0.31), у которой 

- imН (х, 0; р, 0, -)>0, (.х, p, т)еЯ2"XR\-
Нетрудно проверить, что графики траекторий системы 

(0.31) с начальными данными на многообразии сМ2п образуют 
в расширенном пространстве C^X-R1 топологическое много­
образие M2n+1: 

М-.«+-= и U (^•0»(2,^'),0-
(z,^-)ec«2'£i6[°' нг'&>)) 

По почти аналитическому атласу %={(U, h)} многообразия 
cM2n построим атлас <%' = {(V, k)} многообразия M2n+1: 

V — U U (g{t^Kz, Ф), t), 
(-. @)ъи -el0- 4z' -5°)) 

def 

k{z,^,t)--^{li{g^t^z,gi)),t);(z,9b,t)eM^1. • 
Здесь g<0'') — сдвиг, обратный сдвигу g^-0). 

По модулю do на многообразии Я/И2" определим модуль 
d на многообразии М2пП 

def 

d(g, 2F>, t)==d0 (g<°. О (г, Э-)) + тах | ira g--. °)-g<°. О (г, 9) |, 
(г, 5s, *)6M2ft+1. .(1.24) 

где img^-0»-—мнимая часть вектор-функции g^0) . 
Но отмеченному множеству ,Го построим отмеченное мно­

жество Г^, состоящее из экстремальных графиков, берущих 
начало на множестве Г0: 
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def 

г ? — и и &«• 0)(x./>)•-)• 
(^,p)gr„(g[0, T(x,p)] 

Напомним, что точка Т (х, р) определяется из условий *> 
H2(ёГк'е%(x,p),t)^0, te(0, Т(х,р)}, 

sup # 2 (g{,-e- я' (х, p),t)>Q для всех е > О. 
Теперь по действию S0 на многообразии СЖ-Я построим 

функцию S на многообразии сМ2пП: 
d f ' ' 

5 (г, 9>, t) L SQ (gw. о (Z) <F)) + ^ ( ^ _ H ) o g ( t . o>eg<o, t) (z> ^ ^ 
о 

(г, .53, t)eM2n+-. (1.25) 
Обобщением теоремы 1.2 является 
Т е о р е м а 1.3. 1°. При N>\ многообразие М2пП яв­

ляется Sf+ .̂многообразием с отмеченным множеством Г^, т. е. 
1) атлас {(V, к)} определяет на М2пП почти аналитическую 

структуру по модулю d. Множество нулей модуля d при­
надлежит пересечению Мы+1 П {R2" X R1); 

2) многообразие М2пП почти лагранжево; 
3) функция S является' действием на многообразии М2пП; 
4) в точках отмеченного множества Г^ действие удовлет­

воряет условию положительности и мажорантной оценке. 
5). В карте {U, I) (U(]V^0) многообразия M2n+1 

функция S(u, i) удовлетворяет условию положительности 
и мажорантной оценке; на области Reh;U справедливо 
уравнение 

a V , D°hi , н( .,- dS(u, n°hT\ dsm. i)°h7l , \ _ 

- О [(im S{u, ,)°куП (*-, pr, )̂6Re A;l/. (1.26) 
С л е д с т в и е . Если множество T^ f]{i — T] не пусто, 

def 

то многообразие СМ2'1 — М2пП[] {t — T} является ^-много­
образием. 

Многообразие CM|" естественно считать СДВИГОМ много 
образия сМ2п. Пусть точка (г, SP>)ecMin, а точка £(Г'°)(г, S-)e 
6CM2.". Оказывается, не существует многообразий CM2", у кото­
рых модуль инвариантен при сдвигах**), т. е. таких, что модуль 

*' Если Т(х, р)—0, то первое требование' не накладывает никаких огра­
ничений. 

*) Здесь мы имеем в виду сдвиги по всевозможным гамильтонианам 
-4|.v Н> с неположительной мнимой частью Hi(x, p,t).. 
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dr на CM2* и модуль d0 на сМ2п связаны соотношением 
do(g(0'7'42,#)) = dr(2,^). 

Из теоремы (1.3) следует, что свойством инвариантности от­
носительно сдвигов обладает условие положительности 
и мажорантная оценка. 

В работе также будет показано, что этих условий доста­
точно для построения на 9$v, N>\, многообразиях сМ2а> 
cM2rt+1 модифицированного канонического оператора Маслова, 

5. Доказательство основных утверждений § 1. Теоремы (1.1), 
(1.2) являются простым следствием более общей теоремы (1.3) 

и леммы (1.3). Поэтому мы ограничимся доказательством пос­
ледних утверждений. 

План доказательства теоремы (1.3). Пункты 1—3 теоремы 
(1.3) являются непосредственным следствием предложений 
(1.1), (1.4), формулы (1.24) и леммы (1.2). Пункт 5 теоремы 
(1-3) является прямым следствием леммы (1.2) и мажорантной 
оценки пункта 4. 

Таким образом, доказательство теоремы (1.2) сводится 
к проверке утверждений пункта 4 (условия положительности 
и мажорантной оценки) в точках отмеченного множества Г^. 
Поскольку отмеченное множество Т$ состоит из экстремаль­
ных графиков, то можно ограничиться проверкой утверждений 
пункта 4 Б точках фиксированного экстремального графика 
l°^(g{t,0)(x0,p0), t), ЩО,Т(х0,р0)\, где (x0, p0)er0{cdot} Проверку 
этих утверждений мы осуществим шагами по t, последова­
тельно переходя от точек экстремального графика с меньшими 
значениями t к большим. 

Из определений видно, что свойство положительности 
и мажорантная оценка имеют место в некоторых окрест­
ностях точек экстремального графика. Мы покажем, что 
з качестве таких окрестностей можно взять трубчатые 
экрестности, отрезков экстремального графика. 

Вспомогательные построения. Рассмотрим случай 
0 < r ( x 0 , .p0)< oo (если Т(х0, p0)= оо, то достаточно рас­
смотреть конечный отрезок экстремального графика). Очевид­
но, что при достаточно малом значении параметра _80 траекто­
рия g-<-'°> (Зс0, ро) будет определена на отрезке [О, Т (x0, p0) + 8o]-
Параметр \ вводится для того, чтобы мы могли исследовать 
положительность действия в окрестности конечной точки_ экст­
ремального графика. Разобьем отрезок времени [О, Т (х0, po)+-l» 
где 8<8 0 на m перекрывающихся частей Aft, k-=l , ...,m так, 

Qdef _ _ 
чтобы каждый из отрезков lk= U (g(/,0) {х0, рй), t) экстре-
мального графика принадлежал какой-либо канонической 
карте ([/ft, Ik) многообразия М-"*1.. 
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Отметим, что в случае Т (х0, pQ) — 0 при достаточно малой 
значении 8 отрезок А1- МОЖНО взять равным [0, 8], а в случае 
T(x-,p0)>0 при достаточно малом значении 8. последний от­
резок Лш можно выбрать так, чтобы Ат-Э[Г (х0, p0), T (x0, p0)+5]-

Теперь для каждого отрезка 1% построим в карте (£/й, Ik) 
трубчатую окрестность VA Начальная точка х0, р0 экстре-
мального графика принадлежит некоторой канонической карте 
(я., I) многообразия CM2". He ограничивая общности, рассмотрим 
случай (и, /) — иг. Размеры карты иг выберем столь малыми, 
что в ней справедливо условие положительности и мажорант-
ная оценка. Пусть шар S~ =- {| г0 — х01 < е0} принадлежит про-

" ~ def 
екции hji. Тогда, используя отображение G(z0, t) = 
def 
— (gV^o/i-1 (z0), t), построим трубчатые окрестности 

P, def _ . P, 

VV = !(2, 9>,t) = 0 (z0, t): (г0, t)&J X A*), 
где в,, <е0. Выбором достаточно малого значения параметров 
е0, 80 можно добиться включений VkCUtl, k = 1, ...,m. 

Если мы докажем, что при достаточно малых значениях 
параметров е7. в канонических картах (У A Ik) выполняется 
условие положительности и мажорантная оценка, то тем 
самым в точках фиксированного нами экстремального графика 
мы установим справедливость утверждения пункта 4 теоре­
мы 1.3. 

Исследование карт (VA Ik) проведем последовательно для 
значений индекса k—l, ...,m. Будет доказано, что из спра­
ведливости условия положительности и мажорантной оценки 
в карте (Vi\ /1) следует их справедливость в карте (VI*, ^ ) 
и т.д. Поэтому подробное исследование проводится для двух 
карт с индексом fe=l, й = 2 . 

С целью сокращения обозначений будем предполагать, что 
/.;,--= йг, hi -кдь, где кдь — проекция C^XR1 на плоскость 
{г — О}. Соответственно этому предположению введем 
обозначения 

У1Ш(У\,1г), УУЛ{УЦ2); S^vliyhZ\z,t)^S(z,t), 

SlvS чой-,1^,*)-3(9-, t) , S0 (и, hi oh71{z)^SQ(z). 
Bee константы в доказательстве теоремы будем обозначать 

одним символом С. 
5.1. Исследования карты VI. Так же, как и в аналитичес­

ком случае, положительность функции S2 (x, t) на множестве 
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Re hy\ будет следовать из положительности функций*) 52, о (х), 
—-#2(x,jM). При исследовании положительности функции 
S2(x-1) м ы воспользуемся формулой (Г 10), в которой функции 
г (20, *•), Зл (г0, t) являются решением задачи Коши 

z (0) = г0, 3s (0) = 3- (г0) -М £Р |в» АГ1 Ы 
Из определения карты Уг следует, что в области hzVl суще­
ствует дифференцируемое решение уравнения г(г0, t) = z, 
которое мы обозначим через г- (г, г.). Вещественную и мнимую 
часть функции г0(г,2.) обозначим через xQ,yQ (для краткости 
аргумент z,t мы опускаем); вещественную и мнимую часть 
функций /(.z,S-,t) будем обозначать через /i(x, у, р, М); 
/2(x>-V;p.M). где z = x + iy, eP^p + ti, tf —вещественно. 

а) Подготовительные преобразования. Из формулы (ЫО) 
для функции 52 (x, t) следует выражение 

t 

52(x,0=52,o(xo,i/o)-f^(-g- + p | — H2)dx. (1-28) 
о 

Здесь соответственно х, у; р, -,—-мнимые и вещественные 
компоненты решений г(г0,-), HP (z0, -). системы (1.27); значение 
функции Я2 берется в точке (x, у; р, %, т.). 

Используя равенства 
У (xo, yQJ) = 0, У {х0, у0,0) == Уо> 

Р (xO, "Уо, 0) - —^-° (x0, %) + Г2М {XQ, Уа), 

где rwtfB™ {hzti, d0o /jj1), интегрированием по частям 
преобразуем выражение (1.28) к виду 

52 (л, г.) == S2, о (x0. Уо) — 57 (xo, «/о) Уо + raw (xo. г/о) Уо + 

+ $(".-е|т+*з?)*- (1.29) 
о 

(Отметим, что в теории комплексного ростка [11], введенная 
В. П. Масловым форма —- Ых + у dp играет существенную 
роль. Эта же форма оказалась весьма полезной и для наших 
исследований.) 

Используя вытекающие из системы (1.27) уравнения 
dx дНг, f ... dp дНи с ,Ч 

- = --—(.x.,j/;p,M); £= — ^ { х , у\р, 6, t), 
*> Здесь и в дальнейшем под положительностью мы понимаем нестрогую 

положительность, т. е. f>»0. 
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произведем дальнейшее преобразование выражения (1.29) 

S2(.x, *) = |S20(jc0, Уо) — —г1 (xo> Уо) Уо + Гзлг (х0, t/0) i/0} — 

' Я - -^ -^К а-30) 
о 

Выражение (1.30) будет лежать в основе наших дальней­
ших исследований. Доказательство условий положительности 
и мажорантной оценки СОСТОИТ В выделении из выражения 
((1.30) «главной» положительной части 

t 

S2o(xo-O)-^//-d-, (1.З1) 
о 

где Я2~Я2(л:,0;/ />,0, -), и оценке разности между главной 
частью и функцией S2 (лг, t). 

Выделение главной части основывается на предложении 
П р е д л о ж е н и е 1.5. Пусть в области Я=-{ | г |<1} 

•функция S (г) принадлежит пространству %N (U, d), ./V>2, 
и пусть S2(0,0)-0, d(0,0) = 0 (т. е. (0,0)сГ). 

Тогда если функция 52(x,0) положительна в некоторой 
окрестности точки x==0, то в «полосе» Ue = {| х |<e] f}U 
равномерно для значений параметра е из отрезка [0,1] спра­
ведлива оценка 

52(x, 0) - еС | у | 2 + С (\ у |3 + yd"(x, 0)) < 
<Sz(x,y)-?§-(x,y)ij<S2(x,0) + C\y\z + C\y\d"(x,O). (1.32) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия - e ^ U , d) вытекает, 

что ~±(x,y) = ?§jj-{x,y) + rN(x,y), rN£®N(U,d). Поэтому, 
разлагая функцию S2{x, у) в точке (х, 0) до порядка |£/|3, 
а функцию ^-{х,у) до порядка \у\2, получим*) 

S2{x,y)-^§{x,y)y^S2(x,0)-\^-{x,0)y^ 
+ 0(\y\*-{-\y\r„(x,y)). (1.33) 

В точке x ==£/--= 0 из условия SQ%N(U,d) следует равен­
ство - ^ ( 0 . 0 ) у2 = — - ^ - ( 0 , 0)у. ' Далее, из условия 

*) Здесь -—г у2-- сокращенное обозначение квадратичной формы 
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S2(-x.0)->0> l x | < - ' . S2(0, 0)— О вытекает положительная Опре­
ем 2 S деленность квадратичной формы -----.- (О, 0) t/2. Поэтому 

- l - - ^ - ( x , 0 ) | / - > - e C | r / P . (1.34) 

Для остаточного члена в формуле (1.33) из оценки 
| r/-/(x> У) I <• CdN(x, у) и условия - Липшица \d(x, у) — d (x, 0) | < 
<C | i / | при N>2 получим неравенство 

\0(\у\Ч-\У\Ых, у))\ <С(\у\* + \у\ d»(x, 0)). (1.35) 
Из формулы (1.33), в силу неравенств (1.34), (1.35), следует-
оценка (Г32). Предложение доказано. 

Воспользуемся предложением (1.5) для выделения в выра­
жении (1.30) главной положительной части (1.31) и оценки 
разности 

S 2 ( x , 0 - S2,o(xo. 0)-\йМ. 

С этой целью применим оценку (1.32) к подынтегральному 
выражению и к свободному члену формулы (1.30) соответ­
ственно в окрестности точек отрезка экстремального графи­
ка: (g*'0(xo. А)), *)> ^Ai П10, Т (x0, р0)] и в окрестности точки 
(х0,0). (Напомним, что в используемых нами обозначениях 
отрезок экстремального графика задается функциями 
x(x0l 0,-с), p(x0, 0,-.)). 

При условии, что точка z0 лежит в шаре Щ-, sg [0, е0], а 
время t меняется на промежутке [О, Т(х0, р0)-\-Ц, -6[0. \], 
расстояние графиков траекторий системы (1.27) от экстре­
мального графика оценивается через С (в -f-8). В частности,. 
расстояние точки x0(x- = Rez0(x, t)) при (х, t)aRe.hzVt of точ­
ки x0 оценивается через s: |x0 —x0| < E . Следовательно, пря­
мым применением оценки (1.32) получим интересующую нас 
двухстороннюю оценку: 

- ( е + 8)С L 0 | - + d2
0

yVoAr1(x0,0) + S ( | y | 2 + l 4 2 ) 4 < 
о 

< S2 {х, t) - S20 (xo, 0) - 1 Я-d- < 

< c b 0 | - + d2o^-1(xo,0) + 5( |y |£ + H | 2 ) - i4 (--36> 

где x0+iy0=z0{x,t)\ (x,t)£RehzVl; eg [0, E0], §6 [0, B0]. 
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Если отрезок .-ч принадлежит отрезку [О, Т (x0, р0)\, то в 
оценке (1.36) параметр 8 можно опустить. 

Применение оценки (l.36) к доказательству положитель­
ности функции Si(x, t) основывается на малости левой и пра­
вой части двухсторонней оценки (1.36). 

б) Оценка выражения |yQ\2jrdtN°hJ l(х0, 0) + 
t 

+ \ ( | # | 2 + | - |2)^ т- Д л я °Це н к и этого выражения нам понадо-
о 

бится « 
Предложение 1.6. Пусть вещественная функция f{x) 

def 

принадлежит С2(иу), riY—{|x|<-f} и удовлетворяет условиям 
/(0) = 0, Д.х)>0. 

Тогда существует такая универсальная константа С (не 
зависящая от функции / и радиуса -(•), что при хва х спра­

ведлива оценка 
df, §(х) <Cy\\f\\Ci,tlL,Vf{x). (1.37) 

def j ^2f 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим /i(x)-=/(x) — —-j (0 ) x2 

(в случае x —xi, . . . , xn, n > 2 это сокращенное обозначение 
квадратичной формы). Очевидно 

' А(°)=0' ж-(°)=°> ф(0-о-
Отсюда в шаре tt2 получим оценки 

|Л(л:)|<2Т-11/Цс/ц, у '%-{х)\<Щ/\\счи9 у (1.38) 
TV \ 

дх W -^"n\J I I--- «2 
-у 

Зафиксируем функцию <р из С~ /и 2 У удовлетворяющую. 

условиям; 0<ср<1, «р|в = 1 и положим 
Т 

Из приведенных выше оценок (1.38) следует неравенство 

™xSI^.<8 l i/H»2 NHICW-,- 0-зэу Л« — 1 dxidxj 
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в 
d2/ 

силу 
(0)х* 

условий / (0) = 0, / ( x ) > 0 , квадратичная форма 
неотрицательна. Поэтому из неотрицательности 

1 -3-f 2 дх-
•функции / i ( x ) + - j + r ( 0 ) x i : в шаре и вытекает неотрицатель 
ность функции f(x) в Rn. Применение формулы Тейлора 
неотрицательной функции / дает неравенство 

к 

0<7(JC-
\ « l.i .. I 

xSR1. Неравен-
оценки (1.39). 

Здесь № — произвольный единичный вектор, а 
ство (1.37) вытекает из неравенства (1.40) и 
Предложение доказано. 

З а м е ч а н и е . Если снять условие /(0)=-0, то можно по­
лучить оценку (1.37), в которой константа С, вообще говоря, 
зависит от параметра т. 

На мнимых компонентах решения системы (1.27) рассмотрим 
def 

функцию . /(х, t ) = max (| у (х0, yQ, -)| + | S(je0, у0, -)|), x0 + iyQ = 
= z0(x,t), где (x, t) g Reh..V|. Интересующее нас выражение в 

.левой части неравенства (l.36) оценивается через [J2(x,t)-\-
+ dg^o/zj1 (xQ, 0)]. Поэтому достаточно оценить функцию J (x, t). 

П р е д л о ж е н и е 1.7. Существуют такие значения е1, 81 
параметров в, 5, что при е<е 1 , 8 < § ! в точках (х, t) множества 
^hzV% справедлива оценка 

J (x, t)<C dS2 {x, t) 
дх 

+ S20(x0,0) + /Л Я-dx . (1A1) 

З а м е ч а н и е . Если AiC[0, T (х0, р0)], то при выводе этой 
•оценки не возникает ограничений на параметр 8. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Простым преобразованием системы 
(1.27) для мнимых компонент у, -; ее решения получим уравне­
ние 

щ 
-н: 

L о 

" гЛ'"Ч(х, \).у\ р, p..;, x)dp 

V-H2.J 

+ 

• Р> н 2,л-•Здесь через H2>1. 
Н'гх в точке (.л:, 0; р, 0, 
ты системы (1.27). 

+ 
обозначены 

-), где х, р-

(1.42) 

значения функций Н2,Р 
-вещественные компонен-
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Обозначим через L(t,i) локальное семейство преобразова-
тшй системы (1.42) с нулевой правой частью. Тогда, исполь­
зуя равенство у(х0, Уо, •*) —0> Мы выразим решения у(х0, у0, х) 
5 (xo, Уо, х) системы (1.42) при 0 < - < i через значение \ (x0, J/0, t) 
по формуле 

dlzrh^ <>U!U)+K "(-f ;)*- (,-43) 
Оператор L(y,t), -б[0, Т(л-о, А)) + -о] неявно зависит от 

точки г0. Очевидно, что при z06Q*j? этот оператор равномерно 
ограничен. Поэтому из формулы (1.43) вытекает оценка 

J(x,t)<C |-(xO,yO,^| + S(IH2,P| + |H2,.,|)^ (1.44) 

тде (x, t) e Re hzV\, s<e0 , 8<&0. 
Покажем, что из этого неравенства следует оценка (1.41). 

•С этой целью преобразуем внеинтегральный член в правой ча­
сти оценки (1.44). 

Из определения действия S в карте V|(e<e0, 8<80) полу­
чим оценку 

BS, ^(xa,iJ(i,t)-^(x,t) <Cd^oh7l(x,t), (x, t) eRe hy\. (1.45) 
Далее, из выражения (1.24) для модуля d, в силу равенства 
у(х0, г/0, 0) = г/о и условия Липшица на модуль а0, получим 
•оценку 

doh-Цх, t)<.C{dQ°h-l{xa, 0) + J(x, t)}. (1.45) 
Отсюда и из оценки (1.45) следует неравенство 
. l-(xo, Уо, * ) 1 < | ^ ( * , t)| + C^0-VoAr-(.x0l 0) + С/-"(*. t). (1.46) 
1 Выше было отмечено, что в трубке траекторий образую­
щих карту V\ мнимые, компоненты у, \ оцениваются через 
С(е + 8) (если AiC[0, Т (x0, po)l, т 0 через е) при е<е0, S.<80. 
Значит, J(x, t) < С (е •+8). Поэтому в силу оценок (1.44), 
.(1.46) существуют такие значения еъ 8Ь что при е<е 1 ,8<8 1 
в области Re hzV\ справедлива оценка 

J (x, *) < С {| ^ (х, t) \ + d^-h-1 (xo, 0) + 

+\(\Щ,х\ + \Щ,р\)аХ О-47) 
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Проведем окончательные преобразования правой части 
оценки (1.47). Из мажорантной оценки для модуля d0 на 
многообразии сМ2п получим неравенство 

dg-VoA--- (x0, 0) < CS£0 (x0, 0). (1.48> 

Из оценки (1.37) и неравенства Буияковского получим 
оценку 

\(\fi'2,P\+\KJdx<cV - \ Я - Л - (--49> 
о о 

Оценка (1.41) следует из оценок (1.47), (1.48), (1.49). Пред­
ложение доказано. 

в) Доказательство утверждений пункта 4 теоремы \.3> 
в карте V*. Подготовительные преобразования. Подставим-
в левую часть неравенства (1.36) оценки (1.44), (1.48). Ясно,, 
что в результате этой подстановки для значений параметров-
£<;е, S<8, где е. В —некоторые значения из промежутков-
(0, е1], (0, 8,] в точках (х, f) множества Refill, мы получим 
оценку 

5з, o(xo,0)-^//2d-<2[S2(Jc, *) + С(е, S)|§-(x, ^)|2} (1.50> 

Здесь С (г, S)-*0 при s,S->0. 
Левая часть • этого неравенства положительна, поэтому. 

dS I2 

если бы в правой части отсутствовал член С(е,Ь) —~-(x» -) 
то из неравенства (1.50) немедленно следовала бы положи­
тельность функции S2{x,t). Покажем, что наличие дополни 

не нарушает положительное-
нам понадобится предло-

тельного члена С(г,Ь) 
ти функции S2{x, t).> Для этого 
жение 

П р е д л о ж е н и е 1.8. Пусть вещественная функция. 
f(x,t) принадлежит С3 (и-X [0,2]) и пусть функции / ( 0 , z.)» 
-^(0, t) равны нулю на отрезке [0, а\, где 0 < я < 2 . 

Тогда, если на семействе подобластей иуХ [0, a + (4--. 
0 < т < 1 , 0 < > < 2 — а справедлива оценка 

Я*,')+с(т,1-)|^-(*,-) >о. 
(Jc, t)6ttvX[0,a+|i] , (1.51> 

в которой константа С(-(,\>)->0 при T + t~-*0i TO существуют-
TaKHe значения параметров т, \х, что в подобласти и^Х 
Х[0, a-|-(i] функция f{x,t) неотрицательна и выполняется. 
оценка 
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^{X,t) <CV\\f.\\p-^xWi)Vf{X,t). (1.52) 

Здесь С—универсальная константа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства предложения 

.(1.8) введем в рассмотрение некоторую неотрицательную 
функцию Ф, которая в достаточно малой окрестности отрезка 

def 

•ОХ[0, а] совпадает с функцией F (x, t; -% f~.)==/(x, t) + 
+ С(Т>!-) j-(X't) • Доказав для функции Ф оценку типа 

1(1.52), мы установим взаимосвязь между функцией / и ее 
производной -J-(x,t). Затем, используя оценку (1.51), устано­
вим положительность функции / и оценку (1.52). 

Функция Ф(х, t\ т, \Й- Зафиксируем в пространстве 
С™1и2\ неотрицательную функцию <р, удовлетворяющую 
условиям 

0<<?<1, «F |«__=—-1, 
2 

:я введем обозначения 

д*Р def 
.-— (0, t;T. i-) = дх> 

a-F -£---(0, t; т, rt при Щ0,а\, 
d*F ----̂ •(0, а; т, v) при Ща, 2], 

E.(x, t\ Ъ vf=F{x, t; Ъ (,)—i^-(0, t; Т, р)х\ 

Ф(х^-ъ^Р^^Ъ^)?{^ 
х 

2 дх* (0, *;т, |-0x2. (1.53) 

Носитель функции •"•(—) сосредоточен в шаре и ч . Поэтому 
•функция Ф (x, i; т, (i) определена на R" Х[0, 2] Х(0. 1] X 
Х[0,2-а]. 

Покажем, что функция Ф положительна*) на области 
'определения. По условию предложения функция F(0,^; т, (~) 
на множестве [0, а] X (0, 1] X [0, 2 — а] равна нулю. Поэтому 
из положительности функции F (x, t\ т, \i) на семействе 
множеств иу X [0, a+[~] вытекает положительность квадра­
тичной по х формы 1 | ^ . ( 0 Л ; т. !̂ )-«2 на R£X[0, 2]Xl0, Ц\ 
Из определения функции Fi следует, что 

F(x,t; т, (--) = Fx(x, *, Т. t-)- 1 -З-/7 

2 дхг (М; T,t-)x2X>. 

*) Имеется в виду нестрогая положительность Ф>0. 
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Отсюда и из оценок 0 < <р (£.} < 1, „L *!L (0, {• т, •,) хч>Q. 
(x, t; Т. К-) б/?!- X [0, 2]X (0, 1] X [О, 2 — а] вытекает положитель­
ность функции Ф (.ж, t\ -f, v) на области R" X [0, 2] X (О, 1] X 
Х[0, 2 - а ] . 

Теперь оценим производные второго порядка от функции 
Ф по аргументу х. Зафиксируем параметры т> Р- и рассмотрим 
отдельно области #£ X [0, а]; .#£ х [а, а+ц] . 

В первой области рассуждениями, аналогичными рассужде­
ниям предложения (1.6) (см. оценки (1.39)), мы получим оценку 

та* {sum} max max д-Ф 
dxidxj <CII/fl|c'(e,X[0,2]). (1.54) 

Для оценки во второй области Rn
x Х[а, a+p] восполь­

зуемся вытекающими из условия предложения равенствами 
6F F (0, а; т, рО - 0, - ^ (0, а; т, |х) = 0, (Т> ц) 6 (О, I]2. 

и очевидной оценкой 

sup max 

где x'-,.-̂ --->ci1.. .л:/ , qt>0. Теперь, разлагая функцию* 
F(x,t; '(,{)) в области «v X [a, <3+|j.] относительно аргументов 
(x, г!) по формуле Тейлора и учитывая выше приведенные 
соотношения, нетрудно получить оценки 

| F,(x, t; т, v) I < C 11/11 счимо^+1% 
~±(x,t; T,(-)|<C||/||c(«Ix[o.2])(l- + J), (1.56) 

- — j - (•*, t; 7, (J.) < С || / |1 с>(к,х[0,2]), 

где (x, 0 eay X [a, a-T-[x]. 
Из формулы для вторых производных функции Ф и оценок 

def 

(1.56) следует, что для значения n=min(T-, 2 — a) в области 
Цп X [а, о>+Й.1 равномерно относительно изменения параметра 
7 на (0, 1] справедлива оценка 

2 т а х _ т а х д ^ Ф (.х, *; т, ^ <С\\/\\ач„М0Ж (1-57) 

Резюмируя, получим, что функция Ф (x, t\ 7, !-~) при фикси­
рованных значениях t, -f С.*6 [О, я+[\1, 76(0.11) относительно ар­
гумента .х;(х6/?") неотрицательна и имеет ограниченную вто-



рую производную. Поэтому из неравенства (1.37) и оценок 
(1.57), (1.54) в области Rn

xX [0, # + | \ | равномерно относительно 
Т> Тб(0> 1] получим оценку 

g(x, f, ъ Щ<су\\ f llCMl2]) УщъЬ т. i-) • (1-58) 
Поскольку на области и. Х [ 0 , а + Д , т6(0, 1) функция 

2~V 

Ф(.я, >̂ Т>7) совпадает с функцией F (x, t, т, ц),. то из оценки 
(1.58) вытекает оценка 

dF. 

(1-6Q> 

(1.61) 

и£(х, t; Ъ v) <CVJf\\C4uiX[0i2])VF(x, t- т, (х) . (1.59) 

Используя оценку (1.59), докажем, что при некотором зна­
чении параметра т функция f(x, t) на области а1 _ Х [0, <-. + .--]• 

- - V 

неотрицательна и удовлетворяет оценке (1.52). Из выражения 
для функции F (х, t; т, и.) и оценки (1.59) можно извлечь нера­
венство 

| | ( . г , / ) | ( 1 - С ( т , ^ ) | | / | | с , ( И 1 Х [ 0 , 2 ] ) С ) < 

при (я, t)6ax Х[0, а-Ь-Д, те(0, 1]. 
г ? 

Значит при достаточно малом значении -fi получим 

g(x, *) J <с Гц/ цс.(К1 x[0i2] V\T(xTfj\ 
при (x, t)6ttx Х[01 #+[-]> Тб(0, Til- Подставляя это выражение 

в неравенство 

/(x,t) + C(T,lL)|g(x,0 
при достаточно малом значении параметра г, получим оценку 

f(x,t)>0 при {х,£)еаг_Х[0,а+^\. (1.62) 

Оценка (1.52) вытекает из оценок (1.61)', (1.62). Предложе­
ние доказано. 

Доказательство условия положительности и мажорантной 
оценки. Применим предложение (1.8) к доказательству положи­
тельности функции 52 (x, t). 

Выберем параметры е, 8 так, чтобы на множестве R&hzVe
z 

была справедлива оценка (1.50). Рассмотрим эту оценку 
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der _ _ 
в окрестности гладкой кривой i —• U Re/.;.,(£<'' °) (х0, p0), t), 

•€ -•1 
расположенной в плоскости (x, Z). 

Обозначим через 1х проекцию отрезка Z1 экстремального 
графика на плоскость (x,i.):/°.= U ReA2(gc',0) <Л> A)> 0-

'6A<nt°'r-
Из формулы (1.30) и оценки (1.45) следует, что функция 
52(х, t) и ее градиент по х равны нулю на отрезке 1Х. Пусть 
(x(tVt), i6A1,—уравнение'кривой 1Х. Введем новые перемен­
ные х' = х —x(t), t и рассмотрим функцию S2(x' + x00- О 

def 
в области й-гХД1) --ч —10' г̂] плоскости х', Z. На плоскости х', 
t кривая 1Х задается уравнением х' = 0, t=-t, Zg[0, t2], где 
i2<Zi. Значит функция S2(x' + x(^). t) и ee производная ---.! 

равны нулю на отрезке О X [0, t2] (в силу формулы (1.10), опре­
деления (1.4) и определения экстремального графика). 

Далее, при достаточно малом значении т МОЖНО утверждать, 
что из оценки (1.50) в областях «YX[0, t2 + l~]. 0<т<Т» 
0<t -<t 1 —t2 мы получим оценку 

/-59 » 

52 (х' + х (t), t) + C (т, р) g , (х' + х (t), t) > О, 
где С (Y- н.) —>-0 при т +(-•->• 0. 

/— It t'\ 11'\ 
Таким образом, функция S21 Tx" + x I-—, -— в перемен-

def „/ def ^t 
БЫХ x" = —, t —--— в области и-Х[0> 2] удовлетворяет уело-

у м 
виям предложения (1.8). Значит в некоторой окрестности 
M-viX[0, t2 + Ь~1 функция S2(x'-\-x(t), t) неотрицательна и спра­
ведлива оценка dS, ^Hx'+^(aOI<G/l|52||CJ(Reftz^Ks2(x'+x(z),o. (1.63) 
Выбором достаточно малых значений параметров е-, 81 можно 
добиться включения ReA.,V^c U {| x(.-)-~x|<Ti) XZ. Следо-
вательно, из доказанных выше свойств функции S2 (х, f) вы­
текает ее неотрицательность на множестве Re hzV*K 

Покажем, что из положительности функции'S2(x, t) следует 
мажорантная оценка. В области ReA.y*. из оценок (1.63), 
(1.50) следует неравенство 

t 

S2,о(xo, 0 ) - \ Н ^ < C S 2 ( x , t). (1.64) 
о ' 

Используя это неравенство и мажорантную оценку на мно­
гообразии сМ2п, мы оценим функцию / (х, t) (см. раздел б)) 
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через YS2 (x, t). Действительно, из оценок (1.64), (1.49), (1.47) 
на множестве Re^lA- получим оценку 

J(x,t)KCys2{x, t). 
Теперь из этой оценки и неравенства (1.45'), в силу неравенств 

do• h7l(x0, 0)<СVS2,o(x0, 0)<С VS2(х, t) 
получим искомую оценку 

do/гГ1 (х, t) < С y S 2 (х, t), (x, t) 6ReA»V«>. (1.65) 
Применим полученные нами результаты к доказательству 

следующего условия «положительности»: 

Выше была доказана неотрицательность функций .S-(x,t). 
Поэтому для доказательства оценок (1.66) достаточно рас­
смотреть нули этой функции. Итак, пусть S2(x, t) = 0. Из ма­
жорантной оценки (1.65) следует равенство dohj1 (x, t) = 0. 
В силу формулы (1.24), это равенство означает, _что траекто­
рия системы (1.27) с начальной точкой z0==20(x, t) и началь-

_ def 
ным _импульсом .̂ Q —^(г-) вещественна, а следовательно, 
z0 = xQ, SPQ^PO (т. е. imг0-= im#0 — 0). Обозначим эту траек­
торию через x(x0, т.), р(х0, -). Далее, из оценки (1.64) полу­
чим равенства 

t 

S20(xo, 0 ) -0 , $H2(x(x0, •-), 0; p(xo. "О. 0; x)dt=0. (1.67) 
6 

Из равенств (1.67) вытекает, что вещественная траектория 
х (ха, t), р (x0, t), tG [0, t] является отрезком некоторой экст­
ремальной траектории. Поскольку x(x0, t) —x, то тем самым 
доказано, что точка (х, t) принадлежит проекции кгТ^. 

Итак, условие S2(x, z.) — 0 влечет включение (х, t) £hzT(f-
Отсюда и из положительности функции S2(x, t) на множестве 
Re/^VJ1 следуют соотношения (1.66). 

5.2. Переход от карты V%1 к карте V%-. Если карта VI' 
покрывает фиксированный экстремальный график /°, то теоре­
ма доказана. В противном случае рассмотрим следующую 
карту V%. Покажем, что при достаточно малом значении 
параметра е2 эту карту можно получить сдвигами за интервал 
времени А2 из карты (U, hap) некоторого Н^. - многообразия 
cMi". Отсюда будет следовать, что исследование карты V^> 
можно будет провести аналогично исследованию карты V*-. 
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Многообразие cMl". Обозначим через СМ\11 многообразие-, 
def 

равное пересечению карты V&1 с плоскостью t = %y. M1" = Vf'n 
p[{t = 'z-l]. (В дальнейшем мы будем отождествлять многообра­
зие сМ\п в С*пХЯг и его проекцию на С2л). Очевидно, что 

1 d e f Н С In если множество Го = Го fll^ — '-i} не пусто, то Mi является 
def 

9$..- многообразием с модулем di — d|<==t и действием, 
def 

S- = 5|сж2«, где S, d--действие и модуль в карте Vz\ 
Покажем, что Го=т-=0. Зафиксируем на многообразии VI* 

def _ _ 
точку Qi с координатами (Xi, p1, il) = (g{x" ' (х0, р0), х-.), где - . 1 -
начальная точка отрезка Д2 — [t.,-2]. Из условия A1n^2¥=0 
следует, что -.i6.-n. Поскольку карта Vf1 не покрывает цели­
ком экстремального графика /°, то -1 < Т (х0, р0) и эта точка 
принадлежит /°. Очевидно множество Г1, содержит точку Q1, 
а значит Г0 =j= 0 . 

def 
Рассмотрим на многообразии M1" окрестность U —-1/|П 

П{t = хг}, e<min(ei,s2) точки Q1. Поскольку окрестность UE 

принадлежит пересечению V%lC\V%, то она диффеоморфна 
как своей проекции на плоскость {5s = 0}, так и на плоскость 
{г — О}. Из свойств положительности и мажорантной оценки 
в карте VI' вытекает, что аналогичные утверждения спра­
ведливы в карте (UE, hz) многообразия сМ\п. В силу леммы 
(1.3), доказательство которой приводится ниже, условие поло­
жительности и мажорантная оценка при достаточно малом 
значении е выполняется также и в карте (UE, h^). 

Карта V%. При s2<e- карту V b̂ можно рассматривать как 
трубку траекторий с началом в 'карте U4 Эти траектории 
удобно задавать как функции параметра .SP- в проекции 
hgJJz\ Рассмотрим подмножество У^ трубки V^>, у которого 
параметры % лежат в шаре {|.9-0 — pi | < 4 - Переходя в соот­
ветствующих формулах раздела I (для карты V%) от функции 

~ def до 
S (г, t) к функции S (5s, t): S (ff>, t) = S (z, t)-^-(z,t)z 

JTjQ 

где "3"--(г(.9s, t), t) = 3b, и заменяя условие y{xQ, y0, t)-=0.усло­
вием Цр0, 50-, t) = 0, можно дословно перенести все рассужде­
ния предыдущего раздела на трубку I/8--, и доказать, что 
в ней справедливы условие положительности и мажорантная 
оценка. Поскольку при некотором значении е2(е) трубка К8-» 
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содержится в трубке Vlp, то тем самым эти условия будут 
справедливы и в трубке V*-». 

Доказательство теоремы 1.3 завершается доказательством 
леммы (1.3). 

Доказательство леммы (1,3). Проведем доказательство 
леммы (1.3) для ЭДш-многообразия cM2n+I. Пусть точка 
Q = (x,p,t) принадлежит отмеченному множеству Г0 много­
образия см2"".'1 и пусть в некоторой канонической карте 
(U, /), U9Q этого многообразия справедливо условие положи­
тельности и мажорантная оценка. Предположим, что суще­
ствует /гj такой, что окрестность (U, hj) является канониче-

def _ _ ' 
ской_ картой. Введем обозначение VR--={\z — x\-}-\3i — p\-^ 
+ | t.-—t |<e}nU. Докажем, что при достаточно мачом значе­
нии е в карте (VЕ, j) также выполняется условие положи­
тельности и мажорантная оценка. 

С целью сокращения обозначений будем предполагать, 
что hj = hz, hj — hap. Соответственно положим SWtI)°hjl(z, t) = 
— 5(г, t), S(Utjftijx (5s, t) = S(3b, t). В дальнейшем, для вещест­
венной и мнимой части комплексной функции. f(z,t) будем 
использовать обозначения /1(x, у, t), /2(х, у, t). Веществен­
ную и мнимую части функции zaKgt(p,t) обозначим через 
x(p,0, t), y(p,Q, t). 

По условию леммы в карте (U, hz) справедливы соотношения 
S2(x, 0. t)WlizU)\tiz(U\JTll)>0; S2(X, 0> --)|Rcy£/fp„)-=0. (1.67) 

d-hj1 (x, 0, t)<Сцys2(x,0,t). (1.68) 
Установим аналогичные оценки в карте (V8, hgb) для функции 

S2(p, 0, tfAs2(x(p, 0, t), y(p, 0, t), t)-py(p, 0, t), (1.69) 
равной мнимой части функции S (5s, t) в вещественно? 
точке (p, t). С этой целью ниже мы докажем, что в тбчк< 
(p, t) (координаты точки Q) выполняются равенства 

•^--(p,0,*)-=0, S2(p",0,T)-0, (1-70) 

а при е<7на областях ReA^V8 справедлива оценка 

S2(p, 0, t) + С (е) - ^ . (р, О, t) > CS2 (х (р, 0, t),, 0, *)>&, (1.71) 

где С(е)->0 при е->0. , .. 
Сейчас из равенств (1.70) и оценки (1.71) выведем условие 

положительности и мажорантную оценку в карте (Vе, h&>). 
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Подготовительные преобразования. Не ограничивая общ, 
ности рассуждений, предположим, что точка h$>Q — (p, t) — 
внутренняя точка области Re корУ*. Из справедливости оцен­
ки (1.71) на семействе областей ReA^-V8, е<ё" следует, что 
эта же оценка справедлива на двухпараметрическом семействе 
областей «Jjxj* —p. * + P+ «f=[\p-~p |<т! при 0<т<Ть 
О < \i. < ц1 с константой С (7, |А), стремящейся к нулю при 
T+jA-i-O. Теперь, применяя предложение (1.8), получим, _что 
при некоторых значениях параметров т. V- в области «-L X 
X[t —1ч t + t-J функция S2(p--0, i) положительна и удовлетво­
ряет оценке 

<cVs2(p,0,t). (1.72) 

Выберем число е1 из условия Reh^Ve'cziiL X[t —1~» ^ + Р<]. 
Тогда из (1.71), (1.72) следует, что 

S2(p,0,t)>CS2(x{p,O,t),0,t)>0, (1.73) 
при (p, t) б Re A-BV--. Очевидно, число zi можно выбрать столь 
малым, что точка х (р, 0, t), t будет принадлежать проекции 
Re А//. 

Условие „положительности". Выше было доказано, что 
в проекции Re кдУ^ функция .!f2(p, 0, t) 'положительна. Пусть 
.S2(/?, 0,t) = 0. Из оценки (1.73) немедленно следует, что 
S2(x(p, 0, t), О,*.)-—О, т. е. всилу условия (1.67), справедливо 
включение (x(p,0, t), t)Qhz(F0f)U). Отсюда следует включение 
(р, ^)6<\5-(ronU)' Таким образом, в карте V8- доказаны 
соотношения 

Ш 0, *)\Шр(у^т.) >0, S2(p, 0, 0|ке^(ГоП1/в1) — 6.(1.74) 

Мажорантная оценка. Проведем преобразование функции 

d°hi> (p, 0, t): 

doA~i (р, о, t) = d°h7\x (р, 0, t), у (р, 0, *), *) < 
< doh-\x (р, 0, t), 0, t) + С | £ (p, 0, *) |. (1.75) 

Теперь, используя оценку (1.73) и мажорантную оценку (1.68), 
получим неравенство 

dohj(р, 0, t)<C (VS2(P, О, t) + \у(р, 0, t) |), 
(p,t)QReh0y^. (1.76) 
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Для вывода мажорантной оценки нам осталось оценить функ­
цию у (р, 0, г;) через ]AS2(p, О, t). С этой целью воспользуемся 
вытекающей из определения действия S, формулой 

dS*%°' ° -= --Л0-*. 0. t) + r2Noh-\x(p, 0, t), y(p, 0, t), t). (1.77) 
Оценивая функцию r2.v через модуль d2N и используя для 
функции d2N условие Липшица, найдем 

^{p,0,t) + y(p,0,t)O(\y{p, 0, * )Щ< 
< Cd™oh-\x (p, 0, t), 0, t). (1.78) 

Напомним, что в окрестности VЕ- значение y(p,0, t) не пре­
восходит е-. Поэтому при достаточно малом значении е- из 
оценки (1.78) и мажорантной оценки (1.68) получим нера­
венство 

\y(p,0,t)\<c[\^-(p,0,t)\+S2(x(p,0,.t), 0, О), (1.79) 
(р, z!) 6Reh^Ke'. 

Применяя к правой части неравенства (1.79) оценки (1.72), 
(1.73), докажем, что 

|у(р, t)-|<C|/"52(.o,0,t), (p,t)b^hpV*K (1.80) 
Из неравенств (1.76) и (1.80) вытекает мажорантная оценка 

d о 1г$ {р, 0, *) < CVS2 (р, 0, *), (р, t)6Re h#V-•. 
Вывод равенств (1.70) и оценки (1.71). Точка Q из множества 

Г0 имеет вещественные координаты. Поэтому, в силу форму­
лы (1.69), имеем ~S2(р> 0,7)== 0._ Далее,_используя формулу 
(1-77) и равенства rw - h-Г1 (x>0, г-) — 0, y(p,0,t) = 0, получим 
g(A0,T) = 0. 

Оценка (1.71). Используя формулу 

Р = ё (•* •>• °' ')• -/ 0°> °> -)• ^)+Г2^ ° к*г •>- ^ ' М . -> •>• °' -) ')• 
преобразуем выражение для функции S2(p, 0, г.) к виду 

3 2 (р, 0, 0 = 52 (x (р, 0, i), г/ (р, 0, t),t)- fj (x (p, 0,t),y (p, 0, t), 

t)y{p, 0,t) + y(p, 0, 0 rm ° А.Г1 (x (p, 0, t). г/ (p, 0, t). г?). (1.81) 
Функция S(z,t) принадлежит пространству £йш (hz (U), d°hjl), 
поэтому, применяя оценку (1.32) предложения (1.5) в карте V-, 
получим неравенство 
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S2 (p J) - -С j у (p, 0, t) P > S2 (x (p, 0, t), 0, t) — | у | d2" о ht (x (p, 
0,t),0,t)-|i/|r2/voA,-1(.v(p,0,^£rGo.O,t),t). (1.82) 

Используя оценки (1.75), (l.78) и оценивая функцию г IN через 
модуль d2N, при достаточно малом значении параметра е из 
(1.82), получим неравенство 

dS, 2 
S2(p,t)-sC u^(p,t) >S2(x(p,0,t),0,t)-
-C\y\dw°hz{x{p,0,t),0,t); (p,t)eReh^VE. (1.83) 

Так как \y(p,0,t)\^e, а модуль do hz(x(p,0, t), 0, t) удовлет­
воряет мажорантной оценке (1.68), то из неравенства (1.83) 
следует оценка (l-7l). Лемма доказана. 

Замечание . При малых значениях времени t из оценки 
(1.36) и мажорантной оценки в карте V|' следует, что функ­
ция S2(x,t) допускает оценку 

S2 (x, t) < С J 52t о (.*„• 0) - j H2d4> (x, t)6Re htW\ 

xQ-+iy0 = z0(x,t). (1.84) 
Можно показать, что в действительности эта оценка справед­
лива для всех точек (x, t) из множества Re hzVt'. 

§ 2. КМ ОПЕРАТОР НА ^^-МНОГООБРАЗИЯХ 

Следуя основным положениям КМ метода [3, 10-12, 16» 
17, 19, 22, 29, 30], будем искать асимптотику решения задачи 
Коши (0.1) в виде ЛГдср. где К А. — КМ оператор на построен­
ном в § 1 многообразии A2/l+1 класса 9$./, а <р —некоторая 
функция на многообразии Л2я+1, полиномиально зависящая 
от параметра /г: 

Л Г - 1 

Т = 2 •*•?/. T/eaS2^--4(A-«+1,d). 
j=o 

Построение канонического оператора К л. на ЭДг^-многообра-
зиях разбивается на два этапа: сначала определяется КМ 
оператор К(и, i) в каждой канонической карте (U, /), а затем 
посредством разбиения единицы из операторов К (и, /, в карте 
«склеивается» КМ оператор на ^.^-многообразии. В отличие 
от работ B. П. Маслова [17, 18, 22] мы будем иметь дело 
с объектами вещественно размерности 2гь-\-\ а не и, поэтому 
приведенное нами определение К {и, 1)-оператора в карте (U, /) , 
а также индекса цепочки карт (Uj, I j), у — l,..., m, из покрытия 
множества Г°, отличается от определений В. П. Маслова. 
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Следует отметить, что основная трудность при обобщении 
метода канонического оператора Маслова для случая вещест­
венных лагранжевых многообразий на комплексную ситуацию 
-заключалась в правильном выборе комплексного аналога ве­
щественного лагранжевого многообразия. Выше было отмече­
но, что ОДИН из вариантов такого обобщения был приведен 
В. П. Масловым в работах [18, 31]. В данной работе мы исполь-

.зуем в качестве аналога лагранжевых многообразий 2I2N+-
многообразия. На этом пути мы получили формализм построе­
ния асимптотических решений, непосредственно примыкающий 
к формализму аналитического случая и к формализму вещест-
зенного случая.*' Дело в том, что на подмногообразиях Re(U, I), 
в силу мажорантной оценки и условия положительности, спра­
ведливо неравенство 

d2ke Re{UJ)<ChK 
Поскольку все погрешности, возникающие за счет неаналитич­
ности входящих в рассмотрение функций, оцениваются через 
d?"!iN~'\ k-=0, l,'...,N, то в силу приведенной выше оценки, 
•они дают в асимптотику вклад порядка hN. 

Построение КМ оператора на -^^.-многообразиях (размерно-
def 

ста 2/г и 2л+ 1) мы проведем на примере многообразия Ат = 
def 
= A2"+1n {t<T}, Г<оо (см., §1, п. 2). На этом примере выри­
совываются все детали КМ метода и можно продемонстриро­
вать применение КМ метода к построению ф. а. решения за­
дачи Коши (0.1). 

В этом параграфе мы будем использовать обозначение 
/ = g ( m o d # i ) , 

которое означает, что два элемента / , g пространства / / с 
точностью до элементов подпространства Hx(Hic:H) совпа­
дают, т. е. /•-=£ + г, где г&Нг. 

\. Канонический оператор в карте. Определим в канониче­
ской карте (U,I) многообразия Ат функцию 

Jlva)™D{z'°QH, PJ-OOJIDZ^.- (2.1) 

.Здесь мы предполагаем, что столбцы —----—, Agi; дг , jQl 
расположены в определителе (2.1) соответственно на /г-м и 
у'-ом местах. Несколько двухсмысленное обозначение (2.1) ис-
лользуется для сокращения записи. 

*> В вещественном и комплексном случае формулы В. К. Б. метода 
-одинаковы. 
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Зафиксируем некоторую непрерывную ветвь аргумента 
_def _ —a rgJ 1ц -i 

функции J(UJ) и положим ] / I (UJ) = V\J{U,i)\e ' • Теперь 
определим отображение K(UJ) пространства С~ (U) в простран-

со 

ствс n W'l(Q) (см. определение во введении; здесь 1/1 —число» 
элементов набора |7|): 

1Я\-

Л ^ ) < Р ~ ( 2 я А ) 1 - 1 / - ^ S X 

Х Ы М °hj\x\p t)dp (2.2) 

Отметим, что подмногообразие Re (£/,/) является прообра­
зом вещественных точек проекции h/J. Поэтому <р |Re(c/i-)

c-
ohyl(x', py, t) — финитная функция относительно аргументов. 
х1, р— Следовательно, интеграл (2.2) корректно определен. 

Рассмотрим свойства оператора К(и1)-
П р е д л о ж е н и е 2.1. Iе. Для всех неотрицательных зна-•• 

чеиий индекса m справедливы оценки 
II *V./)<P И(«0 < С И II ? lRe(t/,/) llc-fReCC/./»' 

2°. Пусть <p6C"(U)n SB2" (С/, d). Тогда 
^ ( y , ; )-=0(mod9g. 

Доказательство этого утверждения вытекает из положи­
тельности функции imS(t/,/)|Re (с/, /> и мажорантной оценки 
d|Re (У, /) - < С У 1Ш5(У, /)|яе (У, /) • 

Исследуем эквивалентность канонических операторов 
К(и„1,), Kwi.h) н а пространстве Cg-(U1nU2). Очевидно этот 
вопрос сводится к вычислению асимптотики при h{to}0 интег­
рала от быстроосциллирующей функции в '• (U'I} Re ( u ' / J ; <р-
и последующему тождественному преобразованию асимптоти­
ческих формул.. Интересующие нас асимптотические формулы 
приводятся в § 3 (теорема 3.1). (В несколько ином виде 
асимптотическое разложение было получено в работе [19].) 
С целью упрощения тождественных преобразований этих. 
формул введем ряд определений. 

Канонический аргумент. Здесь и всюду в дальнейшем 
мы будем предполагать, что замыкание канонической карты., 
(U, I) принадлежит некоторой большой канонической карте 
fj',1), UCU'. 
88 



Выразим отношение ,(t/" 7l) через производные от функции 
J Шг. h) Sec/,, /..,. Для этого введем обозначения 

d e f _ _ def 
Р — /2ЧЛ. V=h\Iu 

def 
A(A//2) = 

d2Slrr , , II def 

дщд\у 
Нетрудно проверить равенства р = / 1 \ / 2 , Т==A\-V 

Из определения функции действия получим равенство 
fciil-=(-l)ividet A(/1\/,)(mod3S-JV(.!71nU2, d)). (2.3> 

Поскольку в точках множества ГоП^ЛП^г функции из про­
странства 3dw (Ui П <-Л- d) равны нулю, а в пересечении 
•171 ПU2 якобианы ./(с/,,/,), J(ut,i,) отличны от нуля, то из 
равенства (2.3) вытекает невырожденность матрицы 
•^(ЛЧ-^кгр.п-у--

Рассмотрим собственные значения этой матрицы. Из усло­
вия положительности 

-т •-»(£/,./.,) |RC (£/„,/,)> 0, JmS(ysl/3) |г0(-|у2 = 0 
следует, что в точках множества ГоП -̂ЛП -̂Л матрица 

J{Ud' 1*) не положительна. Поэтому собственные зна­
чения (см. утверждение 3. l) матрицы A(lill2) лежат в ниж­
ней полуплоскости. Выберем аргументы собственных значений 
невырожденной матрицы A(/i//2) |г0п£/,пс/э в промежутке 

lYl+IPI 

[ — тс, 0]. Теперь, используя равенство detA (71//2) = П-)к
7ч по-

ложим 
def 1 ^ 1 

k. argdetA (/i/72) |гоПс/1П£/а = ^_ arg Х- lr.rp.ntf,- (2.4) 

Целесообразность такого выбора аргумента определителя 
матрицы A(IiHz) мотивируется методом стационарной фазы § 3.. 

Рассмотрим на множестве U\{\U2 функцию detA(/i//2)-
Определение 2.1. «Каноническим аргументом» называет­

ся непрерывная ветвь аргумента функции det A {I\/h)> принима­
ющая в точках множества Г0П£/1П.72 значения (2,4). Примем 
для этой ветви обозначение к. arg det A (hlh). 

Если множество r0nU1nU2 не связано, то функция det A (I J 
/h), вообще говоря, не имеет «канонического аргумента». В 
связи с этим целесообразно ввести следующее определение 
(симметричное относительно вхождения наборов / ь }2). 
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lr.rp.ntf,-


О п р е д е л е н и е 2.2. Пересечение карт (Ui, /1), (U2, /2) н а" 
зывается правильным, если 

1) rofWinU2¥=0; 
2) det A (Л//-) \w>[V 
3) собственные значения 

^ 0 , det.A(/2//0 
матриц 

i£/,fjt/s=7--0; 
А( /1 / / 2 ) , 

ках множества £/- f] U2 принадлежат комплексной 
•с разрезом по положительной мнимой полуоси; 

4) 

A Villi) в точ-
плоскости 

«-Л, / , ) 

С-.".. I,) 
. . (_l) lvldet^</- . / / a) 

'(С/,, / , ) 

""(t/, /•-о 
| det Л (/,/,) 

< 1 , 

•ЛП-7.. 

Ли., /•) , 
/• v. 

m a x I 
J(U.,, I,) 

V.. /,) 

i f 'de t .A^/A) 

, | det .А (Л/Л)!) 
< 1 . 

Содержание этого определения раскрывает 
У т в е р ж д е н и е 2. Г Если пересечение карт (UhIi), (Ui, h) 

правильное, то а) существует «канонический аргумент» функции 
det A(/i//2), б) из равенства непрерывных ветвей аргументов 
.функций 

J (и.,/.) 
J (С/я. Л,) и iff, 

( - l ^ d e t A ^ / / - . ) ^ , 

хотя бы в одной точке множества Г-п^ГТ-Л следует их 
равенство во всех точках этого множества. 

Доказательство пункта а) непосредственно следует из усло­
вий 1)— 3) определения (2.2); доказательство пункта б) следует 
из условия 4 определения (2.2) и из теоремы Руше. 

Аналогичное утверждение справедливо для функции A (/2/Л)> 
- /(У».-' .) /- /(У1 , / .)• 

Условие коцикличности. Определим правило согласования 
непрерывных функций arg./^,, / ,) , arg ./(--„, /.-, на правильном 
пересечении карт (U1, A), (U2, Л). В этом случае существует 
«канонический аргумент» функции det A (7i//2) и, в силу фор­
мулы (2.3), на пересечении UiDUa выполняется равенство 

erg -Ли,, -0 = arg -Лс/,. h) + ~ arg A (/i//8) + « 1ч1 + 2теА + 
+ (mod.582JV(UinUs. d))-

!Из метода стационарной фазы следует, что в этой фopмyлe 
число k должно быть четным. В связи с этим сформулируем 

О п р е д е л е н и е 2.3. Непрерывные функции arg./(£-., .-,•., 
•arg./(с,.-,) на правильном пересечении Lfif]U2 удовлетворяют 
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условию коцикличности, если в точках множества V()PiUif]U2 
выполняется равенство 

•a-g J{ux..it) = k. arg det A (-ri/L2) + arg ./(y,. /,, + .-1TI (mod4т-). (2.5) 
В определение условия коцикличности карты (U1, /1), (U2, 

72) входят не симметрично. Этот недостаток -устраняется сле­
дующим предложением. 

П р е д л о ж е н и е 2.2. Условие коцикличности симметрично, 
т. е. из справедливости равенства (2.5) следует, что в точках 
множества Г-П£/1П£/2 справедливо равенство 

•arg -V, , i.) = --• arg det A {I2lh) + arg /(-,,, -,• +-c | p | (mod 4т-). (2.5') 
Обратно, из этого равенства следует равенство (2.5). 

Доказательство этого утверждения приводится в конце дан­
ного параграфа. А сейчас сформулируем некоторые простые 
факты, связанные с условием коцикличности. 

У т в е р ж д е н и е 2.2. а) Если равенство (2.5) выполняется 
хотя бы в одной точке множества r0n.-AnU2 и пересечение 
•U1P1U2 правильное, то функции arg/.у,, /,,, arg/<£/.,/.• удовлет­
воряют условию коцикличности. б) Из условия коцикличности 
(2.5) на правильном пересечении карт U1 П <-Л следует равенство 

/•/(«v../,)'-= е2 IVTcletA(/1//2) Ky(£/,./,,(raod^-^(U1nU2.rf)). (2{cdot}5") 
Здесь 

K d e ^ ( / 1 / / 2 ) = ^ k - ""««'M y\ det A (/,//,)!. 
Следует подчеркнуть, что в приложениях условие коцик­

личности и условие правильного пересечения участвуют лишь 
косвенным образом. Для всех последующих доказательств 
нам понадобится лишь формула (2.5"). Однако выше перечис­
ленные условия раскрывают смысл этой формулы и позво­
ляют проводить ее доказательство в запутанных случаях 

о de{ 
пересечения карт покрытия {(£/, /)} множества Гг==Г0 п {-̂ -С-П. 

Свойство эквивалентности операторов K{Unhy К(и tI) 
раскрывается в следующей лемме. 

Л е м м а 2Л. 1°. Пусть пересечение карт (£/г, /1), (£/2, /2) 
правильное и пусть непрерывные функции arg./ (£ / i J ] ) , arg. / ( c / 1 7 ) 

удовлетворяют условию коцикличности. Тогда на пространстве 
•̂о" (Ui П U2) существует такой дифференциальный оператор 

• V - 1 

V(/i//2) = 1 + 2A-W(/1//2)) 
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где V- /(/,//2) дифференциальные операторы порядка 2/ с коэф­
фициентами из пространства <%?ш~п (£Д р| иг, d), что для лю­
бой функции -> из пространства C™(Ui C\U2){\%?N {Uu d) спра­
ведливо равенство 

. Kw..lt)V = Kw,.n)V(W'? (*<***)- (--б) 
2°. Если множество Г0 П Ui П U- П Uz

 н е пусто, пересечения 
карт Uif]U2, U2nU3i правильные и непрерывные функции 
zrgJ.y jy к—1,2,3, на этих пересечениях • удовлетворяют 
условию коцикличности, то на элементах пространства 
С™ (Uy n •С/иПС/з) П 2£2/v (U1, d) справедливо равенство 

/C«73,/3)(P = / <(^, / I ) 1 / ( / i / / 2) 1 / ( / 2/ j3 )? (modm A r ) . (2.7> 

3°. Существует такой дифференциальный оператор 
, daf Г " ] 

./•? = ih U^^ + ^ j h'Rj , где Л1
;. —дифференциальные операторы 

порядка ] с коэффициентами из l262{N~i) (U, d), а оператор VIf 
равен 

(•5Г<р)-=(°«Т(-|г<Ро0«)' 
(2.8> 

ТО 

~ih W+ H )^ ' )* = * W * ' * ( m o d * " ) - (2.9) 
4°. Операторы JRl\ JR'% V(IilI2) на элементах пространства 

Go° (--7i П -Л) П ̂ &Ш (Ui> d) удовлетворяют равенству 
, /< (r7a ,y2)(^ /^(/2//i)-V(/2//1)^ / ' )-? = 0 (mod^) . (2.10), 

З а м е ч а н и е . Условие коцикличности (2.5) обеспечивает 
равенство главного члена оператора V (/г//2) единице. Это< 
обстоятельство имеет существенное значение для вывода 
асимптотического разложения функции I — t/z - j - -{-Н\КА<? при 
А-->0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения пункта 1° вытекают из. 
метода стационарной фазы для комплексных диссипативных 
фаз [25] (см. § 3 теорему 3.1), а утверждение пункта 2° полу­
чается двухкратным применением пункта 1°. Утверждения 
пунктов 3°, 4° следуют из полученных в работе [20] формул 
асимптотического разложения функции 
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/' д \ Г +[ s(-* ; . ;°r)+ *~'*т\ 

яри A-i-O. 
Приведем пояснения к выводу формул (2.6), (2.8). 
а) Пусть в карте U1- выбран координатный набор 

/i—• (1, . . ., /г), /1== 0 , а в карте U2 координатный набор 
/ 2 = 0 , А —О- ...»n). Очевидно, что для построения операто­
ра 1/(71/72) достаточно вычислить асимптотику интеграла 

VJ(U3,1,) 
°hi, dp 

при /г->0. В силу метода стационарной фазы (см. теорему 3,1, 
'§ 3), асимптотика этого интеграла определяется значением 
подынтегральной функции в стационарной точке $> (х, t), кото­
рая находится из уравнения 

д 
др [Л1.У+6 (S(£-3,-a) | п^^К1)] № 0+Jc-=0. 

В результате ряда переразложений, основываясь на свойст­
ве положительности (1.14) и мажорантной оценке (1.15), можно 
показать, что асимптотика интеграла F (h, x) с точностью до 
0(kN+l) определяется значением подынтегрального выражения 

d e f г - 1 в близкой точке ^(х, t) = hI°?iIl (x, t). Эти переразложения в 
основном аналогичны выкладкам леммы 1.3 и поэтому мы их 
опускаем. 

Таким образом, используя формулы метода стационарной 
фазы (СМ. (3.10)) и равенство 

Svt.it)°hT?(9>{x, t), t) + xP(x, ^S^r^hT'ix, f), 
получим выражение 

В рассмотренном нами случае набор 7—--V\/i является 
пустым множеством. Поэтому из выше приведенной формулы 
и равенства (2.5"), в силу мажорантной оценки (1.15), получим 

F(h, .*•)•=- . l --е" {Uuh\ °hj?(x, f)+0(h), 
iu„it) 
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т. е. 'F(h, x) = K(u,,il)<fJrO(h). Тем самым мы показали, что. 
главный член оператора V (/i//2) равен единице. Аналогично 
можно доказать существование операторов Vj{l\ll<i) и уста­
новить принадлежность коэффициентов этих операторов про­
странствам 2£2(ЛГ-У) (U1 n U2- d)-

Отметим, что в результате применения формул обращения 
Фурье, вычисление оператора V (Л//2) в случае произвольных 
наборов 1Ъ / а сводится к вычислению асимптотики при й-->0 
интеграла ; 

]_7,|-1Л1 
def 

xCe|[-'(-v,./,)-h7,1(*J'.*'/t.0+*Pp--*Vpv] х 

X—==—==-"М-"-1*. Pr> t)dPadxy> 

которое проводится по выше предложенной схеме. 
б) Не ограничивая общности рассмотрений, дадим вывод. 

формулы (2.9) для случая неособой карты (U, /): / — (1, . . . , л),, 
7 - t S . 

При условии, что фаза 5 (x, i) принадлежит C'x'(RnXR+} 
и удовлетворяет условию диссипативности imS(x,tf)>0,. 
а функция, «р принадлежит С™ (RnXR+) (т.е. <реС°° OR" X #+)»• 
supptp—компакт в RnXR\-)> в работе [20] приводится формула 

(_и^+//)Л-^[№+я(*-^«)) + 

+i1H'w,{*< тг. ')-яж")+2 « / Т . (2.11) 
;-- " J 

Здесь £>;-—-дифференциальные операторы порядка у, а функции 

дхтдрч Н Iх' IP j в к о м п л е к с н о и Т 0 Ч к е ( ^ "-Г' ') опре­
деляются по формулам п. а. продолжения. Положим в формуле 

def 

(2.11) S--=S(y,i)|Re(u,/) и докажем равенство 
1/т—/__j__l| I . , I Y W " | _i!̂ _W 

, ' , / < t / ' / > I агг "Г dj" |Re((7,I) Ьх "Г 2 АПРтН | R e ( C M ) dJCftdxm j Л . 
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где через ------ обозначен оператор 

at cp" dt ' dp и дх' 

Для этого воспользуемся уравнением 
d2oGN(z0, t) _ дН п , ,. - —- ,3^ - О ия(2 0 , Г), 

Z°GH(ZQ, 0) = Z0. 

Дифференцируя это уравнение по г0 и используя почти анали­
тические свойства функций Я'(г, З5, t), GH{Z0, 0> ДЛЯ якобиа-

DzoGH на J(u,i) = — - — получим следующее уравнение 
dJ{u,n / v w" I _L"V w" I ^n°hi\ , , 

<« = \ . Z i л * / л | u + Z J " P A P » b — a i T / (C/J) + 

+ (modS8a("_1,(U,d)). 

Отсюда, используя соотношение ——— —-— = 
= 0{modSPW-^iU, d)), получим формулу (2.12).. 

2. KM оператор на многообразии Ат- КМ оператор на 
многообразии Ат действует из пространства С°°(Лт) в про­со 
странство f]Wk(Q). ЭТОТ оператор «сшивается» из канониче-

Л---0 
ских операторов в картах (U, I) посредством разбиения 
единицы. 

Разбиение единицы. Будем говорить, что функции et из 
пространства Со°(Лг) П ZW(AT, d) образуют разбиение единицы 
на многообразии Лг, если существует такая окрестность m 
множества T°T=Y0 f]AT (Го — множество многообразия Лг), что 

П р е д л о ж е н и е 2.3. Пусть {(£/..,/у)}—конечное покрытие 
множества Гт каноническими картами. Тогда на Ат суще­
ствует разбиение единицы, вписанное в покрытие {(U;., /Д}: 
т. е. e}eCZ(Uj)nSP»(AT,d). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Впишем в атлас • {(U}, If)} атлас 
{(Wj,Ij)}, где*) WJCUJ, p(dwj\dwj, <?U ;\dU ;)>o. Далее 
выберем такие открытые подмножества -ayi, что WjdWjdUj 
и множества dwj\dwj, dWj\dWj, dUj\dUj не пересекаются. 
Очевидно, при достаточно малом значении е;. множество 

•*) Это уточнение необходимо в случае, когда (У,- есть многообразие с 
краем, принадлежащим плоскости t=0 или плоскости t—T. 
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О*'— U { | 2 - y _ ^ | + | s - j - - p - - | < e ; } X -
(•с i , /)~,MgRefty .да. 

принадлежит области hiWj. Поэтому подмножество 
•Wj(sj)JL=hr} 2s-' принадлежит w}. 

Предположим, что функция е'(0р), где bj = (x'', pT,f) 
принадлежит C"(Re А//.й/) и удовлетворяет условию 

Пусть, далее, функция gj(ylj, %у) принадлежит Сот(^") и равна 

1 при \yIj\ + \%/j\<YBj'> 0 —при | у1' | +1 %Y | > sy. Положим 

« / Л 5?--, * ) Ц л ^ ф ' л 3-7-. 0 £;(-А «т)-
Из этой формулы следует, что функция efhj. принадлежит 
Go°(U.) и пространству Х2М[ Wj f•—• syJ, d], где J = d + 
+ (|im2| + |itnjg--|). 

Очевидно функции e^hi. положительны на . множестве Гг , 
а функции e^—e^hj. j2jekahik

 B некоторой окрестности 
к 

•zz>m—U^M— е.А при (т>т0) множества Г°. образуют разбие­
ние единицы. Пусть функция <|> принадлежит СоХи»/-,) и равна 
единице на множестве wmi (г?12>Щ>т0)- Нетрудно проверить, 
что функции еу—феу принадлежат пересечению Co°(U/)n 
nS2Ar(Ay,d) и удовлетворяют условию {sum} е}\Шт—1. Значит 
{в]}—разбиение единицы, вписанное в атлас {(Uy., I j)}. 

В силу формул (1.8), (1.3), модуль d оценивается через 
модуль d. Значит в действительности функции е,- принадлежат 
Co(U}) П 5S2jV(Ar, d){cdot} Предложение доказано. 

Определение КМ оператора Кл.- Фиксируем на многообра­
зии Лг некоторое конечное покрытие {(Uj, Ij)} множества Гг 
и некоторое разбиение единицы {ej}, вписанное в покрытие 
{(Uj, I J)}. Выберем, далее, в картах (Up I j) непрерывные 
функции arg./(£/.,/,) и определим канонические операторы 
АТ(у.,/.) в картах (Uj, I j). По операторам К(и,,1л построим 
канонический оператор К^, действующий из пространства 
О^Лг) в пространство f\Wk(Q), no формуле 
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K^-^K^.f^e/f. (2.13) 
Для того, чтобы канонический оператор К А. МОЖНО было 

применять к построению ф. а. решений задачи Коши, нужно 
иметь достаточно простую формулу для асимптотического 
разложения функции 

[ - t A - ^ + H W A < P при А-+0. (2.14) 

Асимптотическое разложение функции (2.14) сильно упро­
щается, если покрытие {(Ui, У/)} удовлетворяет условиям 
квантования. 

Квантованное покрытие. Пусть {{U, I)) конечное покрытие 
множества Гг каноническими картами многообразия Л--. Если 
произвольная пара карт (L/1, /1), (U2,1\) покрытия {(£/, / )} , у 
которой множество ГгП<-ЛП^2 н е пусто, имеет правильное 
пересечение, то покрытие {(U, I)} называется правильным. 
Вообще говоря, произвольное покрытие {(U, /)} множества Г[ 
не обязательно правильное. Однако положение можно испра­
вить за счет подразбиения этого покрытия. Для этого нам пона­
добится определение вписанного покрытия: говорят, что канони­
ческое покрытие {(и, /)} вписано в покрытие {.(U, / )} , если для 
каждой карты (и, J) найдется такая карта (U, I), что «EU; 
I — J. В разделе 4 данного параграфа будет доказано следую­
щее 

У т в е р ж д е н и е 2.3. В произвольное конечное каноническое 
покрытие {(U, I)} множества Гг° можно вписать правильное 
каноническое покрытие {(и, J)}. 

Теперь введем одно существенное понятие метода кано­
нического оператора. 

О п р е д е л е н и е [2.3. Правильное покрытие {(U, I)} мно­
жества Г° называется квантованным, если в картах (U, /) 
можно так выбрать непрерывные функции atgJ{u,i), что на 
пересечении карт U1IJ U2(Ui П U2 П Гг ф 0 ) функции a r g / ^ , / . ) , 
arg/(c/0,/a) удовлетворяют условию коцикличности. 

В этом простом определении скрыт тот факт, что квантован-
ность покрытия тесно связана с тривиальностью некоторого 
элемента из группы спектральных когомологий. -Это обстоятель­
ство обуславливает справедливость следующей леммы, 

Л е м м а 2.2. Если на многообразии Лт существует кванто­
ванное покрытие {(U, I)} множества Гт°, то в произвольное 
каноническое покрытие {(U', I')} этого множества можно впи­
сать квантоваиое покрытие. 

Доказательство леммы приводится в конце данного параг­
рафа. 

В пункте 5 данного параграфа будет доказано предложение 
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П р е д л о ж е н и е 2.4. На многообразии Ат существует кван­
тованный атлас-

Следует отметить, что эти утверждения, за исключением 
предложения (2.4), без всяких изменений переносятся 
на 5f^-(-V>l) многообразия. Некоторое отличие имеется лишь 
в определении функции J(u,iy Дело в том, что на Щы много­
образии нет такой естественной формы, как форма dz\f\ ... 
...Adz'' на многообразии A2"+I. В качестве аналога этой 
формы выбираются так называемые почти аналитические формы 
d<fl (см. [12]), а в качестве функции J^U.D принимается отно­
шение значения формы dz' /\d^>- на векторах ~-р —— к значе­
нию формы do на этих же векторах. Для полноты изложения 
сформулируем условия на форму dw в случае %£N многообра­
зия сМ2п+К 

ДЛЯ каждой точки Q из множества Г0 многообразия cM2«+r 

существует содержащая эту точку каноническая карта (U, /)» 
в которой форма dw|£/ представима в виде 

dm и=-v>,dzT/\ dSPr+гш. 
Здесь ш/|-/=---0, а коэффициенты формы гш принадлежат про­
странству 33w(U,d). 

Отметим, что в случае 31,+,- многообразий при изменении 
формы dw квантованность атласа может нарушиться.*) 

Теперь приступим к доказательству основной теоремы КМ 
метода-

Теорема коммутации /г1 псевдодифференциального опера-
тора с каноническим оператором. Пусть {(£/, /)}—квантован­
ное покрытие множества Гг°- Выберем в картах (U, I). непре­
рывные функции arg /(с/,]) так, чтобы на пересечении карт Ui, 
(72 с непустым множеством £/•.!". <У2ЛГг

0 эти функции удовлетво­
ряли условиям коцикличнрсти и определим операторы К{и, i) 
по формулам (2.2). 

Вообще говоря, из определения квантованного покрытия не 
следует однозначность выбора функций arg/(у,/,,, а значит и 
однозначность определения оператора КА- Однако в различных 
конкретных задачах эта однозначность получается за счет на­
чальных данных или граничных условий- Ниже приведенная те­
орема верна при любом выборе функций arg-^y-i), обеспечива­
ющих квантованность покрытия {(U, / ) } . 

Т е о р е м а 2.1. На многообразии Ат существуют такие 
дифференциальные операторы VJ

H порядка / ( / < - У —1) с коэф­
фициентами из X2{N-^(AT, d), что на функциях ср.из пространст­
ва X2N(AT,.d) справедливо равенство 

*> На это обстоятельство впервые обратил внимание А. С. Мищенко-
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•ifl4i+ff)KA.9 = KJ, 
-N-l 

L/—i 
cp (mod aw). (2.15) 

[ие 
' dt 

Для оператора V}- справедливо выражение 
d , 1 

где 
def d 

S 7 T - - ( ° 5 l r [ d 7 ^ i 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы выведем формулы (2.15), (2.16) 

из локальных утверждений леммы 2.1 по методу работы [10]. 
Из определения KM оператора К л., в силу леммы (2.1), следует 
равенство 

(-Й-^+я)/а<р = 2 ^ ; . / ; ) ^ М - (-.17) 
1 

Преобразуем правую часть этого равенства. Для этого на про­
странстве Cg-(Ui) построим формальный обратный оператор 
к оператору 5 — Г£ V(l,llk)e\ 

Операторы V(Ijjl'h) определены на пространстве C^(Ujf]Uk). 
Поэтому из включения ekC^(Uj)<^C^(Ujr\Uk) вытекает, что 
оператор В определен на C™(Uj). Используя пункт 1° леммы 
(2.1), для оператора В можно получить выражение 

- v - i •' , 

-5=1+2 А',9,, 5 — 2 К'(-'//-**)-'*• 
i—\ it 

Отсюда следует, что оператор Вь является дифференциальным 
оператором порядка /, коэффициенты которого принадлежат 
пространству £4N-i) (jj d). Будем искать правый формально 

. V - 1 

обратный оператор В~1 в виде В~1 = 1 + 2 hlB\, где В\ —диф-

ференциальные операторы порядка I с коэффициентами 
из £2<^~1ЦИр d). Приравнивая в произведении В-В~г коэффи­
циенты при степенях hm, m=\, ...,N—\, к нулю, • последо­
вательно найдем операторы В^.1=\, .. .,N—Л. Построенный 
нами оператор В'1 будет удовлетворять равенству 

•V-2 

5-5- 1=1+^2 / - ' 5 / ' 
/-о 

где В —дифференциальные операторы порядка / с коэффици­
ентами из С00 (и/). 
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Домножая в формуле (2.17) функции /?;(еуср) на «почти». 
единицу ( 2 V (Ijilk) ek) ( 2 v Vjlh) eu)~l и используя свойства 
операторов V{Ijjlk) (см. пункт 1° леммы 2.1), получим равен­
ства: 

2 *<-W*/y ад- 2 ^wCS v (/^//ft) е")х 

= ^ ^ . ^ ^ ^ f ^ ^ / Z ^ ^ ^ ^ J T + ^ o d ^ ) . (2.18) 

Обозначим через V« коэффициенты при hm в выражении 
2(2^(-7Л)е«)~У у<-> Тогда из формул (2.17), (2.18) будет 
следовать формула (2.15). Очевидно, что из свойств оператора 
R1 (см. пункт 3 леммы 2.1) вытекает, что операторы 1/J* 
удовлетворяют условиям теоремы 2.1. Далее, поскольку глав­
ный член оператора (2^(-Vj t ) ец Равен единице, а главный 

i 
член операторов R J для всех наборов Ij имеет вид (2.8), то 
оператор Vl

H определяется формулой (2.16). Теорема доказана. 
Применим теорему 2.1 к построению ф. а. решения задачи 

Коши (0.1). 
3. Построение ф. а. решения задачи Коши (0.1). Следуя 

КМ методу, будем искать асимптотику в виде 

Здесь КА — канонический оператор, построенный по некоторо­
му фиксированному квантованному покрытию {(U,, Ij)}. 

Определим, функции фА из рекуррентной системы уравнений 
V ^ 0 = 0(modS2/v(Ar, d)) 

• (2.19) 
k-i 

V-^ f t - ' -2^ - m ^(m 0 d-33 2 W -^ (A r , d ) ) • ; : • • 
m=0 

<M,-o = ° k>\ 

где ф(л:)—начальные данные задачи (0.1). 
100 



t 

Используя оценку )doQH (z0, -) dx^tdoGN(z0, t) и выраже-
о 

ние (2.16), проинтегрируем рекуррентную систему (2.19). ДЛЯ 
главного члена ф0 получим выражение 

t 

ф0=(ед* (A2NW(z0)e ° ; (2.20) 
Подставим функцию uN в уравнение (0.1). В силу уравне­

ний (2.19), из формулы коммутации (2-15) вытекает равенство: 

•-АЯ + Я Н = * д(2, ^/J(mod3y. 
.Здесь gfi3d2{N~1)(AT, d). Поэтому из предложения 2.1 (пункт 2°) 
получим оценку 

M ? / ^ v 0(mod^)" 
-ih~ + H)uN = 0(mod$liN). 

Значит, 

Рассмотрим, далее, функцию uN \t=0. Очевидно, в качестве 
одной из карт квантованного атласа {(U}, I j)} можно принять 
карту*' AZnn n {t < t} (где t мало) с локальными координатами 
z, t (т. е. 1=0). В этом случае из начальных данных для 
функций -1)у- следует равенство*'1' 

где Гд. 6-̂ д. • Здесь погрешность порядка 0(hNi), ./•/-< оо воз­
никает за счет домножения функции tb0 на элемент разбиения 
единицы е. 

Таким образом, функция uN является ф. а. решением зада­
чи Коши (0.1). 

4. Доказательство утверждений, относящихся к условиям 
квантования и коцикличности. Здесь мы приведем доказатель­
ство леммы (2.2). Предложение (2.2) и утверждение (2.3) яв­
ляются частным случаем ниже сформулированных утвержде­
ний и поэтому их доказательства мы не приводим. 

*' Смотри пункт 5 данного пар-аграфа 
) Это равенство предполагает, что в карте (At, hz) аргумент функции 

Dz°GH 
I {At, hz)= —-----— в точке t = Q равен нулю. 
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Для доказательства леммы (2-2) нам понадобятся следую­
щие вспомогательные утверждения-

П р е д л о ж е н и е 2-5. Пусть {(СУ, / )} , {{и, J)} — два произ­
вольных конечных канонических покрытия множества Гг° мно­
гообразия Лт- Тогда в эти покрытия можно вписать такие пра­
вильные покрытия {(V, / )} , {(V, У)}, что их объединение также 
является правильным покрытием. 

З а м е ч а н и е . Здесь мы считаем, что карты (V, I), (У, J) 
с различными диффеоморфизмами hi, hj — различны. 

П р е д л о ж е н и е 2.6. Пусть точка Q множества Г^ при­
надлежит трем картам (V, /), (У, У), (V, j) (с правильными 
попарными пересечениями).' Определим в точке Q каноничес­
кий аргумент определителя матриц A(IjJ), A{Ilj), А (;'/У) 
по формуле (2.4). Через |-*\У| обозначим число элементов 
множества / \ У . Если У \ / = 0 , то по определэнию | 0 | = 0 . 
Тогда в точке Q справедливо равенство 

к. argdetA(//y) + i t | . 7 \ / | = K. argdetA(// /) + 
+ K.argdetA(//./) + 4 ; \ / | + - | / \ / | . (2.21) 

З а м е ч а н и е . Это равенство по модулю 4п можно получить 
из пункта 2 леммы 2.1. В случае вещественного лагранжевого 
многообразия оно обуславливает существование индекса Мае-
лова. В работе [17] для вещественного случая оно доказыва­
ется методом стационарной фазы (по модулю 4п). Здесь мы 
приводим элементарное алгебраическое доказательство' равенст­
ва (2.21); 

Сейчас мы выведем утверждение леммы 2.2 из предложений 
2.3 и 2.4, а затем перейдем к ИХ доказательству. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2.2. Пусть {(U, /)}—конеч­
ное квантованное покрытие и пусть {(и, J)} —произвольное ко­
нечное каноническое покрытие множества Г-А По предложению 
2.5 в эти покрытия можно вписать такие правильные покрытия 
{(У. 7)}, {(V, / )} , что их объединение снова есть правильное 
покрытие. Покажем, как выбрать в картах (V, /) непрерывные 
функции arg /(с/,/), удовлетворяющие условиям коцикличности. 
Тем самым будет доказана квантованность покрытия {(У, / ) } . 

Для каждой карты' (У, I) зафиксируем некоторую карту 
del 

(С/, У), включающую карту (V, I). Положим a.rgJ(v,i) = 
def 
= arg J (и, i) \y. Очевидно, покрытие {(У, /)} с такими функция­
ми arg/(у,/) кваитованно. 

Определим функции arg J{v,jy Для этого зададим значе­
ние функции arg У(у, j) в какой-либо точке множества У П Г$ 
равенством 

&rgl{v>j) = atgliv, /) + k. arg. det А (У/У)+ 1-|/\У|. (2.22) 
Тем самым мы однозначно определили некоторую непрерыв­
ную ветвь argy(i/, j) в карте У. Из условия правильности 
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пересечения карт (V, У), (V, / ) , в силу пункта а) утвержде-
ния 2.3, вытекает, что равенство (2.22) будет ВЫПОЛНЯТЬСЯ 
во всех точках множества T°rf]V. 

Теперь проверим условие коцикличности. Рассмотрим две 
карты (^i, Л)> (V2, -72) и отвечающие им карты (1Л, /1), 
(V2, Iz) в покрытии {(V, /)}. Из квантованности покрытия 
•{(V, /)} в точках множества ГоП^Л.П У'г следует равенство 

arg У <v„ и) = arg y(V„ л , + k . argdet А (7г//2) + тс 112\1г). (2.23) 
Используя это равенство докажем, что в точках множества 
Г^-ПV-!ПV"2 справедливо равенство 

arg/>.,./.) — arg •/(/„, / а ) + к . argdetA.(. /1 /y2)-T-7c| /2 \y I | . (2.24) 
В силу формулы (2.22), для этого достаточно показать, что 
в точках множества Г^П ^Л П ^ справедливо соотношение 

k. argdetA(y2/;2) + « | / 2 / / 2 | + k. arg det .А (У1/У2) + 
+ - I У 2 \ Л | = к. argdet А (У1/Л) + я | / А Л | + 

+ к. arg. det A (/1//0 + -. | 7 2 \ / i | . (2.25) 
Равенство (2.25) непосредственно вытекает из формулы 
(2.21). Тем. самым доказано равенство (2.23), а вместе с ним 
и квантованность покрытия '{(V, У)}. 

Д р к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2.5. Сначала до­
кажем, что в произвольное конечное каноническое покрытие 
{(U, /)} можно вписать правильное покрытие. 

Рассмотрим всевозможные пары карт (U-., /-.), (Up, /р), 
а-у-=р, у которых множество Г^П^УаП-Ур не пусто. Ранее 
•было указано, что мы рассматриваем, покрытия, у которых 
каждая карта (U, /) принадлежит некоторой большей канони­
ческой карте (w, I), т . е . Uaw. Поэтому функции J(ua, /а>, 
У«У|-,с/-) и матрицы Л(/0//р), A(I$fIa) непрерывны на мно­
жестве UnO-Up. Очевидно, что в точках множества 
Гу. П Uа П Up / эти функции удовлетворяют условиям правиль­
ного пересечения. Следовательно, в силу непрерывности ЭТИХ 
функций, существует такое число еар, что для произвольной 
точки Q и множества Г-ПУЛ» П Up в пересечении шара 
2*«Р = {|г — ZQI + I^5 —.g-oH-lt — t(?|<eap} с множеством U«nU& 
выполняются условия определения 2.2. Пусть е —минималь­
ное число из конечного набора чисел {еар}. Выберем в про­
межутке (0, е/8] такое число е, что для произвольной точки 

def 

«Q замкнутого множества Т°т окрестность Ue
Q = QE

Qf]A.T при­
надлежит какой-либо карте атласа {(U, /)}. Теперь из покры-
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тия IJ Un замкнутого множества Г̂ . выберем конечное 
о 

покрытие и иу и введем обозначение Uj = uy_. По условию 
каждая окрестность и-, принадлежит некоторой карте (U, /)... 

def 
Положим Ij = I. Тогда {(к,-, If)} — конечное покрытие мно­
жества Г°., вписанное в покрытие {(U, I)}. Покажем, что. 
покрытие {(Uj, Ij)} правильное, т. е. его карты имеют лишь 
правильное пересечение. 

Пусть Г°п«1П«2¥=0 и пусть (щ, /-)с([/-, /•), (гг2,/2)с 
с(£/2,/.г). Тогда щ П Щ с <-Л П U2. Фиксируем произвольную. 
точку Q из множества Г°т П и1 П «2- Поскольку диаметр мно­
жеств Uj не превосходит s/4, то справедливо включение. 
и1 n и2 £ Щ П (Ui П U-). Н3 определения числа е вытекает, что-
на множестве S| п (Ui П U2) выполняются условия правильно­
го пересечения для карт (U1, /1), (U2. -'г)- Значит, карты 
(«1, /1), (а2, /о) имеют правильное пересечение. Если множе­
ство Г7-ПИ1ПИ2 пусто, то условие правильного пересечения 
не накладывает никаких ограничений. Поэтому построенное 
нами покрытие {(и;, I/}} правильное. 

Эту конструкцию целесообразно немного усложнить. Если 
вышеопределенная окрестность tij принадлежит одновремен­
но нескольким картам (U1, /1), . . . , (Uq, Iq), то мы введем 
следующие карты (и,., I)), ..., (Uj, 1% I) = Л, . . . , /?=--V. 
Эти карты в дальнейшем мы будем считать различными. Из-
вышеприведенных рассуждений вытекает, что покрытие. 
U[J (Uj, Ij) также будет правильным. 

j <• 

Теперь перейдем непосредственно к доказательству пред­
ложения £.4. Рассмотрим всевозможные пересечения карг 
покрытий {(U,/)}, {(я, /)}. Пересечение Uf]ti назовем отме­
ченным, если ur\Uf]V°T^=0. В случае Уф1, по каждому 
отмеченному пересечению карт (U, I), (и, J) построим две 
отмеченные канонические карты (w, I), (w, J), где да—Uf]u.. 
Обозначим через {(w, /)} покрытие, состоящее из всевозмож­
ных отмеченных канонических карт. Используя выше предло­
женную методику впишем в покрытие {(w, /)} правиль­
ное покрытие {(V, /)}. Очевидно, что если координат­
ная окрестность V этого покрытия принадлежит пересе­
чению карт (U, /) , (и, / ) , у которых 1Ф1, то в покрытии : 
{(V, /)} содержатся карты (V, 7), (У, /) . Следовательно, пок­
рытие {(V. /)} является объединением двух покрытий: покрытия 
{(V, /)}, вписанного в покрытие {(U, I)}, и покрытия {(V,./)},. 
вписанного в покрытие {(и, / ) } . Очевидно, что всякое подмно-
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жество карт правильного покрытия состоит из карт с правиль­
ным пересечением. Значит, {(V, /)}, {(V, /)}—правильные по­
крытия. Выше было отмечено, что их объединение порождает 
покрытие {(V, ])}, которое также является правильным- Тем са­
мым предложение 2.4 доказано-

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2.6. Доказательство 
равенства (2.1) проведем в два этапа. Сначала докажем это 
равенство для лагранжевого аналитического многообразия Л: 

Ad-lL{2-2, 3b = iz:zeCn}, (2.26) 
а затем сведем общую задачу к этому частному случаю-

а) Положительность действия S^T, -} на многообразии Л. Не­
трудно проверить, что многообразие Л является картой с коор­
динатным диффеоморфизмом кг. В этой карте действие равно 
г- z2. Из формулы (2.26) следует, что для любого набора ин­
дексов / ( /cz{l , . . . , п}) многообразие Л является картой с диф­
феоморфизмом hj. Прямой проверкой можно убедиться, что в 
карте (Л, hj) действие S(A,I, равно: 

S^,iyhjx = \ 2и2+2>,-)2 
,-б/ 

а функция S(A,.4|Re(yY..r<V1 Р а в н а 

чит, 

;6Г 

'2c*')2+2_w' 

(2.27) 

Зна-

imS(A,/)|Re(A,/)°A71(0)-=0, imSiA,I)\RHA,i)>0. (2.28) 
б) Проверка равенства (2.21) на многообразии Л. Из фор­

мулы A(I/j)aiL д*3{к, j) -n = (zv, ^ p ) ; T = ; \ j . P = ; \ - r 
' дщдц/i . 

и выражения (2.27) следует равенство 

A{I/j)=\\-ibul 1 < i , ; < | [ 3 | + |T|{cdot} 
Поэтому, в силу формулы (2.4), получим равенства 

K.argdet( .A(// /)---—|( |P1 + lTl). 

к. arg det A (///) + -1 j\I 1= f-d ТГI — I P J>-
Используя очевидные равенства ~;—If}j> Р = / П ^ . 
зуем выражение |т |— |(3| к виду 

!т|—IPI-=(|7ny| H-I_n7l)—(I7n/|-l-|-/"n7l). 
Теперь, используя соотношения / р, / = 0 , j П j = 0; 

(2.29) 

преобра-

(2.30) 

Ги/=-
= у и ./ = (1, . . . , « ) , из формулы (2.30) получим тождество 

•• •• • .. h l - | . p | = l 7 l - l 7 l - I2-31) 
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Из формул (2.29), (2.31) следует, что проверка равенства (2.21) 
•сводится к доказательству тождества 

| 7 Н 7 М Г Н 7 | + |7НЛ-
Очевидно это тождество справедливо для произвольных набо­
ров /, j , J. 

6) Редукция к многообразию Л. Не ограничивая общности, 
предположим, что / = 0 и что точка Q множества Гг имеет 

— def 

координаты z = 0, S- —0, t = t. Положим S (z) = S{uj)°/irl (z, t). 
Очевидно, эта функция определена в некотором шаре 

def _ 

{|г|<3} и почти аналитична по модулю d(z) — dahjl (z, t). По­
скольку <2еГ°, то d(0) = 0. 

def 

По функции SB(z) = (l — £)S(2) + — iz2 определим в прост­
ранстве С2" многообразие Ав: def 

АЕ— г — г; 5й — 
dSAz) 

dz | г |< '}• (2.32) 

Нетрудно проверить, что функция Se в шаре {|г|<§} почти 
.аналитична по модулю (1 — e)d(z) до порядка 2N, N>\\ не-
отрицательна в точках вещественного шара {|л:|<8} и удов­
летворяет мажорантной оценке: (1 — е) d (х) < с У ira Sa (x). Сле-
довательно, определенные формулой (2.32) многообразия Ав 
для всех значений е на отрезке [0, 1] принадлежат классу %£N. 
Очевидно, что отмеченное множество Г° многообразия Л.,, 
eg [0, 1J содержит точку z = 0, 3b = 0. 

Покажем, что на многообразиях Ле, eg [0, 1] якобианы 
D (*-, *т) 

Dz 
D {z\ .*>-) 

(2.32) 
ютличны от нуля. Рассмотрим, например, первый из этих яко­
бианов. Очевидно равенство 

D [z1, jp-) 

Dz z=0 
= det (0)( l -e) + ie (2.33) 

На многообразии Лг в точке Q, по условию, якобианы (2.32) 
отличны от нуля. Поэтому из формулы (2.33) следует, что 
при малом значении е первый из якобианов (2.32) не равен 

<52S 
пулю. Далее, при е>0 из условия ------(0) > 0 и утвержде­
ния (3.1) вытекает, что мнимая часть собственных значений 
матрицы ------(0)(1 -s)-|-ie не меньше s. Значит, для eg [0,1], 

D(z', &Г) 
.в силу формулы (2.33), якобиан 
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Из невырожденности якобианов (2.32) вытекает, что на 
многообразиях ЛЁ, eg [0,1] в окрестности точки г=0, 5-----0 
•определены невырожденные матрицы As(//J), Ae(I/j), Ae(j/J). 
Поскольку многообразия Л-, eg [0,1] принадлежат классу %+N, 
N>\, то собственные значения этих матриц в точке г=-0, 
-5--=-0 для всех е из отрезка [0, 1] лежат в нижней полупло­
скости. Поэтому формула (2.4) в точке г — 0, .53 —0 определя­
ет непрерывные по е ветви аргументов определителей этих 
матриц («канонические аргументы»). 

Рассмотрим равенство (2.21) в точке г = 0, 9Ь = 0 для мат­
риц на многообразиях ЛЕ, eg [0, 1]. Из формулы (2.3) в точке 
г = 0, # = 0 получим тождество 

(--1)|V4/|detA8(///) = (-l)l;'4/|+|JX/'ldetAE(/\y)detA8(/\y), 
eg [0,1]. 

Это тождество означает, что если равенство 
k.argdetAe(//y) + T- | / \ / | -k .argdetAE( / /y) + 

+ k.argdet.AB (//./)+ « | / \ / . | + « | / \ / | (2.34) 
выполняется хотя бы в одной точке е отрезка [0, 1], то оно 
справедливо для всех точек этого отрезка. В точке е-=1 
многообразие ЛЕ совпадает с выше рассмотренным многообра­
зием Л. Поскольку для этого многообразия равенство (2.21) 
уже доказано, то, следовательно, равенство (2.34) справедливо 
для всех значений е на отрезке [0, 1], а значит, и в точке 
s = 0. При е = 0 многообразие АЕ совпадает с картой V. Тем 
самым мы доказали равенство (2.21) в точке Q карты V. 

5. Квантованное покрытие многообразия Ат. Общие за­
мечания. Многообразие Лг получено сдвигом по траекториям 
системы (0.31) из многообразия Л?" (см. § 1, п. 2). Из опреде 
ления многообразия А2" вытекает, что это многообразие 
является картой с координатным диффеоморфизмом hz. Ясно 
что карта (Л2", hz) является квантованным покрытием этого 
многообразия. Наличие квантованного покрытия на много­
образии Л2" обуславливает существование квантованного 
покрытия многообразия Л?-. Это обстоятельство справедливо 
и в общей ситуации. Из существования квантованного по­
крытия .Мглг многообразия СЖ2" следует, что на полученном 
в результате сдвигов этого многообразия по траекториям 
системы (0.31) -Мглг-многообразии cM2n+l (более точное опре­
деление многообразия сМ2пП приведено в § 1, п. 4) также 
существует квантованное покрытие. 

, Отметим, что трудности при определении в картах по­
крытия {(U, /)} функций arg/(у,/-, которые на пересечениях 
карт удовлетворяют -условиям, коцикличности, возникают 
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в случае замкнутой цепочки карт U1, . . . , £/„.. т . е . такой 
цепочки, что 

U«nUi+inr°r^0, i = l , . . . , / » - 1 , и U!nUmnr°r^0. 
Если же покрытие {(U, /)} образовано упорядоченной цепочкой. 
карт С/[ Um, т. е. пересекаются лишь карты Uj, Uj+i, / — 
= 1 /и—-1, то используя условие коцикличности, можно в 
картах этой цепочки последовательно определить функции 
arg/(Dj, Ij), которые на пересечениях UflUj+i будут удовлетво­
рять условию коцикличности. Легко убедиться, что такая ситу­
ация имеет место в случае, когда многообразие. Лг образова­
но узкой трубкой траекторий. 

После ЭТИХ замечаний приступим к доказательству предло­
жения.2.4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о п р е д л о ж е н и я 2.4. Используя ут­
верждение 2.3, построим на Л т правильное покрытие {(U, I)} 
множества Гт°. Поскольку на многообразии АТ окрестность Л*-. 
при достаточно малых значениях t является картой с коорди­
натным диффеоморфизмом /г-, то из алгоритма построения по­
крытия {(U, /)} (см. доказательство предложения 2.5) выте­
кает, что в картах (U, / ) , имеющих непустое пересечение с 
плоскостью t—Q, можно взять набор / = ( 1 , . . . , п), т. е. hj = h2, 
Теперь, учитывая, что многообразие Лг состоит из траектории 
системы (0.31), впишем в покрытие {(U, I)} специальное по­
крытие {(и,ч-ь Ik})}, состоящее из небольших трубок траекторий.. 

Из определения многообразия Лг (см. § 1, п. 2) следует 
существование покрытия множества Гг окрестностями вида 

def 

uhJ={GH (г0, 0 : (г0, t)G<--* X Л,}, 
где шА — конечное покрытие области изменения параметров; 
20, а Ду —покрытие отрезка [О, Г]: Д0 = [0,-с], Л ;= (/ —-r)-v 
( . /+-+т)4 J<N-l-> Ajv-i-[(-V-l—|),,A/x]; Nx = T. 
Зыбрав диаметры множеств щ и длины отрезков Aj достаточ-
-10 малыми, получим покрытие {{ukj, Ik,)}, вписанное в покрытие 
[(U, /)}. Из правильности последнего покрытия вытекает 
.травильность покрытия {(ttkJ, IkJ)}. Очевидно, молено считать,. 
что при ./ = 0 для .всех значений k наборы 1М равны набору 
(1 «)-

Далее, фиксируем индекс k и рассмотрим следующую-
упорядоченную цепочку карт нашего покрытия: икй,...,иМт 
q*CN. В карте щ0 имеем /й0==(1, ...,п), значит 

D (ZoGH) 
Л«*. •'*.) = (О*)* Dza 

• (Zo. - ) (2.35> 

Выбрав в карте (иА0, /ft0) некоторую непрерывную ветвь 
функции (2.35), мы, в силу условия коцикличности, определим 
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.•непрерывные функции MgJ{uk-,ihj) последовательно для значе-
вий / = 1 , ...,q. Поскольку —•--—--— (г0, 0) = 1, то непрерьш-

U2.Q 

,яую функцию MgJ(uka,ikll) однозначно определим условием 
a rSW..)l«-°- (2-36) 

Теперь покажем, что в пересечении карт ukj(\umi выпол­
няется условие коцикличности. Отметим, что в общем случае 
это пересечение не пусто лишь при условии |/—t|<L Далее, 
при k = m условие коцикличности следует из выше приведенных 
построений. Рассмотрим случай кФт. Не ограничивая общнос­
ти, предположим, что j — i. (Остальные случаи рассматриваются 
аналогично). 

Проверка условия коцикличности осуществляется индукцией 
по значениям индекса /. Ограничимся разбором первого шага 
индуктивного процесса. 

Итак, пусть и/е/ПИтуПГг¥=0. Т а к К а к множество Г?. 
состоит из экстремальных траекторий, то это условие влечет 
условия и/г?П#т,-,ПГГ7-- 0 при 0<q*Cj. Далее, из конструк­
ции множества Тг следует, что пересечение И/-оГ)#тоП 
П (Г?- П {t — 0}) также непусто. В силу определения (2.35), 

функции J(uH,iH), -V™>--Ao) B т о ч к а х множества ГгП{~ — 0} 
равны единице. Значит, в точках этого множества они удов-
-летворяют условию коцикличности. Отсюда, в силу правиль­
ного пересечения карт икй, ат0 и в силу пункта а) утвержде-. 
ния 2.2, будет следовать справедливость условия коцикличности 
во всех точках множества Тг П и,г0 П и,„о-

Для перенесения этого рассуждения на общий случай 
•отметим, что решающим моментом было выполнение условия 
коцикличности в точках множества (Гг П {•* = 0}) П и* о П timQ, 
•а не равенства / / ,--=/ т (—(1, . . . , и). Поэтому, используя 
формулу (2.21) предложения (2.6) и утверждение (2.2), дока­
жем выполнение условия коцикличности в картах (им, 1м), 

§ 3. МЕТОД СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ 

Ряд вопросов КМ метода сводится к вычислению асимпто 
тики при A{to}0 интеграла 

/ (А, р, ф-1 (4)2 J e^s^~x"\ (JCi Pt ч) ах, (3.1) 
X = (XU ...,Xn), p = (Pu ...,pn), fl = (flu •••> Чт)> 

с комплексной диссипативной фазой .S(x,r|). Нас будет интере­
совать построение равномерной по параметру г\ асимптотики 
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этого интеграла со степенной точностью по малому параметру 
h. В случае аналитической фазы 5 и амплитуды ф асимптотику 
интеграла (3.1) можно вычислить по методу перевала. Однако 
если амплитуда ср финитна, а фаза 5 неаналитична, метод пе­
ревала непосредственно не применим. 

В данном параграфе доказано, что асимптотические формулы 
метода перевала обобщаются на неаналитический случай. При 
этом в соответствующих формулах метода перевала значение 
подынтегральных функций в комплексной стационарной точке 
определяется по формулам п. а. продолжения: 

def def 
S (z, .)=.= (Allff+3)S) (z, 7]); <p (z, -q, p) = (A|w + 3 )f) (z, 7), p). 

Стационарная точка z (/), p) находится из уравнения 

При некоторых условиях на, функции S, <р будет доказано,, 
что главный член асимптотики интеграла (3.1) имеет вид 

(3.2> 

I(h, щ,р) = det ГГ>[айч)-5'1
(р(5.-,Л + 0(А),(3.3> 

где ветвь корня из определителя det 5-S 
"ёй- (z,i) определяет­

ся по некоторому специальному правилу. 
Асимптотика интеграла (3.1) была получена в работе [21]. 

Здесь мы приведем вывод асимптотических формул в духе ме­
тода перевала (см. [6, 9]). Для ЭТОГО МЫ воспользуемся тем 
фактом, что для обоснования асимптотического разложения 
интеграла (3.1) МОЖНО сдвинуть контур интегрирования в «пе­
ревальную точку» z и применить для п. а. функции формулу 
Стокса:|:) . 1 

^/(г)dz xK ... Adzn = ^d(fdZiA ... Adz») = [О(| у |—v) fa. (3.4> 
OV V V 

Перейдем к точной формулировке результатов. Предпо­
ложим, что амплитуда <р (х, п, р) принадлежит С °° (£>2п+'п) и ее 
носитель supp cp (x, т), р) равномерно относительно изменения 

х 
параметров TJ, р на £,"+от принадлежит шару иv={\x\<т}. 

Пусть, далее, фаза S (.*.,--) принадлел<ит С°°(Дп+т) и удов­
летворяет условиям 

1)g-(p,0)--=0, d e t | ^ - ( 0 , 0)1^0; (3.5) 

*> Это соображение автору сообщил В. В. Грушин. Аналогичный подход. 
применен в работе [31]. 
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2) s2 (x, n) > o, (.*, v))6Rn™; s2 (о, о) - о. (з.б> 
В силу условий (3.5), стационарная точка г (у, р) удовлет­

воряет условию £(0,0) —0 и при достаточно малом значении 
дифференцируема 

Рассмотрим 

(3.7> 

радиуса б функция z (rj, p) бесконечно 
по аргументам r\, p в шаре Q&= [Ур2 + гп2<Щ 
в стационарной точке ~z (т., р) матрицу 

def . лае 

-3(ч. Л - 1 д 

У т в е р ж д е н и е 3.1. При достаточно малом значении 
радиуса 8 в шаре Sg . 

а) собственные значения ^jiy\, р) матрицы В (у, р) непре­
рывны, 

б) существуют непрерывные ветви аргументов собственных 
значений Х;- (т., р), удовлетворяющие условию 

- т -• < arg X, (у, р) < -£, (^, /062fl. (3.8) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое утверждение по теории воз­

мущений следует из условия &&tB(*q, p)=£Q, (у, p)£Q6. 
Для доказательства второго утверждения рассмотрим собст­

венные значения Ху (0, 0). Имеем .5(0, 0) tyj — X_i(0, 0) tyj, Л — 
= W + J^. После домножения этого выражения скалярио 
на вектор фу, в силу формулы (3.7), получим равенство 

а-5, (о, о) 
дхкдх,, ъ+пь> dsS2 (0, 0) 

дхцдхп ъ— 

•-0, S2(- .̂ 0)>0, то матрица 
(3.8') 

d"Ss(Q, 0) Поскольку 52(0, 0) „, _ z .„ , _,„„„, ,„ .„„* „„._,,._.. •-——-
неположительна. Отсюда, в силу равенства (3.8'), следует, что 
\] (0,0)<0, Теперь из условия det В (0, 0) ф 0 и непрерывной 
зависимости собственных значений Ху. (--, /;) от параметров 7j, 
р получим, что при достаточно малом значении 8 выполняется 
условие (3.8). Утверждение доказано. 

Для обоснования (3.3), рассмотрим непрерывную ветвь 
функции [det В (07, р)]~т в шаре йб. Для этого выберем непре­
рывные ветви аргументов собственных значений матрицы 
В (т), р) в промежутке (3.8) и определим аргумент функции 

[det .9(7,, /,)]V- как известно равной J J у\} (>-, р) 1 по формуле*) 

arg[det/3(7.,/7)]" -—_±у 
- _ 2 - ^ 

аг^^Л7!»/7)' 

*) Здесь собственные значения берутся с учетом их кратности. 

(3.9) 
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При выше приведенных предположениях относительно фазы 
«S (см. (3.5), (3.6)) и амплитуды ф справедлива теорема 

T e o p e M a 3.1. Если на множестве supp f (х, 0,0) точка 
JC = 0 является единственным решением уравнения -—(x, 0 ) -
= 0, то существует столь малое значение 80, что в шаре Йво 

1°) справедливо асимптотическое разложение 

I {1г,ч\,р)- det - r . - F t s c S ' ' , , ) ~ ^ ] 
X 

xfl+SA'fyW.7!) 

dzS ,~ , 
dxiidxm *• ' ^' 

tJZ + rN(h, ., "), iV<oo. (3.10) 

Здесь 
а) Rj—дифференциальные операторы порядка 2; по аргумен­
там х,y(z = x-\-iy). Коэффициенты этих операторов беско­
нечно дифференцируемые функции переменных х, у, ч\, р на 
•области #2яХ--б и принадлежат %2W-J-V(CnX&s, \imz\); 
б) аргумент предэкспоненциального множителя 

det d*S 
dxiidx, •& "1) 

определяется по формуле (3.9); 
в) остаточный член Гд- удовлетворяет оценкам 

IMIc* (Qe)<C(k)A"-*+-, k<oo . 
2°) Мнимая часть фазы S (z,rq) — zp не отрицательная 

удовлетворяет оценке 

| im г (-q, р) | < С "Kim [S (г, --) —~zp\. С3-11) 
Ф(г,ц,р)Ш8(г,уЬ-гр, Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим 

, ф = Ф-+..Ф2 . Решение системы 
дФ дФ2, ч п 

ду (x,y,-q,p) = 0 (3.12) 

назовем квазистационарной ТОЧКОЙ И обозначим через 
def •*' {% Р), У[ ("1. Р)\ г' (7), p) =-- х ' (т., р) + 1у' (г|, р). 

В аналитическом случае квазистационарная и стационарная 
точки совпадают, в неаналитическом случае они, вообще 
говоря, различны. Все рассуждения мы проведем сначала для 
•окрестности «квазистационарной» точки, а затем осуществим 
пересчет асимптотических формул в стационарную точку . 

Доказательство метода стационарной фазы б у д е т состоять 
в последовательном проведении следующих построений: 
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1) приведение функции Ф2 (х, у, TJ, p) в окрестности квази-
•стационарной точки х',у' заменой переменных х — х (б, ^JTJ, р)\ 
У=У{®1 Y-\ % Р) к квадратичной по переменным 0, [А форме: 

п 

Ф2(*> У; 1, ^)=Ф2 (•*'• Г; -1, /?) + 2 М ^ р) (©5 — (—?)- \>0; (3.13) 

2) доказательство оценки (З.П); 
3) сведение интеграла по плоскости {#=-=0} к интегралу 

тю поверхности наибыстрейшего спуска, 
4) вычисление интеграла по поверхности наибыстрейшего 

спуска. 
При доказательстве теоремы будем использовать 

'Обозначения 

х х |1 dxidjcj 

.аналогично для функций Ф1, Ф. Через Hess®2 обозначим 
матрицу 

1 ф 2 def | агФ- | 
1 dxidyj | 

ф 2 _ 
, Ч-.уу 

<5-Ф-
dyidyj 

Hess®2--

1. а) Исследование квадратичной формы Hess Ф2 (0,0; 0,0). 
Определитель det Hess Ф2 (0, 0; 0, 0). Нетрудно проверить, 

что для п. а. функции <&(z\%p) в вещественной точке 
JC, 7j, p справедливы равенства 

Ф* у = Ф1-Л., Ф8
УУ = - Ф%х. (З.14) 

Отсюда следует, что в точке х = 0, «•• —0; ч\ = 0, p==0 
справедлива формула 

HesscT?-- ®lx ФЗг. 

Теперь из равенства 
Е 0 

-iEE X 
Ф» XX 

1 __ ф 2 

Ф1 

X 

ф 2 

iE 
E 

о 
-iE 

Ф Х 1 . 1 Ф Х Х 

о — Ф„ 
для определителя матрицы Hess®2 в точке JC — O, г/=0; ?] —0, 
/>==0 получим выражение 

det Hess Ф2 = ( — 1)" [det Ф^]2. (3.15) 
Отсюда, в силу условия (3.5), вытекает, что в этой точке 
det Hess Ф-^О. 

Собственные значения матрицы Hess Ф2. Пусть фу—-
-----(9+/1 ?+;) — ортонормироваиный собственный вектор этой 
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матрицы :с собственным значением л/ >0. Здесь через <p+_i_,-
<p\j обозначены векторы из /?". Из выражения для матрицы 
Hess Ф2 вытекает, что векторы f^., y2

+J удовлетворяют си­
стеме 

Ф2 1 | I-.I 2 1-1-1 

^ 1 1 IT.2 2 И-,-2 (3.16) 

Используя формулы (3.16), нетрудно показать, что вектор-
, def / 2 1 \ ^ 

Ф / = ( — ?+;,?+;J является собственным вектором матрицы 
НеэвФ2 с собственным значением —if. Поскольку эрмитова 
матрица Hess Ф2 не вырождена, то тем самым доказано, что 
у нее ровно п положительных и ровно п отрицательных 
собственных значений. 

Приведение квадратичной формы с матрицей 
Hess Ф2 (0, 0; 0, 0) к каноническому виду. Обозначим через С 
матрицу, у которой столбцами являются векторы tyf> 
j — \,...,n\ tyj j = \, ...,п, через Ш обозначим матрицу,. 
составленную из векторов <р+у, j= \,...,n; через D обозна­
чим матрицу, составленную из векторов y+j, / = 1, ...,ti. Оче-

j-y « l . Используя матрицу С, опреде­
лим невырожденную замену переменных 

х = Жв — D\x, 
y-DB + iftv.. ( ЗЛ7> 

Нетрудно проверить, „что в новых переменных справедливо 
равенство 

п 
Ф 2 ( Л , у ; 0 , 0 ) - 2 ^ ( е 5 — |^) + О[(|е| + |1л|)з]. (3.18> 

Докажем, что из неотрицательности функции Ф2(.х,0;0,0) 
в окрестности точки .х==0 вытекает невырожденность матри­
цы Ж. Предположим противное. Положим 0 = 0 и пусть 
|j, = T7j0, i^R1, вектор из ядра матрицы- Ж. Поскольку замена 
(3.17) невырождена, то существует такой нуль вектор щ 
матрицы Ж, что О^-^-О И | ~-01 .= 1. Используя неотрицатель­
ность функции Ф2 (х, 0; 0, 0) в окрестности точки х=0, из-
формулы (3.18) получим неравенство 

Ф2(-тОт)0, 0; 0, 0)— - J rf*% + 0 (-3)>0. (3.19) 
Из.неравенства (3.19.) следует, что %==0., Полученное проти­
воречие доказывает, что матрица Ш невырождена. 
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В дальнейшем, мы будем предполагать, что нумерация 
векторов *.+»-+-, у— 1, . . . ,в , обеспечивает положительность опре­
делителя del Ж. 

Действие матрицы (Ф« + £Ф1*)(0,0; 0,0) на векторы 
Xj==9+) + i<?+j- И з Формул (3.16) следует равенство 

(Ф\.хл-1Ф2
ХХ)Х;=Ц^}, /==1 , . . . , л . . (3.20) 

Для дальнейших выкладок полезно рассмотреть значение: 

п 

симметричной билинейной формы < / , •]» ) — . _ / / + / н а векто-

Рах Х*> Хт- Имеем 
< X*. Хт > == < ?+*. Т+« > + < ?+*.» ?+'» > + 

+ i { < <?%,„ 4 « > - < Т+ь ?+« > )• (3.21) 
Вещественная часть скалярного произведения (3.27) равна 

скалярному произведению векторов tyt, Й в вещественном 
эвклидовом пространстве, а мнимая часть скалярного произ­
ведения (3.27) равна скалярному произведению векторов ф -̂, 
•[•тГ в вещественном евклидовом пространстве. Из ортогональ­
ности этих векторов следует равенство 

(Xk,Xm)=-h,m- (3.22) 
'Свойства замены (3.17). Докажем, что плоскости {у = 0}, 

{0 = 0} находятся в общем положении. Из формул (3.17) сле­
дует, что в переменных б, у, эти плоскости задаются, уравне­
ниями 

, Об + ^ — О; 6 — 0. . . .'..',. ... (3.23) 
Точки пересечения этих плоскостей, удовлетворяют систе­
ме (3.23). Поскольку 'матрица Ш невыр'ождеиа,'•• то система 
(3.23) имеет лишь нулевое решение. Это • означает, что ило-, 
скости {# = 0}, {6 = 0} находятся в общем .положении в.про­
странстве R2n. 

Аналогично доказывается, что плоскости- .[jc = 0},, '{JJ- =-—(Э-• 
находятся в пространстве Д2п в общем, положении • • ;.}•. 

Применим полученные выше свойства 'матрицы ,.Hess<R-. к 
построению замены переменных, приводящей' функцию ФЦх, 
у, ц, р) к квадратичной форме (3.13). >: •••' . .у.-. .,• 
. 1. б) Замена переменных. Свойства замены, переменных. Мы 
построим, невырожденную замену переменных 'x=xf{y\, p)+x(Q, 
M-; % Р), У=у'Х% Р) +#.(-<•.>; Л- р)> которая' для значений пара-: 
метров,!-, р из шара £2-.осуществляет диффеоморфизм некото­
рой е окрестности точки 0=O,{mu}'==0. (0= (01, . ; , , вп'), "{mu}—•,({mu}i, . . . 
. . . , [An)) в плоскости 0, ц на некоторую,' .окрестность точки 
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x.'(r), p), yr(r], p) в плоскости х, у и удовлетворяет условию 
(3,13). 

Будет доказано, что функции .x(0, ix; % р), у(д, i-i;'/], /?) при-
def f / -. 

надлежат eЮ(u)EX^6), ш.— {0, fx: >^Э2 +- JJ-2 < е} И при т. •== 0, p = 0 
с точностью О (| б |3 -J-1 jj, |3) определяются формулами (3.17). 

Положим С = 9 + ..(!., г (С; •г\,р) — х{Ъ, ц; TJ, p)-\-iy(Q, p; -.i. p) + 
+ 2'(7j, p). Для вывода формулы асимптотического разложения 
интеграла (3.1) важно отметить то обстоятельство, что функ­
ция 2,(C;v],p) удовлетворяет соотношению 

Ф (г; 75, р) = Ф (2 ' ; т., p) + t ^ ХД'1> Р) ?̂ + Q(C Ч. /О- (3-24) 
Здесь функция Q(C,7],p) в области ®&Х&& удовлетворяет 
оценкам 

< 

<С(|г/ '(г], /,)| + ц-|)--«(о.^-1»+'Н*|-|?|-1)1 (з.25) 

где | w + - : | + | k | + |'3,|<{infty}. {'1, P)£Q&> N = N — \\ функции 
Ху {-/J, /?) удовлетворяют условиям 

minxy(-,,/7)>o, x;ec"(ae). (з.25) 
Далее, в точке С = 0 для функции 2(С;-", p) будут доказаны 
оценки 

дцтдр<1 5£ 
z (0, у, р) <СяЛ\ у' (7), р)Г^м-ш-т): {ЗЩ 

где (7i,p)€Qe. 
Вывод формул замены переменных. Сначала мы построим 

замену переменных z = z° (С; ~j, p), которая приводит функцию 
Ф(г\у],р) к виду (3.24), где остаточный член удовлетворяет 
оценке (3.25) с индексом N, равным N. Будет показано, что 
функция — (0; т], р) удовлетворяет оценкам (3.26) с констан. 
тами С й = 0 . Затем, малым изменением функции 2°(C; т., р) Mbi 
построим функцию 2 (Cr I", p), удовлетворяющую условию (3.13) 
и соотношениям (3,24) — (3.26). 
• Для построения функции 2°(C,7),p) воспользуемся тем фак­
том, что при изменении параметров т., р в достаточно малом 
шаре Q& квазистационарная точка zr {ч\, р) принадлежит С°°(й6) и 
удовлетворяет условию*' 2/(0, 0) = 0. Теперь из оценок (0.22) 

••, дФ 
, . . •> Это следует из равенства — (0; 0, 0) (см. (3.4)) и невырожденности 
матрицы HessO-(0; 0, 0) 
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по формуле Тейлора получим разложение 

Ф(г; ъ p) = ®(z'\ ъ P)-\-T\J§(0\ 0, 0) + 

-hr(2;^ ,p)](^ — 2')2 + Qi + Q,. (3.27 ч 

Здесь 
Q i = - •---;(-" : '']./-') ( 2 - 2 ' ) + — ( e ' ; 7 j , / 7 ) ( 2 . 

(3.28) 

".Si v~ ' ' " F,y~' ~ ' ' ;t~ v~ ' ' " .(-v ,•.'c'~•"''--'')• 

:Г(0;0,0)—0, Г ^ ^ . ^ б С ^ ^ Х Й б ) , 
Q2 - некоторая квадратичная форма относительна z — z', 
z — z\ коэффициенты которой удовлетворяют оценкам типа 
(3.25): 

g|OT+fl+l.7l-H*l Q a {г. , Ь р) 

дгтдг1дх\Чдрк 

< С (| У (1,, /;)| +1 //1 Гх ( 0- ^--l'»l-i-1-1Я-1*!-», 
где | г | < 1 , (ър)е% -V = /V + 3. 

Отметим, что, в силу уравнений (3.12) для квазистационар.. 
НОЙ ТОЧКИ z' и оценок (0.22), функция Qi удовлетворяет 
оценкам 

.-|m-HH-|-H-l*lQ.(-. Ц}/1) 

дгтдг1дц<Шрк 

< С | и' (П, р)Г%{{)' •^-l.-'l-l~lH/i-i,/-Oj ( 3 > 2 9 ) 

где (%p)6Q&, 7V-- -V-8 . 
В качестве первого приближения к функции 2°(С; rj, p) мы 

выберем замену z=*zr {-<), р) + (Ж~\-Ю)1 (определение матриц 
Ж, D см. в 1. а)). Из формул (3.20), (3.22) вытекает равенство 

бл2 ( O i O . O ) ^ - ^ ) - - ^ ^ . (3.30) 
у.-.1 

Теперь, используя стандартную процедуру построения 
замены Морса (см. [24]) и условие (3.29), можно утверждать, 
что существует замена переменных 

•2° (С;'/], p )=г ' (т,, /;) + [ДО + Ш) + Ь (С; т,, p)] С, (3.31) 
которая приводит функцию Ф(г; т}, /?) к виду (3.24). (Для это­
го достаточно привести к квадратичной форме функцию 
[д^(О;О,О) + Т(г;ч,/0](г-г ')-) . 

В формуле (3.31) матрица b({\f\,p) при некотором значе­
нии s принадлежит С00(и>е X ^е) и обращается в нуль в точке 
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."=-0, •>)----0, р==0. Очевидно равенство 

Ц ( 0 ; Y], ^ — О. (3.32) 

Используя замену г° (С; -q, р), построим замену z (С; -q, p). 
Из формулы (3.24) следует, что замена x°(0, \x\ -q, p)t 
y°(Q, |л; •/], p) (х°, у0 — вещественная и мнимая части функции 
г», С — 0 + t|A) приводит функцию <D-(x, у; т., p) к виду 

п 
' ®2(x» y\ ъ p)=*2(x'- </'; -i, />)+2xA'i. Ж°у-^) + 

У = - 1 

+ imQ(0, p.; 7),/7). (3.33) 

Поскольку ~.(х', y'\rh р) = -~(х', у'\ -q, p)=-0, то, в силу 
формулы (3.31), из выражения (3.24) получим равенства 

imQ(0, 0; ., p) = 0; Vo,nimQ(0, ц; -/j, p)|0^0 = O. 

Отсюда вытекает, что функцию imQ можно представить в 
следующем виде 

im Q (0, |i; ii, /;)« 2 «/;0г°у + 2 &< A.V+ 2 -*z;l-jiV (3-34) 
Здесь коэффициенты аи, btJ, di} являются бесконечно 

дифференцируемыми функциями переменных 0, \i.\ -q, p в об­
ласти щ,.><а-. Из формулы (3.25) следует, что для этих 
функций справедливы оценки (3.25), в которых индекс /V 
.принимает значение N — 1. 

Подставим выражение (3.34) в правую часть формулы 
(3.33) и применим к получившемуся выражению стандартную 
процедуру построения замены Морса (см. [23]). В результате 
мы получим замену переменных (0, р.)=-%(0', ц'; -/], p), которая 
приводит функцию 2ХЛТЬ Р)(°у —!^H-in-Q(°, I-; % Р) к квад­
ратичной форме 2j^j(rq, р)ф)~\^), в которой коэффициенты 
^](%р) удовлетворяют условиям (3.25'). Поскольку функции 
аи, btJ, аи малы и удовлетворяют неравенствам типа (3.25), 
то функцию *(0, [i; 7j, p) можно представить в виде 

^(о-t-; 1, Р)=(5)+'Д (о. и; *ь Р)[1). (3.35) 
Здесь элементы матрицы Л удовлетворяют оценкам типа 
(3.25), при N = N~\. 

Резюмируя выше приведенные рассуждения, получим, что 
функции 

Л: (0, ц; т|, p)==x0(6', | j / ; у), р ) | СО'.Ц')—x(0,fi;ti.P)> 

у ( б , > ; 71, p)-=l/°(6', |J-'; •., /?)[Со'.|д.')-х(о.ц-.ч.|») 
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удовлетворяют условию (3.13) и представимы в следующем 
виде 

x(6, н-; ъ p) = x°(0, |А; -/], -) + dn-- + di2P-. 
• у(е> t-; ч. p)=#°(0- е-; 4..p)+rf2i- + d-2i-- (З.Зб) 

•где функции d/7(6, р,; TJ, p) удовлетворяют оценкам типа (3.25) 
с индексом N = N— 2. Отсюда и из справедливости соотно­
шений (3.24) —(3.26) для замены х°(Ь, \ь; г\, р); у°(в, ц; vj, p) 
следует справедливость соотношений (3.24) — (3.>26) для 
замены (3.36). 

2. Доказательство оценки (3.11). Оценку (3.11) и поло­
жительность функции Ф2(х (vj, p), p({cdot}yj, p); -rj, p) можно получить 
•в результате применения леммы 1.3 к многообразию 

*М>Щг = г; ^ — А (AlNS) (г) : геС"}. 
Однако здесь мы предпочитаем привести прямое доказатель­
ство этих утверждений, основываясь на замене переменных 
пункта I 6). Сначала мы докажем положительность функции 
<D2(x'('1. p), #'(•.-, p); '/j, p) и оценку (3.11) для функций у'(-ц, р), 
#2(x'(v,._p), y'(-q, р); 7], р), а затем осуществим пересчет в 
точку 2 (7), р). 

В пункте I б) построена бесконечно дифференцируемая 
в области ШвХ-Зв замена переменных х (0, (х;'-.-, p), г/ (0, р.-; --, p), 
приводящая функцию Ф(.г; vj, /?) к форме (3.13). Из формулы 
(3.13). и условия Ф2(х; 0, т], р)>0, (х, -j, jt?) б/.-."X-2б вытекает, 
что в точках (0, \s.) поверхности 

y(^^'q,p) = 0, (9, jjb) ecoe (3.37) 
справедливо неравенство 

Ф\х', у'; щ, р)+2 Чч Р) (-*-!-?) >0. (3.38) 
Из неравенства (3.38) вытекает, что для доказательства 

положительности значения Ф2(х', у'; т., р) достаточно пока­
зать, что при (т), р)б8б(е), 8(е)<8 поверхность (3.37) содержит 
точку 0 -0 . С этой целью, используя формулы (3.31), (3.36), 
представим замену переменных пункта I б) в следующем виде 

х = х'(%р)^(Ж+Ъп)в~-(0-\-Ъ12)^ . . 
y=f/('i.p)+(^+M0+(i+a22)^.' (з.зэ) 

'Из результатов пункта I б) следует, что матрицы atJ(B, JJ,; TJ, p) 
.принадлежат С°°(и--8 X -За) и удовлетворяют; условиям 

аи{0,0; 0, 0) = 0, 1<г, у<2. . (3.40) 
.. Выше было доказано, ЧТО d e t ^ > 0 . Отсюда, в силу усло­
вий (3.40) и уравнений (3.39), вытекает, что для достаточно 
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малого значения e, 8, при изменении параметров f\, р в шар; 
Qj- уравнение поверхности z/(6, |х; г\, /»)== 0, (0, F.) G-̂ g- можн/' 
представить в следующем виде 

(х- (^-i + СО (D + С2) S + (ЯМ -i- С3) t/' h, p){cdot} (3.41 
Здесь СДв,711р)бС00(В8Х{в|<7})) t = 1,2,3, и С, (0,0,0)= С 
i= 1,2,3. Из формулы (3.41) вытекает, что точка 

6 — 0, i=(^ + C3(0,n,p))y'(4p) (3.45 
принадлежит поверхности (3.37). 

В точке (О, (J.) из неравенства (3.38) получим оценки 

®г(х',у'\ч\,р)>0; |H<HnminX;.(7., p)] 2 X 
J я-з 

ХГ®ЧХ',У';ЧР)- (3.4* 
Из условий (3.25') на функции %j(y\, р) и выражения (3.4* 

в силу (3.43) следует, что при достаточно малом значении pq 
диуса б справедлива оценка • 

\у'(°п,р)\<СУФ*(х',у';г1,р), (3.4t 

где (т], p)£Qf. • I 
Теперь, используя уравнение для квазистационарной точ* 

(3.12) и оценку (3.44), выведем оценку (3.11). Для этог; 
прежде всего, оценим расстояние между точками г' (у\, jt 
z(7],p) через | у' (vj, p)|w. Из оценок (0.22) следует, что ст 
ционарная точка x(t\, р), у{%р) удовлетворяет уравнению 

- - - (х, у\ •/], р) = 0, ---?*• {х, у; ъ Р) -= гш ('1. p), (3{cdot}4;. 
где «невязка» гш удовлетворяет оценкам 

д^гш 
дцкдря 

<Cl!q\y(>q,p)r^N-m-l«+G\ (3.4 
|k | + |<7|< oo 

в области (vj, p)68g-. Из уравнений (3.45), (3.12), в силу и 
вырожденности матрицы Hess Ф2 (0,0; 0,0) и равенст* 
z(0,0)=-0, г' (0, 0) = 0 для достаточно малого значения S г 
лучим выражения 
X(7],p) — х'('П,р)=---г1м(-П, р)\ y{'q, р)~У (Ъ P) = rtN(ri, р), (3 .^ 

где фушщии г^ , г^ в шаре Й-- удовлетворяют оцени! 
(3.46). Отсюда можно заключить, что в шаре Qg- при дос* 
точно малом значении Ь справедлива оценка 
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I ~x (v), p) -x' Ы, p) | + | у (т., Р)-У'(ЪР)\<С\ У (ъ р) Г + е - (3.48> 
Теперь, используя неравенства (3.48) и уравнения (3.12), по 

формуле Тейлора получим двухстороннюю оценку 
Ф2(х', у", т), р)-С | у' (т), р) |2л-+7<ф2 & "у; ., /?)< 

<Ф2 (лЛ у'; -/I, p) + G | У (•/), p) Г+7- (3-49) 
Далее, из оценки (3.44) и условия Ф2(0,0; 0,0) = 0 в достаточ­
но малом шаре 2-- получим неравенства 

0 < C ^ 2 ( x ' , у'; 7i, р)<ФЦх, у; т., p)<C2®2(x', у'; т., p). (3.60> 
Оценка (З.П.) вытекает из оценок (3.44), (3.48), (3.50). 
3. Сведение интеграла по плоскости {г/ —0} к интегралу 

по поверхности наискорейшего спуска. Поверхностью 
наискорейшего спуска для функции гФ(.г; т-, р) назовем образ-
плоскости {(А— О} при отображении (3.39). Разрешая уравне­
ния (3.39) относительно переменных 0, ц для поверхности 
наискорейшего спуска, получим уравнение (.•.•(.с, г/; •.*, р) = 0-
Натянем на поверхности {у = 0}, )> — 0} в пространстве Сл" 
пленку К. Затем, формально применяя к функции 

f (г;-п, р)=ек <?(г;чр) 
формулу Стокса (3.4), получим равенство 

j е" cp (jc; 7j, р) ах\А.. • • Adx„ = 

= 5-3FtS(2'r""ZPV(-2; % p)dzxA.. .Adzn-\- (3-.50). 
{H-0} 

'dtp . i dS \ hsiz^-zp) -
- + + т <p ----- e- dgjAdziA... kdzn. • 

Отметим, что эта формула предполагает согласованность 
ориентации на поверхности {у=0} и {,-..-=0}. Для справедли­
вости формулы (3.50) нужна положительность определите­
ля de t# . 

Из неравенств (0.22) следует, что подынтегральное выра­
жение в последнем члене формулы (3.50) допускает оценку 

^ + Щ}£*™-'Л\ у<С\уГ«*-%и>. (З.Б1> 

Мы докажем, что при определенном выборе пленки V будут 
выполняться неравенства 

ф 2 1„>0; \у\\у<СГФ%. (3.52). 
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Отсюда и из оценки (3.51), в силу очевидной оценки 

тахт^е <CNfi", N<oo, (3.53) 

•будет следовать, что на пленке V выполняется неравенство 

------<рв' 
azj 

•fi-[S(z,D)~zp] <C/zw+2-

Значит, 

d[e 
-[S(z,11)--/,] cp (z; -q, p)) Acfe-A.. .Adzn <СА2ЛГ —l 

(3.54) 

(3.55) 

Пленка V, вообще говоря, зависит от параметров -q, р, 
.•(-/], р) gQ6. При определенных условиях регулярности на плен­
ку V (которые будут выполнены для построенной в данной 
работе пленки) можно показать, что, в силу оценок (0.22) и 
•оценок (3.52), справедливы более сильные оценки 

sup 
о-

dl*l+M 
difdpm \ d [е^[5{г-ъ)'гр\ [г\ % p))Adz,A.. .Adzn 

v 
<(3.56) 

<CA!W-l'"l-i*l. 

Здесь .мы ограничимся доказательством оценок (3.55). 
Из оценок (3.56) следует, что интеграл (3.1) по плоскости 

{£/= 0} с точностью до О (hN) эквивалентен интегралу от фор-

мы е <?(z;ri,p)d2lA...Adzn по поверхности {JA =-= 0}. 
Это обстоятельство позволит нам провести вычисление инте­
грала (3.1) и доказать формулу (3.10). 

Приступим к построению пленки V, удовлетворяющей 
условиям (3.52). Для этого, прежде всего, покажем, что в 
действительности можно ограничиться построением части 

def 
менки V, лежащей в шаре U ,й) = {\z |<т(•-)}> гД е Т (Щ~у0> 
согда радиус 8 области изменения параметров йв стремится 
< нулю. 

Обозначим через U множество U supp <p(x; i\, р). Оче-
(H,/7)£Q- х 

•видно носитель функции <p(z;--, p) при Ы,р)£% сосредоточен 
def _ 

в цилиндре Й — (i/6R"; XQU}. Поэтому в интеграле (3.55) су­
щественна лишь та часть пленки V, которая имеет непустое 
пересечение с отрезком цилиндра Q,,, заключенным между 
поверхностями [у = 0], {\>.(х, у; i-, p) = 0}. Обозначим этот 
-отрезок цилиндра через .2и(т), р), а диаметр множества U 
•обозначим через p{U). Докажем, что при достаточно малых 
-значениях радиуса S и диаметра р (U) отрезок цилиндра 
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'а« С7). /?)* при (т-1, J-») GQ8 будет расположен в шаре Uv(BiP), где 
•-f(S, p){to}0 при &->-0, p(U){to}0. Воспользуемся тем обстоятель­
ством, что отрезок цилиндра 2в(т), р) является объединением 
отрезков прямых 2 = x° + iy:x°eU, 0 < у, <//° (x~, У], p), 
j=\, . . .,/г, где x0Jriy°(x, У,, j-) —точка пересечения поверх­
ности !> = 0} с ПЛОСКОСТЬЮ {г=х°-\-Щп}. Для нахождения 
ТОЧКИ г/° положим в уравнениях (3.39) р.==0, .л:-== .х0. Тогда при 
.достаточно малом значении радиуса 8 и диаметра p((J) 
•(| x0 | < р (U)) из первого уравнения (3.39) методом последова­
тельных приближений мы найдем 0 как функцию точек х°, У], р: 
•0 = e"(jco, ., р). Затем, подставив это значение во второе урав­
нение (3.39), получим точку у°(х°, т], p). Очевидно, что при 
достаточно малом значении радиуса 8 и диаметра р (U) найден­
ные нами функции будут непрерывны на множестве UX&&, 
причем г/°(0,0,0) равно нулю. Из непрерывности функции 
у°(х°, т), р) и равенства у0(0, 0, 0) = 0 вытекает включение 
'--„(у,, /?) cU..(eiP) при (т., p) G-.2.3, где т(8, р)-*.0 при 8, p(U)->0. 

Теперь мы докажем, что при 8->0 можно считать, что 
;p(t/)->0. Отсюда, в силу доказанного выше включения 
-2„ (у), /7) CU (8 |, будет следовать, что в интеграле (3.50) суще­
ственна лишь часть пленки V, сосредоточенная в шаре t/ (бр). 

По условию теоремы, уравнение -—-(х, 0) —0 на носителе 
-.функции ср (х, 0, 0) имеет единственное решение. Отсюда сле­
дует существование таких функций е(8), f)(8), что при (-/,, р) Q.Q& 
в области {|x|>s(8)} справедлива оценка 

A [ S ( x , ^ ) — xp]>P(8)>0, (3.57) 
где р(8), в (8)-у 0 при 8{to}0. 

Пусть функция е(л:) принадлежит Со°({р."|<2е(8)}) и равна 1 
;на множестве {|x|<s(8)}. В силу оценки (3.57), интеграл 

clef,* 7-t.S-.vp] 
J (h;-q, р) — \(\—е)<?е dx равномерно относительно зна­
чения параметров у), p в шаре Й- имеет порядок 0(11°°). 

-, -j-[S—Xp] 
Поэтому I (h, т], р) = ^еуе dx + O^00)- Отсюда следует, 
что при выводе асимптотической формулы (ЗЛО) со степенной 
точностью 0(hM), мы можем в формуле (3.10) функцию 

tlcf 
••?(-?; т., р) заменить на функцию ср (г; у], р) — (Ат+зе<?) и счи­
тать, что диаметр, множества U стремится к нулю при 8->0. 

Построение пленки V .в шаре U ,й), Все дальнейшие по­
строения проводятся в достаточно малой окрестности точки 
.£=-0 и при достаточно малом значении 8. Поскольку для 
последующих рассуждений комплексная структура не сущест­

ва 

7-t.S-.vp


венна, то мы будем придерживаться обозначений овеществлен­
ного пространства ^С" (точки: (л:, у) вместо г; и (0, (J.) вместо C). 
Построение пленки V удобно провести сначала в координа­
тах 6, [х, а затем, используя формулу замены переменных 
(3.39), которая справедлива в достаточно малой окрестности 
ТОЧКИ 0-=О, р.-—0, -ч\ = 0, p = 0, записать уравнение для плен­
ки V в переменных х, у. 

Используя для плоскости у (в, |А; .у), p) = 0 уравнение (3.41),, 
определим в переменных Q, р. поверхность V (t) уравнением 

I- =- (1 - -) К-ЗГ1 + Gi) (- + С2) 8 + (35Г- + С3) г/' (т,, p)], (3.58). 
где |0 |<е; (-Г7, /?) б^6; 0 < - < 1 . 

Функцию в правой части равенства (3.58) обозначим через 
(А(Т, 6, т), /?). На поверхности у (В, jx, т], p) —0 справедливо не­
равенство (3.38), где в наших обозначениях нужно положить. 
|x = [x(0, 0; 1-, р). Отсюда, в силу формулы (3.58), получим 

Ф- (л", у'; т,, р) + V Xy (т., р) (02 - р.2 (-; б, т., -)) > 
;=1 

>2Мъ/0-2!--5(0,М,/>)>0 (3.59> 
где |0 |<в, (Т7,р)б2в) 0 < ^ < 1 . 

Применив отображение (3.39), сопоставим поверхности V(i) 
поверхность V (т) и докажем, что при --б[0, 1] на поверхностях 
V ("-) с одинаковой константой С справедливы оценки (3.52). 

Положительность функции Ф2 |j-(t) следует из оценки (3.59). 
Для доказательства оценки | у \\у(х) < С J/Ф2 |v(t) введем в рас­
смотрение функцию у(х, 0, 7j, р), которая получается из второго 
уравнения (3.39) при |x= p (-с, 0, TJ, p). Из определения функции 
ij,(0,0, -/), р) следует, что у (0, 0, TJ, p) = 0 при {|0|<е}, {ъ р)Фь-
Отсюда и из выражения (3.58) для функции у. (-., 0, т,, p) полу­
чим оценку снизу 

IУ (т, S, 7.,p)|<C-| ^ (0, 0, т;, р)|, , (3.60) 
где {|0|<е}, (TJ, j»)6S». -G[0, 1]. 

В силу условий (3.25'), из неравенств (3.60), (3.59) следует 
оценка 

п • • 

<С ©2(x',i / ' ,^p) + 2x /(^,p)(02 — !,2(T,0,7i, p)) ,(3.61) 
У - = -

где {|9|<В}, (7j, р)бйв, тб[0. Г]. 
Легко убедиться, что оценка (3.61) эквивалентна доказы­

ваемой нами оценке 
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\y\\vn<C№\vw (3-62) 
4 . Вычисление интеграла (3.1). Из результатов предыдуще­

го раздела следует, что при достаточно малом значении радиуса 
;8 справедливо равенство 

• '(ЬъР)=[^Т [ ^ [ S ( Z ,^W)(^^P)^A.. . 
{ |х~0} 

...Adzn + rN(h,f\,p), (3-63) 
в котором остаточиы'й член г и удовлетворяет оценкам 

II/N (h, -)Учай) < Const hN~K+\ k<oo (3.64) 
Напомним, что здесь через е (х) обозначена финитная функция, 
равная единице в шаре {J л: j < е (S)} и нулю при | х \ > 2е (Ь). 
(E(S)->0 при 8->0). 

Вычислим интеграл (3.63) по поверхности {р.--=0}. 
def 

а) Положим г (б, р., т., /7) = x(G, р., щ, р)-\-1у(0, \х, т., р), где 
•функции х (0, p., % р); y(Q, (л, 7j, p) определяются формулами 
(3.36) пункта I б), и докажем равенство 

п 

x (e<p)'^° ^ e ; , ' : ; ; , ' ^ ^ • • • ̂ ° » + ^ (А; ъ Р). ФЩ 
Для этого воспользуемся тем обстоятельством, что замена 

.(3.36) получается в результате малого возмущения замены 
•2-(£>'•Ч,/г), t — 0 + i|x, которая приводит функцию Ф(г,-/\,р) 
"к форме (3.24). В свою очередь, было доказано, что замена 
(3.36) приводит функцию Ф2(х, t/, rq, р) к квадратичной форме 
(3.13). Отсюда, в силу оценок типа (3.25), для входящих 
в формулу (3.36) матриц di;., получим равенство 

Ф («."./')|n-o---'0(-*:',^,7I,-) + i2x: ;(7,,/7)^+7-^(0, тьр), (3.65) 
/-=i 

где | G | < e , (Y|, p)QQ6. Здесь функция гы удовлетворяет оценкам: 

щах 
161 <£ В 

«Э1'«1+1*1-W-7I ~ [ 
•rN(0, ч,.р)\< дцтдркдвй 

< Сп, и,А\У' (Ч Р)\ +1 - |)8ЛГ+--1/«1-1*1-1?1 (3.66) 
в_ области 2 в . В свою очередь, разность между функциями 
Aj(T,, P и функциями Xj(r\, p), входящими в выражение (3.24), 
также удовлетворяет оценке (3.66). Поэтому, используя форму­
лу Тейлора 
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el*b = ea + bi\ie?,+xbd*, (3.67) 

получим 
- ф 

i 

1 " 2 

+ 
\ --- ф(г ' ,пр)-1-г 2 {lambda};(»,,p)0;-i-t7iV 

0 
(3.68) 

Здесь через гм обозначена некоторая функция, удовлетво­
ряющая оценкам (3.66). 

Рассмотрим последний член формулы (3.68). Из оценок 
(3.66), (3.44-) и условия 1тФ (0, 0,0) = 0 следует, что при 
достаточно малых значениях е, 8 в области {| 01 < е} X Ос 
справедливо неравенство 

im *(z'.^p) + i 2 M'-l./O-y + '-rk 
y - i 

>1 (3.68') 

Поэтому, используя оценки (3.66), (3.44), (3.68'), в силу нера­

венства max tke h <Cfch/;, для последнего члена формулы; 
(3.68) получим оценки (3.64-). 

б) Интеграл в правой части формулы (3.65) вычисляется! 
по методу Лапласа. В результате применения метода Лапласа 
получим асимптотическую формулу 

I (h, % р) = е 
---Ф(-'-1,,р) .-2 JD(Zl 

« г D (et 
П^МЧ-Р) 

'-) X 
. . е „ ) 

. V - 1 

X l + 2 ^ (e?)U--o+r.v(M, />), 

("•l, P) G-*-e, где fy—•некоторые дифференциальные операторы 
порядка 2/ по переменным б, а функция г к удовлетворяет 
оценкам (3.64). Покажем, как из асимптотического разложе 
ния (3.69) можно получить асимптотическое разложение (ЗЛО) 

Нетрудно убедиться в том, что для : приведения асимпто 
тического разложения (3,69) к виду (ЗЛО) достаточно дока 
зать соотношения • 
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Ф(г',т,,р) -Ф(г.П..о) 
е" —е" =rn('q, р), 

z(y], p)—z'(% p ) = ?.v (7j, /?), 

-D(Zl 2rt) 

П Уху (п. /р) 
/ - 1 

-0(6,. . . . , « а det <Э-Ф 
dxidxj {Z, vj, p ) 

:?iv(^.p), 
1^- />)|<Кф2(Я £/,->1, p), 

(3.70) 

(3.7l> 

i | i 

"|—2 _ _ 1 

-1 "" 1 :' 

(3.72> ' ' 

(3.73) , • 

где функция гм удовлетворяет оценкам (3.64), а функции 
rl/, riv оценкам • 

0ltc+m\~a 
N 

дц^др" 
< Ск,т | у' (ч, p) |-—.о.-"-НМ«Н*1> (з.74) 

при (т., р ) 6^б. 
в) Доказательство соотношений (3.70)-(3.73). Соотноше­

ние (3.71) и оценка (3.73) были доказаны в пункте 2. Повто­
ряя соображения пункта а) из неравенства (3.73) и соотноше­
ния (3.71), получим (3.70). Итак, докажем соотношение (3.72). 
При доказательстве функции из пространства C°°(26), удов­
летворяющие оценкам (3.74), будем обозначать через гы(ч],р). 

Из формулы (3.36) следует оценка 

Р(А 4)\ 
£1(0! 0„) о-=о" 

111-=0 

D(zu . . . , -?„) 
£>(0i е„) 0 = 0 

1.--Ю 

= rN(-n,p), (3.75) 

где функция z° (6 + i|j., v), p) определяется в пункте l б). Под-
D (z z ) 

ставим в выражение (3.72) вместо якобиана п ,в" " " й ". °(4 4) 
D(9t е„у 

якобиан - '.д яг-- и докажем полученное соотношение. 
-ь> (0 , , . . . , U,.) 

Отсюда, в силу равенства (3.75),'будет' следовать равенство 
(3.72). • ... 

Воспользуемся формулой (3.24). Дифференцируя выражение 
(3.24) два раза по б и используя оценки (3.25), (3.26), получим 
формулу 

det • д-Ф 
dxidxj (?',%р) •OOi 8=0 

H=0J 

-=inII^(7),p) + r.v. (3.76) 
/ - 1 
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Из оценок (3.71) вытекает, что в формуле (3.76) точку 
z' (т), p) МОЖНО заменить точкой г (.-, p). В итоге получим 
равенство 

Й М л . Р) 
£>(вх,...,вп) - d e t 

•о 
М.—0 

а2Ф(г,-п,р) 
dxidxj + rN.(3.77) 

Из формулы (3.77) и непрерывности функций, входящих в со­
отношение (3.72), вытекает, что для доказательства соотно­
шения (3.72) в области fia достаточно проверить его в точке 
7]== 0, р = 0. В этой точке, в силу формулы (3.31), справедливо 
равенство 

о{- 4) 
Офг, •, 9и) 0-0 

й-0 
=йьцзе+Ю). 

Поэтому соотношение (3.72) принимает вид 

ПУмо.О) 
• det(^ + iD) = rdet д-Ф 

dxidxj (3.78) 

Доказательство формулы (3.78). Докажем сначала форму-
3-Ф . •--

=ш^ а затем прове-
д-Ф 

лу (3.78) для частного случая j x - d x . 
дем редукцию общего случая матрицы 

•3-Ф-
c неполо­

жительной матрицей 
случаю. 

Случай 
-3-Ф 

dxidxj 

матрицы — iE равны е 

dx^Xj 

= ~1Е. 

dxidxj 
к рассмотренному частному 

Собственные значения X У 

, поэтому 
1 itiTi 

[det(-iE)] 2 = е 4 (3.79) 
В формуле (3.78) числа \Д0,0) являются положительными 
собственными значениями матрицы Hess<D- = 

XX ' ф -Ф 2 

а матрицы #£, D составлены из компонент векторов с поло­
жительными собственными значениями (см. I а)). В нашем слу­
чае Hess<D2= Q _ £ • Поэтому D = 0, ХДО, 0) = 1. Матрица^ 
имеет определитель + 1 . По условию (см. I а)) det3tf>0. 
Значит, det З^ == Г Отсюда и из формулы (3.79) следует фор­
мула (3.78). 
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Общий случай. ПОЛОЖИЛ 
d*(b(t) 
dxidx 

Hess Ф2 (0 — 

ilef .<1-t). <ЭаФ 
dxidxj 

{\-t)®lx + tE (l-/)cJ)L 

HE, 

•tE 

Из равенства (3.15) и невырожденности матрицы 
d-Ф (t) 

следует, что матрица 

д-Ф 

невырождена при 
dxidxj 

малых dxidxj 
значениях t. Далее, при t > 0 в силу утверждения (3.1) мнимая 
часть ее собственных значений не равна нулю. Поэтому на 
•отрезке 0 < г . < 1 имеем det d-Ф (t) 

dxidxj ФО. Отсюда, в силу 
формулы (3.15), вытекает невырожденность матрицы Hess Ф2(£). 
Собственные векторы и собственные значения X_i(t) невырож­
денной, аналитически зависящей от параметра t, эрмитовой 
матрицы Hess Ф2(if) непрерывны на отрезке [0,1] (см. [8]). 
Поэтому, если мы докажем равенство 

V1 

II Xj (t) 
[det(.^(0 + iD(0)]2-=det д*® (t) 

dxidxj (3.80) 

то из справедливости формулы (3.78) в точке t — \ будет следо­
вать справедливость формулы (3.78) в точке/ = 0. 

Прямое доказательство формулы (3.80) нетрудно получить 
из равенств (3.20), (3.22). 

Теорема доказана. 

§ 4. ИНДЕКС МАСЛОВА В КОМПЛЕКСНОЙ СИТУАЦИИ 

Существование квантованного покрытия многообразия Лг 
обусловлено тривиальностью некоторого класса одномерных ко-
гомологии в группе когомологий Александрова-Чеха множества 
Гт°. В случае, когда вещественные точки многообразия Лг об­
разуют вещественное лагранжевое многообразие размерности 
п, этот класс одномерных когомологий совпадает с индексом 
MaonoBa (см, [1], [32]). Поэтому введенный класс одномерных 
когомологий 21V"-многообразий мы будем по-прежнему назы­
вать индексом Маслова. 

Индекс Маслова многообразия Лг. Приведем конструкцию 
индекса Маслова многообразия Л г. Заметим, что эта кон­
струкция дословно переносится на класс 9$ многообразий 
Л г >2 . Пусть {(£/, /)} — произвольное конечное правильное 

det def 
покрытие множества Тг. Положим то.—Unrr> IW = I- Покры­
тию {{U, I)} можно сопоставить покрытие {w} множества 

0 def о • 
FT:w = Ur\Tr и множество {Iw) координатных наборов, от-
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вечающих картам {.ay}: если w отвечает карте (U, I), то 
Iw — I. Совокупность таких покрытий {w} с оснащениями {Iw} 
обозначим через 41. В свою очередь, каждому покрытию 
{w} с оснащением {Iw) отвечает некоторое правильное по­
крытие {(U, /)). Для таких покрытий {(U, /)} примем обозна­
чение VL\{W},{IW}\. 

Будем говорить, что покрытие с оснащением {w\, \Iw] 
вписано в покрытие с оснащением {w1}, {IW'}> если некоторое 
правильное покрытие П[{™}, {/w}] вписано в некоторое 
правильное покрытие П [{-ш'}, {Iw'}\- Очевидно, для этого не­
обходимо и достаточно, чтобы для каждого множества w 
нашлость такое множество w', что 

вдето', / „ = /-,.. (4.1^ 
Выше определенное отношение включения будем обозначать 
символом < . 

В, свою очередь, мы будем говорить, что покрытие {w} 
(без оснащения) вписано в покрытие {w'} (без оснащения), 
если для каждого w существует такое w', что wCw'. Дан­
ное отношение включения обозначим символом --.. Очевидно,. 
отношение—-, вводит на множестве покрытий'% без учета их 
оснащения (обозначим это множество через %) частичное 
упорядочение. Далее, в силу предложения 2.5 § 2, для произ­
вольных покрытий {-ги)'}, {w"} из множества % существует такое 
покрытие {tsa}, что {w}-^,{w'}, {w}-^{w"}. Значит, совокупность 
покрытий °Й образует направленное множество покрытий. По. 
множеству покрытий % стандартным способом строится группа 
когомологий Александрова—-Чеха Й* (Гг). 

Мы будем рассматривать когомологий со значением в груп­
пе целых чисел. 

Теперь, используя существование оснащения у покрытий 
из множества % определим в группе одномерных когомологий 
# - (Г̂ .) класс «индекс Маслова» (сокращение IM). Итак, пусть 
{w}, {IW}@U. Построим нерв покрытия {да} —комплекс К {на} 
и рассмотрим группу одномерных когомологий Н1 (К (чю)), 
В эт ой группе по оснащению {Iw} построим элемент IM. 
С этой целью по оснащению {Iw} определим на комплексе 
К (та) одномерную коцепь IndM. Для этого выберем в картах 
(U, I) = U[w, IJ правильного покрытия П [{«>}, [Iw}] какие-либо-
непрерывные ветви аргументов функций J(u,n и определим 
коцепь lnd^ со значением в группе целых чисел равенством 

Indw(-»i,-B2)--=--~1I---'g-'(.v1/1) + k- a-g—tA(-r
2/-ri) + 

..-., ,,, , .+-- ' |A\/2|-atg/ ( £ , i f / . )]L i n i B i . (4.2) 
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Здесь 
def 

(U , , / , .)—^,/ ], /==1,2. 
(Из утверждения 2.2. §2 и равенства [/(£-1./.)//(£-ll/l)]Lif>)l=-f 
== det .A (Z.2//1)) вытекает, что правая часть равенства (4.2) 
во всех точках множества Wif]w2 равна одному и тому же 
целому числу). Для обоснования корректности этого опреде­
ления, покажем, что lndw антисимметричная функция. Имеем 

Indra (wu w2) + lndte) (w2, wx) = т."1 [ir | /1 \ / 2 j + " \h\h I + 
+ k. arg det A (U/I2) + к. arg det A (I2/h)\. (4.3) 

Из формулы (2.21) для значений индексов I = J = IU j — I2 
получим, что правая часть равенства (4.3) равна нулю. 

Теперь покажем, что коцепь замкнута. Пусть w0C]Wif]w2^= 
-5-= 0 . Рассмотрим выражение 
(8 lnd J (w0, тюъ w2) = lndTO (wu щ) — lnd-̂  (w0, w2) + lndw (w0, wx). 

Из формулы (4.3) получим равенство 
(SlndJ(w0, чшъ w2) = trl\k. argdet.4(/2//1) + Tc| /1 \ /2 | + 

+ k.argdetA(/1 / /0)-f7r j /0 \ /1 | — 
- k . arg detA(/2//0)--r t |/0\/2i]|IWiRtt, :nro/ 

Отсюда и из формулы (2.21) следует равенство 
(8 IndJ (та>0, wu №-) = 0. 

Значит, коцепь IndTO замкнута. 
Замкнутой коцепи lndw соответствует некоторый класс 

одномерных когомологий группы Н1 (К (да)).' Обозначим это' 
класс через \MW и покажем, что он не зависит от выбора не­
прерывной ветви функции arg/ ( U , . в карте П[ш, / ю ] . Для это­
го, очевидно, достаточно показать, что добавление к функции 
arg/(£/i/) в какой-либо карте (U, /) = П[да0,1ш] константы 2-cm 
дает новую коцепь lndra, удовлетворяющую соотношению 

lndm = lndro + 8C0. (4.4) 
Здесь С0 — нульмерная коцепь, равная на карте w0 числу 2m и 
нулю на остальных картах покрытия {ш}. Проверим формулу 
(4.4). Имеем 

ЬС (г% Wj) — 2т, bC(Wj,w0)=— 2т. 
С другой стороны, 

Шт (ву-, wj) = \x\6w (w0, Wj) -f 2m, 
ln6w (wj, w0) = lnd ,̂ (wp w0) — 2m. 
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Отсюда вытекает справедливость равенства (4.4). Значит ко­
цепи Ind ,̂, 1п<Зш определяют один и тот же класс КОГОМОЛОГИЙ 
\fAw в группе Hl{K{w)). 

Отметим, ЧТО класс когомологий lMw, вообще говоря, зави­
сит от оснащения покрытия {w} (так как, вообще говоря, одно 
и то же покрытие {ш} может иметь различные оснащения). Од-' 
нако, в пределе, при измельчении покрытий наступает стабили­
зация класса 1М„. 
Справедлива 

Т е о р е м а 4.1. Для всех оснащенных покрытий [w], 
{lw} из совокупности % классам когомологий 1Мда группы 
Hl(F<C(w)) отвечает один и ТОТ же элемент группы Н1 (Т°т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу определения группы кого­
мологий Я!(Г°.), классы когомологий 1Мда, где [{w}, [fw}]& 
определяют один и ТОТ же элемент группы Я1 (Г°Г), если 
для произвольной пары оснащенных покрытий {w"), {-V}; 
{•да'}, {Iw<} существует такое оснащенное покрытие {w}, {/да}, 
вписанное в каждое из этих -покрытий, что симплициальные 
гомоморфизмы <?*, -])*: 

Я* (К (та')) 5 Я* (/С И ) ; Я* (/< (та")) -->Я* {К И ) 
удовлетворяют соотношениям 

Л.---ТМ 
(4.5) 

ч>* ( U M « l M e ) 

•W ^(1Мш-.)=-Ш^ 
Приведем построение покрытия {ни}, {fw}. Пусть {(V, /)}, 

{(V, У)}—правильные покрытия, вписанные соответственно з 
покрытия П[{ги'}, U-И], n[{w"}, {Iw«}] также, что покрытие 
{(V, /)}U((V, •/)} — правильное (см. предложение 2.5). Положим 

def 
•w = V ПГт1. Очевидно покрытие {w} имеет два различных 
оснащения {Jw}, {/„,}. Покажем, что отвечающие этим раз­
личным оснащениям коцепи lnd^>, lnd<̂ > определяют один и 
тот же элемент \N\W в группе когомологий Я 1 (К (w)). Оче­
видно, достаточно ограничиться рассмотрением случая, когда 
оснащения {/ш}, {Iw} различаются лишь на одной карте wn, 
т.е . JW=IW при fflfa)0 и JWo == JQ, IWo = Л/, 1аф1й. Из 
определения коцепей lnd^1), Ind(/) следуют равенства 

IndCf) («»ь -»2) —Ind£>(<a>i, ^2) при | 1 2 

, Ind£f> (та)0, -»!)•-= Ind.*,7) (да0> wi) + 
+тс-.[к. argdetA(/1/y0) + 1 t | . / 0 \ 7 1 | - k . argdetА(/1//0)-

— « l / o \AI + arg-/(и.,./.,) —argy(v., .)]!»,(--.,. (4.6) 
*) Имеются в виду гомоморфизмы, порожденные симплициальными 

отображениями K(w)-+K,{w'); K(w)-*-K(w"). 
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Из равенства 

- [ к . argdet.A(/1//0) + i{cdot}:|/o\/1|] = k.argdet..4(/0//1) + ic | / i \ /o | , 
вытекающего из (2.21) при / = / -= / - , / = /0 и соотношения 
(2.21) следует, что формулу (4.6) можно преобразовать 
к виду 

lnd</) К , ®0 — lnd</> К . -О + C (jo, Л)> (4• 7) 
где 

С(/0, 7 0 ) = - ^ [k. argdetA(/0/ y0) + "l- /o\jo) + 
+ argy(v„^, —argy(v„ /o) ]kn«v (4-8) 

Покажем, что С(/0> Л)— целое число. (В частности, это озна­
чает, что правая часть равенства (4.8) принимает одинаковое 
значение во всех точках множества w0f\Wi). Этот факт вытека­
ет из условий правильного пересечения карт (Vo, Jo), (Vo, h) 
и равенства 

-Уо.Л.) 
J\V„J0) 

п ^detA(IQUQ)X(-ljhfJ°l. 

Теперь определим нульмерную коцепь С(;-'') равенством 

СС">(-»0) = С(/0 |/о). 
CU>J)(w) — 0 при W^WQ. 

Из формулы (4.8) для произвольных карт wh w2 покрытия 
{w} получим равенство: 

Ind»/•(-»•, ai2).---lnd -̂>(-a»i, то2) + (-С(/,,/,)(~-1> «и.)-
Значит коцепи lnd</\ lnd</) определяют один и тот же эле­
мент группы Н1{К (w)). Используя это обстоятельство, до­
кажем равенства (4.5). По построению покрытие П[{т.у}, [Iw] \ 
вписано в покрытие П[{иу'}, {/«с}]- Следовательно, каждому 
множеству w сопоставлено такое множество w', что 

ffijC-ffi)', IW = IW'. 

Тем самым определено некоторое симплициальное отображение 
<Р комплекса К (w) в комплекс К (w')- Покажем, что 
?*(1М.У)-=ШВД- С этой целью в качестве представителя 
класса 1Мда выберем коцепь lnd*/). Из определения отобра­
жения <р следует равенство' 

.(<P*Ind#>) ,(aii, wa)--nd$(a>;, W2). 
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Здесь WjC.w'r Iw — IwA /--=1,2. Отсюда следует, что если 
аргументы функций -r(t//.,/;), (Ир I}) = U[Wj, IWj], / = 1 , 2 , 
определить равенством*' 

то будет выполняться соотношение 
(<?*\ndw.) (wu w2) = lnd^)(wb w2). 

Значит, 
<p*(IMe.).= IMw. 

Теперь, используя равенство 
{cdot}Ind#>-Indtf>-=8C£'{cdot}-V 

аналогичными рассуждениями получим равенство 
Ф*0М„.) = 1Мв1. 

Теорема доказана. 
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УДК 517.948:513.88 
к. ,„Л- «U тРенК0- Б- Ю- Стернин, В. Е. Шаталов, Геометрия ла гранжевых 
многообразий и канонический оператор Маслова в комплексном Фазовом 
никиТ)Р1976Вге; 8 :С3 0Л9МбибЬ1 2

П Р О б Л е М Ы " " « - « — » • «И™™ вау" H T T ' S ! 
Рассматривается ряд геометрических вопросов, связанных с комплексной 

теорией канонического оператора Маслова. Исследования такого сорта ravn-
пируются вокруг следующих тем: 1) условия квантования и проблема отыс­
кания асимптотики собственных значений; 2) универсальные характеристик.. 
теории комплексного канонического оператора; 3) комплексные гамильтоновы 
ноля и их траектории. 

УДК 517.948:513.388 
В. В. Кучеренко, Асимптотика решения задачи Коши для уравнений с 

комплексными характеристиками. «Современные проблемы математики» 
(Итоги науки и техмики) 1976 г., 8, 41—136, биб. 33 

Рассматриваются дифференциальные уравнения с малым параметром при 
производной. Разрабатывается метод построения формальных асимпотиче-
ских решений для случая комплексных характеристик. Для этого вводится 
новый класс миогообразий, являющихся естественным обобщением вещест­
венных лагранжевых миогообразий на комплексный случай. На этом классе 
многообразий строится теория канонического оператора Маслова. Асимптоти­
ческие решения выражаются через канонический оператор Маслова. 

УДК 517.948:513.88 
В, П. Маслов, И. А. Шишмарев, О Т-произведении гипоэллиптических 

операторов. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и техники) 
1976 г., 8, 137-197, биб. 11 

Получена асимптотика при t-*0 решения задачи Коши для гипоэллипти-
ческого уравнения. С ее помощью доказано существование Т-произведения 
для гипоэллнптических операторов и доказана теорема о снятии автономных 
скобок в Т-произведении. 

УДК 517.948:533 
В. П. Маслов, О распространении ударных волн в изоэнтропическом 

нсвязком газе. «Современные проблемы математики». (Итоги науки и тех­
ники) 1976 г., 8, 199—271, биб. 4 

Рассматривается новый метод построения динамики движения фронта 
ударной волны, движущейся со скоростью близкой к скорости звука в не­
вязком изоэнтропическом газе. Алгоритм построения решения сводится к 
задаче последовательного решения систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений, что дает значительный экономический эффект по сравнению с 
известным методом разностных схем при расчете на ЭВМ. 

УДК 517.948:533 
В. П. Маслов, В. А. Цупин, Распространение ударной волны в изоэнтро­

пическом газе с малой вязкостью. «Современные проблемы математики». 
(Итоги .науки я техники.) 1976 г., 8, 273—308, биб. 4 

Рассматривается новый метод построения структуры фронта и динамики 
движения ударной волны, распространяющейся в изоэнтропическом газе с 
малой вязкостью со скоростью, близкой к скорости звука. Предложенный 
алгоритм решения позволяет существенно увеличить точность и эффективность 
численного расчета па ЭВМ по сравнению с известными универсальными 
численными методами, основанными на использовании разностных схем. 


