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1. Пусть dl - пространство вещественнознач-
ных функций, интегрируемых с квадратом на от­
резке [а, Ь]. Зададим в ffi скалярное произведение 
в виде 

ь 

(и(х), v ( j c ) ) = ju(x)v(x)do(x), (1) 
а 

где G(x) - некоторая фиксированная функция ог­
раниченной вариации, интеграл берется в смысле 
Лебега-Стилтьеса. Рассмотрим задачу аппрокси­
мации функции fe ffi полиномом на отрезке [а, Ь]: 

(2) 
* = о 

где г(х) - ошибка аппроксимации. Тогда если ко­
эффициенты полинома (2) определяются из усло­
вия минимума скалярного квадрата ошибки Ьп к: 
(e(jc), £(%)) —> min, к = 0 , . . . , п, то такая задача явля­
ется построением полинома наилучшего средне­
квадратичного приближения функции. Известны 
[1,2] два способа отыскания коэффициентов Ьпк: 
решением системы нормальных уравнений и раз­
ложением fix) по системе многочленов, ортого­
нальных в смысле скалярного произведения (1). 
В данной работе показано, что коэффициенты 
Ъп к могут быть представлены как средневзвешен­
ные значения производных функции fix), поряд­
ком не превышающих к: 

и определен вид весовых функций т(йп к(х). 

(3) 

2. Система нормальных уравнений для опреде­
ления коэффициентов Ъп к имеет вид 

( (х°,х°) (х",х1) ... (ЛГ°,хп) „ 0 „1 

(х\х°) (Х',Х') . . . (Х',Х") .1 „1 и, 1 

V ( J C " , J C ° ) (Ах1) ... (х",хп) A bHi„ J 

( (x°,f(x)) л 

(x\f(x)) 

У (xn,f(x)) ) 

(4) 

Набор формул для определения коэффициен­
тов Ъп к из системы (4) по теореме Крамера бу­
дем рассматривать как вектор функционалов 

^ « д ставящий в соответствие функции 
fix) вектор коэффициентов полинома ее наилуч­
шего среднеквадратичного приближения. В явном 
виде 

ЬпЛ = К%,Ях)) = 

{х\хк-1) (x°,f(x)) (х°,хк + ]) 

= А"1 

( (х°,х°) .. 

(х\х°) .. 

(х°,хп) л 

(х\хк']) {x\f{x)) ( * V + 1 ) • • {х\хп) 

У (хп,х") ... (л", л*"1) (АЯх)) (х",хК + 1) ... (хп,хп) ) 

(5) 
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464 КРАВЧЕНКО и др. 

где А - определитель матрицы скалярных произ­
ведений (определитель Грама) из (4). 

СВОЙСТВА Ф У Н К Ц И О Н А Л О В & ^ 

С в о й с т в о 1. 2Й°(f(jt,fix)) линейны относи­
тельно/(jc): 

(х, = (6) 

где ц - некоторые константы. Оно вытекает из 
общих свойств (см. [4]) определителей. 

С в о й с т в о 2. Для fix) = х™, т е О, 
выполняется 

п, 

1, к = т. 
(7) 

Это справедливо, ибо при к & т определитель 
из (5) становится равным нулю, так как в нем по­
являются равные столбцы, а при к-топ совпада­
ет с определителем Грама. 

С в о й с т в о 3. Коммутативность относитель­
но операций интегрирования и дифференциро­
вания. 

ах dx 

®Z?(x,fa)dx) = j^(x,fix)dx). 
(8) 

Это следует из свойств [4] функциональных 
определителей. 

С в о й с т в о 4. Для ошибки аппроксимации 
г(х) справедливо 

0. (9) 

Это следует из теоремы об ортогональности 
ошибки аппроксимации е(0 ко всем компонентам 
базиса пространства, которому принадлежит ап­
проксимирующая функция [1, 2], а также из об­
щих свойств определителей [4]. 

3. Известны [3] обобщенные функции Дирака 
и Хевисайда. Первая из них, 8(х), равна нулю вез­
де, кроме нуля, бесконечности в нуле и имеет еди­
ничную площадь. Известно свойство Ь(х): 

jfiy)b(y-x)dy - fix), хе [а,Ь]. (10) 

Функция Хевисайда и(х) есть первый интеграл 
от функции Дирака: 

ы{х) = jb(x)d. 
о 

X. 

Для и(х) имеем 
ь 
\fb)u(y-x)dy =fib)-fix), хе[а,Ь]. (11) 
а 

Введем обобщенные функции, являющиеся ин­
тегралами последующих порядков от 8(х). Обо­
значим: 

ир(х) = J.. . ju(x) (dx)p. (12) 
,0 о, 

рраз 
Нетрудно видеть, что 

иЛх) = 

0, х<0, 

х>0. 
(13) 

С в о й с т в о ир(х). Для ир(х) выполняется 

]fP)(y)up-i(y-x)dy = 

p-i 
= X ( - l ) p + m + I (Ь-х) 

m= 1 

fm\b) 
ml 

(14) 

+ (-l)p + l(fib)~f(x)), 
р>0, хе [а,Ь]. 

В рамках введенных обозначений (12) следует 
условно полагать, что 5(х) = и_х(х). Выражением 
для 8(jc), аналогичным (14), является (10). Имеет 
место следующая 

4. Т е о р е м а . Пусть для функции fix) на от­
резке [а, Ь] существует полином наилучшей 
среднеквадратичной аппроксимации. Тогда ко­
эффициенты этого полинома могут быть най­
дены в виде (3) как средневзвешенные на [а, Ь] 
значения производных функции fix). При этом 
весовые функции mco„ k(x) определяются в виде 

ajx) = ( - l r^SWrn - i f r -y)) . (15) 

Для доказательства теоремы необходимо р раз, 
ре 0, л, продифференцировать, а затем про­
интегрировать с весом т(дпк(х) обе части равен­
ства (2). Дальше можно реализовать две схемы 
доказательства: 

(а) используя свойства (6) - (8), (14) и определе­
ние , показать, что левая часть получивше­
гося равенства есть Ъп р, если р - /с; 

(б) используя свойства (6) - (9), (14), показать, 
что в правой части получившегося равенства ин­
теграл от е^Хх) и все множители при коэффици­
ентах Ъп к для кФр равны нулю, а для к-р множи­
тель равен 1. 
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СВОЙСТВА ВЕСОВЫХ ФУНКЦИЙ wco„ к(х) ф Ь 0 (t/T) 

С в о й с т в о 1. Для w0) w к(х) выполняется 
равенство 
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к\ [ со (x)dx 
J т п, к 

(16) 

Оно справедливо в силу соотношений (8), 
(15), (7). 

С в о й с т в о 2. Для т(ОпЛ(х) выполняется 
равенство 

(х) = -4- со (х). (17) СО v 

т - 1 п Д 

Это свойство позволяет свести задачу опреде­
ления всего множества весовых функций к опре­
делению весовых функций вида ксоп к(х). 

5. Рассмотрим следующий пример. Пусть a(t) -
неубывающая кусочно-постоянная функция, 
имеющая на отрезке [0, 7] N скачков величиной 
1 /7V в точках tt. Тогда скалярное произведение (1) 
примет вид 

( k ( 0 , V ( 0 ) = Л Г ^ и ^ у а д . (18) 
i= 1 

Имеет место задача среднеквадратичной аппрок­
симации функции на дискретной сетке. В этом 
случае 

jykuk-i(t-y)do(y) = N-^t'u.^it-ti). (19) 
i= i 

На рис. 1 представлены полученные на основе 
формулы (15) семейства весовых функций при 
аппроксимации квадратичной параболой (л = 2) 
для различного числа равномерно расположен­
ных узлов. При N —> °° имеем случай непрерыв­
ной аппроксимации. При этом весовые функции 
представляются полиномами порядка п + к: 

со (г) = 30 — 
0 2 , 0 W у З 

со (t) = 60 — 
1 2, 1 W j 4 

со (t) = 15 — 
2 2, 2 W 7-5 

К А -

t2 t 

e t2 

3 0 - , + 15 

(20) 

3 ' 

6. Следует заметить, что на практике функция 
с(х) в скалярном произведении (1) чаще всего 
является либо непрерывной, либо кусочно-посто­
янной. Если при этом в первом случае а(х) отлич­
на от х либо во втором случае скачки отличны от 
единичных, то в определении скалярного произ-

0.25 0.50 0.75 1.01 

Рис. 1. Семейства весовых функций К ( 0 2 , к Д л я 8, 35 и 
бесконечного (непрерывный случай) числа равно­
мерно расположенных узлов аппроксимации. Семей­
ство 0со2, о П Р И N < 0 0 является последовательностью 
5-функций, изображенных вертикальными отрезка­
ми, высота которых есть увеличенная в N раз 
площадь соответствующих 5-функций. 

ведения под знаком интеграла или суммы появля­
ется дополнительный сомножитель р, зависящий 
от х\ 

или 

(и, v) = ju(x)v(x)p(x)dx (21) 

(22) 
/ = i 

Этот сомножитель также называют весовой 
функцией. Однако эту функцию не следует пу­
тать с весовой функцией w o \ к . 

Отметим физический смысл функций т(ОпЛ(х). 
Легко увидеть, что уравнение (3) с учетом (15) 
имеет тип свертки [5]. Из сопоставления (3) и (15) 
следует, что т(йп^к(х) можно рассматривать как 
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импульсную переходную функцию линейной сис­
темы с входным сигналом fm)(x), выходным сигна­
лом и Ъп к и системным оператором 2й°д. Такая 
интерпретация позволяет, в частности, по-новому 
подойти к построению теории цифровых измери­
телей параметров движения [6, 7]. 

7. Таким образом, в работе предлржен и обос­
нован новый метод представления коэффициен­
тов полинома наилучшего среднеквадратичного 
приближения функции. Данный подход может 
быть использован при решении широкого класса 
задач теории аппроксимации, математического 
моделирования, обработки наблюдений. 

JJ и др. 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 
1. Ахиезер Н.И. Лекции по теории аппроксимации. 

М.: Наука, 1965. 407 с. 
2. Натансон И.П. Конструктивная теория функций. 

М.; Л.: Гостехиздат, 1949. 688 с. 
3. Гелъфанд ИМ., Шилов Г.Е. Пространства основ­

ных и обобщенных функций. М.: Физматгиз, 1958. 
306 с. 

4. Гантмахер Ф.Р. Теория матриц. М.: Наука, 1988. 
522 с. 

5. Siebert WM. Circuits, Signals and Systems. The MIT 
Press, 1986. 

6. Занимонский EM., Нагорный В.Д. II Измеритель­
ная техника. 1992. № з. с. 34 - 36. 

7. Нагорный В.Д. Обработка данных в баллистичес­
ком гравиметре. Дис. ... канд. физ.-мат. наук. М.: 
ОИФЗ РАН, 1993. 121 с. 

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 343 № 4 1995 


